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Apresentação 


Olá, aluno(a)! Seja bem-vindo(a) ao nosso curso! 


Antes de mais nada, gostaria de me apresentar. Meu nome é Victor So Taa Rhan, fui aprovado 
nos vestibulares da AFA, do ITA e do IME no ano de 2011. Obtive o 3º lugar no vestibular do IME e, 
atualmente, sou graduado em Engenharia da Computação pelo ITA. 


Minha preparação para o vestibular do ITA teve duração de 2 anos. No primeiro ano de 
cursinho, eu não entendia coisa alguma que os professores falavam e, por isso, fui classificado na 
última turma! No fim do meu ensino médio, eu prestei o vestibular do ITA e resolvi quase nenhuma 
questão de matemática, até o enunciado era difícil de entender. Depois de muito estudo, eu aprendi 
a resolver as questões da banca e, também, quais os assuntos mais cobrados da prova. 


Eu sei que o caminho é árduo, mas eu vou ajudar você a alcançar sua aprovação. Passareitodo 
o conhecimento que acumulei durante a minha preparação. 


A minha missão é ver o seu nome na lista dos aprovados! Conte comigo nessa jornada! 


Qualquer dúvida, crítica ou sugestão, entre em contato conosco pelo fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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Metodologia do Curso 


Este curso apresentará toda a base da matemática para que você consiga resolver a 
integralidade das questões do ITA/IME. Não será necessário consultar outras fontes externas. Ao 
longo do curso, resolveremos diversos exercícios e com isso você será capaz de aprender como as 
questões do ITA/IME são cobradas no vestibular. Você terá que se dedicar se quiser passar nesses 
vestibulares, então estude bastante e treine a maior quantidade de exercícios possível! 


Para os alunos que já possuem uma base sobre a matéria, vocês podem pular direto para a 
lista de questões. Surgindo alguma dúvida, vocês poderão ver a resolução do exercício e/ou consultar 
a teoria para sanar suas dúvidas. 


Ao longo da teoria resolveremos alguns exercícios para fixação e veremos na prática como o 
assunto pode ser cobrado na prova. 


Análise de Vestibulares Anteriores 


Análise do ITA 


O vestibular do ITA 2019 teve uma mudança em relação às provas dos anos anteriores. 
Antigamente, as provas ocorriam durante quatro dias seguidos divididos em Física, Português, Inglês, 
Matemática e Química em apenas 1 fase. As provas de Física, Química e Matemática possuíam 20 
questões objetivas e 10 questões dissertativas cada uma e as provas de Português e Inglês possuíam 
20 questões objetivas e também uma redação na prova de Português. Um detalhe, a prova de Inglês 
não contabilizava pontos na média, e até hoje essa regra se mantém. Outra novidade que ocorreu 
no vestibular de 2019 foi a inclusão do sistema de cotas em seu processo seletivo. Nesse ano, as 
provas foram divididas em 2 fases. A primeira fase consistiu em 60 questões objetivas envolvendo 
todas as matérias, sendo classificatória e eliminatória para a próxima fase com duração de 4 horas 
(12 questões de cada disciplina). A segunda fase ocorreu em 2 dias, o primeiro dia foi a prova de 
Matemática e Química com 10 questões dissertativas de cada matéria para serem realizadas em 4 
horas. O segundo dia foi a prova de Física e Redação composta de 10 questões de Física e 1 Redação 
para serem realizadas também em 4 horas. 


Atualmente, o vestibular de 2020 será parecido com o vestibular de 2019, mas terá uma 


mudança em relação à primeira fase. Ao invés de 60 questões, teremos 70 no total (15 para 
Matemática, Física, Química e Português e 10 para Inglês) para serem resolvidas em 5 horas. 


Vejamos a composição da média final das provas do último vestibular: 
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Fase Matéria Percentual 
12 Fase | Prova Objetiva 


22 Fase 


O Médiafinal | Final 100% 


A média de corte do vestibular desse ano foi acima de 7,00 para as vagas ordinárias e 
privativas. Vagas ordinárias são para os alunos que optaram pela carreira civil (serão militares apenas 
no primeiro ano) e as vagas privativas são para os alunos que optaram pela carreira militar (serão 
militares durante toda a graduação). 


Vamos analisar a estatística dos vestibulares dos outros anos: 


2019 2018 2017 2016 2015 2014 


Relação 


Prova 

2018 2017 2016 2015 2014 

Física 7,11 6,00 7,66 5,52 5,56 
Português 7,66 7,63 7,31 6,76 6,26 

Inglês 8,03 8,54 8,68 8,26 8,74 
Matemática 7,71 8,29 7,45 8,02 7,82 
Química 7,40 7,02 6,70 7,06 7,22 

Média de corte 7,34 6,85 6,94 6,37 6,25 
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1a Fase 2a Fase 
Privativa 6,04 7,03 
Ordinária 5,83 7,06 
Privativa (cotistas) - 6,39 
Ordinária (cotistas) - 6,69 


Perceba que a média para garantir a aprovação é 7,00. Note também que os aprovados 
normalmente possuem média em Matemática maior que em outras matérias de exatas. A prova de 
Matemática do ITA é menos exigente do que a do IME, por isso, vamos garantir os pontos nessa 
matéria para elevar a sua média! 


Não há idade mínima para o ingresso no ITA, desde que você tenha concluído ou esteja concluindo 
o ensino médio no ano da inscrição. A idade máxima para esse vestibular é 23 anos de idade até o 
último dia do ano do concurso. 


Análise do IME 


Diferentemente do ITA, o IME não teve mudanças em relação ao seu vestibular, ele continua 
com duas fases em seu exame intelectual. Como novidade, o IME, assim como o ITA, adotou o 
sistema de cotas em seu processo seletivo. 


Atualmente as fases estão divididas da seguinte maneira: 


12 Fase: Prova composta de 40 questões (15 Matemática, 15 Física e 10 Química) a serem 
resolvidas em 4 horas. 


22 Fase: 3 provas discursivas das matérias específicas (Matemática, Física e Química) e 2 
provas mistas (com questões objetivas e/ou discursivas) de Português e de Inglês, eliminatórias e 
classificatórias de acordo com os seguintes pesos: 


e Matemática: peso 3,0 
e Física: peso 2,5 

e Química: peso 2,5 

e Português: peso 1,0 

e Inglês: peso 1,0 
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A segunda fase ocorre em 4 dias seguidos e cada prova tem duração de 4 horas (1 dia para 
cada matéria específica e 1 dia para as provas mistas). 


Vamos ver a média dos aprovados no vestibular de 2019: 


O Prova | Ativa Reserva 
Física 6,17 6,56 
Português 7,44 7,48 
Inglês 6,13 6,54 
Matemática 6,63 6,66 
Química 6,74 7,00 


Note que as matérias de exatas possuem uma média parecida. Português é a matéria com a 
maior média, mas lembre-se de que as exatas possuem um peso muito maior! Para garantir a 
aprovação nesse vestibular, a nota necessária será por volta de 6,50. 


Há restrições de idade para o IME. Veja: 


ATIVA: ter no mínimo 16 (dezesseis) anos de idade, completados até 31 de dezembro do ano da 
matrícula no CFG do IME; e ter no máximo, 22 (vinte e dois) anos de idade, completados até 31 de 
dezembro do ano da matrícula no CFG do IME. 


RESERVA: ter no mínimo 16 (dezesseis) anos de idade, completados no período de 1º de janeiro a 
31 de dezembro do ano do concurso (ano anterior ao da matrícula no CFG do IME); e ter no 
máximo, 21 (vinte e um) anos de idade, completados no período de 1º de janeiro a 31 de 
dezembro do ano do concurso (ano anterior ao da matrícula no CFG do IME). 


Também há a restrição de escolaridade: 


O candidato deve ter concluído ou estar cursando a última série do Ensino Médio em 
estabelecimento de ensino reconhecido, de acordo com a legislação federal vigente. 
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ESTATÍSTICA DE VESTIBULARES ANTERIORES 


ITA 


O diagrama abaixo representa a distribuição de assuntos da prova de Matemática do ITA dos 
últimos 20 anos. 


QUESTÕES DE MATEMÁTICA/ITA 2000-2019 


Teoria Elementar dos 


Conjuntos Geometria Plana 
Números Complexos 4% 9% 
7% 
Funções Geometria Espacial 


6% 9% 


Polinômios 


9% Geometria Analítica 
10% 
Matrizes. 
Determinantes. 
7% 
Trigonometria 


Sistemas Lineares 


3% 


11% 


Sequências 
6% — Aritmética 
Análise Combinatória. Equaçõese 1% 
Probabilidades. Logarítmos Inequações 


9% 3% 3% 


O vestibular do ITA costuma juntar vários assuntos em uma mesma questão. Perceba que os 
assuntos estão bem distribuídos e o único que ultrapassa 10% é o de trigonometria. As geometrias 
juntas formam 28% das questões cobradas e se contabilizarmos trigonometria e polinômios, 
obteremos um total de 48%, quase metade da prova! Então, se o seu foco for o ITA, não deixe de 
aprofundar seu conhecimento nesses temas! 


O diagrama abaixo representa a distribuição de assuntos da prova de matemática do IME dos 
últimos 20 anos. 
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QUESTÕES DE MATEMÁTICA/IME 2000-2019 


Noções de Lógica Aritmética 
3% 


Geometria Plana 
4% 7% 


Teoria Elementar dos... 
Conjuntos 
2% 


Geometria Espacial 
7% 


Números Complexos 


6% 
Funções 
4% Geometria Analítica 
8% 
Polinômios 
7% 
Matrizes. Trigonometria 
9 
Determinantes. 13% 
7% 
Sistemas Lineares 
2% Outros 
4% 
Sequências Fatoração e Produtos 


7% Análise Notáveis 
Combinatória. Equações e 1% 
Probabilidades. Logaritmos Inequações 


7% 5% 6% 


Perceba a preferência da banca do IME por questões que envolvem trigonometria, 13% de 
todas as questões cobradas nos últimos 20 anos foram desse assunto. As geometrias juntas formam 
22% da prova. Temos a presença de Noções de Lógica e Fatoração, temas que não estão explícitos 
no edital do ITA. Além disso, teoria dos números e desigualdades são outros assuntos que são mais 


prováveis de serem cobrados por essa banca do que pelo ITA. Se o seu foco for o IME, então, foque 
nesses assuntos! 
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Teoria Elementar dos Conjuntos 


ITA- Teoria elementar dos conjuntos: subconjuntos, união, 
intersecção, diferença, complementar. 


IME- Noções elementares da teoria dos conjuntos. 
Subconjuntos. Operações: união, interseção, diferença e 
complementar. Conjunto universo e conjunto vazio. Domínio 
e contradomínio 


Álgebra Elementar 


ITA- Conjuntos numéricos: naturais, inteiros, racionais e 
irracionais, reais. 


IME- Conjuntos numéricos: naturais, inteiros, racionais e 
irracionais, reais. Sistemas de numeração. Mudança de base. 
Princípio da indução finita. Redução por absurdo. 


Sequências 


ITA- Progressões aritméticas e progressões geométricas: 
propriedades, soma dos termos de uma progressão 
geométrica infinita. 


IME- Progressões aritméticas e geométricas: definição, 
propriedades, expressão do termo geral, soma dos termos e 
produto dos termos, interpolação aritmética, interpolação 
geométrica. Progressão geométrica infinita. 


Introdução às Funções 


ITA- Funções injetoras, sobrejetoras e bijetoras; funções 
pares, ímpares e periódicas; funções composta e inversa. 


IME- Conceito de funções. Funções injetoras, sobrejetoras e 
bijetoras. Funções inversa e composta. Funções pares e 
ímpares. Relações. Funções do 1º grau. Equações e 
inequações. Gráficos de uma função. 


Funções Quadráticas e Modulares 


ITA- Funções quadráticas e modulares. 
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IME- Funções quadráticas. Equações e inequações. Mínimo e 
máximo de uma função quadrática. Gráficos de uma função. 
Trinômio do 2º Grau: decomposição em fatores do 1º grau. 
Sinais do trinômio. Inequações de 2º grau. Funções modular 
e máximo inteiro. 


Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, 
Equações Funcionais 


ITA- Funções logaritmo e exponencial: definições e 
propriedades. Equações e inequações logarítmicas e 
exponenciais. 


IME- Equações e inequações. Logaritmos e Função 
Exponencial: Definição. Propriedades. Mudança de base. 
Característica e mantissa. Cologarítimos. Equações e 
inequações logarítmicas e exponenciais. 


Trigonometria | 


ITA- Trigonometria: fórmulas de adição, subtração e 
bissecção de arcos. Funções trigonométricas: propriedades e 
relações principais. Transformação de soma de funções 
trigonométricas em produtos. 


IME- Trigonometria: propriedades de ângulos e arcos. 
Conceito de arco e ângulo. Relações trigonométricas. Fórmula 
de adição, subtração e bissecção de arcos. Transformação de 
soma em produto. Redução ao primeiro quadrante. Funções 
trigonométricas e funções trigonométricas inversas. 
Resolução de triângulos. Funções periódicas. 


Trigonometria II 
ITA- Trigonometria: equações e inequações trigonométricas. 
IME- Trigonometria: Equações e inequações trigonométricas. 
Sistemas de equações e inequações trigonométricas. 
Geometria Plana | 


ITA- Congruência de figuras planas e relações métricas nos 
triângulos. 


IME- Relações métricas nos triângulos. Congruência de 
figuras planas. 
Geometria Plana Il 


ITA- Semelhança de triângulos e relações métricas nos 
triângulos. 


IME- Lugares geométricos, relações métricas nos triângulos. 
Semelhança de triângulos. 
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Geometria Plana Ill 


ITA- Relações métricas nos círculos, circunferências e 
quadriláteros. 


IME- Circunferências e círculos. Relações métricas nos 
círculos. Quadriláteros. 


Geometria Plana IV 


ITA- Polígonos; relações métricas nos polígonos regulares; 
áreas de polígonos; áreas de círculos, coroas e setores 
circulares. 


IME- Polígonos. Relações métricas nos polígonos regulares. 
Áreas de polígonos. Linha poligonal. Areas de círculos, coroas 
e setores circulares. 


Matrizes e Determinantes 


ITA- Matrizes: operações, propriedades, inversa. 
Determinantes e propriedades. 


IME- Matrizes e determinantes: definição de matrizes e 
determinantes. Operações. Propriedades de matrizes e 
determinantes. Matriz inversa e transposta. Matrizes 
equivalentes. Matriz elementar e não singular. 


Sistemas Lineares 


ITA- Matriz associada a um sistema de equações lineares. 
Resolução e discussão de sistemas lineares. 


IME- Sistema de Equações Lineares: Matriz associada a um 
sistema de equações lineares. Resolução e discussão de 
sistemas lineares. Redução Gaussiana. Regra de Cramer. 
Teorema de Rouché-Capelli. 


Geometria Analítica | 


ITA- Coordenadas cartesianas. Distância entre pontos. 
Equações da reta, paralelismo e perpendicularismo, ângulo 
entre retas, distância de um ponto a uma reta. Equação da 
circunferência, tangentes a uma circunferência, intersecção 
de uma reta a uma circunferência. 


IME- Coordenadas cartesianas. Ponto. Distância entre pontos. 
Equação da reta. Paralelismo e perpendicularismo. Ângulo 
entre retas. Distância entre ponto e reta. Circunferência. Eixo 
radical. 


Geometria Analítica Il 
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ITA- Elementos principais e equações da elipse, hipérbole e 
parábola. Lugares geométricos e interpretações de equações 
de 2° grau. 


IME- Flipse, parábolas e hipérboles. Lugares geométricos e 
interpretações de equações de 2º grau. Intercessões entre 
figuras geométricas. 


Análise Combinatória 


ITA- Combinatória: problemas de contagem, arranjos, 
permutações e combinações simples. Binômio de Newton. 
Probabilidade e espaços  amostrais. Probabilidade 
condicional e eventos independentes. 


IME- Análise Combinatória, Probabilidade e Binômio de 
Newton: Princípio fundamental da contagem. Arranjos. 
Permutações. Combinações. Permutações com elementos 
repetidos. Probabilidade. Eventos e espaço amostral. Espaços 
amostrais contínuos e discretos. Lei da adição. Lei da 
multiplicação. Probabilidade condicional. Regra da 
probabilidade total. Binômio de Newton. 


Números Complexos 


ITA- Números complexos: representação e operações nas 
formas algébrica e trigonométrica, raízes complexas, fórmula 
de Moivre. 


IME- Número Complexos: Representação: forma algébrica e 
trigonométrica. Operações fundamentais. Conjugado e 
módulo. Potenciação e radiciação. Extração de raízes. 
Fórmulas de Moivre. Resolução de equações binomiais e 
trinomiais. 


Polinômios 
ITA- Polinômios: conceito, grau e propriedades 


fundamentais; operações, fatorações e produtos notáveis; 
raízes; teorema fundamental da álgebra. 


IME- Polinômios: Definição. Grau. Operações fundamentais. 
Identidades. Divisão por binômio de primeiro grau. Divisão 
de polinômios. Regra de Briot Ruffini. Raízes de polinômios. 
Relação entre coeficientes e raízes. Regra de Descartes. 
Teorema fundamental da álgebra. Fatoração e produtos 
notáveis. Máximo divisor comum de polinômios. 


Equações Algébricas 


ITA- Equações algébricas: definição, raiz, multiplicidade e 
número de raízes; transformações aditiva e multiplicativa; 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


equações recíprocas; relação entre coeficientes e raízes. 
Raízes reais e complexas. 


IME- Equações e Inequações Algébricas: Definição. Cálculo de 
raízes. Multiplicidade e número de raízes. Cálculo de raízes 
comuns e raízes múltiplas. Transformações aditiva e 
multiplicativa. Equações recíprocas. Relação entre 
coeficientes e raízes. 


Geometria Espacial | 


ITA- Retas, planos e suas posições relativas no espaço. 
Poliedros regulares. Prismas, pirâmides e respectivos 


Aula 20 ; ; 
troncos. Cálculo de áreas e volumes. 
IME- Retas, planos e suas posições relativas. Poliedros. 
Prismas, pirâmides e respectivos troncos. Areas e volumes. 
Aula 21 Geometria Espacial II 


ITA- Cilindros, cones e esferas. Cálculo de áreas e volumes. 


IME- Cilindros. Cones. Esferas. Áreas e volumes. Projeções. 
Sólidos de revolução. Lugares geométricos. 


Introdução 


A primeira aula desse curso será sobre Teoria dos Conjuntos. Precisamos aprender a ler as 
notações usadas nas questões antes de aprender a resolvê-las. 


Antes de iniciar o estudo sobre a Teoria dos Conjuntos, vamos estudar Noções de Lógica. Essa 
matéria não está no edital do ITA, mas está no edital do IME. Ela é um pré-requisito para uma boa 
base no estudo da Teoria dos Conjuntos. Se você está focando apenas para o ITA, você pode pular 
para o próximo capítulo. 


Nesse curso, tentei deixar os comentários das questões bem detalhados, então, se você for 
um aluno avançado ou intermediário, apenas confira o gabarito e tente resolver todas as questões 
dessa aula. Lembre-se! O importante é ganhar velocidade na hora da prova, então, tente resolver a 
maior quantidade de exercícios possível e não perca tempo verificando questões que você já sabe! 
Caso você seja um aluno iniciante, você pode conferir o passo a passo das resoluções e aprender 
com elas. Sem mais delongas, vamos começar! 
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1. NOÇÕES DE LÓGICA 


1.1. Proposição Simples 


1.1.1. Definição 
Uma proposição simples ou sentença é uma oração declarativa que expressa um sentido 
completo e pode ser classificada em apenas um dos dois valores lógicos possíveis: verdadeiro ou 


falso. 
Vamos aos exemplos: 


1) Essa maçã é vermelha. 

2) 10>5 

3) 9=5 

No exemplo 1, vemos que “Essa maçã é vermelha” é uma oração afirmativa. Podemos dizer 


que ela é verdadeira, caso a maçã seja vermelha, ou falsa, caso a maçã seja verde. Repare que no 
caso de uma oração, temos necessariamente a presença de sujeito (essa maçã) e de predicado (é 


vermelha). 
Por exemplo, a frase “O rei leão” não é uma proposição, pois não possui sentido completo. 


No exemplo 2, temos uma afirmação, lê-se 10 é maior que 5, ela é uma proposição pois possui 


sentido completo e recebe valor lógico verdadeiro. 


No exemplo 3, temos outra afirmação, lê-se 9 é igual a 5, temos outra proposição com sentido 


completo. Ela afirma que 9 é igual a 5, logo é uma proposição falsa. 
Também temos frases que não podem ser classificadas como proposição, por exemplo: 


4) 10-5 +3 (não possui sentido completo) 

5) Isso é um absurdo! (frase exclamativa) 

6) Essa pedra é dura? (frase interrogativa) 

7) Faça 30 flexões agora. (frase imperativa) 

8) 5x + 2 = 0 (sentença aberta) 

No exemplo 5, 6 e 7, temos uma frase exclamativa, interrogativa e imperativa, 


respectivamente. Não são proposições, pois não são classificáveis como verdadeiras ou falsas. 


No exemplo 8 temos uma sentença aberta, porque não sabemos o valor de x. Então não 
sabemos se ela é verdadeira ou falsa. Observe que uma sentença aberta pode se tornar uma 


proposição mediante o uso de quantificadores! Exemplo: 
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9) 3x E R|5x+2=0 
O símbolo 3 representa o quantificador existencial. Essa frase é lida como: 


“Existe x pertencente ao conjunto dos reais, tal que 5x + 2 = 0.” 


Essa é uma proposição verdadeira, pois resolvendo essa equação encontramos algum x que 
satisfaz o problema. 


Dois exemplos de quantificadores são: 


a) Universal: V significa “para todo” 
Exemplo: Yx E R,x +1=0 


Essa proposição significa: 

“Para todo x pertencente ao conjunto dos reais, x + 1 = 0” 

Essa proposição possui valor lógico falso, pois ela afirma que todo x real satisfaz a equação. 
Se tomarmos x = 0, a equação fica O + 1 = 0, o que é errado. 


b) Existencial: 3 significa “existe” 
c) Não existencial: À significa “não existe” 
Exemplo: Áx E R|V—1 = x 


Lê-se: 

A NES à H Z o ” 

Não existe x pertencente aos reais tal que V—1 é iguala x. 

Essa é uma proposição verdadeira. Um número que satisfaz essa condição pertence ao 


conjunto dos complexos. Veremos mais adiante o estudo desses números. 


Assim, para termos uma proposição temos que satisfazer as seguintes condições: 


l. A oração deve possuir sentido completo. 


II. Deve ser declarativa (não pode ser sentença aberta, frase exclamativa, frase interrogativa e 
frase imperativa). 


WII. Somente assume um dos valores lógicos possíveis: verdadeiro (V) ou falso (F). 
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esa 


1.1.2. Princípio da Não-Contradição 


O Princípio da Não-Contradição diz que uma proposição não pode ser verdadeira e falsa ao 


mesmo tempo. Por exemplo: 
Suponha que a seguinte proposição seja verdadeira: 


1) Choveu ontem. 
Se “choveu ontem” é uma proposição verdadeira, então não podemos afirmar que “não 


choveu ontem” (essa frase é equivalente a afirmar que “choveu ontem” é falsa). Pois assim, 


estaríamos nos contradizendo. Ou choveu ou não choveu. 


1.1.3. Princípio do Terceiro-Excluído 


O Princípio do Terceiro-Excluído diz que uma proposição poderá ser verdadeira ou falsa, não 


existindo uma terceira possibilidade. 
Veja o exemplo: 


1) Maria é brasileira. 
Pelo Princípio do Terceiro-Excluído: 


Ou Maria é brasileira, ou Maria não é brasileira. Não existe um meio-termo! 


HORADE 
PRATICAR! 


| 1. Indique quais as frases abaixo são proposições. 
| a) Jack é maluco. 

b) 5>2. 

| c) 2x = 9. | 
| d) Qual a resposta dessa questão? 


' Resolução: 


| a) É proposição. Pois é uma frase com sentido completo e pode ser classificada em verdadeira 
| ou falsa. 

| b) É proposição. Pois é uma frase com sentido completo e admite o valor lógico verdadeiro. 

| c) Não é proposição. Pois é sentença aberta. 

| d) Não é proposição. Pois é interrogativa. 
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| 2. Transforme as sentenças abertas em proposições. 
a) x+4>10 
ib)x+1=5 


Resolução: 


i a) Vamos tornar a afirmação verdadeira usando um quantificador. 


Sem o quantificador, temos uma sentença aberta: 
x mais 4 é maior que 10. 


Como não sabemos o valor de x, não conseguimos definir se essa frase é verdadeira ou | 
| falsa. | 
| Então, podemos escrever: 
IxeR;x+4> 10 
Assim, transformamos na seguinte proposição: 
Existe x pertencente ao conjunto dos reais, tal que x mais 4 é maior que 10. 


Essa é uma proposição verdadeira. 


| b) Podemos transformar essa frase em uma proposição falsa. Veja: 


VxeR;x+1=5 


Lê-se: 


Para todo x pertencente ao conjunto dos reais, temos x mais 1 igual a 5. 


Essa é uma frase logicamente falsa. 


1.2. Negação 


Toda proposição pode ser negada. No estudo da lógica, o símbolo que representa a negação 
de uma proposição é — ou ~. Vamos usar o símbolo ~. 


As proposições são nomeadas com letras minúsculas. Usamos normalmente as letras p, q e 
r. Quando encontramos ap, estamos negando a proposição p. Então se p for verdadeira, ~p será 
falsa ou se p for falsa, —p será verdadeira. 


Por exemplo: 


p: Essa banana é azul. (F) 
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~p: Essa banana não é azul. (V) 
q:9>3(V) 

aq:9 < 3 (F) 

r:1=2(F) 

“r:1 +2 (V) 


FIQUE 
(ATENTO! 


Observe que na proposição q, a sua negação foi escrita como < e não apenas <. Caso 
escrevêssemos < no lugar de <,tornaríamos a negação incompleta, já que 9=3 
também é falsa. Então, toda vez que você encontrar uma desigualdade, lembre-se de 
incluir todas as possibilidades da sua negação! 


1.3. Proposição Composta 


Podemos criar novas proposições a partir de proposições simples. Para isso, usamos alguns 
operadores lógicos (conectivos) que serão apresentados a seguir: 


1.3.1. Conjunção (A) 


O operador lógico conjunção é mais conhecido como “e” e pode ser representada pelo 
símbolo “A”. Esse tipo de operador combina duas proposições com o conectivo “e”. Por exemplo: 


p: Hoje é sexta-feira. 

q: Amanhã vai chover. 

p A q: Hoje é sexta-feira e amanhã vai chover. 

E como vamos saber se a nova proposição será verdadeira ou falsa? 


Veja: proposições com o conectivo “e” somente serão verdadeiras se ambas as proposições 
simples forem verdadeiras. 


Imagine que você queira dirigir um carro. Você sabe que será necessário satisfazer duas 
condições: 


1) Ser maior de 18 anos. 
2) Ter carteira de habilitação. 
Vamos nomear essas condições e criar proposições: 


p: Ser maior de 18 anos. 
q: Ter carteira de habilitação. 


Então para você dirigir um carro, você precisa ter essas qualidades: 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


Ser maior de 18 anos e ter carteira de habilitação. 
Isso também pode ser escrito como p A q. 
Agora veja as seguintes situações: 


a) Sou maior de 18 anos e tenho carteira de habilitação. (p verdadeiro e q verdadeiro) 
b) Sou maior de 18 anos e não tenho carteira de habilitação. (p verdadeiro e q falso) 
c) Sou menor de 18 anos e tenho carteira de habilitação. (p falso e q verdadeiro) 

d) Sou menor de 18 anos e não tenho carteira de habilitação. (p falso e q falso) 

Qual dessas situações você terá condições de dirigir um carro? 


Apenas a letra (a), pois as outras eu não satisfaço uma das condições. Logo, apenas na 
situação (a) teremos como verdadeira a proposição p A q. 


Vamos representar todas as possibilidades por meio da tabela-verdade. Observe: 


V vV vV 

V F F 

F vV F 

F F F 
ESCLARECENDO 


O que é a tabela-verdade? 


Ela é uma tabela matemática que mostra todos os resultados possíveis de todas as 
combinações lógicas de uma proposição composta. 


Como montar a tabela-verdade? 


Preliminarmente, devemos escrever todas as possíveis combinações das proposições simples 
na tabela. E como vamos saber quantas linhas da tabela-verdade devemos escrever? 


No caso de 2 proposições, teremos 4 linhas. As 4 linhas são resultado de todas as combinações 
possíveis: 2 possibilidades para p (V ou F) e 2 possibilidades para q (V ou F). Essas possibilidades são 
multiplicadas: 2 - 2 = 4. 


Veja o passo-a-passo: 


1) Escrevemos as proposições simples (p e q) e também a proposição composta logo a direita: 
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ERES 


2) Completamos a coluna p da seguinte forma: 


EM ENE 


3) Completamos a coluna q da seguinte forma: 


vV V 
V F 
F V 
F F 


Agora, basta analisar os valores lógicos de cada proposição e completar a tabela: 


Sabemos que p A q será verdadeiro somente se p e q forem verdadeiros. Se qualquer dessas 
proposições forem falsas, o resultado de p A q também será falso! Então a presença de apenas 1 
falso já torna o resultado falso! Vamos agora verificar cada linha e preencher o valor lógico. Na 
primeira linha, temos pé V eq é V, entãop A qgéV: 
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V vV vV 
V F 
F V 
F F 


Na segunda linha, pé V eqéF,p^qéF: 


eea 


V vV V 
V F F 
F vV 
F F 


Na terceira linha, péFegéV,pAgéF: 


COCA 


V vV V 
V F F 
F V F 
F F 


Na última linha, pé F eqéF,pA^qéF: 


paia do 


V V V 
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V F F 
F V F 
F F F 


1.3.2. Disjunção Inclusiva (V) 


O operador lógico disjunção inclusiva é mais conhecido como “ou” e pode ser representado 
pelo símbolo V. Quando usamos o operador lógico “ou”, dizemos que a nossa proposição será 
verdadeira quando qualquer uma das proposições simples forem verdadeiras. Vamos aos exemplos: 


Imagine que sua mãe peça que você vá ao mercado e compre fruta. Você chega no mercado 
e encontra 2 opções, banana ou morango. Então, vamos criar nossas proposições: 


p: Levar banana. 

q: Levar morango. 

Usando o conectivo “ou”: 

p V q: Levar banana ou levar morango. 


Você precisa levar alguma fruta para tornar essa proposição verdadeira, assim, temos as 
seguintes possibilidades: 


a) Vou levar banana e vou levar morango. (p verdadeira e q verdadeira) 
b) Vou levar banana e não vou levar morango. (p verdadeira e q falsa) 
c) Não vou levar banana e vou levar morango. (p falsa e q verdadeira) 
d) Não vou levar banana e não vou levar morango. (p falsa e q falsa) 
Qual delas você levará alguma fruta? 


Nas letras (a), (b) e (c) você estará levando alguma fruta para casa e apenas a letra (d) você 
não levará nada. Logo, apenas a letra (d) será falsa, pois você não estará levando nenhuma fruta. 


A tabela-verdade da disjunção é a seguinte: 


DENEA 


V V vV 
V F vV 
F V V 
F F F 
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1.3.3. Disjunção Exclusiva (®) 


© O FIQUE 
va ATENTO! 


A disjunção exclusiva é conhecida como “Ou p ou q” e pode ser representada por &. A 
diferença entre a disjunção exclusiva da disjunção inclusiva é que caso as duas proposições sejam 
verdadeiras ao mesmo tempo, a proposição com disjunção exclusiva torna-se falsa. Por exemplo: 


p: Vou à escola. 
q: Chove hoje. 
p €& q: Ou vou à escola ou chove hoje. 


Assim, se p: Vou à escola for verdadeira e q: Chove hoje também for verdadeira, a proposição 
p €& q torna-se falsa. Pois a disjunção exclusiva apenas permite a escolha de uma opção (apenas 
uma das proposições pode ser verdadeira). 


Veja a tabela-verdade: 


v v F 
vV F vV 
F V vV 
F F F 


1.3.4. Negação (=) 


A negação de uma proposição p pode ser escrita como ~p. Ele é lido como “não p”. A negação 
de p sempre receberá o valor lógico contrário ao de p. Por exemplo: 


p: José é órfão. 
ap: José não é órfão. 


Veja a tabela-verdade: 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


1.3.5. Condicional (—) 


O condicional é conhecido como “Se p, então q” e pode ser representado por >. Esse caso 
só será falso quando p for verdadeiro e q for falso. Porque ela afirma que se p acontecer, q deve 
acontecer. Vamos exemplificar: 


p: Choveu ontem. 

q: Caio estudou. 

p > q: Se choveu ontem, então Caio estudou. 
Vamos analisar as possibilidades: 


1) Choveu ontem e Caio estudou. (p verdadeiro e q verdadeiro) 

2) Choveu ontem e Caio não estudou. (p verdadeiro e q falso) 

3) Não choveu ontem e Caio estudou. (p falso e q verdadeiro) 

4) Não choveu ontem e Caio não estudou. (p falso e q falso) 

A nossa proposição condicional diz que “se choveu ontem, então Caio estudou”, então na (1) 
temos que “choveu ontem e Caio estudou”, logo ela é verdadeira porque ela afirma que os eventos 
da condição aconteceram. 


Na (2), temos que “choveu ontem e Caio não estudou”. A condicional diz que se chovesse, 
Caio teria estudado, esse caso é falso, pois a condicional diz que se chovesse ontem, Caio teria 
estudado. 


Na (3) e na (4), temos que “não choveu ontem”. A condicional nada afirma sobre a primeira 
proposição ser falsa, então tanto faz se Caio estudou ou não estudou nesse caso. A proposição será 
verdadeira em ambos os casos. 


Desse modo, podemos criar a tabela-verdade: 


V vV V 
V F F 
F V V 
F F V 


1.3.6. Bicondicional (+) 


O bicondicional é conhecido como “se e somente se” e pode ser representado pelo símbolo 
(e). Proposições com o conectivo bicondicional são verdadeiros quando ambos os eventos 
acontecem ou nenhum deles acontecem. Por exemplo: 


p: Maria foi passear. 


q: Jéssica ligou para Maria. 
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p & q: Maria foi passear se e somente se Jéssica ligou para Maria. 
Analisando as possibilidades: 


1) Maria foi passear e Jéssica ligou para Maria. (p verdadeiro e q verdadeiro) 
2) Maria foi passear e Jéssica não ligou para Maria (p verdadeiro e q falso) 
3) Maria não foi passear e Jéssica ligou para Maria. (p falso e q verdadeiro) 
4) Maria não foi passear e Jéssica não ligou para Maria. (p falso e q falso) 
Qual delas torna a bicondicional verdadeira? 


Apenas a (1) e a (4). 


Na (1), Maria foi passear e Jéssica ligou para Maria, logo é verdadeira conforme estabelece a 
proposição. 


Na (4), nenhum dos eventos aconteceram, isso não contradiz a proposição. Logo também é 
verdadeira. 


Na (2), Maria foi passear e mesmo assim Jéssica não ligou para Maria. A proposição foi 
contradita! Assim, esse caso torna a proposição falsa. 


Na (3), Jéssica ligou para Maria e Maria não foi passear. Temos uma situação análoga à (2). 
Então esse caso também é falso. 


Vamos criar a tabela-verdade passo a passo: 


1º passo: Preenchemos a terceira coluna com o conectivo (p > q) linha por linha e obtemos: 


ERES EEE 
V V V 


vV F F 
F V vV 
F F vV 


A ordem de preenchimento da tabela sempre será das proposições simples para as 
proposições compostas! 


2° passo: Preenchemos a quarta coluna com o conectivo (q > p) linha por linha e obtemos: 


EE 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


vV V V vV 
vV F F V 
F V vV F 
F F V V 


Perceba que a ordem das proposições foi trocada! Então, devemos analisar primeiro a coluna 
q e depois a coluna p. 


3° passo: Preenchemos a última coluna linha por linha e obtemos: 


ESESESESES 
V V V V V 


V F F V F 
F V V F F 
F F vV V V 


Aqui, analisamos p >q e q>p e vemos as linhas que possuem F. Nessas linhas, 
completamos com F na coluna p © q. O restante completamos com V. 


Dessa forma, concluímos que p © q é verdadeira somente quando p > q e q > p forem 
verdadeiras. 


*Não seria necessário fazer uma tabela com p > q e q > p. Isso foi feito apenas para mostrar 
didaticamente que p « q é verdadeira somente quando a ida (=>) e a volta (<) forem verdadeiras 
ao mesmo tempo. 


Basta gravar que a proposição p e q é verdadeira somente quando p,q = V ou p,q =F. 


1.4. Classificação das Proposições Compostas 
1.4.1. Tautologia 
Uma proposição composta é classificada como tautologia quando todos os valores lógicos 


que ela assume são verdadeiros. Isto é, independente dos valores lógicos das proposições simples, 
ela será verdadeira. Exemplo: 
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V F V 
V F V 
F V V 
F V V 


1.4.2. Contradição 


Uma proposição composta é classificada como contradição quando todos os seus valores 


lógicos são falsos. Exemplo: 
op | œ fpr] 


V F F 
V F F 
F V F 
F V F 


1.4.3. Contingência 


Uma proposição composta é classificada como contingência quando ela não puder ser 
classificada como tautologia ou contradição. Exemplo: 


V V V 
V F F 
F V F 
F F V 
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1.5. Relação de Equivalência 


Esse tópico será útil para você desenvolver o raciocínio da demonstração por argumentos 
lógicos e, também, a trabalhar com operadores lógicos. Veremos mais à frente que operações na 
teoria dos conjuntos são muito parecidos com operações da lógica proposicional. 


Duas proposições serão equivalentes quando possuírem tabela-verdades iguais. Vamos usar 
o símbolo & para indicar equivalência. Exemplo: 


Vamos construir a tabela-verdade para p > qe ap V q: 


eder 
V F V V V 


V F F F F 
F vV V V vV 
F V F V V 


Perceba que a tabela-verdade de p > q e ap V q possuem os mesmos valores lógicos, logo 
eles são equivalentes! Então, podemos escrever: 


p>qsS apVq 
Se elas são equivalentes, podemos escrever qualquer uma das formas para representar a 
mesma proposição! 


1.5.1. Teorema Fundamental 


Uma equivalência muito útil no estudo da lógica é a seguinte: 


Lo po)SGov)sS (qo ap) 
l ode Dag?) 
Já sabemos que p > q © 4p V q, vamos construir a tabela-verdade de ~q > ap para provar 
o teorema (1): 


*O passo-a-passo está detalhado no exercício abaixo. 


or | æ [a [a | pa | va |-> 
V F V F V V V 
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vV F F V F F F 
F vV V F vV V vV 
F vV F V V V vV 


Essas proposições são todas equivalentes, portanto tanto faz escrever qualquer uma das 
formas. 


Agora, construindo a tabela-verdade (II): 


V V V V V V 


vV F F F V F 
F V F vV F F 
F F vV V vV V 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 3. Mostre que as seguintes proposições são equivalentes. 
a) =p e q) © p 9 ~) 

| b) =~ > q) S P Anq) 

| Resolução: 

anpe e pena) 


Vamos analisar quais proposições precisamos escrever na nossa tabela-verdade. Para | 
| saber quais, fazemos o seguinte: | 


Primeiro, identificamos as proposições simples. No caso será p e q. 
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Próximo passo será identificar se há alguma negação de uma proposição simples. Temos | 


Agora, identificamos as proposições compostas que estão sendo negadas por inteiro. | 
i Temos p & q. | 


b) A seguir, identificamos as proposições compostas. Temos —(p & q) e (p & nq). 


Veja que encontramos p,q,aq,p é q, a(p e q), (p & nq). Construindo a tabela- | 
| verdade para essas proposições: | 


1º) Escrever as tabela-verdade com todas as proposições que serão necessárias. 


ERES 


2º) Escrever os valores lógicos das proposições simples. 


BREEZE 
V V F 


V F V 
F V F 
E F V 


3º) Encontrar o valor lógico da proposição composta envolvendo proposições simples. 
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EEE 
V V F V 


V F V F 
F V F F 
F F V V 


4°) Negar a proposição composta. 


ATAA 
V V E V F 


V F V F V 
F V F F V 
F F V V F 


5º) Comparar a coluna de p e a coluna de ~q para encontrar o valor lógico de p & ~q. 


BARAA 
V V F V F F 


V F V F V V 
F V F E V V 
F F V v F F 


b) ~p > q) © (ph) 

Vamos construir a tabela-verdade: 
Primeiro para ~(p > q). Basta negar a tabela-verdade de p > q (a construção dessa | 
| tabela está explicada no tópico p > q): | 
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V V 


JE 
ER ET 
E F 


Por fim, juntamos as duas tabelas-verdades e comparamos: 
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Note que ambas são iguais, logo, são equivalentes. 
*Poderíamos ter construído essa última tabela diretamente e estaria provada a. 
| equivalência. | 


1.6. Negação das Proposições 


Esse tópico é útil para fazer demonstrações pelo método da redução ao absurdo e pode te 
ajudar a entender melhor as operações de complementar da teoria dos conjuntos. 


Veremos agora como negar proposições. Vamos apresentar as principais: 


1.6.1. Negação de uma proposição simples 
Para negar uma proposição simples, basta inserir o símbolo de negação e trocar o valor lógico 
da proposição. 
Negação de p: p 


Sua tabela-verdade é: 


1.6.2. Negação de disjunção 


a(pV q) © ap A aq 
Para negarmos proposições da forma p ou q, basta negar p e q e trocar o “ou” por “e”. Por 
exemplo: 


p: Estudei hoje. 
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q: Jogarei futebol amanhã. 
p V q: Estudei hoje ou jogarei futebol amanhã. 
ap A q: Não estudei hoje e não jogarei futebol amanhã. 


Podemos provar pela tabela-verdade que ambas as proposições são equivalentes: 


V V F F V F F 


V F F V vV F F 
F V V F V F F 
F F V V F V V 


1.6.3. Negação de conjunção 


~p ^q) € ap V nq 


Para negarmos a proposição da forma p e q, trocamos o “e” por “ou” e negamos as 
proposições simples. Exemplo: 


p: Estudei física. 

q: Joguei futebol. 

p A q: Estudei física e joguei futebol. 

ap V aq: Não estudei física ou não joguei futebol. 


Vamos representar na tabela-verdade sua equivalência: 


ME 
V V F F V F F 


V F F V F V V 
F V V F F V V 
F F V V F V V 
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1.6.4. Negação da condicional 


~p >q) SpAaq 


A negação da condicional é mais bem compreendida quando representamos a condicional 
pela sua equivalente. 


p>qsS apVq 
Vamos usar ~p V q no lugar de p > q. 
Então a negação da condicional será: 
=p V q) 
Já sabemos como é a negação da disjunção, vamos aplicar. Negamos as proposições e 


Un 


trocamos “ou” por “e”. 
a(+p V q) S a(+p) A q 
O que será a negação da negação de p? 


Quando negamos p, trocamos o seu valor lógico. Então, quando negamos ~p, trocamos 
novamente seu valor lógico. Logo, a negação da negação de p será o próprio p. 


EEE 


V F V 


Veja: 


F V F 


Continuando: 
a(+p) Anaq € p^nq 
Assim, provamos que (p > q) € p Anq. 


Vejamos sua tabela-verdade: 


V V F V F F 


V F V F vV V 
F V F V F F 
F F V vV F F 
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1.6.5. Negação da bicondicional 


apen)s (p Anq) V (q ^ap) 


Vamos desenvolver —(p © q), para isso vamos usar a equivalência (p e q) © (p > q) A 
(q > p). 


i) ~ e q) © ~ > q1) ^ (q > p)] 
Vamos usar a negação da conjunção e aplicar na proposição acima: 
*Negação da conjunção possui a forma: +(pA q) € ap V nq 
ii) ~al > q) A^ (q > p)] © ap > q) V ~q > p) 
Agora basta aplicar a negação da condicional em cada proposição: 


*Negação da condicional é da forma: (p > q) € p Anq 


iii) ~(p > q) V ~q > p) © (p Anq) V (q Aap) 


1.6.6. Negação do quantificador V 


~(Yx, p(x)) & (ax, +p(x)) 


Para negar o quantificador “para todo”, trocamos o quantificador Y pelo quantificador 3 e 
negamos a proposição dada. 


Por exemplo: 
Yx E€ R,x + 1 E R (verdadeiro) 
Negando essa proposição: 


Jx E€ R,x + 1 ¢ R (falso) 


1.6.7. Negação do quantificador 3 


~(ax, p(x)) © (Yx, ap (x)) 


Analogamente à situação acima, basta trocar o quantificador 3 pelo quantificador V e 
negarmos a proposição dada. 


Exemplo: 
Jx € R,x + 1 = 0 (verdadeiro) 
Yx E€ R,x + 1 O (falso) 
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1.7. Propriedades Operatórias 


LEITURA 


OBRIGATÓRIA 


Todas as seguintes propriedades podem ser provadas pela tabela-verdade. Escreva a tabela- 
verdade para cada propriedade para praticar. Apenas demonstraremos algumas delas. É importante 
que você as conheça, pois elas serão usadas para entender a Teoria dos Conjuntos. 


1.7.1. Idempotência 


a) pApSp 
b) pvpoSp 


1.7.2. Comutativa 


c) PAqGoSaNL 
d) pVqoSaqvr 
Comentário: perceba que a ordem das proposições não altera o seu valor lógico! 


1.7.3. Associativa 


e) pa(ga)sS (pagar 

f) pV (qvr) (pvqvr 

Comentário: quando temos o mesmo operador envolvido (A ou V), podemos trocar os 
parênteses. 


Veja que é parecido com a situação: 
1+(2+3)=(1+2)+3 


Vamos demonstrar a propriedade (e) usando a tabela-verdade. Repare que ela possui 3 
variáveis, então devemos escrever uma tabela com 8 linhas (combinações de 2 possibilidades para 
p, 2 possibilidades para q e 2 possibilidades para r). 


TOME NOTA! 


A tabela-verdade para 2 variáveis é: 
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V V 

V F 

F V 

F F 

Para 3 variáveis: 
ore 

V V V 
V V F 
V F V 
V F F 
F V V 
F V F 
F F V 
F F F 


Veja a tabela-verdade para a propriedade (e). 


EESC E 
V V V V V V V 


V vV F F vV F F 
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V F V F F F F 
V F F F F F F 
F V vV vV F F F 
F V F F F F F 
F F vV F F F F 
F F F F F F F 


1.7.4. Involução 


gd — pop 
Comentário: dupla negação de uma proposição p é o próprio p. 


1.7.5. Distributiva 


h) pvlga)s(pvqon(pvr) 

Do pa(gvN)S(paqDV(pAr) 

Comentário: quando encontramos 2 operadores lógicos diferentes, nessas situações 
podemos “distribuir” o operador entre as proposições. Veja: 


pv lar) (pvqpn(pvr) 


1.7.6. Absorção 


j) pV parq eprev) ep 


1.7.7. Complementares 


k) ~p Vp © T (tautologia) 
|) ap Ap & C (contradição) 


1.7.8. Identidades 


m pvTST 
n) paT ep 
o) pyCep 
p) pAaCSC 
T representa o conjunto tautologia e C representa o conjunto contradição. 
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1.7.9. Teorema de De Morgan 


q) PV) Spa 

Do a PADO pv 

Comentário: o teorema de De Morgan é muito útil no estudo da teoria dos conjuntos. 
Perceba que a propriedade diz que podemos “distribuir” o operador ~ entre as proposições e 
trocamos o operador lógico envolvido (negação de “ou” é “e” e negação de “e” é “ou”). 


Demonstração de De Morgan usando tabela-verdade: 


(PV) € ap Anq 


DEAE 
V V F F V F F 


v F F vV vV F F 
F V V F vV F F 
F F vV V F vV V 


ap ^q) € ap Y nq 


HERAn 
V V F F V F F 


V F F V F V V 
F V V F F V V 
F F V V F V V 


Decore as propriedades das operações. Procure entender como elas atuam. Os exercícios 


abaixo estão todos comentados passo a passo. Você pode e deve resolver diretamente quando 
estiver acostumado a usar essas notações. 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 4. Simplifique as seguintes expressões: 
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a(p V aq) 

a(+p > aq) 

a(+p € q) 
al+pA(pvaqIAg 


| Resolução: 


| a) a(pV ag) 


D 


o 


Aplicando De Morgan: 
a(p V aq) & ap Anang) 


Involução: 
PAD) S ap ^q 
(ap > aq) 
Vamos escrever +p > q pelo seu equivalente. 
Lembrando: 
p>qS apVq 
Então: 
a(+p > aq) © ahap) v ql 
Involução: 
~la Gap) v ag] S a V ng) 
De Morgan: 
a(p V aq) S ap Anang) 
Involução: 
PAD) S p Aq 
=p © q) 
Lembrando: 


peq) e Mp>q)^ q >p) 
Vamos usar o equivalente para (~p & q): 
ape qn) Salir DA(S pl 
Usando: 
p>qsS pVq 
alto > DA (q > —9)]S Allo) v q) A (aq v ap) 
Involução: 


AG) von Gaa V ap) e ai V q) A (ag v ap) 
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De Morgan: 
~al v q) A Gaag V ap)] © a V q) V aag vp) 
De Morgan: 
ap v q) V aag V ap) © ap ^g) V nag) aaa p)] 
Involução: 


GphAaqpvih(aDA (Ap) e ap ^ ang) v (gap) 


a alap A p V ang) Aq 


De Morgan: 
Kap) valpvaqnlag 
Involução: 
[p V =a V ng) Aq 
| De Morgan: 
| [p v (Gp A (aq)lAq 
| Involução: 
| [pv pagong 
| Distributiva: 
| [pevna pv] 
| Ta(pvolna | 
| 
| (pv Aq | 
| Absorção: | 
q | 


| 5. Demonstre as seguintes implicações e equivalências sem usar tabela-verdade: 
a) (p >q) ^q > np 

b) p > (q > p) 

c) >q) e pva) >q 

d) @ >q) A Ẹ > nq) S ap 

Resolução: 


a) O símbolo > representa “implica”. Para demonstrar essa implicação, devemos trocar > por | 
— e encontrar uma tautologia. | 


(p > q4) ^q > np 
(p > q4) ^q > ap 
~i > q) ^nq] V np 
[R > q) Vq] V ap 
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(pv) Vq] V ap 
[p Anq) V q] V ap 
[V q) A^ Gq V q)] V ap 
[p Vq) AT] Vap 
(p Vq) V ap 
(pvap)vaq 
Tvq 
E 


b) p> (q >p) 
| p > (q >p) 
~p V (q > p) 
=p V (~q V p) 
(pvp)vag 
Tvaq 
T 


c) >q) pvqa)>q 
| Nesse caso, temos uma equivalência. Podemos demonstrar a equivalência tomando uma | 
das proposições e tentar chegar à outra igualdade. 


Pv) oq 
(pva) vq 
p^ ng) vq 
Gpvon(lagva) 
(pv qAT 
=p Vq 
| p>q 
| «pone pEvqa)>q 


O símbolo -. é usado para representar a palavra “portanto”. 


|d) (p > q) ^ Ẹ > ~q) S ~p 
| (p >q) ^p > ~q) 
| (ap V q) A Cp V ng) 
[p A (Gp V ng)l v [Ca A Gp vg) 
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| ap V [q Anp) V (q Anag)] 
| =p V [q A =p) v C] 
| ap V (q Anp) 
ap 
p>) ^> q) © p 


2. Teoria Elementar dos Conjuntos 


Estudamos Noções de Lógica para prepará-los para o estudo da Teoria dos Conjuntos. 
Preliminarmente, devemos entender o que é um conjunto, um elemento e como relacioná-los. 


2.1. Conjunto, elemento e relação de pertinência 


2.1.1. Conjunto 
O que é um conjunto? 


Conjunto pode ser entendido como um grupo de elementos com uma mesma característica. 
Vejamos: 


1) Conjunto dos mamíferos. 

2) Conjunto das vogais. 

3) Conjunto dos números pares positivos. 

4) Conjunto de estudantes de Física. 

Usualmente, os conjuntos são representados por letras maiúsculas (A, B, C, D...) 


2.1.2. Elemento 
E o que seria elemento? 


Elemento é a parte que compõe o conjunto. Cada membro do conjunto é classificado como 
elemento. Por exemplo: 


1) Os elementos do conjunto dos mamíferos podem ser: cachorro, gato, coelho, baleia... 

2) Conjunto das vogais: a, e, i, O, u. 

3) Conjunto dos números pares positivos: 2, 4, 6, 8... 

4) Conjunto de estudantes de Física: (alunos matriculados em Física) Maria, Pedro, Laís, 
Paulo... 

Os elementos são representados por letras minúsculas (a, b, c, d...) 


2.1.3. Relação de pertinência 
Como relacionar um elemento a um conjunto? 


Podemos relacionar um elemento a um conjunto usando o símbolo E. Vejamos no exemplo 


(1): 
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dá 


1) Chamando cachorro de c e mamíferos de M. Temos: c E M. Isso significa que cachorro (c) é 
elemento do conjunto de mamíferos (M). (€ significa pertence ou é elemento de) 
Também podemos usar o símbolo É para representar que um elemento não pertence a um 
conjunto. No exemplo (1): 


1) Chamando peixe de p e mamíferos de M. Temos: p É M. Isso é lido como: peixe (p) não é 
elemento do conjunto de mamíferos (M). (¢ significa não pertence ou não é elemento de) 


2.2. Representação 


2.2.1. Listagem ou enumeração 


Imagine que João, Maria, Roberto e Luisa estejam matriculados em Matemática. Podemos 
representar o conjunto de estudantes de Matemática colocando todos os elementos do conjunto 
entre chaves (“()”), então ele será escrito da seguinte forma: 


(João, Maria, Roberto, Luisa) 
Esse caso serve para conjuntos finitos. 


Para conjuntos infinitos, a única diferença é incluir “...” no último elemento do conjunto, isso 
J 
indicará que a sequência segue infinitamente, por exemplo: 


Conjunto dos números pares positivos: (2, 4, 6,8,...) 


Também podemos incluir “...” no meio do conjunto, isso indicará que o conjunto segue um 
padrão. Exemplo: 


Conjunto dos números inteiros de O a 100: 
(0, 1, 2,3, ..., 98, 99, 100) 


un 


*Também estará correto se você colocar “;” separando os elementos do conjunto: {1; 2; 3; 4}. 


LEITURA 


OBRIGATÓRIA 


Podemos também escrever um conjunto de outras maneiras. Veja: 
A = {1,2,3,4} = {1,3,4,2} = {1, 1,2,3,3, 4, 4,4,4} 
O fato de mudar a ordem dos elementos e repetir elementos dentro do conjunto não o 
torna diferente! 
Cuidado! {1,{1}} = {1,1}, veremos mais adiante a explicação no tópico de 
subconjuntos! 


2.2.2. Diagrama de Venn-Euler 


Os conjuntos também podem ser representados por diagramas. Esse diagrama ajuda 
bastante na resolução de questões. Ela será útil no estudo das operações com conjuntos. Veja um 
exemplo do diagrama: 
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Temos um conjunto A e elementos a, b, c, d, e, f. Todos os elementos que estão dentro do 
círculo pertencem ao conjunto 4 = fa, b, c, d} e todos que estão fora do círculo não pertencem ao 
conjunto 4. Podemos denotar que e ¢ Aef É A. 


2.2.3. Compreensão 


Durante a resolução de exercícios do vestibular, você encontrará questões que envolvem a 
descrição de um conjunto sem a enumeração de seus elementos. Veja a questão do ITA: 


(2017/ITA) Sejam 4=(1,2,3,4,5)eB=(-1,-2,-3,-4,-5). Se C = {xy:xEAe yE 
B}, então o número de elementos de C é 


Repare que ele descreve o conjunto C como C = (xy:x E A e y E B}, isso é lido como: 
“C é o conjunto dos elementos xy tal que x é elemento de 4 e y é elemento de B”. 


Note que o ITA usa “:” para dizer “tal que”. Outra maneira de escrever “tal que” seria usando 
“|”, ficaria da seguinte forma: 


C = {xy|x E Aey EB} 


ESCLARECENDO 


Quando encontrarmos algum exercício com a definição de um conjunto na forma 4 = fx|P(x)), 
devemos entender que x representa os elementos de 4 e P(x) é a propriedade dos elementos de 
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= 


2.3. Conjunto unitário, conjunto vazio e conjunto universo 


2.3.1. Conjunto unitário 
Um conjunto é chamado de unitário quando ele possuir apenas um elemento. Por exemplo: 
Conjunto de soluções da equação x + 1 = 2 


A solução dessa equação é x = 1, logo o conjunto solução é (1). 


2.3.2. Conjunto vazio 


Um conjunto é chamado de vazio quando ele não possuir nenhum elemento. O símbolo do 
vazio na Matemática é representado por Ø. O conjunto vazio também pode ser escrito como ([). 
Usualmente, usamos o Ø para mostrar que dado problema não possui solução. Por exemplo: 


(x: x é par e x ímpar) 


Solução: Ø, pois não existe x que seja par e ímpar ao mesmo tempo. 


2.3.3. Conjunto universo 


O conjunto universo é representado pelo símbolo U. Ela pode ser vista como um conjunto 
com todos os valores possíveis que uma variável pode assumir. Vejamos um exemplo de Diagrama 
de Venn-Euler: 


Veja que nesse caso o conjunto universo é U = fa,b,c,d,e,f,g,h,i). 


É comum encontrar questões que pedem soluções reais em uma determinada equação. 
Nesse caso, as soluções reais limitam as soluções ao conjunto dos reais (R), este será o conjunto 
universo do problema. 


2.4. Subconjunto 


Um subconjunto pode ser visto como um conjunto dentro de um conjunto maior. A definição 
de subconjunto é: 
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Dados os conjuntos A e B, B é subconjunto de A se todos os elementos de B também são 
elementos de A. 


Ela é representada desse modo: 
BCAS (vx,xEeB3xE4) 
Isso significa: 


B está contido em A se, e somente se, para todo x, se x é elemento de B, então x é elemento 
de A. 


Traduzindo os termos: 
C representa “está contido” 
& representa “se, e somente se” 
Y representa “para todo” 
E representa “é elemento de” ou “pertence” 
> representa “se ... então ...” 


Usando o Diagrama de Venn-Euler para representar que B C A: 


*Se o conjunto B for diferente do conjunto 4, dizemos que B é subconjunto próprio de 4. 
Vamos a um exemplo de subconjunto: 


Vamos considerar o conjunto de alunos em uma escola e chamar esse conjunto de E. A escola 
é dividida em duas turmas: turma infantil e turma juvenil. Podemos dizer que a turma infantil é 
subconjunto de E, e também podemos afirmar que a turma juvenil é subconjunto de E, pois os 
alunos de ambas as turmas são alunos da escola E. 


Há também o símbolo & que representa “não está contido”. Veja: 


A 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


Ambas as figuras podem representar: B ¢ A. 


A área em azul representa os elementos em comum entre os conjuntos, veremos mais 
adiante. 


TOME NOTA! 


É comum encontrarmos nas questões o símbolo > no lugar de E. O símbolo > representa 
“contém” 


Então, se 4 O B (A contém B) então vale B c A (B está contido em A). Uma forma de 
memorizar é lembrar que o “c” sempre aponta para o conjunto maior! 


2.4.1. Propriedades 


l. Reflexiva (A c 4) 

II. Transitiva (AC BAB cC)>(AcC) 

Ill. Antissimétrica (A c B AB c A) € (A =B) 
IV. Ø c A,YA 

Demonstração: 


l. Todo conjunto é subconjunto dele próprio. 
Basta usar a definição: 


ACAS (Vx,xEASxXEA) 


II. Prova: 
AcCcBe&e(Yx,xEA>xEB) 
BcCe(YxxEeEB>xEC) 


Juntando as duas, temos: 
(Ac BAB cC) e ((vx,x E A >x E B)A(Yx,x EB >x E€ C)) 


Todo x elemento de A é elemento de B e todo x elemento de B é elemento de C, então todo 
x elemento de 4 também é elemento de C. Logo A C C. 


III. Prova: 
AcCcBe&e(Yx,xEA>xEB) 
BCAS (Vx,xEeB3xE4) 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 = — 


(Ac BAB cA) & ((Yx,x E A > x € B) A (Yx,x E B > x € A)) 


Todo x elemento de A também é elemento de B e todo x elemento de B também é elemento 
de A, logo o conjunto A é igual ao conjunto B. 


IV. Pela definição: 
ØcAS(YxxEØ>xEA) 


Perceba que x € Ø sempre será falso para qualquer valor de x, pois o conjunto vazio não 
possui elementos. 


Lembrando na parte de Noções de Lógica, quando temos uma implicação (“se ... então ...”) 
p > qe p for falsa, para qualquer valor de q a implicação será verdadeira. 


Portanto, a implicação x E€ Ø > x E A será sempre verdadeira! 


Por definição de subconjunto: Ø c A 


2.4.2. Família de conjuntos 
Seja o conjunto A = {1, {1}, 2, {1,2}, Ø} 


g NÃO 
CONFUNDA! 


Quais são os elementos de A? 


Os elementos de A são: 1, {1}, 2, {1,2} e Ø. 
Quando colocamos o número 1 entre “{ Y’, ele é considerado como um novo elemento e 
por isso não será igual ao elemento 1. Assim, o elemento {1} = 1. 


Veja que Ø é elemento de A, pois está enumerado no conjunto A = (1, {1}, 2, (1,2), Ø}. 
Sabemos que o conjunto Ø sempre estará contido em qualquer conjunto pela 
propriedade do subconjunto. Logo é elemento e subconjunto de 4. 

Agora, vamos analisar os subconjuntos de 4. 

(1, 2) é subconjunto de 4? 

Sim. Pois, 1 e 2 estão listados no conjunto A = {1, {1}, 2, (1,2), Ø}. 

Não confunda com o elemento {1,2}! Se quiséssemos colocar esse elemento como 
subconjunto, deveríamos lista-lo desse modo: It, 23) c A. Note a presença das duas 
chaves! 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 6. Seja A = {1, {1}, 2, {3,5}}. Complete com V (verdadeiro) ou F (falso) as afirmações. 
'a) 1EA 
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|b) (DEM 

ic) B)EA 
| d) {3,5} ¢ A | 
'e ØcA 
f) DEA 
e {Q} cA | 
|h) {23} cA | 
| Resolução: 

| a) V.1 está listado em A = (1,11),2,13,5). 

| b) F. {1} está listado em A = (1, (1), 2, {3,5}. 

| c) F. {3} não está listado em A. 

| d) F. {3, 5} está listado em A = {1, {1}, 2, {3,5}. 

| e) V. O conjunto vazio está contido em qualquer conjunto. 

| f) F. Ø não está listado em A. | 
| g) V. {1} é elemento do conjunto {a} e também é elemento do conjunto A = | 
| {1, {1} 2, {3,5}. | 
| h) F. {2} é elemento do conjunto 2} mas não é elemento do conjunto A = {1, {1}, 2, {3,5}. | 


ESTA CAI 
NA PROVA! 


2.4.3. Conjunto potência ou conjunto das partes 


O conjunto das partes é denotado por P(A). Ela contém todos os subconjuntos de A. A sua definição 
é dada por: 


P(A) = {X|X CA) 
Traduzindo: 


P(A) é o conjunto formado pelo subconjunto X, tal que X está contido em A. Isto é, X é todo 
subconjunto que pode ser formado pelos elementos de A. 


Exemplo: 


a) A= {1} 
Quais os subconjuntos podem ser formados em 4? 


Pela propriedade dos subconjuntos, já sabemos que Ø é subconjunto de A. (Lembre-se que Ø sempre 
será subconjunto de qualquer conjunto) 


O outro subconjunto possível é: (1). 
Assim, P(A) = (9,41) 


b) A = {0,1} 
Os subconjuntos em A são: Ø, {0}, {1} e {0, 1}. 


Logo: P(A) = {øØ, {0}, (1), {0,1} 
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c) A = {0,1,2} 
Os subconjuntos em A são: Ø, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1,2} e {0,1,2}. 


Logo: P(A) = {øØ, {0}, {1}, {2}, {0, 13}, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}}. 


HORA DE 


PRATICAR! 


a AGENTS AGASSI GNASLaIS AROS ASSASSINA 


| 7. Escreva o conjunto das partes para o conjunto 4: 
|a) A=(2,-2,1) 
| b) A = {Ø,1} 


| Resolução: 


| a) Vamos identificar todos os subconjuntos de A. Já podemos incluir o Ø, pois ele sempre será 
| subconjunto de qualquer conjunto. 


Agora, encontrando os subconjuntos unitários: {2}, (—2), (1). 
Subconjuntos com 2 elementos: (2, —2}, {2, 1} e (—2,1). 
Subconjunto com 3 elementos: (2, —2, 1). 

Portanto: P(A) = (6, {2}, {—2}, (1), (2, —2), (2,1), {-2, 1}, {2, —2, 1} 


Encontrando os subconjuntos: 


— 


b 
| Subconjuntos unitários: {Ø}, (1). 
Subconjuntos com 2 elementos: (6, 1). 


Portanto: P(A) = (6, {Ø}, (1), {Ø, 1)). 


2.5. Operações entre conjuntos 


2.5.1. União (U) 
Considere os conjuntos 4 e B, a definição do operador união é dado por: 
AUB=(x|xe AVxEB) 


Na união de dois conjuntos, juntamos todos os elementos de 4 com todos os elementos de 
B e formamos um único conjunto. Perceba que a definição x E AV x E B pode ser vista como p V 
q. Chamando p de (x E€ A) e q de (x E B). p V q será (x E (AU B)). Vamos construir a tabela- 


verdade: 


V V V 
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V F V 
F vV vV 
F F F 


Traduzindo: 


Quando x E A, a tabela-verdade indicará V e caso x ¢ A ela indicará F. Analogamente para 
xEB. 


Assim, x somente não será elemento do conjunto união quando p é F (x ¢ A)eq éF (x É 
B). 


Usando o Diagrama de Venn-Euler, vamos representar A U B: 


U 


Repare que temos na figura os termos VV, VF, FV e FF. Elas representam os valores lógicos de 
p e q nessa ordem. Por exemplo, VF significa que péVeqéF. 


A região sombreada é a região dos elementos em comum entre os conjuntos. 


Podemos ter três situações para o conjunto união: 
1) A e B possuem elementos em comum (representado pela região mais escura). 


B 


2) A e B não possuem elementos em comum (A e B são considerados disjuntos). 
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3) ACB. 


A 
Vamos a um exemplo: 
A = {1,2,3,4} 
B = {2,3,5,6,7} 


Como fazemos a união desses conjuntos? 
Basta juntar todos os elementos de A com os de B desse modo: 
AUB = {1,2,3,4,5,6,7} 


Propriedades da União 


a) AUA=4A 
b) AUØ=A 
c AUU=U 


dd AUB=BUA 

e) (AUB)UC=AU(BUC) 

f) AUB=ASBCA 

*Todas essas propriedades podem ser provadas pela Lógica das Proposições. 


2.5.2. Intersecção (N) 
ANB = f{x|xEAAxEB} 


O conjunto formado pela intersecção é o conjunto dos elementos em comum entre os 
conjuntos A e B. Assim, o elemento x deverá estar presente tanto no conjunto A quanto no conjunto 
B, isso acontece quando x E A for verdade e x E B for verdade. Vamos criar nossas proposições: 


p:x E À 
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q:x E B 
pAg:x E (ANB) 


Tabela-verdade: 


p^q(xE(ANB) 


V V V 
V F F 
F V F 
F F F 
Diagrama de Venn-Euler: 
U 
A B 


Possíveis casos para o conjunto intersecção: 


1) A e B possuem elementos em comum. 
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2) Ae B não possuem elementos em comum. 


U 


> 
[o] 


3) BCA. 


*A área em laranja denota o conjunto dos elementos A N B. 


Exemplo: 
A = {1,2,3} 
B = {3,5,6,7} 
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Quais os elementos de A N B? 
Os elementos de A N B serão os elementos em comum, no caso apenas o 3: 


ANB = {3} 


Propriedades da Intersecção 


a) ANA=A 
b ANU=A 
c) ANØG=Ø 


d ANB=BnA 

e) ANB=ASACB 

f An(BnO) =(ANnB)nC 

g) ANB=06S4A4€eBsão disjuntos 

*Todas essas propriedades podem ser provadas pela Lógica das Proposições. 


2.5.3. Propriedades do inter-relacionamento da união e da intersecção 


a) AN(AUB)=A 
b) AU(ANB)=A 
c) AU (B NC) = (AU B) (A uU C) (distributiva da união em relação à intersecção) 
d) AN (B U C) = (A N B) uU (AN C) (distributiva da intersecção em relação à união) 


As propriedades (c) e (d) são muito úteis na hora de resolver questões do ITA. 
Um jeito de memorizar é raciocinar da seguinte maneira: 
Vamos usar A U (B N C) como exemplo. 


Primeiro, escolhemos o que queremos distribuir (no caso A U). Vemos qual o operador dentro 
do conjunto entre parênteses (AU (B N C)) e escrevemos: 


a sa 
Agora, fazemos a primeira distribuição (AU (B N C)): 
(AU B)N.. 
Por último, fazemos a segunda distribuição (A U (BN c) ): 
(AUB)N(AUC) 


Resumindo: 
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AU(BNC) 


E se fosse (A N B) U (A N C)? 


Usamos a mesma ideia. Podemos escolher qualquer um dos dois conjuntos, já que ambos 
estão dentro de parênteses. 


Observe, vamos distribuir o segundo conjunto (A N C): 
(ANB)U (ANC) 
1°). A a 
2) [AU (AnA... 
39[MU(ANOI]n[BU(ANC)] 
(AnB)u(AnO) =[|[AU(ANOI|Nn|BU(ANO)] 


(ANBJU(ANC) 


2.5.4. Complementar 


O complementar de um conjunto A é denotado por 4. Ele representa todos os elementos que 
não são elementos de 4. Ele também pode ser representado por 4º. 


Exemplo: 


U = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) 
A = {1,2,3,4} 
A = {5,6,7,8,9,10} 


A área em laranja representa a região de todos os elementos de 4. 
2.5.5. Teorema de De Morgan 
1) AUB=ANB 


2) ANB=AUB 
O Teorema acima é análogo ao Teorema de De Morgan visto na parte de Noções de Lógica. 
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Também poderíamos escrever: 


1) (AU B)E = AF N BE 
2) (ANB) =A UB" 
O caso (1) é semelhante a: ~(p V q) & p Anq 


Para o caso (2): ~(p Aq) e apV aq 


2.5.6. Diferença entre conjuntos 
A-— B = A\B = {x|x EA Ax ¢ B} 


Os elementos do conjunto formado pela diferença entre A e B serão os elementos que 
pertencem a A e não pertencem a B. Veja o diagrama de Venn-Euler: 


U 


Na diferença, removemos do conjunto A todos os elementos em comum entre A e B. 
Também podemos escrever A — B de outro modo. 
Veja a definição: 

A—B = {x|x E AA^Ax¢B}= {x|lxxeA^AxeB}=ANB 


A-B=ANB 
Exemplos: 
A =(1,2,3,4,5) 
B = {2,3,4} 
C = {4,5,6,7} 
A-B = {1,5} 
B -C = {2,3} 


Possíveis casos: 


1) BCA 

Se B está contido em A, a operação A — B removerá todos os elementos do conjunto B. 
Podemos ver o resultado no gráfico abaixo, a região em laranja representa os elementos de 
A — B e a região em branco representa os elementos que não pertencem ao conjunto: 
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A A=B 


wiy 


Nesse caso, podemos escrever: 
A-B=CESBCA 


CÊ chama-se complementar de B em relação a A. 


2) ACB 
Se 4 está contido em B, todos os elementos de 4 serão removidos, então, o conjunto 4 — B 
é o conjunto vazio: 


3) A e B são disjuntos (AN B = 6) 
Nesse caso, os conjuntos não possuem elementos em comum e, por isso, A — B = A: 
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4) ANBÆŁØ 
Aqui removemos os elementos de 4 que também pertencem ao conjunto B: 
U 


HORA DE 


PRATICAR! 


= 
| 
| 
| 
| 
| 


| U = (1,2,3,4,5,6,7). Determine os conjuntos: | 
a) AUC | 
lb) BNA | 
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| Resolução: 
a) AUC = {1,2,3,4,5}U {2,5,6,7} = {1, 2,3, 4,5,6, 7} 


|b) B nA = {1,3,5,7} N {1,2,3,4,5} = {1,3,5} 
O) C-B = {2,5,6,7} — {1,3,5,7} = {2,6} 


d) B 


| Para encontrar o complementar de B, devemos olhar para o conjunto universo U e verificar | 
| quais elementos estão nesse conjunto e não estão em B, ou seja, devemos fazer B = U — B. | 
i Observe: 


U =(1,2,3,4,5,6,7) 
B = {1,3,5,7} 
B = U -B = {1,2,3, 4,5,6,7} — {1,3,5,7} = {2,4,6} 


| e) A-B 
| Encontramos primeiro A: 
A =(1,2,3,4,5) 
A = U — A = {1,2,3, 4,5,6,7} — {1, 2,3,4,5} = {6,7} 
A-B = {6,7} — {1,3,5,7} = {6} 


If} BUC = {2,4,6}U {2,5,6,7} = {2,4,5,6,7} 


e) ADC 
| Nesse caso, fazemos primeiro A — C e depois encontramos o seu complementar. 
A-C = {1,2,3,4,5} — {2,5,6,7} = {1,3,4} 
A-C = {1,3,4} 
U = {1,2,3,4,5,6,7} 
A-C=(2,5,6,7) 


3 
Al 
D 

D 


C = {2,5,6,7} 
C =U -C = {1,2,3,4,5,6,7} — {2,5,6,7} = {1,3,4} 
A = {6,7} 
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CnA={1,3,4 Nn {6,7} =ø 


Veja que não temos elementos em comum nesse caso. 


fi) A-B 


| Primeiro devemos encontrar o complementar de B. Depois encontramos o valor de A — B. E | 
' por último, encontramos o complementar desse conjunto. 


| B = {2,4,6} 
A — B = {1,2,3, 4, 5} — {2, 4,6} = {1,3,5} 
U = {1,2,3,4,5,6,7} 
A-B = {2,4,6,7} 


A = {1,2,3,4,5} 

A = {6,7} 

ANnA=6 
AnÃ=(1,2,3,4,5,67)=U 


2.5.7. Diferença Simétrica 


AAB = (A — B) U (B — A) 


Chama-se diferença simétrica a definição acima. 
Podemos escrever de outro modo: 

AAB = (AU B)— (ANB) 
Vamos demonstrar: 


1°) Escrevendo a diferença em sua forma de intersecção: 
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(AUB)-(ANB)=(AUB)N(ANB) 
2º) De Morgan: 

(AUB)N(ANB)=(AUB)N(AUB) 
3º) Distributiva: 

(AUB)N(AUB)=[(AUB)NA)JU[(AUB)NB] 
4°) Distributiva: 
[(AUVB)NAJUI[(AUB)NB]=[(ANAM)U(BnA]U[(ANB)U(BNB)] 

5º) Simplificando: 


[(AnA)U(BNA]U(ANB)U(BNBI=[BU(BnA)]UI(ANB)U 6] 
= (B N A) u (A Nn B) = (B — A) u (A — B) = AAB 


ESTA CAI 
NA PROVA! 


9. (IME/1987) Dados dois conjuntos A e B, define-se 
| AAB = (A — B) U (B — A) 
| Prove que dados três conjuntos arbitrários X,Y e Z 
| X n (YAZ) = (X NYA NT) 
| Resolução: 


Para resolver questões desse tipo, podemos escolher um dos lados da equação e tentar | | 
| chegar è à igualdade do outro lado. i 


| Vamos escolher o lado direito, então, pela definição de diferença simétrica, temos: 
| XnyAAND=[(XNnND)-XnD|uXNZD-—(XnhH)] 

| Escrevendo a diferença dos conjuntos na forma de intersecção: 

| [XnN)naAnD|u[XNnDnAnT)| 

| Aplicando De Morgan: 

| nrn uDuan u] 


Distributiva: 
dXny)niuviXnNnzZPudaAnDnXuUlXnDnTY) 


Associativa: 


| 


viraan} 


viraran] 


(XnX)nY 
% 


(XnX)nzZ 
Ø 
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onnuttncroo eozvirocan) 


Ø xn(Y-2Z) Ø xn(Z-Y) 
| xn(Y-D]ulXn(Z-7Y)] 


| Agora, como X N está presente em ambos os conjuntos, podemos colocá-lo em evidência 
| para obter: 


xnl(Y-2DuU(Z-Y)] 
Essa expressão é a definição da seguinte diferença simétrica: 
X N (YAZ) 
Portanto: 
(XAYJACKX NZ) = XN (YAZ) 


*Nesse tipo de questão, eu acho mais fácil simplificar o lado da maior expressão. Se | 
| escolhêssemos o lado mais simplificado, teríamos que fazer o caminho inverso da resolução | 


see 


2.6. Cardinalidade dos Conjuntos 


A cardinalidade dos conjuntos é representada pela notação n(A) para um conjunto 4 e 
representa o número de elementos de 4. 


Veja o exemplo: 
A =(1,2,3,4,5,6) 
Quantos elementos o conjunto 4 possui? 
n(A) = 6, pois há 6 diferentes elementos no conjunto. 
Agora considere B = (5,6, 7,8, 9). Quantos elementos possui A U B? 


Poderíamos fazer AU B = (1,2,3,4,5,6,7,8,9) e contar o número de elementos desse 
conjunto. Porém, se tivéssemos um conjunto muito grande isso não seria viável. 


2.6.1. Princípio da Inclusão e Exclusão 


Vamos encontrar outro modo de calcular n(A U B). Veja o diagrama abaixo, considerando 
um 4 e B genéricos: 
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As regiões estão nomeadas. 
A quantidade de elementos de Aé n(A) =x +yedeBén(B) =y+z. 
Note que y = n(A N B). 
Então, pelo diagrama temos: 
n(AUB)=x+y+z 
Vamos tentar generalizar essa equação e substituir os termos x, y e Z. 
Somando n(A) e n(B): 
n(A) +n(B)=(x+y)+0O+z)=x+y+z+y=(x+y+z)+y=n(AUB)+n(ANB) 
Logo: n(A) +n(B) =n(AUB)+n(ANB). 
Vamos isolar n(A U B) subtraindo n(A N B) nos dois lados da equação: 
n(A) + n(B) =n(AUB) +n(ANB) 
n(4) + n(B) —- n(ANB) =n(AUB) +n(ANB) —- n(ANB) 
n(A) +n(B) —- n(ANB) =n(AUB) 
Portanto: 
n(AUB)=n(A) +n(B) — n(ANB) 
Esta é a fórmula do Princípio da Inclusão e Exclusão. 


Para conjuntos disjuntos: 
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Como não há elementos em comum, n(A N B) = 0. Assim, para conjuntos disjuntos: 
n(A U B) = n(A) + n(B) 


Essa fórmula serve para dois conjuntos, podemos usá-la para encontrar a fórmula para três 
conjuntos. 


Considere os conjuntos A, B e C. n(A U B U C) será dado por: 
n(AUBUC)=n((4UB)UC) 
Aplicando a fórmula para dois conjuntos: 
n((A U B)U C) =n(AUB)+n(C) — n((4 VBA C) 
Expandindo n(A U B) usando a fórmula e aplicando a distributiva em n((A U B) N C): 
n(A) +n(B) -n(A NB) +n(C) — n((ANC)U(BnC)) 

Expandindo n((A NC)U(BN C)) usando a fórmula: 

n(A) +n(B) +n(C) —- n(ANB)- |n(ANnC) +n(BnC)-n((ANC) N(BNC))] 

Veja quen((ANC)N(BNnC) =n(ANCNBNC) =n(ANBNC): 

Substituindo na equação: 

n(A) + n(B) En(C) —- n(ANB)- In(ANC)+n(BNC) —-n(ANBN O] 
Desse modo: 
n(A) + n(B) En(C) —- n(ANB)— In(ANC)An(BNC) —- n(ANBNC)] 

=n(4)+n(B)+n(C)—- n(ANB)—- n(ANC) — n(BN OD +n(ANBNC) 

Portanto: 

n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C) —- n(ANB)—- n(ANC) —- n(BNC) +n(ANBNC) 

Para quatro conjuntos, a fórmula é dada por: 
n(AUBUCUD) 
= In(4) + n(B) + n(C) + n(D)] 
—|In(ANB)An(ANO An(AND +n(BN CO) +n(BNAD) +n(CAD)] 
+In(AnBnO)+n(ANBAD) +n(ANCAD +n(BnCnD)]-In(ANBnCnD)|] 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


CURIOSIDADE 


Essa é uma curiosidade. Ainda não vi questões cobrando essa fórmula genérica. 

O Princípio da Inclusão e Exclusão pode ser generalizado para n conjuntos (não se 
preocupe se você não entender as denotações usadas aqui, todos os assuntos serão 
abordados nas aulas futuras desse curso). 

Sejam os conjuntos 4,, 45, As, ..., An, a fórmula generalizada é dada por: 

n(A; U A; U ...U An) = S4 — S2 + S3 — S3 ++ (11) tSn 

Onde S,,i = 1,2, ..., n é dado por: 

Si = Xi- n(4;) 
Sp = Dicicjen MA NA;) 
S3 = Sepie A: NA;N Ay) 


> é o símbolo usado para representar o somatório. 


À ə INDO MAIS 


FUNDO! 


Qual o valor de n(A\B)? 


Vamos analisar esse valor para cada caso possível usando o Diagrama de Venn-Euler. 
1) BCA 


Nesse caso, como B está contido em A, todos os elementos de B devem ser removidos do 
conjunto 4. Desse modo, podemos escrever: 


n(A\B) = n(A) — n(B) 
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2) ACB 


Como 4 C B, todos os elementos de 4 serão removidos. Assim: 
n(ANB) = 0 
3) Ae B são disjuntos (AN B = Ø) 


U 


Nesse caso, como não temos elementos em comum: 
n(A\B) = n(A) 
4) ANBÆŁØ 


Nesse caso, devemos subtrair o número de elementos de A N B do conjunto A. Portanto: 
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n(A\B) = n(4) — n(A NB) 


Cardinalidade do conjunto das partes 


T sore 
Seja P(A), o conjunto das partes de 4, sendo A um conjunto finito com n(A) elementos. 
Sua cardinalidade é dada por: 

n(P(A)) = 2 


A prova para essa fórmula poderá ser feita pelo Princípio Fundamental da Contagem que será 
aprendida na aula de Análise Combinatória. 


Vamos a alguns exemplos: 


A = (1) 
B = (1,2) 
C = {1,2,3} 


Quantos elementos possui P(A)? 
P(A) = (6,(1)) 
Isso implica n(P(A)) = 2 
Quantos elementos possui P(B)? 
P(B) = (0, (1),(2),(1,2)) 
Isso implica n(P(B)) =4 
Quantos elementos possui P(C)? 
P(C) = (0, (1), (2), (3),(1,23,(1,3),(2,33,(1,2,3)) 
Isso implica n(P(C)) =8 


HORA DE 
PRATICAR! 


(10. (EN/2008/Modificada) Os 36 melhores alunos do Colégio Naval submeteram-se a uma | 
| prova de 3 questões para estabelecer a antiguidade militar. Sabendo que dentre estes | 
alunos, 18 acertaram a primeira questão, 16 acertaram a segunda, 18 acertaram a terceira, | 

9 acertaram a primeira e a segunda, 10 acertaram a primeira e a terceira, 7 acertaram a | 
segunda e a terceira e, 4 erraram todas as questões, podemos afirmar que o número de | 
alunos que acertaram todas as 3 questões é igual a: | 
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| a) 6 

DE 

| c) 26 
'a)30 

| e) 32 

| Resolução: 


Analisando o enunciado da questão, podemos ver que essa é uma questão envolvendo | 
| conjuntos. Os melhores alunos foram submetidos a uma prova de 3 questões e ele passa | 
| informações a respeito de quantos acertaram cada uma dessas questões. Podemos deduzir | 
| que se trata de uma questão envolvendo 3 conjuntos, sendo cada conjunto o número de alunos | 
| que acertaram cada uma das questões. Nomeando os conjuntos, temos: | 


36 melhores alunos > n(U) = 36 
5 acertaram a primeira questão > n(A) = 18 
6 acertaram a segunda questão > n(B) = 16 
7 acertaram a terceira questão > n(C) = 18 
9 acertaram a primeira e a segunda questão > n(A N B) = 9 
10 acertaram a primeira e a terceira questão > n(A N C) = 10 
7 acertaram a segunda e a terceira questão > n(B NC) = 7 
4 erraram todas as questões > n(AU BUC) =4 
x alunos acertaram todas as questões > n(ANBNC) =X 


*Todos os alunos que acertaram alguma questão são representados por n(A U B UC). | 
| Todos os alunos que erraram todas as questões será o complementar dessa união. | 


| Podemos inferir do último dado quen(AU BUC) = n(U) -n(AUBUC) &S n(AUBU | 
| C) =n(U) - n(A U B U C) =36-4=32 | 
| Agora, podemos aplicar diretamente o Princípio da Inclusão e Exclusão para 3 conjuntos: 
| n(AUBUC) =n(4) +n(B)+n(C) —- n(ANB)-n(ANC) = n(BNC)+n(ANBNC) 
| 32=18416+18-9-10-7+x 
32=52-26+x 
32=26+x 


| Gabarito: “a”. 
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2.7. Conjuntos Numéricos 


Antes de finalizarmos, vamos estudar um breve conceito sobre conjuntos numéricos e 
como eles podem ser organizados. 


Os números podem ser divididos em conjuntos. Vamos estudar o primeiro deles. 
2.7.1 Conjunto dos Números Naturais (N) 
N = [0,1,2,3,4,5,...) 


O conjunto dos números naturais é definido por todos os números não-negativos e inteiros. 
Esse conjunto é representado pelo símbolo N. Eles vão do intervalo de O até o infinito e foram criados 
para contar e ordenar. 


2.7.2. Conjunto dos Números Inteiros (Z) 
Z=[..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..) 


O conjunto dos números inteiros é a união do conjunto dos números naturais com os números 
inteiros negativos. Esse conjunto é representado pelo símbolo Z. Eles são a extensão do conjunto 
dos números naturais. Podemos afirmar N c Z. 


2.7.3. Conjunto dos Números Racionais (Q) 
a 


a=(glaves] 


O conjunto dos números racionais inclui os números inteiros e os números fracionários. Esse 
conjunto é representado pelo símbolo Q. Números fracionários são números que não podem ser 
escritos como um valor inteiro, por exemplo: 


Esse número é considerado um número fracionário. 


Podemos afirmar Z c Q. 


2.7.4. Conjunto dos Números Irracionais (I) 


I=R-Q=RIQ 
O conjunto dos números irracionais é definido pelos números que não podem ser definidos. 
Esse conjunto é representado pelo símbolo I. Exemplo: 


V2 = 1,414213562373.... 
V3 = 1,732050807568.... 


Perceba que esses números não possuem um padrão nos números após a vírgula, não 
sabemos quanto eles valem exatamente. 
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2.7.5. Conjunto dos Números Reais (R) 
R=IUQ 


O conjunto dos números reais é representado pelo símbolo R. Ele é a união do conjunto dos 
números racionais e o conjunto dos números irracionais. 


2.7.6. Conjunto dos Números Complexos (C) 


O conjunto dos números complexos é formado pelos números reais e, também, pelos 
números que não podem ser representados pelo conjunto dos números reais. Estes são 
considerados como números imaginários. Podemos entendê-lo como a extensão dos números 
reais. Veremos mais adiante o estudo detalhado dos números complexos. 


Pelo que vimos até aqui, podemos representar os conjuntos numéricos pelo Diagrama de 
Venn-Euler abaixo: 


2.7.7. Notações úteis 


Podemos restringir um conjunto numérico usando alguns símbolos em sua nomenclatura. 
Vamos tomar o conjunto dos números inteiros como exemplo. 


Tela! 


uxn 


Quando colocamos o asterisco no conjunto dos números inteiros, excluímos desse 
conjunto o valor nulo ou número 0. Esse conjunto é chamado de inteiros não-nulos. 


Z, = {0, 1,2,3, ...} 
Conjunto dos números inteiros positivos. 


O símbolo + escrito no símbolo Z indica que queremos apenas os números não negativos. 
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Zi = (LAS al 


Conjunto dos números inteiros positivos não-nulos. 


Z_ = {...,—3,—2,—1, 0} 


Conjunto dos números inteiros negativos. 


aa ORE E | 


Conjunto dos números inteiros negativos não-nulos. 


3. Lista de Questões 
QUESTÕES PARA ` 
MEMORIZAÇÃO 

Lista de Questões Sem Comentários 


11. (Exercício de Fixação) 

Sobre o conjunto 4 = (6, {a}, a,b, {a, c}, assinale a alternativa errada. 
a) ØEA 

b) fa, {a} E 4 

c PCA 

d) aEA 

e) {a,c} EA 


12. (Exercício de Fixação) 

Dados B = {Ø, a, b, {a}, {Ø, b}}, analise as afirmações abaixo. 
a) ØEB 

b) ae B 

c) ta) é B 

d) tb, a) c B 

e) {{a,b} E€ B 

f) {a} tB 
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g) {fa} cB 
h) {b, {a}. {Ø,b}} c B 
i) ØB 


13. (Exercício de Fixação) 


Dados os conjuntos U = {a,b,c,d,e},A = {c,d,e},B = {a,b,c,d} e C = {e}. Determine os 
conjuntos: 


a) A-B 

b) AUB 

c) AAB 

d) AC 

e) BE — ct 
f) CC-A 
g) (An Bo 


14. (Exercício de Fixação) 
Dados A = {a,b,c,e,f,i,jļ}e B = {c,e,h, l,m}. Calcule AAB. 


15. (Exercício de Fixação) 


Dados A = {a,b,c,e,f},B = {a,b,d, g,h},C = {b,c,d, k,l} e U = {a,b,c,d,e,f,g,h,k, D. 
Calcule [(A — B) — C] uU [C — (A U B)] U (B Nn A). 


16. (Exercício de Fixação) 

Dados A = fa, b, (a)), B = (a, b, (a, b}} eC= fa, (a), {b}. Julgue os itens a seguir. 
a) AnC= (a, {a} 

b) ANB = {a,b} 

c) BNP(B) = ((a,b)) 

d) A-C = fb, {a} 

e) ACC 


17. (Exercício de Fixação) 
Simplifique as expressões: 


a) (AN B)U (ANB) 
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b) (A-B)JUA 


18. (Exercício de Fixação) 

Demonstre que as seguintes igualdades são verdadeiras: 

a) A-B=ANBº 

b) 4-(A-B)=ANB 

c) A-B=(AUB)-B 

d) B-4C=BnNA 

e) (ANA B)U (ANB) =A 

f) GUB N =AnB 

g) ACABC = AAB 

h) (4-B)nC=(AnC)-(BnC)=(AnC)-B=(A-B)N(C-—B) 


19. (Fuvest/2018) 


Dentre os candidatos que fizeram provas de matemática, português e inglês num concurso, 
20 obtiveram nota mínima para aprovação nas três disciplinas. Além disso, sabe-se que: 


l. 14 não obtiveram nota mínima em matemática; 
II. 16 não obtiveram nota mínima em português; 


VIR 12 não obtiveram nota mínima em inglês; 


IV. 5 não obtiveram nota mínima em matemática e em português; 

V. 3 não obtiveram nota mínima em matemática e em inglês; 

VI. 7 não obtiveram nota mínima em português e em inglês e 

VII. 2 não obtiveram nota mínima em português, matemática e inglês. 


A quantidade de candidatos que participaram do concurso foi: 
a) 44 
b) 46 
c) 47 
d) 48 
e) 49 


Gabarito 


11. b 
12. a)F b)F c)F d)V e)F f)F g)V h)V i)F 
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13. a)fe) b)fa,b,c,d,e! c)tc,d) d){a, b} e){e} f)fa,b) g){a,b,c,d} 
14. {a,b,f,i,j,h, L m} 

15. {d,e,f,g,h,k, D} 

16. a)V b)V c)V d)F e)F 

17. a)B NA b)U 

18. Demonstração. 

19. e 


Lista de Questões Comentadas 


11. (Exercício de Fixação) 
Sobre o conjunto A = fø, lata bia, ch, assinale a alternativa errada. 
a) PE 4 
b) (a, {a} EA 
c PCA 
d) a€E 4 
e) {a,c} EA 
Comentários 
a) Certa. Ø está listado no conjunto A. 


b) Errada. (a, {a} não está listado em A. Ela pode ser considerada subconjunto de A, pois a e 
{a} estão listados em A. 


c) Certa. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. 
d) Certa. a está listado em A. 
e) Certa. {a, e} está listado em A. 

Gabarito: “b”. 


12. (Exercício de Fixação) 
Dados B = {ø, a,b, {a}, {Ø, b}, analise as afirmações abaixo. 
ØB 
aEB 
) {a} é B 
d) (da) c B 
e) {{a,b}} E€ B 
f) {a} £B 
g) {fa} cB 
h) {b, {a}. {Ø, b}} c B 


a 


) 
b) 


C 
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i) ØB 
Comentários 
a) F. B = {Ø,a, b, {a}, {Ø, b)). 
b) V. B = {Ø, a,b, {a}, {Ø, b}. 
c) F. B = {Ø, a,b, {a}, {Ø, b}. 
d) V. B = {Ø, a,b, {a}, {Ø, b}. 
e) F. (ta, b}} não está listado em B. 
f) F. {a} c B.B = {Ø, a, b, {a}, {Ø, b}}. 
g) V. B = {Ø,a, b, {a}, {Ø, b}}. 
h) V. B = {øØ, a, b, {a}, {Ø, b)). 
i) F. O conjunto vazio está contido em qualquer conjunto. 


Gabarito: a)F b)V c)F d)V e)F f)F g)V h)V i)F 


13. (Exercício de Fixação) 


Dados os conjuntos U = {a,b,c,d,e}, A = {c,d,e},B = {a,b,c,d} e C = {e}. Determine os 
conjuntos: 


g) (ANBS). 
Comentários 

a) A-B = {c,d,e} — {a,b,c,d} = {e} 

b) AUB = {c,d,e} U {a,b,c,d} = {a,b,c,d, e} 

c) ANB = {c,d,e}N {a,b,c,d} = {c,d} 

d) A€ = U — A = {a,b,c,d,e} — {c, d,e} = {a, b} 

e) BE- ct 
B° = U —B = {a,b,c, d,e} — {a,b,c,d} = {e} 
cl = U -C = {a,b,c,d,e} — {e} = {a,b,c,d} 

BE — C° = {e} — {a,b,c,d} = {e} 
f) CE — A = {a,b,c,d} — {c, d,e} = {a, b} 
g) (An BS 
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AnBº=fcd,einfe)=tfe) 
(ANBO)C=U-ANBC=fa,b,cd,e)-fey=fa,b,c,d) 
Gabarito: a)fe) b)fa,b,c,d,e) c)}{c, d} d)fa.b) e)fe) f)fa,b) g){a, b,c, d} 
14. (Exercício de Fixação) 
Dados A = fa,b,c,e,f,ijje B = {c,e,h, l,m}. Calcule AAB. 


Comentários 
AAB =(A-B)U(B-A4)=(AUB)-—(ANB) 
AUB = {a,b,c,e,f,i j} U {c,e,h, l m} = {a,b,c e, f, i j,h, Lm} 
ANB = {a,b,c,e,f,i j} AN {c,e,h, l,m} = (ce) 
(AU B)-— (ANB) = {a,b,c,e,f,i,j,h, Lm} — {c,e} = {a,b,f,i,j,h, L, m} 
Gabarito: {a, b, f, i, j, h, l,m} 


15. (Exercício de Fixação) 


Dados A = {a,b,c,e,f},B = {a,b,d, g,h},C = {b,c,d, k,l} e U = {a,b,c,d,e,f,g,h,k, D. 
Calcule [(A — B) — C] u [C — (A U B)] U (B Nn A). 


Comentários 
Vamos resolver por partes. 
(A — B) = {a,b,c,e,f} — {a,b,d, g,h} = {c,e, f} 
(A-B)-C = {c,e,f} — {b,c,d,k, D = {e, f} 
(AU B) = {a,b,c,e,f} U {a,b,d, g,h} = {a,b,c,d,e,f,g,h} 
C — (A U B) = {b,c,d, k, D} — {a, b,c, d,e, f, g, h} = {k, D 
Ā=U-—A -= {a,b,c,d,e,f,g,h,k, l} — {a, b,c,e,f} = {d, g, h,k, D 
BNA = {a,b,d, g, h} N {d, g,h,k, 0) = {d, g, h} 
[(4 — B) —- C] U [C — (A U B)] U (B Nn A) = {e, f} U {k, D U {d, g,h} = {d,e, f, g,h, k, D} 

Gabarito: {d, e, f, g,h, k, D 


16. (Exercício de Fixação) 


Dados A = fa, b, (a), B= fa, b, {a, b}} eC= fa, {a}, {b}}. Julgue os itens a seguir. 


a) Anc= a fa) 

b) ANB = {a,b} 

c) BNP(B) = ((a,b)) 
d) A-C = fb, {a} 

e) ACC 


Comentários 


a) V. {a,b, {a}} n fa, (a), {b} = fa, {a} 
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b) V. (a, b, (a)) N fa, b, fa, b}} = {a,b} 
c) V. 
P(B) = {Ø, {a}, {b}, (ta, b)), ta, b}, (a, (a, b3}, {b, ta, b)), (a, b, ta, b))] 
B n P(B) = {a, b, {a, b} n Ø, (a), {b}, (fa, b}, (a, b}, (a, (a, b}, (b, (a, b)) (a, b, (a, b}}} 

= {{a,b)} 

d) F.A -C = {a,b, {a}} — {a, {a}, {b}} = {b} 

e) FbéC>A¢tC 
Gabarito: a) V b) V c)V d)F e)F 


17. (Exercício de Fixação) 


Simplifique as expressões: 


a) (AN BJU (ANB) 
b) (A-BJUA 


Comentários 


e Morgan 


a) (a nB) u An B) e-ss (ANBIn(ANB) e 
© (AUB)N (BNA) 


Podemos usar a propriedade da intersecção A N (B N C) = (A N B) N Ce escrever: 

(AUB)N(BnA) S[(AUB)NBINA 

Agora, observe o conjunto (AU B) N B. Nesse caso, podemos usar a propriedade do inter- 
relacionamento da união e da intersecção AN (AU B) = A e escrever: 

(AUB)NB=B 

Note que a união do conjunto 4 com o conjunto B gerará um conjunto que possui todos os 
elementos do conjunto B, desse modo, B c (AU B) e fazendo a intersecção desse conjunto com o 
próprio conjunto B, obtemos o conjunto B. Essa propriedade é conhecida como lei da absorção (A 
é absorvido). 

Assim, substituindo (AU B) N B = B na expressão acima, obtemos: 

(AUB)NBINnASBnA 


(AUB)N(ANB) 


b) (A-B)JUA 


Usando a definição A — B = AN B, obtemos: 


= De Morgan , — = = = 
(An B) u Ae (AUB)UAS (AUB)JUAS (AUA)UBS UVUBÊSU 


Gabarito:a)BNA4 b) U 


18. (Exercício de Fixação) 
Demonstre que as seguintes igualdades são verdadeiras: 


a) A-B=ANBS 
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b) A-(A-B)=ANB 
) A-B=(AUB)-B 
d) B-4C=BnA 
) (AAB)U (ANB) =A 
f) (A UB PP =ANB 
g) ACABC = AAB 
h) (4-B)nC=(AnC)-(BnC)=(AnC)-B=(A-B)N(C-—B) 
Comentários 


a) Pela definição: A — B = {Yx|x E Ae x ¢ B} e fvxlxeZexeB)=ANB 


b) 4-(A-B)=A-(ANB)=AN(ANBI = AN (Af u (BHS) = AN (Af U B) = 
(ANASJ)U (ANB) =ØuU(ANB)=ANAB 


c) (AUB)-B=(AUB)NBC=(ANBJU(BNB)=(ANB)UD=ANBC=A-B 


d) B— Af =BN(A6) =BNA 
Podemos resolver, também, usando argumentos lógicos: 
{vx|lx E Bex ¢A°} e fvxlxeBexe (ACO) )=BnNnA 


Esse método pode ser útil para resolver algumas questões do ITA. Tente usá-lo nas 
demonstrações. 


e) (ANB)U (ANB) =[(ANB)UAanI[(ANB)UBT]=AN[(AUVBI)N(BUBS] = 
An[(AUVB) NAU] =AN(AUBI =A 


f) (ACUBIC=(A Nn (BE)E =ANB 


g) ACABE = (A€ — B®) u (BE — AV) = [AF Nn (BS)C] u [BE Nn (A6)E] = (AE A B)U (BEN 
A) = (B nA) u (AN B®) = (B — A) u (A — B) = AAB 
h) (ANC)—-(BAC)=(ANC)N(BAC)E=(ANC)N(BEUCO=ANCAN(BEUCE)= 


AnitecnB)ulecncI)=anftcnB)uBl=Aan(CnB)=ANBEnc=(AN 
BJnc=(A-B)NC 


(ANO) -B=ANCNBC=ANBENnC=(ANBI)NCcC=(A-B)NC 


(A-B)N(C-B)=(ANBI)N(CNB)=ANBENCNBE=ANBENC 
=(ANBJ)nC=(A-B)nC 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


19. (Fuvest/2018) 


Dentre os candidatos que fizeram provas de matemática, português e inglês num concurso, 
20 obtiveram nota mínima para aprovação nas três disciplinas. Além disso, sabe-se que: 


l. 14 não obtiveram nota mínima em matemática; 
Il. 16 não obtiveram nota mínima em português; 


III. 12 não obtiveram nota mínima em inglês; 


IV. 5 não obtiveram nota mínima em matemática e em português; 

V. 3 não obtiveram nota mínima em matemática e em inglês; 

VI. 7 não obtiveram nota mínima em português e em inglês e 

VII. 2 não obtiveram nota mínima em português, matemática e inglês. 


A quantidade de candidatos que participaram do concurso foi: 


D 
P 


a 


) 
b) 


O 
A >Ò 
N O 


D 
a) 


) 
d) 
) 


e 


ps 


9 
Comentários 
Podemos aplicar diretamente a fórmula do Princípio da Inclusão e Exclusão para 3 conjuntos. 
Vamos considerar os conjuntos: 
M- candidatos que não obtiveram nota mínima em matemática 
P- candidatos que não obtiveram nota mínima em português 
l- candidatos que não obtiveram nota mínima em inglês 
Do enunciado, temos: 
n(M) = 14 
n(P) = 16 
n(1) = 12 
n(MnP)=5 
n(M nD =3 
n(PND=7 
n(PNMnD=2 
Podemos encontrar n(P UM UI): 
n(PUMUD=n(PD)+n(M +n(D-n(PND=n(MAD=-n(MNDBD+n(PAMAD 
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n(PUMUD=16+144+12-7-3-54+2=42-154+2=29 


A questão diz que apenas 20 obtiveram nota mínima para as 3 disciplinas. Podemos dizer que 
o conjunto Universo (número total de candidatos) menos o conjunto dos candidatos que não 
obtiveram nota mínima (n(P U M U D) vale 20. 


U-n(PUMUND)=205U=20+n(PUMUD>DU=20+29=49 


Poderíamos também usar o Diagrama de Venn para resolver a questão, veja: 


1º) Desenhamos os círculos do diagrama e nomeamos cada círculo. 


P 
M 


I 


2°) Completamos o valor dos conjuntos nessa ordem n(P NM ND > (n(P nD,n(M N 
D,n(M N P)) > (n(P),n(M), n(D). 


Primeiro paran(PNMnD=2: 


M 


3°) Para n(M N P) = 5, perceba que nesse valor está incluso os candidatos que não passaram 
nas três disciplinas, então devemos subtrair n(P N M N T) = 2 desse valor. 


n(MnP)-n(PAaMAD=5-2=3 
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| | 
M 
I 
4°) Para n(M N I) = 3, perceba que nesse valor está incluso os candidatos que não passaram 
nas três disciplinas, então devemos subtrair n(P N M N T) = 2 desse valor. 


n(MnD-n(PnMnD=3-2=1 
P 
I 
5°) Para n(P N I) = 7, perceba que nesse valor está incluso os candidatos que não passaram 


nas três disciplinas, então devemos subtrair n(P N M N T) = 2 desse valor. 
n(PnD-n(PAMAD=7-2=5 


I 


6°) Agora, basta completar com os valores de n(M),n(P) e n(1). Lembre-se de subtrair os 
valores do diagrama. 


Para n(M) = 14, a área do círculo M que não possui valor será: 14—- 1-2 -3=8 
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Para n(P) = 16, a área do círculo P que não possui valor será: 16—- 3 —- 2 —-5 = 6 


Para n(1) = 12, a área do círculo I que não possui valor será:12—- 1 —- 2-5 =4 


7°) Agora falta incluir os candidatos que obtiveram aprovação. Eles estarão fora da região 
formada pela união dos círculos. 


8º) Basta somar os valores e encontraremos o total de candidatos do concurso: 
n(U)=8+3+6+1+2+5+4+20=49 


Gabarito: “e”. 
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4. Questões de Vestibulares Anteriores 


O LISTA DE 
QUESTÕES 
Questões ITA 


20. (ITA/1985/Modificada) 


Sejam X um conjunto não vazio e 4 e B dois subconjuntos. Analise as afirmações: 
l. ANB=0eA4cBeBCcCA 

II, A-b=4€A-B=A-(ANB) 

l.  A-BXANB 


21. (ITA/1987) 

Sejam F e G dois subconjuntos não vazios de R. Assinale a alternativa correta. 
a) Se F cGeG +F, então necessariamente F = FUG. 

b) Se F N G = Ø, então necessariamente G C F. 

c) Se F ANG = F, então necessariamente G C F. 

d) SeFcGeGcF,entãoFNG=FUG. 

e) SeFcGeGxF,então(FNG)UG=R 


22.(ITA/1996) 

Analise as afirmações: 

1) (A-B)CN(BUAS = O 
lI) (A-BCOC=B-— At 

mm I[(4-B)n(B-A)JC=A 


23. (ITA/2000) 


Denotamos por n(x) o número de elementos de um conjunto finito X. Sejam A,B e C 
conjuntos tais que n(AUR)=Bn(AvVE)=9n(BUCO=IOnAVBUC)= 
11en(ANBNC) =2. Então, n(A) + n(B) + n(C) é igual a 


a) 11. 
b) 14. 
Cc) 15. 
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d) 18. 
e) 25. 


24. (ITA/2001) 

Sejam X,Y e Z subconjuntos próprios de R, não-vazios. Com respeito às afirmações: 
1) XnlYanARKUuUrY JUKU nY) h= 

II) Se Z c X então (ZU Y)uU [Xu (Z nY)]=XuUuY 

llI) Se(XUY)fcZentãoZ cx 

Temos que: 

a) Apenas (|) é verdadeira. 

b) Apenas (I) e (Il) são verdadeiras. 

c) Apenas (|) e (III) são verdadeiras. 

d) Apenas (Il) e (III) são verdadeiras. 


e) Todas são verdadeiras. 


25. (ITA/2002) 


Sejam A um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal que A U B contenha 12 elementos. 
Então, o número de elementos de P(B\A) U P(Ø) é igual a 


a) 8. 
b) 16. 
c) 20. 
d) 17: 
e) 9. 


26. (ITA/2003) 


Sejam U um conjunto não-vazio e A c U,B c U. Usando apenas as definições de igualdade, 
reunião, intersecção e complementar, prove que: 


l. Se ANB = Ø, então B c 4º. 
II. B\AE = BNA. 


27.(ITA/2004) 

Considere as seguintes afirmações sobre o conjunto U = (0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9): 
IR Ø E Uen(U)=10. 

II. pcUen(U) = 10. 
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ll 5eUe{5}cU. 

V: 10125 A{5)=5: 

Pode-se dizer, então, que é (são) verdadeira(s) 
a) Apenas !e ll. 

b) Apenas Ile IV. 

c) Apenas lle IIl. 

d) Apenas IV. 


e) Todas as afirmações. 


28. (ITA/2004) 


Seja o conjunto S = {r € Q:r > 0 er? < 2}, sobre o qual são feitas as seguintes afirmações: 
L  ŽeSeŽEs, 

lo  (xeRO<x<v2]ns= 6. 

Il VZ2ES. 


Pode-se dizer, então, que é (são) verdadeira(s) apenas 


a) lell 
b) lelll 
c) Hell 
d) | 
e) II 


29. (ITA/2005/Modificada) 

Considere os conjuntos S = {0, 2,4,6}, T = {1,3,5}e U = {0, 1} e as afirmações: 
l. tOJESesny +Ó. 

I. {2} cS\WesSnTnNU = {0,1}. 


Pode-se dizer, então, que é (são) verdadeira(s) apenas 


30. (ITA/2006) 


Seja U um conjunto não vazio com n elementos, n > 1. Seja S um subconjunto de P(U) com a 
seguinte propriedade: 


Se A,B E S,entăào Ac BouB CA. 
Então, o número máximo de elementos que S pode ter é: 


a) qn-1 
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b) n/2,senfor par, e (n + 1)/2 sen for ímpar 


c) n+1 
d) 2” — 1 
e) 27141 


31. (ITA/2007/Modificada) 

Se A, B,C forem conjuntos tais que 

n(A U B) = 23,n(B — A) = 12,n(C — A) = 10, 
n(BNC)=6en(ANBNC)=4, 

Encontre os valores de n(A),n(A U C),n(AU BUC). 


32. (ITA/2008) 


Sejam X,Y,Z, W subconjuntos de N tais que (X — Y) N Z = {1,2,3,4}, Y = {5ć,6, ZAY = Ø, 
W N (X-Z) = {7,8}, XNW nZ = {2,4}. 


Então o conjunto [X N (Z u W)] — [W N (Y u Z) |] é igual a 
a) {1,2,3,4,5} 

b) {1, 2,3,4,7} 

c) {1,3,7,8} 

d) {1,3} 

e) {7,8} 


33. (ITA/2009) 


Sejam A e B subconjuntos do conjunto universo U = {a,b,c,d,e,f,g,h}. Sabendo que 
(B° u A) = {f,g,h},BE N A = {a, b} e AC\B = {d, e}, então, n(P(A N B)) é igual a 


a) 0. 
b) 1. 
C). 2, 
d) 4. 
e) 8. 


34. (ITA/2010) 

Considere as afirmações abaixo relativas a conjuntos 4,B e C quaisquer: 
| A negação dex EANBé:x E Aoux É B. 

II. An(BUC)=(AnD)U(ANC). 
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IR (AMB) U (BA) = (AU B)\(4 A B). 
Destas, é (são) falsa(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenas Il. 

c) Apenas Ill. 

d) Apenasle ll. 


e) Nenhuma. 


35. (ITA/2010/Modificada) 


Sejam A, B e C conjuntos tais que C c B, n(B\C) = 3n(B N C) = 6n(A N B),n(AU B) = 22 
e [n(4A)]? = n(B).n(C). 


a) Determine n(C). 


b) Determine n(P(B\C)). 


36. (ITA/2011) 


Sejam 4 e B conjuntos finitos e não vazios tais que A c B e n({C:C c B\A}) = 128. Então, 
das afirmações abaixo: 


l. n(B) — n(A) é único, 

II. n(B) + n(A) < 128, 

IlI. A dupla ordenada (n(A), n(B)) é única, 
É (são) verdadeira(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenas Il. 

c) Apenas Ill. 

d) Apenaslell. 


e) Nenhuma. 


37.(ITA/2011) 


Analise a existência de conjuntos A e B, ambos não-vazios, tais que (AB) U (BIA) = A. 


38. (ITA/2012) 
Sejam A, Be C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmações: 
l. (AB ANC =AN(BUE), 
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II. (MB RCSAU(B NC), 
mi Eut*=(Bbnc, 


É (são) sempre verdadeira(s) apenas 


a) l. 
b) II. 
c) IL. 
d) le ll. 
e) Ile II. 


39. (ITA/2012) 

Sejam 4 e B dois conjuntos disjuntos, ambos finitos e não vazios, tais que n(P(A) U P(B)) + 
l= n(P(A U B)). Então, a diferença n(A) — n(B) pode assumir 

a) Um único valor. 

b) Apenas dois valores distintos. 

c) Apenas três valores distintos. 

d) Apenas quatro valores distintos. 


e) Mais do que quatro valores distintos. 


40. (ITA/2012) 


Dos n alunos de um colégio, cada um estuda pelo menos uma das três matérias: Matemática, 
Física e Química. Sabe-se que 48% dos alunos estudam Matemática, 32% estudam Química e 
36% estudam Física. Sabe-se, ainda, que 8% dos alunos estudam apenas Física e Matemática, 
enquanto 4% estudam todas as três matérias. Os alunos que estudam apenas Química e Física 
mais aqueles que estudam apenas Matemática e Química totalizam 63 estudantes. Determine 
n. 


41. (ITA/2013) 

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmações: 
|; A\(B N C) = (A\B) U (AO), 

II. (ANC)\B=ANBENC, 

III. (A\B) N (BIC) = (A\B)\C, 

É (são) verdadeira(s) 

a) Apenas |. 


b) Apenas Il. 
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c) Apenaslell. 
d) Apenasle III. 


e) Todas. 


42.(ITA/2017) 


Sejam A = {1, 2,3,4,5} e B=(-1,-2,-3,-4,-5). Se C = {xy:x E Ae y E B}, então o 
número de elementos de C é 


a) 10. 
b) 11. 
c) 12; 
d) 13. 
e) 14. 


Questões IME 


43. (IME/2016) 

Dados três conjuntos quaisquer F, G e H. O conjunto G — H é igual ao conjunto: 
a) (G U F) — (F — H) 

b) (G U H) — (H — F) 

c) (GU (H - F))n H 

d)GU (HNF) 

e) (HAG)N (G -—F) 


44. (IME/2010) 


Sejam os conjuntos P,,P,,S,eS, tais que (P, N S1) c P (PLNA S2) c P) e (&NS,) c 
(P, U P2). Demonstre que (S1 N S2) c (P4 NA P3). 


45. (IME/2009) 

Sejam dois conjuntos, X e Y, e a operação A, definida por XA Y = (X — Y) u (Y — X). Pode-se 
afirmar que 

aJ(XAY) N(XNY) =» 

b) (XAY)N (X -Y)=ğø 

c) (XAY)N (Y —- X) = 

d) (XAY) U (X -Y) =X 
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e) (XAY)u (Y —-X) =X 


46. (IME/2000) 


Seja o conjunto: 


Determine quantos subconjuntos L = ((x,,x5), Y1 Y2), (Z1, Z2), (ty, t2), (r1, r2)}, L C D, que 
existem com 5 (cinco) elementos distintos, que satisfazem simultaneamente as seguintes 
condições: 


Dx = yı = Z4. 


Dx Æ t4 X1 Æ nti En. 


47. (IME/1991) 


Dado o conjunto A = {1, 2,3, ...,102}, pede-se o número de subconjuntos de 4, com três 
elementos, tais que a soma destes seja um múltiplo de três. 


48. (IME/1976) 
São dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F c E, tal que F = {a,b}. Denote por P(E) o 
conjunto das partes de E e considere, em P(E), a relação R, tal que 
XRYSFAX=FAY 
a) Verifique se R é uma relação de equivalência. 
b) Z c P(E). Determine Z, sabendo-se que Z N F = {b}. 
c) W c P(E). Determine W, sabendo-se que F N W = Ø. 


Obs.: P(E) tem 16 elementos. & significa “se e somente se”. 


49. (IME/1972) 


Seja A um conjunto tal que n(A) = p > 0. Determinar justificando: 
a) O número de relações reflexivas distintas em 4. 
b) O número de relações simétricas distintas em 4. 


c) O número de relações antissimétricas distintas em 4. 


50. (IME/1972) 
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Seja 4 um conjunto não vazio e R uma relação em 4, reflexiva e transitiva. Definimos a relação 
S, em 4, por: 


xSy se e somente se xRy e yRx. 


a) Mostre que S é uma relação de equivalência em A. Caracterize as classes de equivalência 
determinadas por S em A, quando R é uma relação de ordem. 


b) Determine explicitamente o conjunto quociente 4/S, quando 
R = |(A N B)x(A N B)| u [(A — B)x(A — B)], 


onde B é um conjunto não vazio. 


E, GABARITO 


Gabarito das Questões ITA 


20. I.V ILV HIF 

21. d 

22. L.V ILF HIF 

23. d 

24. b 

25. b 

26. Demonstração na resolução. 

27. c 

28. d 

29. Ambas são falsas. 

30. c 

31. n(A) = 11,n(AU C) = 21e n(AUBUC)= 31. 
32. c 

33. c 

34. e 

35. a) n(C)=4 b)n(P(B\C)) = 4096 
36. a 

37. Não existem conjuntos não-vazios que satisfaçam a relação. 
38. c 

39. a 

40. Än que satisfaça as condições do problema. 
41. c 

42. e 
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aee 


Gabarito das Questões IME 


43. € 

44. Prova 

45. a 

46. 54912 

47. 57256 

48. a) Demonstração b)Z E (tb), {b,c}, {b,d}, {b,c, d}} c) W E (6, {c} {d} fc, d}} 


p(p+1) p(p+1) 


49. a) 2PP-D b)2 2 — 2P c) 2 +22 -22 
50. a) [y] = {x € Alx = y} b) A/S = {{y E (A N B)|y = x}|x € (4 Nn B)} U {fy € (A — B)|y = 
x}|x E (A-B)} 


6. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


ato 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


Questões ITA Comentadas 


20. (ITA/1985/Modificada) 
Sejam X um conjunto não vazio e 4 e B dois subconjuntos. Analise as afirmações: 
l. ANB=ø0sA4AcB&BCcCA 
Il. A—-Ø=AeA-B=A-(ANB) 
lI. A-B#ANB 
Comentários 
l. V. 
ANB=Ø0>YxxEAex¢B&evYxxEAexeB>AcCcB 


*Se x ¢ B, x não é elemento de B então x será elemento de seu complementar B. Logo, x € 


ANnB=b>YxxeBexgASVxxEBexeASDBCA 


A-b=ANGº=ANU=A 
“A-DB=A 


A-(ANB)=AnNn(ANB) =AN(ACUB)=(ANADJU(ANB) =DU(ANBO) =ANBº 
=A-B 
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“A-B=A-(ANB) 


II. F. 

Sabemos que podemos escrever A — B = A Nn B. 
Gabarito: I) V 1I) V 1I) F 

21. (ITA/1987) 


Sejam F e G dois subconjuntos não vazios de R. Assinale a alternativa correta. 
a) Se F C G eG +F, então necessariamente F = F UG. 
b) Se F N G = Ø, então necessariamente G C F. 
c) Se F NG = F, então necessariamente G C F. 
d) SeFcGeGcF,entãoFNG=FUG. 
e) SeF cGeG +F,então(FNAG)UG=R 
Comentários 


a) Errado. Veja o diagrama de Venn-Euler: 


G 


A figura representa F c G e G + F. Note queF =ENG&HFUG 


b) Errado. 


F N G = Ø implica que F e G não possuem elementos em comum, logo é impossível que G C F. 
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FnG=F>FcG 
Veja o diagrama: 


EnG=F 


d) Certo. 


FCGAGCF>5>F=G 
Assim, FNG=FeFUG=F 


e) Errado. 


G 


A figura representa FC GeG +F. 


Conforme o diagrama, temos: 


FnG=F>5(FNnGQUG=FUG=G 
Gabarito: “d”. 


22. (ITA/1996) 


Analise as afirmações: 

1) (A-B)CN(BUAS = O 
lI) (A-BOC=B- At 

mm I[(4-B)n(B-A)C=A 
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Comentários 
1) V. 
(A-B) nN (BUAS) = (ANBS) n(BEnA)=(ACUB)N(BENA)=I[(ACUB)NBS]NA 


= |(AE ABE)U (BABYJNA=[|[(E ABU Ø]INnA = (AE ABANNA =AN(A4E NBS) 
= (ANAN NABE=ØNABE =ø 


11) F. 
(A — BC = [(A N (BT = (A n BJ 
B-AC=BN(ACOC =BNnA=ANB 
(A-B) = (ANB)  +ANB=B-—A" 
II) F. 


(Ae — B) N (B — A)]E = (Af — B)E u (B — A)E = (A£ n BAC u (B n AS)E 
=[(ASCU(BI)TuU[BCU(A) IT] = (AU B)UuU (BEUA) =AUBUBCUA=AUBUBL 
=AU(BUBS)=AUU=U 


Gabarito: |) V 11) F HI) F 
23. (ITA/2000) 


Denotamos por n(x) o número de elementos de um conjunto finito X. Sejam A,B e C 
conjuntos tais que n(AU B)=8,n(AUC)=9,n(BUC)=10,n(AUBUC)= 
11en(ANBNC) = 2. Então, n(A) + n(B) + n(C) é iguala 


11. 


a 


) 
) 


o. 


) 
d) 18. 
e) 25. 
Comentários 
Pela fórmula do Princípio da Inclusão e Exclusão, temos para 3 conjuntos: 
n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C) —- n(ANB)- n(ANC) - n(BNC) An(ANBNC) (i) 


O enunciado da questão nos dá os valores de n(AUBUC) en(ANBNC) e pede para 
encontrar n(A) + n(B) + n(C). 


Precisamos encontrar uma relação para n(A N B),n(AN C)en(BN 0). 
Vamos usar a fórmula para 2 conjuntos: 

n(AUB) = n(A) + n(B) — n(AN B) 
Isolando n(A N B): 

n(ANB) = n(A) + n(B) — n(AU B) 
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Do enunciado n(A U B) = 8: 
n(A NB) =n(4) +n(B) — 8 (ii) 
Usando a mesma ideia paran(AU C)en(BU C): 
n(AUC)=n(4A)+n(C) —- n(ANC) 
n(ANC)=n(A)+n(C) —- n(AUC) 
n(AUC)=9 
n(ANC) = n(A) + n(C) — 9 (iii) 
n(BUC)=n(B)+n(C)— n(BNC) 
n(BNC) =n(B)+n(C) —- n(BUC) 
n(BUC) = 10 
n(B NC) =n(B) +n(C) — 10 (iv) 
Juntando (ii), (iii), (iv) em (i)e usando n(AUBUC) = 11 en(ANBNC)=2: 
n(AUBUC)=n(A) +n(B)+n(C) —- n(ANB)—- n(ANC) —- n(BNC) +n(ANBNC) 
11 = n(A) +n(B) +n(C) — In(4) + n(B)— 8] — In(4) + n(C) — 9] — In(B) + n(C) — 10] + 2 
11 =n(4)+n(B)+n(C)— n(4) — n(B) +8 — n(4) — n(C) +9 — n(B) — n(C) + 10+2 
11 = 29 — n(A) — n(B) — n(C) 
n(A) +n(B) +n(C) = 29-11 = 18 
Gabarito: “d”. 


24. (ITA/2001) 

Sejam X,Y e Z subconjuntos próprios de R, não-vazios. Com respeito às afirmações: 
Lendpyntturfuvulgov(Genro =X 

ll. Se Z c X então (ZU Y)U [Xu (ZEnY)|=XuUuY 

Ill. Se (X U Y)f c Z então Z c X 

Temos que: 


a) Apenas (I) é verdadeira. 


) 
b) Apenas (I) e (Il) são verdadeiras. 
c) Apenas (I) e (III) são verdadeiras. 
d) Apenas (Il) e (III) são verdadeiras. 
e) Todas são verdadeiras. 
Comentários 
|) Vamos simplificar a expressão e ver se chegamos à igualdade. 
XxnirnttvrFulXu(cxenro |) 
X n {IY n ° n YA u [X u (KO u WII 
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XntynG na jovjxv(gur)]) 
Zn nFOnX Tua vm!) 
xnfóonx]u(XuY)) 
xntdgu(XUY)) 

Xxnixur) 

X 
ex ndrn(tuvrJulxu(g nro) =X 


Verdadeiro. 


lI) Vamos simplificar (Z U Y) U [X u (Ze NY)], usando Z c X: 
(ZuUYJ)uU[Xu(ZEnY)] 
(ZuUYJ)U[(XuzZzANn(XuUrY)] 
Vamos analisar as propriedades que surgem com Z c X. 
Sabemos que ZU ZE = R. 
ComoZcX>XUZC=R. 
ZUM)uRn(XUY)] 
(ZUWM U(XUTY) 
ZUYUXUY 
ZUYUX 
ZUXUY 
ZCX5ZUXUY=XUY 
~ (ZUY)U[Xu(ZEnY)]|=XuUY. 


Verdadeiro. 


IlI) Se (X u Y)E c Z então Zf cx? 


Analisando (X U Y) c Z & Xf n Yf c Z. Veja que podemos negar essa afirmação com 
um exemplo: 


Considere X = {a}, Y = {b} e Z = R — {a,b}. 
(XuY)E = {a,b} = R — {a,b} c Z 
Encontrando Z^: 
Z = {a,b} 
{a,b} t {a} = X 
Ze £X 


«Falsa. 
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Gabarito: “b”. 
25. (ITA/2002) 


Sejam A um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal que 4 U B contenha 12 elementos. 
Então, o número de elementos de P(B\A) U P(Ø) é igual a 


a) 8. 
) 16 
) 


o 
pa 


O 
N 
© 


O 


1 


N 


) 
) 


No) 


e . 


Comentários 


A questão diz que n(A) = 8 e n(A U B) = 12. Vamos usar a fórmula do Princípio da Inclusão 
e Exclusão: 


n(AUB)=n(4)+n(B)— n(ANB) 
Substituindo os valores na equação: 
12=8+n(B) —- n(ANB) 
Passando o 8 para o outro lado: 
12-8=n(B) —- n(ANB) 
n(B) —- n(ANB)=4 
Perceba que n(B) — n(A N B) én(B NAS): 


Mas (B N Af) = (BA). Logo: n(B\A) = 4 

Temos que achar n(P(BNA) U P(Ø)): 

Aplicando a fórmula da cardinalidade para dois conjuntos e substituindo B\A por B N 4º: 
n(P(B NAU P(Ø)) = n(P(B n4º)) + n(P(Ø)) — n(P(B n 4º) n P(Ø)) 

Vamos simplificar P(B N 4º) N P(Ø). 
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Isso pode ser feito analisando P(Ø). O único subconjunto do conjunto vazio é o próprio Ø. 
Logo, a intersecção de P(B N 4º) N P(Ø) = P(Ø), pois pelas propriedades do subconjunto o Ø está 
presente em ambos conjuntos. 


Desse modo: 


n(P(B N AC) U P(Ø)) = n(P(B N4º)) + n(P(6)) — n(PCB n 4º) n P(6)) 
= n(P(B n4º)) + n(P(Ø)) — n((P(Ø)) = n(P(B n4º)) = n(P(B\A)) 


Substituindo n(B\A) = 4 e usando a fórmula n(P(B\A)) = 27(EM), encontramos: 
n(P(B\A)) = 2! = 16 
Gabarito: “b”. 
26. (ITA/2003) 


Sejam U um conjunto não-vazio e 4 c U,B c U. Usando apenas as definições de igualdade, 
reunião, intersecção e complementar, prove que: 


I. Se AN B = Ø, então B c 4º. 
Il. BRA = B N A. 
Comentários 
I. Pela definição de A N B = Ø: 
ANB=06>Vx,xeBexgA 
Podemos escrever x É A de outro modo: 
xENASxEA 
Isto é, se x não é elemento de A, então x é elemento do complemento de A (AS). 
Desse modo: 


ANB =Ø > Vx,xEBex EAT & B c A (definição de subconjunto) 


Il. Pela definição de BYAC: 
BAC = {x|x EB Ax é 4º) 
Usando a mesma ideia da (1): 
xéM SxEA 
Logo: 
BA =[xlxeBAxEA=BNA 


27.(ITA/2004) 

Considere as seguintes afirmações sobre o conjunto U = (0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9): 
LDEUen(U) = 10. 

Il. Ø c U en(U) = 10. 
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I.5 EUe{5}cU. 

Me OLD) =D 

Pode-se dizer, então, que é (são) verdadeira(s) 

a) Apenas e III. 

b) Apenas II e IV. 

c) Apenas lle III. 

d) Apenas IV. 

e) Todas as afirmações. 

Comentários 

l. Falsa. 
O conjunto U possui 10 elementos, logo n(U) = 10. 
Atenção! Ø não é elemento de U, pois ele não está listado no conjunto! 
Assim, Ø ¢ U. 

II. Verdadeira. 


Pelas propriedades vistas no tópico de subconjuntos, sabemos que Ø sempre será 
subconjunto de qualquer conjunto. Portanto: Ø c U. 


III. Verdadeira. 
5 E U, pois 5 está enumerado no conjunto U. 


{5} é subconjunto de U, porque 5 é um dos elementos de U. (Lembre-se que quando 
colocamos elementos entre chaves “{ Y”, elas se tornam conjuntos) 


IV. Falsa. 


Pegadinha! Perceba que faltou colocar chaves “{ Y” no elemento 5 no outro lado da igualdade. 
O correto seria: 


{0,1,2,5} N {5} = {5} 


unn 
C. 


Gabarito: 


28. (ITA/2004) 

Seja o conjunto S = {r € Q:r > 0 er? < 2), sobre qual são feitas as seguintes afirmações: 
L  ŽESeŽES. 

i (xeR0O<x<v2]ns= 6. 

I. V2€S. 

Pode-se dizer, então, que é (são) verdadeira(s) apenas 


a) lell 
b) tell 
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c) Ile Il 


e) Il 
Comentários 
Vamos decifrar o conjunto S = fre Q:r > 0er? < 2}. 


Ele diz que os elementos de S são representados por r e estes são números racionais (da 
forma p/q) 
A primeira parte da propriedade diz que r > 0, assim, r é um número positivo. 


A segunda parte diz que r° < 2. 


Ainda não vimos radiciação, mas não se preocupe, veremos detalhadamente na aula de 
radiciação. 


Reis Sra 
Assim, juntando as duas condições, obtemos: 
0<r<v2 
l. Verdadeiro. 
Precisamos saber se esses elementos estão no intervalo definido por S. 


Vamos deixar esses números dentro de uma raiz, pois assim será mais fácil analisá-lo. 


td 5 
Primeiro para PG 


, ! l [25 
Elevando esse número ao quadrado e jogando dentro de uma raiz, encontramos: E 


Agora, dividindo 25 por 16: 


25 
TEE < V2 


Lembre-se que não precisamos saber o valor exato do número, basta encontrar um valor que 
nos permita fazer a comparação. Então não perca tempo com isso! 


E 7 
Agora, fazendo a mesma coisa para z: 


7 E 
5 = 75 ~V 1,9 < V2 


Logo, os dois números são elementos de S. 


II. Falso. 


(xeR:O<x<v2]ns=[xeR:iO<x<v2)nfreQio<r<v2)=s 
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A única diferença entre o conjunto dessa afirmação e o conjunto da questão é que os 
elementos daquela são números reais e estas são números racionais. 


III. Falso. 
2 é um número irracional, logo ele não pertence ao conjunto S. 
Gabarito: “d”. 
29. (ITA/2005/Modificada) 
Considere os conjuntos S = {0, 2,4,6}, T = {1,3,5}e U = {0, 1} e as afirmações: 
l. M ESeSNU Gg. 
Il. {2 cS WesSnTAU = {0,1}. 


Pode-se dizer, então, que é (são) verdadeira(s) apenas 
Comentários 
l. Falsa. 


A afirmação diz que {0} é elemento de S. Isso não é verdade. Quando colocamos 0 entre “{ Y’, 
estamos dizendo que o subconjunto {0} é elemento de S, o que não é verdade. 


A segunda parte pede os elementos em comum entre S e U. Vemos que o único elemento em 
comum é o 0. 


S = {0,2,4,6} 
U = {0,1} 
Portanto, S N U = {0} + Ø 
II. Falsa. 
{2} c S\U, isso quer dizer que {2} é subconjunto do conjunto formado por S\U. 
Vamos encontrar S\U. Essa operação é a diferença S\U = S — U. 
O único elemento em comum entre S e U é 0, logo devemos remover esse elemento de S: 
SU = {2,4,6} 
Portanto, {2} c {2, 4,6} = S\U. 
Agora, vamos verificar S NT N U = {0,1}. 


S AT NU é a intersecção entre os três conjuntos, então devemos encontrar os elementos 
presentes nos três conjuntos. Não temos nenhum elemento que satisfaz essa condição, desse modo: 


SATAU=Ø 
Gabarito: Ambas são falsas. 


30. (ITA/2006) 


Seja U um conjunto não vazio com n elementos, n > 1. Seja S um subconjunto de P(U) com a 
seguinte propriedade: 
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Se A,B E S, então A C B ouB C A. 
Então, o número máximo de elementos que S pode ter é: 
g= 1 


n/2, sen for par, e (n + 1)/2 sen for ímpar 


a) 
b) 
c) 
d) 2” — 1 
e) 
Comentários 
Seja U = fa, a3, a3, ..., An}, UM conjunto não vazio com n elementos en > 1. 
Vamos escrever o conjunto das partes de U: 


P(U) = (0,105), {a2}, cu Lapada, ces) 


S é subconjunto de P(U), isto é, S pode possuir quaisquer elementos de P(U) e deve 
satisfazer a condição: 


Sendo 4 e B, elementos de S, então A está contido em B ou B está contido em A. 
Isto é, se tomarmos, por exemplo: 


A=(ajjeB=t(a,,a,), eles são subconjuntos de P(U) e Ac B, pois {a} c fa,, a2}, logo 
satisfazem a condição. 


Mas, se tomarmos 4 = {a1} e B = (a,), eles são elementos de P(U) e não satisfazem a 
condição! 


Pois, {a1} É {a2} e {a2} É (a). 


A condição diz que tomando dois elementos de S, devemos ter que 4 é subconjunto de B ou 
B é subconjunto de 4. 


Essa condição é satisfeita quando os elementos de S sempre possuírem elementos em 
comum, desse modo: 


S = {g, {a}, ta, az}, (a, a2, az}, ta, do, a3, az}, 1.) tas, do, ..., an}} 


Veja que o elemento Ø foi incluído para aumentar o número de elementos de S e maximizar 
esse valor. 


Assim, perceba que o número de elementos será n + 1 que é a quantidade de elementos de 
não vazios somado com o elemento vazio. 


Portanton(S) =n+1. 


Gabarito: “c”. 


31. (ITA/2007/Modificada) 

Se A, B,C forem conjuntos tais que 

n(A U B) = 23,n(B — A) = 12,n(C — A) = 10, 
n(BNC)=6en(ANBNAC)=4, 
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Encontre os valores de n(A),n(A U C),n(AU BUC). 
Comentários 


Vamos resolver usando o Diagrama de Venn-Euler: 


A B 


v 


C 


Nomeamos cada região do círculo com letras minúsculas. 
Pelo enunciado, vamos descobrir os valores de cada região: 
n(ANBNC)=4=e 
n(BNnC)=6=e+f>f=2 


Agora nosso diagrama fica assim: 


A B 


V 


Usando as outras informações, temos: 
n(B — A) = 12 


Veja que n(B — A) é igual a c + 2 que é a região de elementos de B menos os elementos de 


n(B—-A)=c+2=12>c=10 


Agora para n(C — A) = 10 usando o mesmo raciocínio: 
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9+2=10>9=8 


Atualizando nosso diagrama: 


Falta usar n(A U B) = 23. 
Pela figura: 

n(AUB)=a+b+d+4+10+2=23 
Devemos encontrar os valores de n(4), n(AU C) en(AUBUC). 


Note que atb+d+4=n(4). Assim, substituindo n(A) na equação, conseguimos 
descobrir o valor de n(A). 


n(A) +10 +2 = 23 
n(A) + 12 = 23 
n(A) = 11 
Vamos encontrar n(A U C). Usando o diagrama: 
n(AUC)=a+b+d+4+2+8=(a+b+d+4)+10=n(4)+10=11+10=21 
>n(AuC)=21 
Agora o último termo: 


n(AUBUC)=a+b+d+4+10+2+8=(a+b+d+4)+10+2+8=n(A)+20 
= 31 


> n(AUBUC)=31 
Gabarito: n(A) = 11,n(A U C) = 21 e n(AUB u C) = 31. 
32. (ITA/2008) 


Sejam X,Y,Z, W subconjuntos de N tais que (X — Y) N Z = {1,2,3,4}, Y = {5ć,6, ZAY = Ø, 
W n (X -Z2 = {7,8}, XxnWnzZ= {2,4}. 


Então o conjunto [X N (Z u W)]| — [W n(Y u Z)] é iguala 
a) {1, 2,3,4,5} 
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b) {1,2,3,4,7} 

e) [1,3,7,8] 

d) {1,3} 

e) {7,8} 
Comentários 
Primeiramente, vamos escrever as informações do exercício: 
i) (X -Y) ANZ = {1,2,3,4 
ii) Y = {5,6} 
i)ZzNY =Ø 
iv) W N (X — Z) = {7,8} 
vXAWNAZ = {2,4} 


A questão pede [X N (Z UW)] — [W n (Y u Z)], vamos encontrar o valor de cada conjunto 
X,Y,Z,W usando os dados do problema. 


Já sabemos que de (ii) que Y = {5, 6}. 
Vamos analisar o conjunto (i): 
D(X-Y)nZ=(1,2,3,4) 
O conjunto acima nos permite descobrir os elementos que pertencema X e Z. 
Vamos separar em duas partes: (X — Y)e Z 


Veja a intersecção N Z, isso nos permite afirmar que os elementos de (i) estão no conjunto 


{1,2,3,4} cZ 
A primeira parte (X — Y) nos permite dizer que os elementos de X que não estão em Y é: 
{1,2,3,4} CX 
Agora, vamos analisar (iii) Z NY = Ø: 
Ela diz que Z não possui elementos em comum com Y, assim (5, 6} não pertence a Z. 
Usando (iv) W N (X — Z) = {7,8}: 


Situação análoga a (i). Podemos separar em duas partes e encontrar os elementos de cada 
um: 


Assim, {7,8} c W 
W n (X-Z) > {7,8} c X > {1,2,3,4,7,8}c X 
Usando a última informação (v) X AW N Z = {2,4}: 
Isso nos permite afirmar {2,4} c X,Z,W: 
X = {1,2,3,4,7,8} 
Y = {5,6} 
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Z = {1,2,3,4} 
W = {2,4,7,8} 
A questão pede [X N (Zu wW)]| - [W n (Y UZ)]: 
(Z U W) = {1,2,3, 4,7,8} 
X N (Zu W) = {1,2,3,4,7,8} 
(Y U Z) = {1, 2,3,4,5, 6} 
W N (Y U Z) = {2,4} 
[IX n (Zu W)]- [W N (Y u Z)] = {1, 2,3, 4,7,8} — {2, 4} = {1,3,7,8} 


Esse modo de resolver seria o modo como eu resolveria durante a prova. Já que é uma questão 
de múltipla escolha, não devemos perder tempo com formalidades. 


unn 
C. 


Gabarito: 


33. (ITA/2009) 


Sejam A e B subconjuntos do conjunto universo U =(a,b,c,d,e,f,g,h!. Sabendo que 
(B° u A) = {f,g,h},BE N A = {a, b} e AC\B = {d, e}, então, n(P(AN B)) é igual a 


a) 0. 
b) 1. 
AEA 
d) 4. 
e) 8. 


Comentários 
Vamos usar as informações do enunciado para encontrar alguma relação. 
Primeiro, usando (BC u 4)º = {f,g,h}: 
Simplificando (Bf U A)“ usando as propriedades dos conjuntos: 
(BEUA)*=(Bº) nAf=BnAf 
> (BNn4) =(f,g,h) 
Agora para BON A = {a,b}: 
Sabemos pelas propriedades que BE NA = AN BE 
> ANB = {a,b} 


Por último, vamos analisar AB = {d, e}. Vamos simplificar A4CNB usando as propriedades 
dos conjuntos: 


AC\B = Af n B° = (A U B)° 
s (AUB = {d0 


Vamos usar o Diagrama de Venn-Euler para ilustrar a situação: 
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Perceba que não sabemos quais os elementos de A N B. Porém, conhecemos os elementos 


do conjunto universo U =(a,b,c,d,e,f,g,h). Usando as informações do diagrama, temos a 
seguinte relação: 


U=(ANBJU(ANB)U(BNASU(AU BJ 
Agora, usando as informações que encontramos: 
> (BNnA4)=(f,g,h) 
> (AN B®) = {a,b} 
> (AUB) = ide) 
Substituindo na relação, obtemos: 
{a,b,c,d,e,f,g,h} = {a,b} U (A N B) U {f,g,h} U {d,e} = {a,b,d,e,f,g,h} U (AN B) 
Veja: 
{a,b,c,d,e,f,g,h} = {a,b,d,e,f, g, h} U (A N B) 
O único elemento que falta em (a, b, d,e, f, g, h} é c. Portanto (A N B) = {c}. 


A questão pede o número de elementos do conjunto das partes de A N B. Sabemos que esse 
valor é dado por n(P(A N B)) = 2”(4NB) 


Portanto: 
n(P(ANnB))=2!=2 


Gabarito: “c”. 


34. (ITA/2010) 

Considere as afirmações abaixo relativas a conjuntos A, B e C quaisquer: 
l. A negação dex EANBé:x E Aoux É B. 

II. AN(BUC)=(ANB)u (ANC). 

III. (A\B) U (B\A) = (AU B)\(4 A B). 
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Destas, é (são) falsa(s) 
a 
b 


) Apenas. 
) Apenas ll. 
c) Apenas Ill. 
d) Apenasle III. 
e) Nenhuma. 
Comentários 
l. Verdadeira. 
A negação é dada por: x É AN B 
Isso é equivalentea:x E€ AN B 
Podemos aplicar o Teorema de De Morgan no conjunto A N B. 
ANB=AUB 
Desse modo x E AU B. Isso significa que x € A ou x E B © x ¢ A oux Ẹ B. 
II. Verdadeira. 
Basta aplicar a propriedade da distributiva dos conjuntos. 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 
WII. Verdadeira. 
(AB) U (BRA) = (AU BIA A B) 
Vamos desenvolver o conjunto (A U B)\(A N B) e tentar chegar ao conjunto (AB) U (B\A). 


Lembrando que para o operador diferença temos: A — B = A\B = A N B. Usando essa 
igualdade para desenvolver o conjunto: 


(A U B)\(A N B) = (AU B) Nn (AN B) 
Aplicando o Teorema de De Morgan: 
(AUB)N(ANB)=(AUB)N(AUB) 
Usando a distributiva: 
(AUB)N(AUB)=I[(AUB)NA]UT(AUB)nNB] 
Usando novamente a distributiva: 


(AUB)nA]ju[(AUB)NnB]=[(ANM)U(BNnA|U[(ANB)U(B A B)] 
= [Ø u (B Nn Al u [(4 Nn B) uU Ø] = (B Nn A) u (A n B) = (A\B) U (BA) 


Gabarito: “e”. 
35. (ITA/2010/Modificada) 


Sejam A, B e C conjuntos tais que C c B,n(BiC) = 3n(B NC) = 6n(AN BI, n(AU B) = 22 
e In(A)]? = n(B) -n(C). 


a) Determine n(C). 
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b) Determine n(P(BNO)). 
Comentários 

a) Pelo enunciado, como C C B temos: n(B N C) = n(C). 

Sabemos que n(BiC) = n(B) — n(B N C). Substituindo na equação n(B N C) = n(C): 

n(BIC) = n(B) — n(C) 
Mas n(B\C) = 3n(B NC) = 6n(ANB) > n(B) — n(C) = 3n(C) = 6n(A N B) 
> n(B) — n(C) = 3n(C) > n(B) = 4n(C) 


> 3n(C) = 6n(ANB) > n(AnNnB) s 


Só falta descobrir o valor de n(A) usando [n(A)]? = n(B) :n(C). 
Substituindo n(B) = 4n (C): 
[n(A)]? = 4n (C) :n(C) > [n(A]? = 4[n(C)]? 
Aplicando a raiz quadrada nos dois lados: 
= n(A) = 2n(C) 
Vamos chamar n(C) de x e usar a fórmula dos conjuntos n(A U B) = n(A) + n(B) — 


n(A N B). 


Substituindo os valores de n(A U B) = 22,n(4) = 2n (C), n(B) = 4n(C),n(A N B) = e 
n(C) = x na fórmula: 


n(AUB)=n(A)+n(B)—- n(ANB) 
22= 2x +4x -7322 == >x =4>n(C)=4 
b) Usando a fórmula de cardinalidade para o conjunto das partes: 
n(P(B\C)) = 2”®\9 
n(B\C) = 6n(A N B) = 3n(C) =3:4 = 12 
Portanto: 
n(P(B\C)) = 22810) = 212 = 4096 
Gabarito: a) n(C) = 4 b) n(P(B\C)) = 4096. 

36. (ITA/2011) 


Sejam A e B conjuntos finitos e não vazios tais que A c B e n({C:C c BIA) = 128. Então, 
das afirmações abaixo: 


l. n(B) — n(A) é único, 
Il. n(B) + n(A) < 128, 
Ill. A dupla ordenada (n(A), n(B)) é única, 
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É (são) verdadeira(s) 
a 


b 


) Apenas l|. 
) Apenas ll. 
c) Apenas III. 

d) Apenasle ll. 

e) Nenhuma. 

Comentários 

Para analisar as afirmações precisamos traduzir o enunciado. 

Vamos traduzir n({C: C c B\A}) = 128 

Ele diz que o número de elementos do conjunto {C: C c BA) vale 128. 
O que é o conjunto {C: C c BAR? 


Ele diz que os elementos desse conjunto são os subconjuntos C tal que C está contido em 
B\A. Então, ele representa o conjunto das partes de BYA. Desse modo: {C:C c B\A} = P(B\A) 


Logo, n[P(BNA)] = 128 
Mas 128 pode ser escrito como 2”. 
nTP(BNA)] = 27 = 276) > n(BM4) = 7 


O enunciado diz que A c B. Assim, quando fazemos B\A = B — A, devemos remover todos 
os elementos de A presentes em B. Desse modo, podemos escrever: 


n(B\A) = n(B) — n(4) = 7 
l. Verdadeira. 
Conforme analisado acima, a afirmação é verdadeira já que n(B) — n(A) possui um único valor. 
II. Falsa. 


A única condição do enunciado é n(B) — n(A) = 7. Então, se tomarmos n(B) = 87 e n(A) = 80, 
encontramos n(B) + n(A) = 167 > 128. 


IR Falsa. 


Podemos ter uma infinidade de duplas ordenadas que satisfazem as condições do problema 
n(B) — n(A) = 7. 


Gabarito: “a”. 


37.(ITA/2011) 
Analise a existência de conjuntos A e B, ambos não-vazios, tais que (AB) U (BIA) = A. 


Comentários 
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(AB) U (BIA) 
& (ANBÍU(B nA) e> IANBOUB] nI(AnB9 UVA] 
istriDutiva 
Ss [4 UB) N (B® U B)] N[(Au A6) Nn (BE u AS)] & [(AU B) ANT] A [T An (BE u AS] 
istributiva 
© (A U B) N (BE u AD) ES (AU B) N (BNA) S(AUB)-(BNA) 
De Morgan 
A questão pede conjuntos não vazios A, B tal que (A U B) — (A N B) = A. 


Vamos usar o Diagrama de Venn para representar todos os casos possíveis para (A U B) — 
(ANB). 


1) Ae B não são disjuntos. 


(AU B)-— (ANB) 


A região em amarelo representa (A U B) — (A N B). Veja que ela não satisfaz a condição 
(A U B) — (A N B) = A, já que B é não vazio. Logo, nesse caso não temos solução. 


2) A e B são disjuntos. 


(AU B)— (ANB) 


Esse caso também não satisfaz a condição já que B é um conjunto não vazio. Logo, não tem 
solução. 


3) ACB. 
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B é um conjunto não vazio=>não temos solução. 
4) BCA. 


(AU B)- (ANB) 


B é um conjunto não vazio=não temos solução. 
Gabarito: Não existem conjuntos não vazios que satisfaçam a relação. 


38. (ITA/2012) 


Sejam A, Be C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmações: 
Í (ABE) C =An(BUC), 

II. (A\BE)C =Au (B nC., 

Ill.  BEUCE=(BAn0), 


É (são) sempre verdadeira(s) apenas 


a) l. 
b) II 
c) II 
d) lelll. 
e) Hell. 


Comentários 
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l. Falsa. 
Vamos simplificar (ANBONCC: 
(ABORCE = (AN (BAE NC) )=(ANENnOD) =ZAN(BUC) 


II. Falsa. 
Vamos aplicar o Teorema de De Morgan (B n CC): 
Au (BACHE =AvVÁBCU(C)J)=AU(BCUC)= AVE UC 


III. Verdadeira. 
Aplicando o Teorema de De Morgan: 
(BAC) = BCUES 
Gabarito: “c”. 


39. (ITA/2012) 


Sejam 4 e B dois conjuntos disjuntos, ambos finitos e não vazios, tais que n(P(A) U P(B)) + 
1= n(P(A U B)). Então, a diferença n(A) — n(B) pode assumir 
a) Um único valor. 
b) Apenas dois valores distintos. 
c) Apenas três valores distintos. 
d) Apenas quatro valores distintos. 
e) Mais do que quatro valores distintos. 
Comentários 

A e B são conjuntos disjuntos, logo AN B = Ø. 


Temos a seguinte situação: 


Considere que A tem x elementos e B tem y elementos. 
Temos que calcular n(4) — n(B). 

Vamos usar n(P(A) U P(B)) +1= n(P(A U B)) da questão. 
Sabemos que n(P(4)) = 2* en(P(B)) = 2” 
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Veja que P(A) U P(B) é a união do conjunto das partes de 2 subconjuntos. Perceba que Ø é 
elemento de P(A) e de P(B) ao mesmo tempo. Então: 


n(P(AJUP(B))=2*+27—1 
Subtraímos 1 da equação acima porque o elemento Ø está presente em P(A) e P(B). 
O número de elementos de AU B é x + y já que eles são disjuntos. Logo: 
n(P(AU B)) = 2**7 
n(P(A) U P(B)) + 1 = n(P(A U B)) 
2% +2% —-14+1=2** 


*Não se preocupe se você não souber calcular essa equação por enquanto, vamos aprender 
a resolvê-la na aula de exponencial. 


Vamos simplificar a equação: 

2% +2% — 1+1 = 2*0 

1 = 2% —2* -2+1 

1 = 2% —2* -2% +1 

1 = 2*(2% — 1) — (27 — 1) 
1 = (2% — 1)(2 — 1) 

Como x,y > 0, a única solução possível para essa equação é x = 1ey=1. 
Logo, n(A) — n(B)=1-1=0. 


Gabarito: “a”. 


40. (ITA/2012) 


Dos n alunos de um colégio, cada um estuda pelo menos uma das três matérias: Matemática, 
Física e Química. Sabe-se que 48% dos alunos estudam Matemática, 32% estudam Química e 
36% estudam Física. Sabe-se, ainda, que 8% dos alunos estudam apenas Física e Matemática, 
enquanto 4% estudam todas as três matérias. Os alunos que estudam apenas Química e Física 


mais aqueles que estudam apenas Matemática e Química totalizam 63 estudantes. Determine 
n. 


Comentários 


Das informações do enunciado, podemos criar o seguinte Diagrama de Venn-Euler: 
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M(0,48n) 


F(0,36n) 


Q(0, 32) 


Legenda: 
M — Matemática 
F — Física 
Q — Química 
n é a quantidade de elementos no conjunto 


0,04n representa os 4% dos alunos que estudam todas as três matérias 


ESCLARECENDO 


d 4 5 Eae 
Lembrando: 4% pode ser escrito como T (forma fracionária). 


Quando calculamos a porcentagem de um número, multiplicamos o valor da porcentagem 
pelo número. Por exemplo: 


Pedro recebe R$1.000,00 de salário por mês. Quanto vale 50% do seu salário? 


ar ; cor 50 : 
Primeiro transformamos o número 50% na forma fracionária w podemos ainda resolver 


essa fração e encontrar = = 0,5. Agora, multiplicamos esse número pelo valor do salário: 0,5 - 
1000 = 50:10 = 500. Esse é o valor que representa 50% do salário de Pedro. 


: i ; f o n. 4 ; 
Voltando à questão, 4% será escrito na forma fracionária T 0,04. n é o valor que 


representa a quantidade de todos os alunos do colégio. Assim, 4% dos alunos pode ser escrito como 
0,04n. 
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0,08n representa os 8% dos alunos que estudam apenas Física e Matemática 
0,48n representa o total de alunos que estudam Matemática 

0,32n representa o total de alunos que estudam Química 

0,36n representa o total de alunos que estudam Física 

Usando os dados do diagrama, podemos criar as seguintes equações: 


a +c + 0,04n + 0,08n = 0,48n 
| + d + 0,04n + 0,08n = 0,36n 
ctd+e+0,04n =0,32n 


Simplificando: 


b +d + 0,12n=0,36n 


| a+c+ 0,12n=0,48n 
ctd+e+0,04n=0,32n 


b +d = 0,24n 


| a+c=0,36n 
ctd+e=0,28n 


O enunciado afirma que os alunos que estudam apenas Química e Física (d) mais aqueles que 
estudam apenas Matemática e Química (c) totalizam 63 estudantes. Assim: 


c+d=63 
Somando todas as equações, obtemos: 
(a+c)+(b+d)+(c+d+e)= 0,36n + 0,24n + 0,28n 
Reorganizando os termos e fazendo c + d = 63: 
at+b+e+2(c+d) = 0,88n 
a+b+e=0,88n—2-63 = 0,88n-— 126 
Da+b+e = 0,88n — 126 
Agora vamos somar os elementos usando os dados do diagrama de Venn-Euler: 
at+b+c+d+e+0,04n40,08n=n 
Substituindo c + d = 63: 
at+b+e+63+012n=n 
IDa+b+e=0,88n-—63 
Veja que a equação (I) e (Il) possuem as mesmas variáveis, porém diferentes resultados. 
Portanto, não existe n que satisfaz o problema. 


Gabarito: Án que satisfaça as condições do problema. 


41.(ITA/2013) 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


Sejam A, Be C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmações: 
|; A\(B N C) = (AB)U (AO), 

II. (ANCP =ANB NC, 

IR (AMB) N (BIC) = (A\B)\C, 

É (são) verdadeira(s) 

a 
b 


Apenas |. 
Apenas Il. 


d 


) 
) 

c) Apenasle ll. 
) Apenasle Ill. 
) 


e) Todas. 
Comentários 
l. Verdadeira. 
A(BnCO) =An(Bno! 
Usando o Teorema de De Morgan: 
An(BnC) =AN(BCUCO) 
Aplicando distributiva: 
(ANBIU(ANCO = (A\B) u (A\C) 
II. Verdadeira. 
(ANCAB=(ANnC)nBº 


IIl. Falsa. 
(A\B) N (B\C) = (AN BEJNA (BACE) 
Como o operador é igual entre cada conjunto, podemos usar a propriedade da associativa: 
(ANBIn(Bnc)=AN(BENB)ncC=ANnÓnC = 


unn 
c. 


Gabarito: 


42. (ITA/2017) 


Sejam A = {1, 2,3,4,5} e B=(-1,-2,-3,-4,-5). Se C = {xy:x E Ae y E B}, então o 
número de elementos de Cé 


10. 
11. 
j 12. 
d) 13. 
) 14. 


a 


) 
b) 


(@) 


e 
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Comentários 
A questão pede o número de elementos de C que é definido por {xy:x E A e y E B}. 


Os elementos do conjunto C serão os elementos formados pela multiplicação dos elementos 
de A com os elementos de B. Então, vamos encontrar os elementos de C que são todos os diferentes 
valores obtidos pela combinação dos elementos de 4 com os elementos de B. 


Para x = 1: 
C = {—1, —2, —3, —4, —5} 
Para x = 2: 
C, = {—2, —4, —6, —8, —10} 
Para x = 3: 
C = {—3, —6, —9, —12, —15} 
Para x = 4: 
C, = {—4, —8, —12, —16, —20} 
Para x = 5: 


C; = {—5, —10, —15, —20, —25} 
Agora, juntando todos os elementos diferentes para obter o conjunto C: 
C=(-1,-2,-3,-4,-5,-6,-8,-9,-10,-12,-15,-16,-20, —25} 
Portanto, n(C) = 14. 


Gabarito: “e”. 


Questões IME Comentadas 


43. (IME/2016) 

Dados três conjuntos quaisquer F, G e H. O conjunto G — H é igual ao conjunto: 
a) (G U F) — (F — H) 

b) (G U H) — (H — F) 

c) (GU (H-F))nH 

d)G uU (HNF) 

e). (HNG)N(G-F) 


) 
) 


Comentários 
A questão pede para encontrar um conjunto que seja a identidade de G — H. 
Vamos analisar cada alternativa. 
a) (G U F) — (F — H) 
(GuF)n(FnH)= 
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(GUF)n(FUH) 


Procuramos G — H = G N H. Perceba a ausência de H no conjunto acima. Logo, esse não é o 
conjunto que procuramos. 


b) (G U H) — (H — F) 
(GUH)Nn(HnF)= 
(GUH)n(HUF)= 
(GUH)nH]u[(GUH)NnNF] = 
(Gn H)u (H n H)Ju[(GUH)nF] = 
[(GnH)uvólul(GuH)nF]= 
(GnH)UI(GUH)nF] 


Encontramos G N H no conjunto acima, porém ela possui a união do conjunto (G U H) NF. 
Logo, não é o conjunto que procuramos. 


c) (GU (H-F))nH 
(Gu(HNnF))nH= 
(GnH)uU[(HnF) nH] = 
(GnH)u[FnHnH]= 
(GnH)uU[Fng]= 
(GnH)ub=GnH=G-H 
Essa é a resposta. 
d)GU (HNF) 
Essa alternativa não possui H nem G. 
e). (HAG)N(G-F) 
(GnHDn(GnF)= 
GnHnGnF= 
GnHnF 
Gabarito: “c”. 
44. (IME/2010) 


Sejam os conjuntos P,,P,,S,/eS, tais que (P, N S1) c P (PLN S2) c P) e (S,NS;))c 
(P, U P,). Demonstre que (S4 N S2) c (P4 NB). 


Comentários 


Para demonstrar que (S4 N S2) c (P, N P,), devemos mostrar que: 
x E (S1 N S2) > x E (P) N P2) 


Vamos analisar x E (S1 N S3). Pela definição do conjunto intersecção, temos: 
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xE(SNS)>2xES,/AXES, 

Mas, do enunciado: 
(S1 N S2) C (P1 U P3) 

Dessa forma, temos: 

x E (S1 A S2) > x E (P\ U P) 
E pela definição do conjunto união, temos que x E (P, U P2) implica x € P} ou x E P3. 
Devemos analisar cada caso. 
|) Suponha x E P}. 
Nesse caso, temos: 


x ES 
E 
XE Fi 


Como o enunciado afirma que (P, N S2) c P}, então: 
xEPAXES >xXxE(PRNS,)>2xEP, 

Assim, concluímos que x EP e x E P,, logo x E (P, N P3). 

Il) Suponha x E P}. 

Nesse caso, temos: 


ES 
xES, 
x E P, 


Como o enunciado afirma que (P, N S4) E P4, então: 
xEP,AxES>xE(P NS) >xERP 
Assim, concluímos que x EP e x E P,, logo x E (P4 N P3). 


Portanto, mostramos que, em qualquer um dos casos, x E€ (S4 N S2) implica x E€ (P, N P2), 


ou seja, x E (S4 N S2) > x E (Pi N P3). 
Ou, podemos escrever: 
(S1 N S2) C (Pi N P2) 


Gabarito: Prova 
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45. (IME/2009) 


Sejam dois conjuntos, X e Y, ea operação A, definida por XA Y = (X — Y) u (Y — X). Pode-se 
afirmar que 


a) (XAY) N (XANY)=ġ 
b) (XAY) N (X -Y)=¢ġø 
c) (XAY) N (Y - X) =ø% 
d) (XAY) uU (X - Y) =X 
e) (XAY)uU (Y - X) =X 


Comentários 


) 
) 


a) Temos que: 
am n(ANND=(X-NuY-MIn(XnTY) 
XADM nXNND=[X-YPDntAXNNTUIY-Xn(XANH] 
Contudo, (X — Y) N (X NY) = Ø, pois (X — Y) é o conjunto X menos todos os elementos de 
Y, então, não são incluídos os elementos de X N Y. Daí: 
[X-DnknNUIY- nn] =dUdb=A 
Portanto, o item é verdadeiro. 
b) Temos: 
(XAY)Nn(X-Y)=|[X%X-Y)u Y -Xn -Y)= 
X- Nn -rur -xn -Y)] = XS-Y)uø= (X -Y) 
Portanto, o item é falso. 
c) Temos: 
(Xar)n(Y-M=[(X-Nu(W-Mn(Y-X)= 
K-N- -XVn -A=0UW-M=(Y-%) 
d) Temos: 
(XAY)U (X —-Y)=(X-Y)uU (Y -X)u(X-Y)=(X-Y)u (Y -X)= (XAY) 
Portanto, o item é falso. 
e) Temos: 
(XAY)U (Y —-X)=(X-Y)uU Y -XUY -X)=(X-Y)u (Y -X)= (X4Y) 


Portanto, o item é falso. 
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unn 
a 


Gabarito: 


46. (IME/2000) 
Seja o conjunto: 
D = {(k}, k2)|1 < kı < 13;1 < k, < 4; k, k> € N} 


Determine quantos subconjuntos L = {(x1, x2), Y1 Y2), (24,22), (t4, t2), (r1, r2)}, L C D, que 
existem com 5 (cinco) elementos distintos, que satisfazem simultaneamente as seguintes 
condições: 


Dx = y1 = Z4. 
ii) x1 Æ t4, X1 Eri EN. 
Comentários 


De “i)” temos 13 possibilidades em que x, = yı = Z4, pois existem 13 valores possíveis para 
k. Não somente, para cada uma das possibilidades de k,, existem (1) possibilidades para x3, Y2 € 
Z> distintos. Além disso, de “ii)” temos E) possibilidades para t, e r4, pois eles não podem ser iguais 
aos valores de x4, y1, Z1 € rı tem que ser diferente de t,. Para cada t,, temos 4 valores de t, e para 


cada 7, temos 4 valores de r. Logo, o número de subconjuntos é: 


13 ($) (2) -4-4 =54912 
3 2 E 


Gabarito: 54912 


47. (IME/1991) 


Dado o conjunto A = (1,2,3,..., 102), pede-se o número de subconjuntos de 4, com três 
elementos, tais que a soma destes seja um múltiplo de três. 


Comentários 


Podemos dividir o conjunto A em três partes: 
i) Se os elementos forem da forma 3k + 1: 

X = [1,4,7,...,100) 
k varia de O a 33, então, temos 34 elementos. 
ii) Se os elementos forem da forma 3k + 2: 

Y = (2,58, ...,101} 
k varia de O a 33, então, temos 34 elementos. 


iii) Se os elementos forem da forma 3k + 3: 
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Z = (3,6,9,...,102) 


k varia de 0 a 33, então, temos 34 elementos. 


Assim, para escolhermos um subconjunto de três elementos em A, temos as seguintes 


possibilidades: 


1) Escolhendo três elementos em qualquer conjunto isoladamente temos que sua soma é 
múltipla de 3, pois 3k +3 + 3k, + 3 + 3k; + 3 = 3(kı + kə + kz) +9, 3k +1+3k, +1+ 
3k; +1 = 3(k; + kə + kz) +3 e 3k +2 + 3k, +2 + 3k; +2 = 3(k, + kə + k3) + 6. Podemos 


ver que, em todos os casos, os elementos são múltiplos de 3. Então, temos: 
34 do 
3. ( 3 ) possibilidades 


2) Também podemos escolher um elemento do subconjunto X, um elemento do subconjunto 
Y e um elemento do subconjunto Z. Assim, teremos um subconjunto cuja soma de seus elementos 


será múltipla de 3. Então, temos: 
34:34. 34 possibilidades 


Por fim, somando todas as possibilidades: 
34 
3- (%3 ) +34:34: 34 = 57256 


Gabarito: 57256 


48. (IME/1976) 


São dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F C E, tal que F = {a,b}. Denote por P(E) o 
conjunto das partes de E e considere, em P(E), a relação R, tal que 


XRYSFAX=FAY 
a) Verifique se R é uma relação de equivalência. 
b) Z c P(E). Determine Z, sabendo-se que Z N F = {b}. 
c) W c P(E). Determine W, sabendo-se que F NW = Ø. 
Obs.: P(E) tem 16 elementos. & significa “se e somente se”. 
Comentários 


a) Inicialmente, temos que: 
XRXeFNX=FNnX 


Então, R é reflexiva. 
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Vamos usar a definição de R dada no enunciado: 
XRY &SFnX=FEFNYF 
YRXSFNY=FnNX 
“«XRY=YRX 
Desse modo, R é simétrica. 
Por fim, vamos analisar X R Y e Y R Z. Dado que R é simétrica, temos: 


FnX=FnreFnY=FEngzZ 
XRY YRZ 


Portanto, chegamos em: 
FNX=FnNgZ 
Então, R é transitiva. Logo, como R é reflexiva, simétrica e transitiva: R é uma relação de 
equivalência. 


b) Para que Z N {a, b} = {b} e Z c P(E), Z deve possuir os elementos de P(E) que possuem 
F 


b mas não possuem a. Além disso, o conjunto P(E) é formado por todos os subconjuntos possíveis 


de E. 


Ø; {a}; {b}; {c}; {d}; {a, b}; {a, c}; {a, d}; {b, c}; ) 


PUE P d}; {c, d}; {a, b, c}; {a, b, d}; {a, c, d}; {b, c, d}; {a, b, c, d} 


Então, as possíveis soluções de Z são: 


Z € {{b}, {b, c}, {b, d}, {b, c, d}} 
c) Para que {a, b} N W = Ø, W não deve possuir os elementos a e b. Mas, W pode possuir os 


elementos c e d. Então, as possíveis soluções de W c P(E) são: 


W e {Ø, {c}, {d}, {c, d}} 


Gabarito: a) Demonstração b) Z € (tb), {b,c}, tb, d}, tb, c, d}} c) W E {g, {c}, {d}, tc, d}} 


49. (IME/1972) 

Seja A um conjunto tal que n(A) = p > 0. Determinar justificando: 
a) O número de relações reflexivas distintas em A. 

b) O número de relações simétricas distintas em A. 


c) O número de relações antissimétricas distintas em 4. 
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Comentários 

a) Vejamos a definição de relação reflexiva. 

Uma relação é dita reflexiva em A se ela apresentar todos os pares de todos os elementos 
iguais que pertencem a 4. Ou seja, a relação será reflexiva se ela tiver todos os pares (a;,a;) 
possíveis, com a; elemento de 4. 

Além disso, a relação pode ter qualquer outro par. Então, basta encontrarmos o número de 
pares de elementos distintos de A. São p-(p — 1) pares possíveis de elementos distintos, 
considerando que a ordem dos elementos é importante (ou seja (a, b) é diferente de (b, a)). 

Para cada par encontrado acima, ela pode ou não fazer parte da relação, assim, para cada 


relação temos duas opções e, portanto, temos: 


2p(p—1) 


b) Vejamos a definição de relação simétrica. 


Uma relação é dita simétrica se os pares (ai, aj) e (aj, ai) pertencerem à relação, com a; e 


a; elementos de A. Além disso, a relação { ) não é simétrica. 
Vamos considerar então os pares com elementos distintos sem levar em conta a ordem deles. 


Temos pares possíveis (p maneiras de escolher o primeiro elemento e (p — 1) maneiras de 


p(p-1) 
2 
escolher o segundo elemento). Não foi considerada a ordem, pois podemos pensar que os pares 
(a; a;) e (aj, a;) são os mesmos e se um deles fizer parte da relação, a outra automaticamente 
também fará parte; e se um deles não fizer parte da relação, a outra também não fará parte da 

relação. 
Para cada par acima, ela pode ou não fazer parte da relação. Assim, para cada par temos duas 


opções e, portanto: 


p(p=1) 
2 2 


Como a relação { } não é simétrica devemos desconsiderar ela, assim: 


p(p=1) 
TA 
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Porém, os pares de elementos iguais podem fazer parte da relação também e uma relação 
somente com pares de elementos iguais não é considerada uma relação simétrica. Desse modo, 


como são p pares de elementos iguais e cada uma pode ou não fazer parte da relação, teremos: 


p@-1) p@+1) 
[2 2 —1]:2?=|2 2 —2? 


c) A definição de relação antissimétrica é o contrário de relação simétrica. 


Assim, basta encontrarmos o total de relações possíveis e subtrair o número de relações 


simétrica para encontrar o número de relações antissimétricas. 


Dado que um par pode ou não fazer parte da relação, para cada de relação temos duas 
possibilidades. Como o número de pares possíveis é p? + 2 (p maneiras para escolher o primeiro 


elemento e p maneiras de escolher o segundo elemento) então o número de relações possíveis é: 


2 


2P 


Assim, o número de relações assimétricas é: 


2 p@+1) 2 p(p+1) 
2P -|2 2 - 2| = |2 +2?-2 2 


p(p+1) p(p+1) 


Gabarito: a) 2ºP-D b)2 2 =2? c) 2” +2P-2 2 


50. (IME/1972) 


Seja A um conjunto não vazio e R uma relação em A, reflexiva e transitiva. Definimos a relação 
S, em 4, por: 


xSy se e somente se xRy e yRx. 


a) Mostre que S é uma relação de equivalência em A. Caracterize as classes de equivalência 
determinadas por S em A, quando R é uma relação de ordem. 


b) Determine explicitamente o conjunto quociente A/S, quando 
R = |(A N B)x(A N B)] u [(A — B)x(A — B)], 
onde B é um conjunto não vazio. 


Comentários 


a) Para mostrar que S é uma relação de equivalência, temos que analisar se ela é reflexiva, 


simétrica e transitiva: 


i) S é reflexiva: 
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Como R é reflexiva, temos xRx, então, pela definição dada no enunciado para S: 
xSx +» xRx e xRx © xSx 
Portanto, S é reflexiva. 
ii) S é simétrica: 
Temos que: 
xSy & xRy e yRx e yRx e xRy © ySx 

Portanto, S é simétrica. 
iii) S é transitiva: 

xSy & xRy e yRx 

ySz e yRz e zRy 
Mas, como R é transitiva: 

xRy e yRz > xRz 

zRy e yRx > zRx 
Então, temos: 


S R R 
P EFAN GN E a E 


ySz e yRz e zRy 
Logo: 
xSy e ySz > xSz 
Portanto, S é transitiva. 


Desse modo, S é uma relação de equivalência. Além disso, se R é uma relação de ordem, 
temos que se xRy, então x < y. Com isso, podemos analisar o seguinte exemplo, seja um conjunto 
X = {a,b,c}, se R é uma relação de equivalência nesse conjunto e R é uma relação de ordem, temos 


que a relação de equivalência em X é: 


Y = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, b), (b, c), (c,c)) 


Ou seja, a relação segue se xRy, então x < y. Além disso, a definição de classe de 


equivalência é: [a] = {b E€ X|a-b). Com isso, nesse exemplo, as classes de equivalência devem ser: 


la] = {a,b,c} 
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[b] = {b,c} 
[c] = {c} 


Mas, como xSy se e somente se xRy e yRx, então, do conjunto Y, chegamos em um conjunto 


Z, onde (x,y)EYe(y,x) EY: 
Z = {(a,a), (b,b), (c,c)} 
Portanto, as classes de equivalência são: 


[y] = {x € Alx = y} 


b) Esse conjunto será o conjunto de todas as classes de equivalência possíveis de 4 com S. 
Além disso, podemos observar que A — B = A — A N B, ou seja, A — Be AN B são disjuntos, então, 


temos: 
R = [(A N B)x(A N B)]| u [(A — B)x(A — B) | 
Precisamos analisar o conjunto quociente em (A N B)x(A N B) e depois em (A — B)x(A — 


B), uma vez que, conforme observamos acima, os mesmos são disjuntos. Logo: 
A/S = {[x]|x € 4) 
Mas, podemos dividiro x E Aemx E (AN B)U (A — B): 
A/S = t|x]lx e (AN B)JU t[x]lx e (A — B)} 
Conforme vimos anteriormente, temos [x] = {y E Aly = x): 
A/S = {{y E (4 A B)|y = x}|x € (A n B)} u {fy € (A — B)|y = x}|x € (A — B)} 


Gabarito: a) [y] = {x € Alx = y} b) A/S = {{y € (A N B)|y = x}|x € (A n B)} u {{y € (A — 
B)|y = x)|x € (A - B)) 


7. Considerações Finais das Aulas 


Chegamos ao final da nossa primeira aula. Tentei resolver e comentar os exercícios da forma 
mais clara possível. Você deve consultar as resoluções apenas se tiver dúvidas ou se a sua resposta 
não confere com o gabarito. Ao longo do tempo, iremos acumular diversas técnicas e métodos de 
resolução de questões e, também, aumentaremos o nosso arsenal de conhecimento. 


€ Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 00: ITA/IME 2020 


Conte comigo nessa jornada! Lembre-se, a prova do ITA é uma prova de velocidade, então 
você deve treinar o maior número de questões para na hora da prova não faltar tempo para resolvê- 
las! Qualquer dúvida, crítica ou sugestão não hesitem em usar o fórum do Estratégia ou se preferir: 
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Introdução 


Olá. 
Nessa aula iniciaremos o estudo da álgebra. Estudaremos conceitos de números naturais, 
inteiros, racionais, irracionais e reais. Também veremos desigualdades e princípio da indução. 


Não teremos muitas questões do ITA nem do IME nesses assuntos, mas veremos mais adiante 
que elas servirão como base para conseguirmos aprofundar a matéria no nível que o ITA/IME cobra. 
É muito importante que você entenda cada conceito e resolva muitos exercícios para fixação, elas o 
ajudarão a resolver os exercícios do ITA e do IME. 


Caso tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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1. Expressão, Equação e Inequação 


Antes de aprofundarmos nosso estudo na Matemática, vamos primeiro esclarecer alguns 
termos matemáticos, elas serão usadas bastante ao decorrer do curso. Se você já se sente 
confortável com esses termos, pule para o próximo capítulo. 


Você sabe a diferença entre expressão, equação e inequação? 
Vamos primeiro relembrar o que é uma expressão. Uma expressão, no estudo da Matemática, 
pode ser classificada em aritmética ou algébrica. Veja os exemplos: 
Expressão aritmética: 
1:2+4-—1 
Expressão algébrica: 
a? + 2bc 
Reparou na diferença? 


Antes de responder, vamos relembrar. Uma expressão é apenas um modo de representar um 
número na Matemática, então 1 pode ser uma expressão, 2 + 3 pode ser uma expressão e a + b 
também. A diferença entre as duas expressões do exemplo é que na aritmética trabalhamos apenas 
com números enquanto na álgebra incluímos também as letras do alfabeto. 


Na aritmética, temos bem definido os valores do que queremos calcular. Então, se eu dissesse 
1 + 1, você responderia “2”, certo? E se no lugar dessa expressão eu usasse letras, por exemplo, 
a + b, o que você responderia? Provavelmente você me diria “não sei”. 


Sabe a vantagem de se usar letras no lugar de números? Quando, substituímos os números 
pelas letras, conseguimos generalizar os resultados matemáticos. Por exemplo: 
3 5 3:7+4:5 41 
at7> 47 28 
O que fizemos foi aplicar o MMC entre 4 e 7 e somar as frações. Na álgebra, poderíamos 
generalizar esse cálculo dessa forma: 
a c ad+bc 
b'a ba. 
Agora, vamos ver o que é uma equação. Basicamente a diferença entre equação e expressão 
é o uso do sinal =. Estabelecemos uma relação entre duas expressões. 


Uma equação aritmética é uma sentença fechada que pode ser classificada em verdadeiro ou 
falso, lembra da aula de Noções de Lógica? 


Exemplo: 

2+7=5 
Isso é um exemplo de equação aritmética cujo valor lógico é falso. 
Agora, veja um exemplo de equação algébrica: 

a+b=25 
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a 


E dá 


Uma equação algébrica é uma sentença aberta. Não conseguimos descobrir seu valor lógico 
diretamente. Mas podemos calcular o valor da incógnita dependendo da situação, por exemplo: 


x+1=5 
Nesse caso, podemos calcular o valor de x: 
x+1=5 
x+1-1=5-1 
x =4 


Por último, vamos ver o que é uma inequação. Diferentemente da equação, na inequação 
usamos os sinais de desigualdade. Podemos também ter uma inequação aritmética e algébrica, as 
mesmas definições para as equações também valem para as inequações. Veja um exemplo de 
inequação aritmética: 


2+3<1 


Isso é uma sentença fechada, cujo valor lógico é falso. Pois, está dizendo 2 + 3 é menor (<) 
que 1. 


Na álgebra: 
a+b<10 


Agora que esclarecemos esses termos, vamos continuar à aula. 


2. Conjunto dos Números Naturais (N) 


Vamos estudar um breve histórico dos números naturais. 


Os números naturais foram criados para ajudar o homem a contar. A contagem, antes dos 
primórdios da civilização, era baseada na contagem “um”, “dois” e “muitos”. Os primeiros seres 
humanos apenas conheciam o número 1 e o 2, acima disso eles classificavam como “muitos”. Com 
o desenvolvimento da civilização, a necessidade de se melhorar o processo de contagem levou ao 
surgimento dos números naturais {1, 2,3, 4,...}. 


Apesar disso, o conhecimento que se tinha dos números naturais era muito vago, não existia 
nada que descrevesse precisamente o conjunto. Em 1889, o matemático italiano Giuseppe Peano 
(1858-1932) estabeleceu quatro axiomas conhecidos como axiomas de Peano. (Axiomas são 
verdades universalmente aceitas. Elas são inquestionáveis, funcionam como uma lei.) Vejamos os 
quatro axiomas: 


a) Todo número natural tem um único sucessor. 
b) Números naturais diferentes têm sucessores diferentes. 


c) Existe um único número natural, chamado “um” e representado pelo símbolo 1, que não é 
sucessor de nenhum outro. 


d) Seja X um conjunto de números naturais, se 1 € X e o sucessor de todo elemento de X 
pertence a X, então X = N. 
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Todas as propriedades e teoremas relativos aos números naturais são deduzidos através 
desses axiomas. 


Veja que a essência dos números naturais reside na palavra “sucessor”. Perceba também que 
na época o número O não foi incluído como um número natural. Há controvérsias a respeito de 
incluir o O ou não no conjunto dos números naturais, alguns autores consideram 0 E Ne outros não. 
Caso não seja fornecido a informação na prova, devemos usar o bom senso e fazer suposições. 
Normalmente, as bancas consideram o O um número natural. 


2.1. Princípio da Indução Finita 


O último axioma de Peano é conhecido como axioma da Indução. Um princípio que decorre 
dela é o Princípio da Indução Finita (PIF), também conhecido como Recorrência. Ela serve para 
provar proposições através de uma demonstração por indução. 


O PIF diz que: 
Uma propriedade P(n) relativa aos números naturais n > nọ é válida se, e somente se 


satisfazer as seguintes condições: 
I) P(no) é válida. Para algum no E N. 
Il) Para K E N, se P(K) é válida, então P(K + 1) também é válida. 


O PIF demonstra que se a propriedade é válida para algum K E N e, também, é válida para o 
seu sucessor, então ela será válida para todo número natural já que K é um termo generalizado do 
conjunto dos números naturais. 


Vamos ver na prática como esse princípio pode ser aplicado. 


HORA DE 


PRATICAR! 


sm" etssasaeeseseeeeeeeeeeseeeee eo 


'1. Demonstre1:4+2:7+3-10+-+n(3n+1D)=n(n+1)2,nen. 
Resolução: 
Como devemos ler essa questão: 


A primeira parte1:4+2:7+3-10 +: +n(3n + 1) é um somatório, onde cada termo | 
| do somatório é um número natural da forma n(3n + 1). | 


Ele diz que somando termos da forma n(3n + 1) com n E N, teremos como resultado 
n(n + 1)2. Então se n = 4, deveremos ter uma soma até n(3n + 1) = 4: (3-4 +1) = 4:13. 
Asoma será1:4+2:7+3:10+4:13. 


Outro exemplo, se n = 1 a soma será até n(3n+H1)=1-(3:1+1)=1-4. Assim, a 
| soma seria apenas o valor 1: 4. Perceba que o somatório terá n termos, para n = 1 temos 
apenas 1 termo no somatório. 


Vamos demonstrar usando PIF: 
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| |) Precisamos verificar se a equação é válida, para isso vamos fazer n = 1 e encontrar o | | 
| resultado de 1:4+2:7+3:10+--+nl3n+ 1) =n(n + 1)2. Vamos encontrar do lado 
direito da igualdade: 


n(n+1)2=1:(1+1)2=1:22=1:4=4 


A segunda parte da igualdade nos mostra que substituindo n = 1 na expressão, obtemos | 
| como resultado o valor 4. 


Vamos calcular agora o valor do somatório e verificar se é verdadeira a proposição. 

O somatório terá apenas 1 termo paran = 1: 
nQBn+1)=1-(3-:1+1)=1:4=4 

Assim, a propriedade é verdadeira para n = 1. 


II) Vamos generalizar o resultado para n = K,K E N. Para isso, substituímos n = K na. 
| equação. 


Hipótese (H): Para algum K E N, temos válida a propriedade. 
| 1:4+2:7+3:10+::+K(GK+D=K(K+ 1) | 
| | 


| Tese (T): Se a propriedade é válida para K E N, ela será válida para K + 1. Assim, | 
| substituindo n = K + 1 na equação: | 


1:44+2:743:10+:-+(K+ DIB(K+D+1]=(K+ DICK +1) +1P 
Desenvolvendo a equação: 
1:44+2:7+3:10+---+(K+DB(K+D+H]=(K+ADI(K+D+1P 
1:44+2:7+3:10+--+(K+ DIBK+3+1]=(K+ D(K + 2) 
1:4+2:7+3:10+-+(K+DGK+ 9) =(K+D(K +2) 
Repare nos termos coloridos, esses são os termos que foram desenvolvidos. 


Não se assuste com essa equação gigantesca. Veremos mais adiante assuntos que | 
| facilitarão o seu entendimento e também resolveremos bastante exercícios para você 
consolidar o conhecimento. 


Para demonstrar a propriedade usando PIF, devemos usar a nossa hipótese e tentar chegar 
E tese. Primeiro escrevemos a nossa hipótese: 


(H) 1:44+2:7+3:10+--+ K(GK + 1) = K(K + 1)? 
Agora, devemos usar essa equação e tentar chegar à tese: 
(T) 1:44+2:743:10+-+K+13K+4=K+1(K+42) 
Como vamos fazer isso? 
Observe os somatórios de (H) e (T): 
(H) 1:4+2:7+43:10+--+K(GK+4 1) 
(T) 1:442:7+43-10+--KGK+D+(K+4 DOGK + 4) 


A única diferença entre esses somatórios é a presença do termo (K + 1)(3K + 4) em (T). | 
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Então vamos somar (K + 1)(3K + 4) nos dois lados da igualdade de (H). 
Escrevendo a equação de (H): 
1:4+2:7+3:10+::+K(GK+D=K(K+ 1) 
Somando (K + 1)(3K + 4) nos dois lados da equação: 
1:44+2:7+43-:10+--+KGK+HD+(K+DGK+9)= 
K(K + D+ (K+ DK + 4) 
Vamos resolver o lado direito da equação: 
K(K +1)? + (K+ DK + 4) 
K(K + DK + D+ (K+ DOGK + 4) 
Colocando (K + 1) em evidência: 
KKK) PER ADCKEA) | 
(K + DIK(K + 1) + (3K +4] 
(K + 1)[K? +K +3K +4] 
(K + 1)[K? + 4K + 4] 
Fatorando o termo K? + 4K + 4: 
(K + D(K + 2)? 
Assim, encontramos através da hipótese a seguinte igualdade: 
1:4+2:7+3:10+-+(K+DGK+D)=(K+D(KA+2)? 


Essa é a tese. Logo, acabamos de demonstrar por PIF que a propriedade é válida, vn E N. | 


Calma, aluno(a). Coloquei esse exercício na teoria para você ver na prática como usamos o 
PIF. Ela será muito útil para provar propriedades de alguns assuntos que veremos durante o curso. 
Quando estudarmos técnicas de fatoração, você conseguirá facilmente usar o PIF. 


2.2. Adição e Multiplicação 
Os números naturais possuem duas operações fundamentais, a adição e a multiplicação. 
Através dos axiomas de Peano, podemos provar as propriedades abaixo. Considere a,b,c E N. 
a) Associativa: 
(a+b)+c=a+(b+c) 
(ab)c = a(bc) 


Quando encontramos números entre parênteses com o mesmo operador na expressão, 
podemos trocar os elementos dentro dos parênteses. Essas expressões poderiam também ser 
escritas sem os parênteses. 
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Exemplo: 
1+2+5=(1+29)+5=1+(02+45)=8 
2:3:4=(2:3):4=2:(3:4) = 24 


b) Comutativa: 
atb=b+a 
ab = ba 


A propriedade da comutativa diz que a ordem dos fatores não altera o produto e a soma. 
Então podemos simplesmente trocar os números de lugar que o resultado será o mesmo. 


c) Distributiva 
a(b+c) = ab+ac 


Essa propriedade é conhecida como a “técnica do chuveirinho”. Veja: 


AN 


a(b + c) = ab+ ac 


d) Elemento neutro da adição: 


a+0=a 


e) Elemento neutro da multiplicação: 


2.3. Desigualdades 

Para finalizarmos o estudo do conjunto dos números naturais, vamos estudar as propriedades 
de desigualdades. Vamos usar os seguintes sinais: 

= para representar o sinal de igual 

> para representar o sinal de maior 

< para representar o sinal de menor 

< para representar o sinal de menor ou igual 

> para representar o sinal de maior ou igual 

Um bizu para memorizar esses sinais: a flecha sempre aponta para o menor número. 


Exemplo: 
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1<3 

Lê-se 1 é menor que 3. Perceba a flecha “ < ” apontando para o número 1. 
Vamos definir os números a,b,c E N. 
Temos as seguintes propriedades de desigualdade: 
a) Transitividade: 

a<beb<c>a<c 
Se a é menor que b e b é menor que c, decorre que a é menor que c. 
Exemplo: 

I<5beb<751<7 


b) Tricotomia 
a<boua=boua>b 
Essa propriedade diz sobre as únicas três possibilidades da relação de desigualdade. 
Vamos analisar as relações de desigualdade entre 10 e 2. 
As únicas possibilidades são: 
1)10 < 2? Não. 
2) 10 = 2? Não. 
3) 10 > 2? Sim. 


c) Monotonicidade:sea < bec>0 
atc<b+c 
ac < bc 


Essa propriedade nos diz que é permitido somar ou multiplicar os dois lados da desigualdade 
por um número natural maior que zero sem alterá-lo. 


Exemplo: 
1<5 
1+3<5+3534<8 
1-:3<5:3533<15 


TOME NOTA! 


Essas propriedades são válidas para os números naturais! Veremos mais adiante que no 
conjunto dos inteiros, podemos modificar algumas desigualdades. 
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A diferença entre os números inteiros dos números naturais é a presença de números 
negativos. As propriedades estudadas no tópico dos números naturais podem ser provadas também 
para os inteiros. 


3.1. Propriedades 


3.1.1. Soma e Multiplicação 


Seja a,b,c E Z: 
a) Comutativa 
at+tb=b+a 
ab = ba 


b) Associativa 
a+(b+c)=(a+b)+c 
a(bc) = (ab)c 


c) Distributiva 


a(b+c) = ab+ac 


d) Elemento neutro da soma 


a+0=a 


e) Elemento neutro da multiplicação 


f) Elemento simétrico 
xta=0>x=-a 


—a é denominado simétrico do número a. 


g)Sec = O: 
ac=bc>a=b 


Essa propriedade é conhecida como lei do corte, veja: 
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ac=bc>az=bz>a=b 
h)a:0=0 
i) (—a)b = —ab 
)(-a)(-b) = ab 


khab=0>5a=00ub=0 


HORA DE 


PRATICAR! 


== ses ss sms 


|b) (4) +5 

ic) 1+ (=3) 

a) (=3) + (=7) 

| e)3:4 

3-5 
BCE) 

| h) 4: (—2) 

03 +(-6)+1+(-3) 
D3- C9 
4-0) 
DED-(3) 

m) 3 +2- (-2) 

n) 0: (=2) 

| 0)4-= 3:2 +3: (=3) - (-2) 
| Resolução: 


Vamos usar esse exercício para nos acostumarmos com as notações matemáticas. Tente | 
| resolver esses cálculos diretamente nesse formato. | 


3)3+6=9 
b) (=4) +5 =-4+5=5-4=1 
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|c¢) 1+ (-3) = 1-3 = -2 

|d 3) +(-7) = -3 -7 = -10 
e)J3:4=12 

f (=3):5 = -15 


| g) (—2)(—3) = 6 (Atenção! Multiplicação de dois números negativos resulta em um número 
| positivo conforme a propriedade (j) (-a)(—b) = ab). 


hna4(-2)=-8 

3 +(-6)+1+(-3)=3-6+1-3=3+1-6-3=4-9=-5 

)3-(49=3+4=7 

W-4-(9)=-4-3=- 

E1- (3) -1+3 =3-1=2 

ECN 

| n) 0 -(—2) = 0 (elemento neutro da multiplicação) 

|0)4-3:2+3:(-3) - (2) =4-6-9+4=4+4-6-9=8-15= -7 

| Gabarito: a) 9 b)1 c)—2 d)-10 e)12 f)—15 g)6 h)—8 

09-507 W-702 m-1 m0 07 
3.1.2. Desigualdades 

a) Tricotomia dos Inteiros 


acZ>a>0oua=00ua<o0 


b) Translação 
Sea>2beceZ>a+t+c>b+c 


Essa propriedade é válida também para outros sinais de desigualdade. 


c)Sea>bec>o0 
ac > bc 


Essa propriedade é válida também para outros sinais de desigualdade com uma restrição. 
Devemos ter c > 0, isto é, c deve ser positivo. 


d)Sea>bec<0 
ac < bc 


Atenção! Essa propriedade modifica os sinais de desigualdade! Quando multiplicamos ambos 
os lados por um termo c negativo, trocamos a desigualdade: o maior (>) troca para o menor (<) e 
o menor (<) troca para o maior (>). 
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e) Transitividade 


a>b 
Cogoatezb+d 


Demonstração: 


Usando a propriedade da translação: 
+c 
azb>atc>b+c 


c>dSb+c>b+d 
Desse modo: 
at+tc>2b+c>b+d 
a+c2b+d 


HORA DE 


PRATICAR! 


|3. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F) as afirmações: 


| a)-3<-1 
bj=5>=2 
g-5>-2 
d-5<-2 
| ej1>1 
| Resolução: 
| a) V. 
Sabemos que 3 > 1. Vamos definir c = —1 e usar a propriedade 


(d)a>bec<0>ac<hbc 
Multiplicando a inequação 3 > 1 por —1, temos: 
| 3: (—1) < 1: (-1) | 
| | | 
| Perceba que os inteiros negativos são menores quanto mais se afastam do zero! | 
| Veja a ordem dos números inteiros: | 


MENOR MAIOR 


9 -8 =T -6 -5 -4 -3 -2 + 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


Quanto mais para a direita o número estiver, maior ele será. Quanto mais para a esquerda | 
| o número estiver, menor ele será. Lembre a ordem dos números! Ela será necessária quando | 
| analisarmos intervalos de solução de uma equação. | 
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| b) F. 
| —5 está mais a esquerda de —2, logo —5 < —2. 
| c) F. 


Essa afirmação diz que —5 é maior ou igual a —2. Como ele não é nem maior e nem igual, | 
| a assertiva é falsa. | 


av. 


Essa afirmação diz que —5 é menor ou igual a —2. Sabemos que —5 não é iguala —2, mas 
—5 é menor do que —2. Logo, ela é verdadeira. 


Atenção! Quando temos <, analisamos as duas possibilidades. Lembra da lógica das | 
| proposições? Maior ou igual será verdadeira quando qualquer uma das proposições for | 
| verdadeira! | 


| e) V. 
1 não é maior que 1, mas 1 é igual a 1! Logo, essa afirmação é verdadeira. 


| Gabarito: a) V. b) F. c) F. d) V. e)V. 


ze aAa AAE AAAA AAAA AEEA AAAA AAE 


3.2. Divisibilidade 


Na divisão de um inteiro a pelo inteiro b podemos escrever a seguinte equação, considerando 
b >00: 


a=bq+r 
q é chamado de quociente e r é chamado de resto. 


Você provavelmente aprendeu no ensino fundamental da seguinte forma: 


dividendo 


12 


2 quociente 


resto 


Essa operação também poderia ser representada da seguinte forma: 
12=5-2+2 
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Acostume-se a escrever as operações de divisão e multiplicação dessa forma. 
Dizemos que um número inteiro a é divisível por b quando r = 0. 
Assim, temos a seguinte propriedade para a divisível por b: 
a=b:q 
Veja que se a é divisível por b, então b será um fator de a. 


Também poderíamos escrever: 


a:b 
Lê-se: a é divisível por b. 
“” significa “é divisível por”. 
Ou: 

ajb 
Lê-se a divide b. 
Exemplos: 
1)10=5:2 
Podemos afirmar que 10 é divisível por 2 ou por 5, visto que o resto é nulo. Também é válido: 

10:5€e10:2 

2)27=9-3 


27 é divisível por 9 ou por 3. 


EA, ATENÇÃO 
DECORE! 


o 


Divisibilidade por 2 
Um número é divisível por 2 quando ele é par. 
Exemplo: 
4 é divisível por 2, pois 4 é par. 


Divisibilidade por 3 

Um número é divisível por 3 quando a soma dos seus algarismos é múltiplo de 3. 
Exemplo: 

312 é divisível por 3, pois 3 + 1 + 2 = 6. 6 é divisível por 3. 
Divisibilidade por 5 

Um número é divisível por 5 quando ele termina em O ou 5. 

Exemplo: 

20 é divisível por 5, pois termina em 0. 
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HORA DE 


PRATICAR! 


| 4. (OBMEP) Qual dos números abaixo é divisível por2 e 3? 
| a) 334 

| b) 335 

| c) 336 

d) 337 

| e) 338 

| Resolução: 


A questão pede os números divisíveis por 2 e 3. Então, devemos ter um número que seja | 
| múltiplo de 2 e 3 ao mesmo tempo, ou seja, supondo x o nosso número, ele terá a forma: 


x=2"3"y 
y pode ser qualquer número que satisfaça a igualdade. 
Primeiro, vamos encontrar os divisíveis por 2. Para ser divisível por 2, ele deve ser par. 
Analisando as alternativas, apenas a (a), (c) e (e) satisfazem essa condição. 


Agora vamos analisar os múltiplos de 3 dessas que são divisíveis por 2. Devemos somar os | 
algarismos desses números e verificar qual é múltiplo de 3. | 


Vamos somar os algarismos dos números de (a), (c) e (e): 
a)334>53+3+4=10 
c)336>3+3+4+6=12 

| e)33853+34+8=14 

| 


| Desses números, o único que é divisível por 3 é 336, pois a soma de seus algarismos resulta 
| em 12 que é divisível por 3. Logo, o nosso gabarito é a letra (c). i 


Ga barito: “c”. 


| 5. Prove que n(n + 1)(n + 2) é divisível por 6, Yn E N. 
| Resolução: 
Escrevendo 6 em fatores primos obtemos: 
6=2:3 


| Para provar que a expressão é divisível por 6, devemos provar que ela é divisível pelos seus 
i fatores 2e 3. 


| A divisibilidade por 2 pode ser feita alterando a forma de n como múltiplo de 2 e tentando 
| isolar o 2 na expressão. 
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Para isso, vamos escrever n em função de 2 para incluir todos os números naturais nesse | 
| formato. | 


Lembre! Qualquer número pode ser escrito como: 
a=bg+r 
a é o dividendo, b o divisor, q o quociente e r o resto. 


Então se fizermos n = 2q +r, podemos representar todos os naturais nesse formato 
| alterando o valor de r. Note que nesse caso r só pode assumir os valores O ou 1.7 sempre será | 
| menor que o divisor. | 


i Note que n = 2k, k E N, n pode receber os valores (0,2, 4,6,8, 10, ...) que são todos | 
| números pares dos naturais. | 


n = 2k + 1,k E N, n pode receber os valores (1, 3, 5,7,9, ... ). Esses são todos os números 
| ímpares dos naturais. | 


Então se alterarmos a forma de n de forma a incluir todos os números naturais, podemos 
provar a sua divisibilidade por 2. 


Assim, vamos substituir n = 2k, k €E N, na expressão e ver se encontramos o fator 2: 
n(n + D(n + 2) 
n=2k 
2k(2k + 1)(2k + 2) 
Perceba o fator 2 na expressão, logo para n = 2k ela é divisível por 2. 
Fazendon = 2k + 1: 
(2k +1)((2k + D+ D(Qk+D+2) 
(2k + 1)(2k + 2)(2k + 3) 

| (2k + 1)[2(k + 1)|(2k + 3) 
| 2(2k + Dk + 1)(2k + 3) 


Novamente conseguimos encontrar 2 na expressão, logo para n = 2k + 1 ela também é | 
divisível por 2. Ela é divisível por 2 para n = 2k ou n = 2k + 1 que podem representar todos | 
| os números naturais. 


Portanto, conseguimos provar que n(n + 1)(n + 2) é divisível por 2. 
Agora vamos provar que n(n + 1)(n + 2) é divisível por 3. 


Usando a mesma ideia da divisibilidade por 2, podemos modelar n de forma que o fator 3 
| apareça na expressão. 


Temos que provar três casos: 

n=3kn=3k+1len=3k+2 
Vamos substituir n e isolar o fator 3 na expressão para cada caso. 
1)n = 3k 


8 Aula 01 — Álgebra Elementar 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 01 — Álgebra Elementar — ITA/IME 


| n(n + 1D)(n+2) 
| 3k(B3k + 1)(3k + 2) 


| 2)n=3k+1 
| n(n + D(n + 2) 
(3k + 1)((8k +1) +1)((3k +1) +2) 
(3k + 1)(3k + 2)(3k + 3) 
(3k + 1)(3k + 2)[3(k + 1)] 
3(3k + 1)(3k + 2)(k + 1) 
3)n=3k+2 


n(n + 1D)(n+ 2) 
(3k + 2)((3k + 2) + 1)((3k + 2) +2) 
(3k + 2)(3k + 3)(3k + 4) 
| (3k + 2)[3(k + 1)](3k + 4) | 
| 3(3k + 2)(k + 1)(3k + 4) | 


| Conseguimos isolar o fator 3 para todos os casos descritos. | 
Logo, a expressão n(n + 1)(n + 2) também é divisível por 3. 


| Essa expressão é divisível por 2 e 3, como eles são números primos, ela será divisível pelos | 
' dois ao mesmo tempo. | 


«n(n+ D(n+2):6 


3.3. Números Primos 


Um número p E N é primo se, e somente se, satisfazer as seguintes condições: 
1)p*0ep+*+1 
2) p somente pode ser divisível por 1 e por p 


Desse modo, podemos ver que os números 2, 3,5, 7, 11 satisfazem essas condições. 


l 
HORA DE 


PRATICAR! 


CG 


|6. Verifique se o número 93 é primo. 
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| Resolução: 
| Para saber se um número é primo, devemos fazer a seguinte pergunta: 
| O número 93 é divisível por algum outro número sem ser ele mesmo e o número 1? 
Analisando o número 93, vemos que ele não é primo já que ele pode ser dividido por 3: 
93 = 31:3 


Note que 31 e 3 são números primos, pois eles não são divisíveis por outros números além | 
| do 1 e eles mesmos. | 


3.4. Decomposição em fatores primos 


Todo número natural maior que 1 pode ser decomposto em um ou mais fatores primos. Esse 
processo é chamado de fatoração. 


Sejan E€ Nen > 1. Para fatorar n, devemos seguir os seguintes passos: 
1) Dividir n pelo menor divisor primo 


2) Dividir o quociente resultante pelo menor divisor primo e repetir a operação até obter um 
quociente iguala 1. 


Exemplo: 


Vamos fatorar o número 40. O menor primo que divide 40 é 2: 
40 2 


20 


O quociente obtido é 20. Então devemos dividir esse número pelo menor divisor primo. 
Repetimos a operação e dividimos o quociente por 2: 


40 2 
20 2 
10 


Novamente, repetimos a operação: 
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40 2 
20 2 
10 2 
5 


Agora, o quociente é 5. O menor primo que divide 5 é ele mesmo: 


40 2 
20 2 
10 2 
5 5 
1 


Finalmente, obtemos o quociente unitário. Logo, a fatoração de 40 é: 
40=2:2-2:5=2º-5 


3.4.1. Quantidade de divisores de um número 
Sejan E Nen > 1. Se a fatoração de n é: 
n =x yb ze, 
Onde x,y,z são os números primos divisores de n e a,b,c são os coeficientes desses 
divisores. A quantidade de divisores (Q (n)) de n é dado por: 


Q(n)=(a+1)-(b+1)-(c+1)-.. 


O número de divisores de n é o total de combinações possíveis entre as potências dos seus 
fatores. 


Exemplo: 
Vamos calcular o número de divisores de 40. 
Fatorando esse número: 
40=23.51 
Usando a fórmula: 
Q(40) = (3+1): (1+1)=4:2=8 


Perceba que a quantidade de divisores de 40 são os seguintes números: 
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[2 21,22,23, 50,5! | 


4 números 2 números 


3.4.2. Produto dos divisores de um número 

Sen E N,n > 1e Q(n) é a quantidade de divisores de n, o produto dos divisores de n é dado 
por: 

P(n) = nº? 

Exemplo: 

Vamos calcular o produto dos divisores de 40. 

Resolveremos por dois métodos. 

Método 1: 

Descobrindo os divisores de 40: 

40=2º.5 


Os divisores de 40 são os números formados pelas combinações dos fatores de 40. Vamos ver 
quantos são esses números: 


Q(40)=(3+1)(1+1)=8 
A quantidade de divisores de 40 é 8. 
Encontrando esses números: 
Usando os fatores de cada número, temos: 
{1,2,4,8} 
{1,5} 


Perceba que faltam 3 divisores. Podemos obtê-los combinando os fatores de 5 com os fatores 
de 2: 


{1, 2,4,8,5, 10, 20, 40} 
Esses são todos os divisores de 40, multiplicando-os: 
P(40)=1:2:4-8-5-10-20-:40 = 2560000 
Método 2: 


Usando a fórmula do produto dos divisores diretamente: 


P(40) = 40!” = vao” = 40! = 2560000 


3.5. MDC 


MDC é a sigla utilizada para Máximo Divisor Comum. Ele é usado para calcular o maior divisor 
em comum entre dois ou mais números. 
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Para calculá-lo, devemos decompor o número em fatores primos e verificar qual o maior valor 
que divide ambos os números ao mesmo tempo. Podemos escrever do seguinte modo: 


Seja a decomposição de a e b em fatores primos dados por: 
a= pi" Pa epa" Ph 
bapi pi pi ap 

Onde p; é número primo e q;, Pi > 0 são os expoentes de p;. 

O MDC de a e b é dado por: 

min{a1,$1} , 


min{a2,ß2} , „min{a3,ß3} , min{æk, pk} 


P3 -Pk 


mdc(a, b) = Pı P2 


minta;, Bi} é o menor valor entre q; e B;. 
Exemplo: 
Calcule o MDC de 24 e 36. 
Decompondo os números, obtemos: 
24=2:2:2:3=23.3! 
36 =2:2:3:3 = 2?.3? 
O MDC é dado por: 
pı = 2 > min{3,2} = 2 
p2 = 3 > min{1,2}= 1 
maca 26) = MNA qui e gS 


Quando encontramos dois números primos entre si, o MDC deles será 1. 


a,b € Z e a,b são primos entre si > mdc(a,b) = 1 


3.5.1. Propriedades 
a)mdc(n,n) = n, Yn E Nº 
b) mdc(m,n) = mdc(n,m), Ym, n E N não ambos nulos 


c) mdc(n, 0) = n, Yn E Nº 


3.5.2. Algoritmo de Euclides 


O Algoritmo de Euclides pode ser usado para determinar o MDC entre dois números naturais. 
Ele se baseia no seguinte resultado: 


Sejaa,beNea>b>o0. 
Sea = bq +r (q é quociente e r é resto), com q,r E N: 
mdc(a,b) = mdc(b,r) 
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Para usar o Algoritmo para determinação do MDC, devemos fazer divisões sucessivas até que 
r; seja zero. Veja: 


Calcular MDC de a, b. Dividindo a por b: 
a=bq+rn 
mdc(a,b) = mdc(b,r,) 
Se r; = 0, encontramos a solução: 
mdc(a,b) = mdc(b,0) = b 
Ser, + 0, dividimos b por r: 
b=nq+r 


mdc(b,r;) = mdc(r,,r,) 
Ser, = 0, temos mdc(b,r,) = mdc(r,,0) = r. 


Se n + 0, dividimos 7, por r3: 
n=19q+"- 
mdc(r,,r,) = mdc(r,,r3) 
Continuamos com as divisões sucessivas até encontrar r; = 0. 


Dessa forma, o Algoritmo de Euclides se resume a: 


mdc(a,b) = mdc(b,r,) = mdc(r,,r,) = = = mdc(r,. ,,r,) = mdc(r,,0) =, 


Podemos também representar as divisões sucessivas do Algoritmo através de um diagrama. 
Veja: 
mdc(a,b) = mdc(b,r,) 


1) Escrevemos a divisão de a por b: 


2) Encontramos o quociente dessa divisão: 


qı 


3) Calculamos o resto dessa divisão: 


al | I | 
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4) Ser, + 0, colocamos r; na fila do meio e repetimos os passos até encontrar r; = O: 


qı 


a b rı 


n = 


qı q2 
a b rı 
n 
qı q2 
a b rı 
rı Tz 
mdc(a,b) = mdc(b,r) = mdc(r,,r,) = = = mdc(r, 4,15) = mdc(r,,0) = n 
qı q2 an Qn+1 
a b ri Tn-2 E 
ri T2 Ta 0 


O MDC será o número logo à esquerda do zero. 


Perceba que a primeira linha do diagrama possui os quocientes das divisões. A segunda possui 
os divisores e dividendos. A terceira, o resto das divisões. 


l 
HORA DE 


PRATICAR! 


| 7. Calcule o MDC: 
| a) Entre 12 e 20 
| b) Entre3e 11 
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| c) Entre 11352 e 40 
| Resolução: 
| a) Decomposição de 12 e 20 em fatores primos: 
| 12=2:2:3=22.3 
20=2:2:5=2°:5 
Veja que o maior número que está ao mesmo tempo nas duas decomposições é 22. 
Assim, mdc(12,20) = 22. 


| b) 3 e 11 são primos entre si! Portanto: 
| mdc(3,11) = 1 


| c) Usando o Algoritmo de Euclides: 


mdc(11352, 40) 
11352 = 40 : 283 + 32 
40=32:1+8 
32=8:4+40 


Assim, o MDC é dado pelo último resto diferente de zero: 
mdc(11352,40) = mdc(40,32) = mdc(32,8) = mdc(8,0) = 8 


Poderíamos ter resolvido pelo diagrama: 


11352 


| MEDE EEE SD PE PP EENEN ASASEN SEE DRE SUSTENTA RN E ENEEIER 


MMC significa Mínimo Múltiplo Comum. Ele é o menor valor positivo em comum que 
conseguimos obter de dois ou mais números. Ele é usado para calcular a soma ou a subtração de 
números fracionários. Para dois números inteiros, podemos calculá-lo usando a seguinte fórmula: 


|ab| 


mmc(a, b) = mdc(a, b) 


Também podemos calcular o MMC usando o seguinte método: 


Seja a decomposição de a e b em fatores primos dados por: 
O = pi R D et Pp 


b=p,' ` pf? pf? pls 
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Onde p; é número primo e «;, Pi > 0 são os expoentes de p;. 
O MMC de a e b é dado por: 


max(a1,B1)., peara E praras Ee poate 


mmc(a, b) = p, 


maxfa;, Pi} é o maior valor entre q; e fi. 

Exemplo: 

Calcule o MMC de 24 e 36. 

Decompondo os números, obtemos: 
24=2:2:2:3=2°?.:3 
36 =2:2:3:3 = 2?.3? 


Podemos usar qualquer um dos métodos para calcular o MMC. Vamos mostrar pelos 2 
métodos: 


Método 1: 

mmc(a,b) = EE 

mdc(a, b) 

24=2-2:2.3=23.3 

36=2:2:3:.3=22.32 

mdc(24,36) = 22 :3 
[24:36]  |23.3:22.32] 23.3.22.32 
mmc(24, 36) ML” nr O ma 33.3272 
Método 2: 
mmc(a, b) = pro(4181)  pmax(az Bo), maxlas},  , pmaxlarBi) 


24=2:2:2:9=28:3! 
36 =2:2:3:3 = 20.53" 
pı = 2 > maz{3,2} = 3 
p2 = 3 > maz{1,2} = 2 
mmc(24, 36) = 22:32 = 72 


Ee ESCLARECENDO 


Perceba as duas barras “| |” no produto ab. |ab| é o módulo do número ab. Quando 
usamos ela no número ab, estamos dizendo que queremos apenas o valor absoluto do inteiro, 
isto é, o valor positivo do número. Estudaremos melhor esse assunto na aula de Módulos. 


Exemplo de módulos: 
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HORA DE 


PRATICAR! 


| 8. Calcule o MMC de: 
'aj12€35 
| b)4e8 


| Resolução: 
| a)12e35 
| Vamos decompor os números 12 e 35. 
12 =2:2:3 = 2:3 
35=5:7 


| Note que esses números não possuem nenhum número primo em comum, logo | 
| mdc(12,35) = 1. | 


O MMC será dado por: 


T GA E E E 


| mdc(12,35) 1 

b)ses 

| Decomposição de 4 e 8: 
4=2:2=2? 

| 8=2:2:2=2’ | 

| mnc(a, 8) = 20H25) = 72º =| | 


3.7. Congruências Lineares 


Esse assunto pode simplificar a resolução de questões difíceis dos vestibulares do ITA/IME. 
Não iremos nos aprofundar muito no tema para manter o foco no vestibular. Apenas veremos a sua 
aplicabilidade. 


Vejamos a sua definição: 


Seja a,b E Z. a é congruente a b módulo n quando a dividido por n deixa o mesmo resto da 
divisão de b por n. A sua notação usual é dada por: 


a=b(modn) 


Lê-se a é congruente a b módulo n. 
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Exemplos: 
15 = 1 (mod 7) 
1 é o resto da divisão de 15 por 7:15 = 7:2+1 
31 = 3 (mod 4) 


3 é o resto da divisão de 31 por 4:31 = 4:7 +3 
Perceba que na prática, podemos usar a congruência para representar o resto de uma divisão. 
31 = 11 (mod 4) 
31 e 11 possuem o mesmo resto quando divididos por 4: 
31=4:7+3 
11=4:2+3 
31 = —1 (mod 4) 


Perceba que na teoria da congruência podemos trabalhar com restos negativos: 


31=4:8-1 
Propriedades 
Paraa,b,c,d E Z: 
|) Adição: 
a=b(modn) = 
le = a (moda)? “E C=btd(modn) 
II) Multiplicação: 
a=b(modn) = 
E d nda) > ac = bd (mod n) 


Para k E Z: 
HI) Adição de uma constante: 
a=b(modn)>atk=b+k (modn) 
IV) Multiplicação de uma constante: 
a = b (mod n) > ak = bk (mod n) 
V) Potência: 
Sejan E N: 
a = b (mod n) > a” = b” (mod n) 
Demonstração: 
Dbatc=b+d(modn) 
a=b(modn)>a=nx+b,xez 
c=d(modn)>c=ny+d,yEZ 


Somando e subtraindo as duas expressões: 
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atc=(xty)n+(b+d) 
Usando a definição de congruência: 
atc=b+d(modn) 
II) ac = bd (mod n) 
a=b(modn)>a=nx+b,xezZ 
c=d(modn)>c=ny+d,yEZ 
Multiplicando as duas expressões: 
ac = nºxy + nxd + nyb + bd 
ac = n(nxy + xd + yb) + bd 
> ac = bd (mod n) 
I)batk=b+k (modn) 
a=b(modn)>a=nx+b,xez 
Somando e subtraindo k €E Z na expressão: 
atk=nx+b+k 
> atk=b+tk(modn) 
V)a=b (mod n) > ak = bk (mod n) 
a=b(modn)>a=nx+b,xezZ 
Multiplicando k E Z na expressão: 
ak = (nx + b)k 
ak = n(xk) + bk 
> ak = bk (mod n) 
V)a = b (mod n) > a” = b” (mod n) 
Vamos usar a propriedade (II) e provar por PIF. 
1) Testando para n = 1: 
at = bt (mod n) => a = b (mod n) 
É válida para n = 1. 
2) Suponha que a propriedade é válida para k E N: 
a* = b* (mod n) 
Da definição de congruência: 
a=b(modn) 
Usando a propriedade (Il): 
ac = bd (mod n) 


a*a = b*b (mod n) 
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art = br+1 (mod n) 
Logo, a propriedade é válida para k + 1. 


Disso, concluímos que a propriedade é válida Vn E N. 


3.7.2. Teorema de Fermat 
Seja a E Ne p um número primo que não divide a: 
aP-1 = 1 (mod p) 
Demonstração: 
Vamos usar a propriedade (Il) para provar esse teorema: 


fo = b (mod n) 
c =d (mod n) 


Podemos escrever as seguintes congruências lineares: 


> ac = bd (mod n) 


a =r; (mod p) 
2a =r, (mod p) 
3a = r; (mod p) 


(p — 2)a = rp-2 (mod p) 
(p — 1)a = rp-1 (mod p) 


Vamos provar que r; + r; para i,j E [1, p — 1], isto é, todos os restos acima possuem valores 
diferentes. Assim, todos os múltiplos de a acima devem ser incongruentes entre si, dois a dois. 


Suponha que existam dois múltiplos de a congruentes entre si módulo p. Desse modo: 
Parantm,nmeNenmelLp-1]: 
na = ma (mod p) 
Usando a propriedade: 
a=b(modn)>atk=b+k (modn) 
Temos: 
na — ma = ma — ma(mod p) 
na — ma = O(mod p) 
(n—m)a = O(mod p) 
Como p não divide a: 
n-m = O(mod p) 
>n=mmod p) 


n,m < p: 
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Chegamos a um absurdo, pois pela hipótese n + m. 
Logo, os números (a, 2a, ..., (p — 1)a) são incongruentes entre si, dois a dois. 
Os possíveis valores do resto da divisão de a por p pertencem ao conjunto: 
(1,2,3,...,p — 1) 
Então, usando a propriedade (Il) e multiplicando todas as congruências, obtemos: 
a: 2a:3a:..: (p = Das tt 'T3'...' Tp (mod p) 


Como os restos são distintos entre si, o produto dos restos pode ser reescrito da seguinte 
forma: 


a-2a3a-..(p-1)a=1:2:3-..:(p— 1) (mod p) 
Assim: 
aP1.1:2:3-..:(p-1)=1:2:3-..:(p— 1) (mod p) 


Sendo p um número primo, o produto 1-2 :3-...: (p — 1) será primo com p. Logo, podemos 
cancelar os termos e obter: 


aP-1 = 1 (mod p) 


3.7.3. Corolário do Teorema de Fermat 
Seja a E N e p um número primo: 
a” = a (mod p) 
Demonstração: 
Devemos provar para dois casos: 
1) a é primo com p 


Nesse caso, basta usar o Teorema de Fermat e aplicar a propriedade da multiplicação de uma 
constante: 


aP-1 = 1 (mod p) 
ata = 1 -a (mod p) 
>a” = a (mod p) 
2)a=pk,k e Z 
a = 0 (mod p) 
Usando a propriedade: 
a = b (mod n) > a” = b” (mod n) 
Temos: 
a? = 0? (mod p) 
a? = 0 (mod p) 


Como ambos possuem o resto nulo: 
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a?” = a (mod p) 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 9. Complete as lacunas abaixo: 
az=( ) (mod 5) 
b)34=( ) (mod 7) 

| c)-64 = ( )(mod3) 
a)-11=()(mod5) 
'eJ1021=( ) (mod 2) 
7589=() (mod 15) 

| Resolução: 

| a)21=1(mod5) 


| 21=5:4+41 
lb) 34 = 6 (mod 7) 
| 34=7:4+46 

| Também poderia ser: 

| 34=7-5-1534=-1 (mod 7) 
| c) —64 = —1 (mod 3) 

| —-64=3-(-21)-1 


| dj-AlE=timodo 


| “11=5(-2)-1 
| €) 1021 = 1 (mod 2) 
| 1021=2:510+1 
| f) 7589 = 14 (mod 15) 
| 7589 = 15 -705 + 14 


| 10. Calcular o resto da divisão de (10061996 + 1004199431005 por 5. 
| Resolução: 
Podemos usar a propriedade (V): 
a = b (mod n) > a” = b” (mod n) 
(10061006 + 10041004)1005 = ((1)1006 + (—1)1004)1005 (mod 5) 
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((1)1006 + (—1)100431005 — (1 + 1)1005 = 21005 
| > (10061006 + 10041004)1005 = 21005 (mod 5) | 
| Vamos fatorar 21005 de modo que apareça algum fator que facilite o nosso cálculo: | 


21005 =2: 21004 =2: 24251 = 2. (24)251 


| Perceba que 2º = 16 = 1 (mod 5). Desse modo, temos: 
| 21005 — 2. (24)251 
2: (25751 = 2-(1)1995 (mod 5) 
2- (24751 = 2 (mod 5) 
(1006109 + 1004100431005 = 2 (mod 5) 


O resto da divisão é 2. 


4. Conjunto dos Números Reais (R) 


O conjunto dos números reais é o conjunto mais usado nos vestibulares. Vamos relembrar 
quais números estão contidos nesse conjunto com o Diagrama de Venn-Euler: 


Os números reais, representados por R, formam o segundo maior conjunto dos conjuntos 
numéricos. VejaqueNcZce QcReR= QUI. 


O conjunto dos reais é formado pelo conjunto dos racionais e o conjunto dos irracionais. 
Vamos estudar mais a fundo cada um deles. 
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= 


4.1. Conjunto dos Números Racionais (Q) 


O conjunto dos racionais inclui todos os números inteiros e os números fracionários. Os 
números fracionários são números que não podem ser representados no conjunto dos inteiros. Eles 
são da forma: 


a 
acZebez, TER 

a é chamado de numerador e b é o denominador. 

=é dito irredutível quando a, b forem primos. 


Vamos ver as operações e as propriedades desse conjunto. 


4.1.1. Operações dos racionais 
Sea,c E Ze b,d E Z*, temos: 


a) Igualdade 


S ad = bc 


©] a 
alo 


b) Adição 


Ee 
b d bd 


O bizu para decorar essa fórmula é lembrar que o resultado dessa soma será o produto dos 


denominadores. A partir daí, podemos raciocinar dessa forma: 


Primeiro, vamos relembrar que podemos escrever uma expressão algébrica de diversas 
maneiras, contando que o resultado não se altere! 


Por exemplo: 


Nesse exemplo, multiplicamos o numerador e o denominador por um número c e depois 
$ Hp PA a A sá 
simplificamos a fração e obtemos novamente y Repare que essa operação não alterou o valor da 
expressão! 


Usando essa ideia, vamos generalizar a soma de frações para números genéricos. 
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Sejaa,b E€ Ze c,d € Z*, vamos calcular E + z 


Vamos igualar os denominadores multiplicando os denominadores b e d. Obtemos: 


a c 
b d bd 
Precisamos que os denominadores de cada fração seja bd. Observe a primeira fração: 
a 
b 


Se modificarmos o denominador dessa fração, devemos ajustar o numerador para que o 
resultado da expressão continue o mesmo. Veja: 
a ad ad a 
b bd bd b 
Então, podemos escrever E = z pois isso não altera seu valor. Usando o mesmo raciocínio 
para a segunda fração, obtemos: 


c bc 
d bd 
Note que os denominadores se igualaram! 
Agora podemos somar as frações: 
a c ad bc ad+bc 


bod Pa mu Id 


c) Multiplicação 


ac ac 
bd bd 
4.1.2. Propriedades 
Sea,c,e E Ze b,d,f E€ Z*: 
a) Associativa 
ac e ace 
GEDE as 
ace ace 
Ga 7- (27) 
b) Comutativa 
ac c a 
b'd d'b 
ac ca 
bd db 
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c) Elemento neutro da adição 


a P a 
bob 
d) Elemento simétrico 
a a 
AT 
e) Elemento neutro da multiplicação 
a e a 
b b 


f) Distributiva 


5 
f 


© a 


a (5+5)=5 a 
b \d f) bad 


4.2. Conjunto dos Números Irracionais (T) 


O conjunto dos números irracionais inclui os números que não podem ser representados 
pelos racionais. 


Definição: 

Se Va é um número irracional, então ele não poderá ser escrito como 2, comb,cEZ,c+0 
emdc(b,c) = 1. 

Podemos também encontrar números irracionais através dessa definição: 

Se p é um número primo, inteiro e positivo, então Jp é irracional. 

Por que essa relação é válida? 


Se p é um número primo, então ele não pode ser escrito como fator de outros números além 
dele mesmo. Então, não podemos escrever p = q? (q E€ Q) para torná-lo um número racional 


(/p=V/9º=q€Q). 
4.2.1. Redução ao Absurdo 
Antes de continuar, vamos aprender um método muito útil para provar proposições. 
O método da Redução ao Absurdo é usado para provar a veracidade de uma proposição. 


A Redução ao Absurdo fundamenta-se no princípio do terceiro excluído (uma proposição ou 
é verdadeira ou é falsa) e no princípio da não-contradição (uma proposição não pode ser verdadeira 
e falsa ao mesmo tempo). 
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a 


= - 


Se queremos provar que uma proposição p é verdadeira usando o método da redução ao 
absurdo, devemos supor que +p é verdadeira e, utilizando as definições e teorias envolvidas, 
tentamos chegar a um absurdo (ou contradição). Desse modo, se a negação da proposição é falsa 
(sendo uma contradição), então a própria proposição é verdadeira. 


Podemos também encontrar proposições da forma: 
p>q 
Para provar a veracidade dessa proposição, usamos os seguintes passos: 
1) Suponha p verdadeira. 
2) Suponha —q verdadeira. 
3) Utilizando as definições e teorias envolvidas, provamos que ~q é uma contradição. 


Vamos ver na prática sua aplicação: 


HORA DE 


PRATICAR! 


CE 


| 11. Prove que V2 é irracional. 
| Resolução: 
| Demonstração pelo método da redução ao absurdo: 


Para provar pelo método da redução ao absurdo, devemos mostrar que a partir de uma | 
| afirmação chegamos a uma contradição. | 


Supondo que V2 seja racional, então ele poderá ser escrito como um número racional da | 
. ED ; . a 
forma irredutível a Yo b primos entre si e positivos. 


des 


a 


Aplicando a igualdade dos racionais: 
v2a =b 
Elevando ambos os lados ao quadrado e desenvolvendo: 
2 
(vZa) =p? 
2 
V2 0 = db 
2a? = b? 
2a? é um número par, então pela igualdade b? deve ser um número par. 
b? é par > b é par 


Logo, podemos escrever b = 2c. 
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Substituindo b = 2c na equação: 
20º = b? 
2a? = (2c)? = 4c? 
a? = 26º 


a? pode ser escrito como múltiplo de 2, logo ele é par. 


| a? é par > a é par 
Absurdo! a e b não podem ser pares ao mesmo tempo, pois ambos são primos entre si. 
| <. 2 é irracional 


| 12. Sea? é par, então a é par. 


| Resolução: 
Perceba que devemos provar: 
p: a? é par 
q:a é par 
p>q 
Vamos supor que ~q é verdadeira. Então: 


~q: a não é par > —q: a é ímpar 

Se a é ímpar, podemos escrever: 

a=2k+1,kEZ 
Elevando a ao quadrado, obtemos: 

aĉ? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1 

2k? + 2k é um inteiro, então vamos definir: 

2k? +2k =4 €EZ 
Substituindo em a°: 

a2=2u+1 


i Como a E Z, então a? é ímpar. Mas da hipótese inicial, a? é par. Logo, chegamos a um | 
| absurdo. | 


Disso, concluímos que ~q: a é ímpar é falsa. Então, q: a é par é verdadeira. 


Como p éV e q é V, das noções de lógica encontramos que p > q será verdadeiro. 


4.3.1. Reta dos Naturais 
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= - 


Os números naturais podem ser representados ao longo de uma reta. Sabemos que os 
números naturais são os números 0, 1, 2,3, ... Então se escrevermos todos os números naturais ao 
longo da reta, teremos os pontos distribuídos conforme a figura acima. Apenas esses pontos serão 
elementos do conjunto dos naturais. 


Perceba que os números estão organizados de forma crescente, quanto mais a direita maior 
o número natural. 


4.3.2. Reta dos Inteiros 


o © o O © © o o O O o © o > 
-5 -4 -3 -2 + 0 1 2 3 - 5 6 7 


A reta dos números inteiros é semelhante à reta dos naturais e incluem também os números 
inteiros negativos. Ela está representada na figura acima. Esses números são também pontos ao 
longo da reta. 


Note a ordenação dos números inteiros. 


4.3.3. Reta dos Reais 


O conjunto dos números reais inclui todos os números racionais e irracionais. Esses números, 
quando escritos ao longo de uma reta, preenchem a sua totalidade. Assim, qualquer ponto que nós 
escolhermos ao longo da reta estará presente no conjunto dos reais. Essa reta é chamada de reta 
real ou reta numérica. 


Os números estão ordenados ao longo da reta. 
Podemos escolher um intervalo ao longo da reta com essa notação: 
[1,3] = {x E R|1 < x < 3} 


Graficamente: 


O pontilhado em vermelho representa o nosso intervalo. 
Podemos ter quatro casos de intervalos diferentes: 
1) Intervalo fechado nas extremidades 

la, b] = {x E€ R|a < x < b] 


Chamamos de intervalo fechado quando os valores da extremidade pertencerem ao 
conjunto. Usualmente, representamos o intervalo fechado com um ponto fechado: 
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a b 


2) Intervalo aberto nas extremidades 
ja, b[= (xe Rla<x<b) 


No intervalo aberto nas extremidades, os elementos da extremidade não pertencem ao 
conjunto. Essas extremidades são representadas com um ponto aberto: 


gn o—— 


a b 
O intervalo aberto também pode ser representado pelos parênteses: 


(a,b) = {x E Rla < x < b} 


3) Intervalo aberto à direita ou fechado à esquerda 
la, b) = [a,b[= {x E€ Rļa < x < b} 


Nesse caso, o intervalo é aberto à direita > b não pertence ao conjunto e a pertence ao 
conjunto. 


a b 
4) Intervalo aberto à esquerda ou fechado à direita 


(a, b] =]a, b] = (xe R|la<x<b) 


Situação análoga ao caso acima, a não pertence ao conjunto e b pertence. 


a b 
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4.4. Potênciação 


Veremos esse assunto com mais detalhes na aula de Potênciação e Radiciação. Por hora, 
basta saber a sua definição: 


at€tReneN',a"=aaa-..:a 
n fatores 
Exemplos: 
1)23? =2:2:2=8 
2,3" =3:3:3:3 = 81 
3) 22:53 =2:2:5:5:5=4:125 = 500 
4) (abc)? = a? b? c? 
5) (ab)? = a?b? 


6) aê = (a) — (a?)? 


a? é lido como a elevado ao quadrado. 


a? é lido como a elevado ao cubo. 


4.5. Radiciação 


Também estudaremos esse assunto na aula de Potenciação e Radiciação. Vamos ver sua 
definição: 


1 
aecReneNSan=YVa 
Para essa aula, vamos usar apenas n = 2. 


Va é dito raiz quadrada de a 


4.5.1. Operações usuais 


a) Vavb = Vab 
b) ava = aza? = a 
) 1 Va-vb 
c aab a-b 


dì vatb =a+b 
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4.6. Desigualdades para o Conjunto dos Reais 


1) Tricotomia dos Reais 
aeR>(a<0oua=00ua>b0) 


2) Translação 
a2zbeceRSat+c>b+c 


3) Produto da desigualdade 
az2bec>20>ac>hbc 


azbec<0>5ac<hbc 


4) Inversa 


Djl e 


1 
azbeab>0>7S 


5) Transitividade 
az2beb>2c>azc 


6) Soma da desigualdade 
a>2bec>2d>sa+c>b+d 


7) Potenciação 
a>zbeab>05a2>b? 


4.7. Sistemas de Numeração 


O sistema de numeração que estamos acostumados é o sistema de numeração decimal ou de 
base 10. Com esse sistema, podemos escrever os números em função das potências de 10. Desse 
modo, cada algarismo de um número na base 10 deve pertencer ao conjunto (0, 1,2,3,...,8,9). Veja 
os exemplos: 

357 =3-1024+5-10"4+7-10º 
1048 = 1:10 +0:102+4:101+8-10º 
15=1:101+5-10º 
4,15 =1:10º4+1-10714+5-1072 
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-52=-(5:10º+2:10"D) 
4.7.1. Sistema de numeração na base b 
Podemos representar os números usando outros tipos de base. 


Seja b a base de um sistema de numeração e b E N, com b > 1. Podemos representar os 
números usando a seguinte sequência de símbolos: 
(anan-1 «o A1a0đ—1 e )p 
Onde a; representa o algarismo do número. Esse algarismo deve pertencer ao conjunto 
(0,1,2,...,b — 1}. 


Um detalhe que devemos nos atentar é caso b > 10, os algarismos (a;) acima ou igual a 10 
devem ser substituídos por letras maiúsculas do alfabeto: 


A=10 
B = 11 
C = 12 


Como o sistema de numeração usual é o decimal, representamos os números nessa base sem 
os parênteses e o subíndice b. Veja: 


EA MA e = (A, 04 -- 14041 DO 
Para representar os negativos, basta inserir o sinal negativo na frente do maior algarismo. 


Vamos ver alguns sistemas de numeração. 


4.7.2. Sistema binário 


Esse é o sistema de numeração na base 2. O sistema binário é usado na computação para 
representar os bits. Os números na base 2 são conhecidos como números binários. Cada algarismo 
de um número binário pode assumir os valores O ou 1. Exemplo de números binários: 


(10101,101), 
(111,111), 


4.7.3. Sistema octal 


Sistema de numeração na base 8. Os algarismos devem pertencer ao conjunto 
(0, 1,2,3,4,5,6,7). Exemplo: 


(7103,25) 


4.7.4. Sistema hexadecimal 


Sistema de numeração na base 16. Perceba que nesse caso, os algarismos podem ser maiores 
ou iguais a 10. Dessa forma, os algarismos devem pertencer ao conjunto: 
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(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,4,B,C,D, E,F) 
Exemplos: 
F544 
100FFF 
ABCDEF123 
Lembrando que nesse caso: 4 = 10, B = 11,C = 12,D = 13,E = 14,F = 15. 


4.8. Mudança de Base 


4.8.1. Mudança na base b para base decimal 


Para converter um número na base b para a base decimal, basta expandir o número da 
seguinte forma: 


(anan-1 MA --)p = anb” + ap-1b™t + -+ abt + aob? + quad +- 
Exemplos: 
(13,2), = 1:4434 4247175 
(ACF) = 10- 16? +12:16! + 15 16° = 2767 


4.8.2. Mudança na base decimal para base b 


Agora queremos converter um número na base decimal para a base b, isto é, devemos 
encontrar o caminho inverso da conversão acima. 


Seja (X)10 a representação de um número na base decimal. Então: 
(X)io = (anan-1 MAÇA 4a 20.3... )p 


Queremos encontrar os algarismos a;. Vamos separar os dígitos de X em parte inteira e parte 
fracionária. 


Definindo X; como a parte inteira de X e X, como a parte fracionária, temos: 


Xi = anb” + ap-1b™t + -+ abt + agb’ 


Para encontrar X,, usamos o método conhecido como divisões sucessivas e encontramos a 
parte inteira de X. Veja: 
Xi = anb” + ap-1b™7t + -+ abt + agb?’ 
Dividindo a equação por b, encontramos: 
Xi ao 
p Tb + ancabr t+ eta to 
do é O resto da divisão de X; por b e ab"! + a, ,b""2 +... + a, é um número inteiro. 
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Se dividirmos o número a,b” 1 + a, .,b"”2 +... + a, por b novamente, encontramos a4. E 
assim repetimos essa operação até encontrar todos os dígitos. 


Na prática, dividimos o número X; por b sucessivamente até que o quociente das divisões 
sucessivas seja zero. 


Para encontrar X,, usamos o método multiplicações sucessivas. Veja: 


Xr = p + FER + p3 + 
Multiplicando a equação por b: 
a, As 
Xb = Qı totp" pri 


ë a iso 5 a-2 a-s Z 
Dessa forma, a. torna-se a parte inteira da operação acima e "+ 5 +: é a parte 


fracionária. Se multiplicarmos essa parte fracionária por b, encontramos a_z. Repetimos essa 
operação até encontrar todos os dígitos fracionários. 


Na prática, multiplicamos X, por b até que não haja mais parte fracionária. 


4.8.3. Mudança na base b; para a base b, 


Para converter um número na base b, para a base b,, devemos primeiro converter o número 
para a base decimal e depois convertemos o decimal resultante para a base b». 


Devemos seguir o seguinte esquema: 


base 


decimal base bz 


base b4 


Quando as bases forem potências de um mesmo número primo, podemos usar o método do 
reagrupamento para mudar as bases. Exemplo: 


Converter (1010101111), para a base 16: 


Nesse caso, devemos ver quantos algarismos binários são necessários para representar o 
maior algarismo hexadecimal. O maior é F = 15=1:22+1-22+1-214+1-2º =1111. 


Vemos que precisamos de 4 algarismos binários. Então, devemos separar o número na base 
2 em blocos de 4 algarismos: 


(1010101111), = (10.1010.1111), = (0010.1010.1111), 


Perceba que completamos o bloco mais a esquerda com zeros, isso deverá ser feito quando 
faltar números nesse bloco. 


Os algarismos na base 16 serão a conversão de cada bloco em decimal. Veja: 
0010=0:22+0:22+1:21+0:20=2 
1010 =1:22+0:22+1-:21+0:2º=10=4A 
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is 1 F+ Fyi pais 
Dessa forma: 
(1010101111), = (24F),6 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 13. Obtenha a representação na base 4 do número (10101,01), 
| Resolução: 


i Como as bases são diferentes da decimal e também não são potências do mesmo primo, 
' devemos converter o número binário para decimal e depois para a base 5. | 


Convertendo para decimal: 
(10101,01), = 1:24 +0:22+1-22+0-21+1:2º+0:21+1:22=21,25 
21,25 é fracionário, então devemos dividir em parte inteira e parte fracionária. 


Convertendo 21,25 para a base 4: 


Efetuamos a divisão sucessiva de 21 por 4. Os maiores algarismos são os restos mais a | 
| direita dessa divisão conforme a seta. Assim: | 


21=1:424+1:414+1-4º 


| Poderíamos ter escrito 21 diretamente em função das potências de 4 já que ele é um | 
| número pequeno. | 


Caso o número fosse maior, seria mais viável dividir desse modo para encontrar os | 
| algarismos da parte inteira. | 


Agora, encontrando os algarismos fracionários: 
0,25-4=1 
Como não temos mais fração no resultado dessa multiplicação, podemos escrever: 
0,25=1:471 
Portanto: 
(10101,01), = (111,1), 
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5. Produto Notável e Fatoração 


Uma expressão algébrica pode ser escrita de diversas maneiras. Vamos tomar x? + 2x + 1 
como exemplo: 


x +2x+1=(x+D(x+1D)=(x+ 1) 


O processo de escrever x? + 2x + 1 como (x + 1)? é chamado de fatoração e o processo 
inverso, isto é, escrever (x + 1)? como x? + 2x + 1, é chamado de produto notável. 


E, ESQUEMATIZANDO 


Produto notável 
(x+1)2=x2+2x+1 


Fatoração 


A fatoração será muito útil durante a resolução de vários exercícios do ITA/IME e conhecer os 
produtos notáveis fará com que você ganhe tempo na hora de resolver as questões. Quando vemos, 
por exemplo, (a + 2)2?, podemos aplicar diretamente a fórmula do quadrado da soma de dois 
termos e escrever (a + 2)? = a? + 2a: 2 + 2?. 


Aprenderemos a demonstrar os principais produtos notáveis e fatorações. É importante que 
você decore alguns deles, mas caso esqueça, você pode desenvolver as expressões aplicando a 
propriedade da distributiva e encontrar suas fórmulas. 


a)aļ(x + y) = ax + ay 

b) (a + b)? = a? + 2ab + b? 

c) (a — b)? = @è — 2ab + b? 

d) a? — b? = (a + b) (a — b) 

e) (a + b)? = aè + 3a?b + 3ab? + b? 

f) (a — b)? = a? — 3a?b + 3ab? — b? 

g)a? + b? = (a + b) (a? — ab + b?) 

h)a? — b? = (a — b) (a? + ab + b?) 

i)a? + b? + c? — 3abc = (a + b + c) (a? + b? + c? — ab — ac — bc) 
j) a” — b” = (a — b) (a1 +ar2b+ e +br2a+sbroD 

War + þ?™+t1 = (a + b) (a?™ — a?™t b +- — b?™ ta + b?™) 
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Demonstração: 
aja(x+y)=ax+ay 


O primeiro produto notável pode ser encontrado aplicando a propriedade da distributiva 
diretamente (técnica do “chuveirinho”). 


CN 


a(x+y)=ax+ay 
UJ 


b) (a + b)? = a? + 2ab + b? 
(a + b)? lê-se a mais b elevado ao quadrado ou a mais b elevado a 2. 
(a + b)? = (a + b)(a +b) 


Vamos aplicar a distributiva em a e b: 


(a + b)(a + b) = a? + ab + ba + b? = a°? + 2ab + b? 


V7 


c) (a — b)? = @? — 2ab + b? 


Situação análoga à (b), a única diferença é a presença do sinal negativo em b. Aplicando a 
distributiva: 


(a — b)? = a? — ab — ba + b? = a? — 2ab + b? 


d) (a + b) (a — b) = @? — b? 
Distributiva: 


(a + b)(a — b) = a? — ab + ba — b? = aè? — b? 


e) (a + b)? = a? + b? + 3ab(a + b) 

(a + b)? lê-se a mais b elevado ao cubo. 

Podemos escrever (a + b)? = (a + b)? (a + b) e, assim, usar o produto notável 
(b) (a + b)? = a? + 2ab + b? 
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na expressão: 
(a +b)’ (a + b) 
(a? + 2ab + b?) (a + b) 
(a? + a?b + 2a?b + 2ab? + b?a + b?) 
a? + 3a2b + 3ab? + b? 
Colocando 3ab em evidência: 
a? + 3a?b + 3ab? + b? = a? + 3ab(a + b) + b? = a? + b? + 3ab(a + b) 


f) (a — b)? = a? — b? — 3ab(a — b) 
Situação análoga à letra (e): 
(a — b)? 
(a=b) (a=b) 
(a? — 2ab + b?) (a — b) 
(a? — a?b — 2a?b + 2ab? + b?a — b?) 

a? — 3a2b + 3ab? — b? 
Vamos colocar —3ab em evidência: 

a? — 3ab(a — b) — b? 

a? — b? — 3ab(a — b) 


ga+b'=(a+b)(a” — ab + b?) 
Vamos manipular a expressão a? + bº: 
a? + b? 
Somando e subtraindo os termos a2b e ab? da expressão, temos: 
a? + b? + a?b — a?b+ ab” — ab? 
Fatorando a expressão: 
a? + a°b + ab? + b? — a?b — ab? 
a? (a + b) + b? (a +b) — ab(a +b) 
(a + b)(a? + b? — ab) 
(a + b)(a? — ab + b?) 


h) a? — b? = (a — b) (a? + ab + b?) 
Usaremos a mesma ideia usada em (g): 


aè — b? 
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a? — b? +a2?b-—a?b+ ab” — ab? 
a? — a?b + ab? — b? + a2b — ab? 
Fatorando a expressão: 
a? (a — b) + b? (a — b) + ab (a — b) 
(a — b) (a? + b? + ab) 
(a — b) (a? + ab + b?) 


i)a? + b? + c? — 3abc = (a + b + c) (a? + b? + c? — ab — ac — bc) 
Vamos usar o seguinte produto notável: (x + y)? = x? + y? + 3x? y + 3xy? 
Somando e subtraindo os termos 3a2b e 3ab? da expressão: 
a? + b? + cê — 3abc + 3a2b — 3a2b + 3ab” — 3ab? 
Organizando os termos: 
a? + b? + 3a2b + 3ab? + cê — 3abc — 3a2b — 3ab? 
(a? + b? + 3a2b + 3ab?) + c? — 3abc — 3a2b — 3ab? 
Fazendo a? + b? + 3a2b + 3ab? = (a + b)’: 
(a + b)? + c? — 3abc — 3a2b — 3ab? 
Fatorando os termos: 
[(a + b)? + c?]— 3ab(c +a +b) 
Lembrando que x? + y? = (x + y) (x? — xy + y?), temos: 
(a+b + c)[(a +b)? —(a+b)c+c?]-3ab(a+b+c) 
(a + b + c)(a? + 2ab + b? — ac — bc + c? — 3ab) 
(a +b + c)(a? + b? + c? — ab — ac — bc) 


j) a” — b” = (a — b) (a1 +ar2b+ -+ b™?a + bob 


Vamos mostrar que desenvolvendo (a — b) (a71 + a"-2b +... + b"-2a + b"-D chegamos 
no produto notável a” — b”. 


Veja: 
A = a(a"t + a”™?b +- + b”ĉ?a + bt) = a” +a™tb +- + b"?a? + abro 
B = b(a™™t + a™™?b +- + b”’a + b™t) = a™tb + a™?b? + -+ b™ta +b” 
A-— B =a" +a" tb +- + b™?a? + ab"! — (atb + a™?b? +--+ bta + b”) 


Perceba que os termos em vermelho se cancelam. Desse modo, obtemos a seguinte 
expressão: 


A—B=qa"”- b” 


Também podemos escrever: 


8 Aula 01- Álgebra Elementar 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 01 — Álgebra Elementar — ITA/IME 


A — B = a(a™} fd ppp ad Sbt br ad) 
A-B = (a — b)(a™t + a"?b + -= + ba + br 
a” — b” = (a — b) (at + a™™?b + -+ b™?a + br 


k) q2™+1 + þ2™+1 = (a + bla” ar qêm-1 b Isi b?2™"-ta + bem) 


Usando a mesma ideia da fatoração acima: 


A= a(a?™ — q2™71 b+ atm-2h2 — . + b2m- 2 a? — b2m- lg + b?™) 
— qêm+1 eax ab + atm-1h2 — E + bem- = a? — þ?™- 1q? +b? ”a 
B= b(a?™ = a?m-1 þh + aq2™72þ2 — E + bem- =2 a? — p2m- lg + po) 
no ab =- q2™-1 b? d atm-2b3 — . + b2m- 1 a? — bina + h2m+1 
A+B 
nua ab + amb? — + b2m- 2 a? — þ?™- lg? + b?™a + a?™b — q2™-1 b? + am-2b3 


+ b2m- 1 a? — pêma 4 pon 


Perceba que os termos coloridos se cancelam. Assim, obtemos: 
A + B — qêm+1 + h2m+1 
Também podemos escrever: 
A+B= ala” o a2m-1 þh + a?m-2b?2 — a + bem- -2 a? — p2m- lg + ho) + 
b(a?” na qêm-1 b+ a2™-2þ2 =e þ2™-2 2. b2m-Ig + po) 
A+B= (a + b) (a?™ cn q2™71 b+ a2™-2þ2 a + b2m-2 Za b2m-Ig + b?2™) 


s q2™+1 + hem+1 = (a + b) (a?™ o a2m-1 b + atm-2b2 — + hb2m- 2 a? — b2m- lg + bm) 


6. Lista de Questões 


QUESTÕES PARA ` 
MEMORIZAÇÃO 


Lista de Questões Sem Comentários 


14. (Exercício de Fixação) 


Fatore as seguintes expressões: 


a) x? +y? -— 9y? — 2xy 
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b) xº — y6 

c) 2ab-a?—-b2+c? 
d) at +b! 

e) xº+1 

f) xº-1 

g) xº+x2+1 


h) af— a? +a?-—1 


i) a?—6a+9 
j) 16a — 17a?b? + bt 
k) at + 4b’ 


I) (x +y)(a? — 2ab + b?) + (x + y)? (a — b)’ 
m) a + bë — ab! — atb 

m = Fy = p=) 

o) 2x14 — 512xº 

p) xº+3x2º — 4 

gd) xy" twlz=)= dy 

r) a +b? +c? —3abc 


15. (Exercício de Fixação) 


. ~ Q@?+7, š 3 : 
Para quais valores de a E Z, a fração “3 é UM número inteiro? 


16. (Exercício de Fixação) 


Simplifique: 
a) 


b) 


at+2a3b3 +bº 

as—bé 
i 
a2-1 a-1 a+1 
aº-bº 
a3-b3 

a(b+c) b(a+c) c(a+b) 

(a-b)(a-c)  (b-c)(b-a)  (c-a)(c—b) 


c) 


d) 


17. (Exercício de Fixação) 
Prove que as seguintes afirmações são verdadeiras: 


a) (nè -n): 30 
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b) (2nº4+3nº2 +n):6 


18. (Exercício de Fixação) 


Use o PIF para demonstrar as seguintes afirmações: 


a) 14243 + +n = vnen" 


n(n+1)(2n+1) 


b) 12 +22 +32 +. +n? = yn E N* 


2 
c) 13 +28 +n? = [H] yn E N* 
1 1 1 1 1/1 T 
o o mas CGMIGI Ad 
e) n(n+)(n+2):6,vYnEN 
f) nº+n:2,vnEN 
g) 2nzn+1,vneN 


14. a) (x — 4y)(x + 2y) 

b) (x — y(x + poe + y? — xy) (x? + y? + xy) 

co)(c-a+b)(cta-—b) 

d) (a? + b? — V2ab) (a? + b? + V2ab) 

e) (x2 + 1)(x2 + 1 — V3x)(x2 + 1 + vV3x) 

f) (x — 1)(x + Dx? — x + Dx? +x +1) 

g) (x? —x + 1)(x? +x +1) 

h) (a — 1)(a? +a + 1) 

i) (a — 3)? 

j) (4a — b) (4a + b)(a — b) (a + b) 

k) [(a — b)? + b?][(a + b)? + b?] 

I) (x + y)(a — b)?’ [1 + (x + y)? (a — b)] 

m) (a? + b?) (a + b) (a — b)? 

n) 3(y — z)(x — y)(z — x) 

o) 2x6 (x — 2) (x + 2) (x? + 4)(x? + 4 — V8x)(x2 + 4 + V8x) 

p) (x? + A(x — 1) (x2? +x + 1) 

q) (z — y)(—xy + w) 

r) (a +b + c) (a? + b? + c? — ab — ac — bc) 

15. a E {—19, —11, -7, —5, —4, —2, —1, 1,5, 13} 
(a+b)(a2-ab+b?) 

16. a) (a-b)(a2+ab+b?) 

a(a-2) 
(a-1)(a+1) 


2 ms in EN 


b) 


c) af + a?b? + bê 
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d)—1 


17. Demonstração. 
18. Prova por PIF. 


Lista de Questões Comentadas 


14. (Exercício de Fixação) 
Fatore as seguintes expressões: 
a) x? +y? -— 9y? — 2xy 

b) x6 — y6 

c) 2ab -a -— b? +c? 

d) at +b! 

e) xê +1 

f) xê—1 

g) xt+x? +1 


h) af— a? +a?-—1 


i) a?—6a+9 
j) 16af — 17a?b? + bt 
k) af +4b* 


I) (x +y)(a? — 2ab + b?) + (x + y)? (a — b)’ 
m) a? + b? — ab! — atb 
n a= tya s 
o) 2x1 — 512xº 
p) xê +3x?— 4 
q) xy +w(z—y) — xyz 
r) a? +b? +c? -—3abc 
Comentários 
a) x? +y? -— 9y? — 2xy 
Organizando os termos: 
x? — 2xy + y? — 9y? 
w= ayyy 
(x=y) — 9y? 
Vamos usar a? — b? = (a — b)(a + b): 
[Ge — y) — 3y][G — y) + 39] 
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(x — y — 3y) (x — y + 3y) 
(x — 4y) (x + 2y) 


b) xº — y6 
Vamos usar a? — b? = (a — b) (a? + ab + b°): 
x? = yP + xy? + O 
(x — y) (x + y) (xf + x?’ y? +y*) 
Ge te) FA Ay tay ay] 
E= Ra y F Ery) 
(x — 3) (x +y? +y’)? — y)’] 
(x — y) (œx + y) (x? + y? — xy) (x? + y? + xy) 


c) 2ab — a? — b? + c? 
Vamos organizar os termos: 
c? — (a? — 2ab + b?) 
c? — (a — b}? 
[c — (a — b)][c + (a — b)] 
(c—a+b)(c+a-b) 


d) at +b! 
af + b* + 2a2b? — 2a? b? 
(a* + 2aºb? + bt) — (VZab)” 
(a? + b?)? — (VZab)* 
(a? + b? — V2ab)(a? + b? + V2ab) 
e) xº+1 
Note que xê + 1 = xê + 1º. Sabendo que a? + b? = (a + b)(a? — ab + b?), temos: 


xº + 18 
(x23 + (12) 
(x? + 12)((x?)2 — x212 + (132) 
(x? + 1)(xt— x? +1) 
(x? + 1)(x4 — x? + 1 — 2x? + 2x?) 
(x? + 1) (x4 + 2x? + 1 -— 3x2) 
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(x2 + DI(x? + 1)? — 3x2] 
(x2 + D| + 1)2 — (43x)?] 
(x? + D(x2 + 1 — V3x)(x? +1+V3x) 


f) xê—1 
Vamos fatorar usando: a? — b? = (a — b) (a? + ab + b?) 
xí = 1° 
(x2)3 — (12)3 
(x2 — 12)((x2)2 + x212 + (12)2) 
(x — D(x + (xt +x? + 1) 
(x — Dix + D(xt+x2+1+x2 — x?) 
(x— Dx +1D(xt+2x2+1—x2) 
(x — D(x + D[(x? + 1)2 — x?] 
(x — Dx + Dx +1- x)(x? +1+x) 
(x — 1)(x + 1)(x? — x +1)(x? + x + 1) 


g) x!+x2+1 
x +x24+1+x2 — x? 
x +2x2+1—-x? 
(x2 + 1)? — x? 
(x? +1-20)(x2 +1+x) 
(x? —x+1)(x? +x +1) 


h) af- a? +a?-—1 
a?’ (a — 1) + (a—1)(a +1) 
(a — 1)[la? + (a + 1)] 
(a- (a +a+1) 


i) a2?-6a+9 
(a= 3)" 


j) 16af — 17a?b? + bt 
16aź — 16a?b? — a?b? + b4 
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16a? (a? — b?) — b? (a? — b?) 
(16a? — b?) (a? — b?) 
(4a — b)(4a + b) (a — b) (a + b) 


k) af + 4b* 
a! + 4b* + 4a?b? — 4a? b? 
(a? + 2b?)2 — (2ab)? 
(a? + 2b? — 2ab) (a? + 2b? + 2ab) 
[(a — b)? + b?][(a + b)? + b?] 


I) (x+y)(a?—- 2ab + b?) + (x + y)? (a — b)’ 
(x + y)(a — b)? + (x + y)? (a — b)’ 
(x + y)(a — b} [1 + (x +y)? (a — b)] 


m) a? + bë — ab! — atb 
a? — abt + bë — atb 
a(a* — bt) + b(b* — a?) 
ala! — b£) — b(a! — b) 
(a*-= p a=b) 
(a? + b?) (a? — b?) (a — b) 
(a? + b?) (a + b)(a — b) (a — b) 
(a? + b?) (a + b)(a — b)? 


n) =y tyz sanz 
Ge — y) =xº*—yº — 3xy(x — 7) 
Q- z)? = y? - 2º — 3yz(y — 2) 
(x = z)? = x? — z? — 3xz(x = 2) 
Ca Gi a a 2) 

(x3 — y? — 3xy(x — y)) + (y? — 23 > 3yz(y — z)) — (x? — 23 — 3xz(x — z)) 
x? — y? — 3x?y + 3xy? + y? — z? — 3y?z + 3yz? — (x? — z? — 3x?z + 3xz?) 
x? — y? — 3x?y + 3xy? + y? — z? — 3y?z + 3yz? — x? + z? + 3x?z — 3xz? 
—3x?y + 3xy? — 3y2z + 3yz? + 3x?z — 3xz? 

3(—x?y + xy? — y?Z + yz? + x?z — xz?) 
3(-x2?y + x?z + xy? — xz? — y2z + yz’) 
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3j- (y =z) ab =") =y2= 2) 
8[=2º 0 =2) 4a =2)0/42) = S =2)] 
Su) [= pod) y] 

3(y— 2)(-x? + xy + xz — yz) 

3(y — z)[-x(x — y) + z(x — 99] 

3(y — z)(x — y)(z — x) 


Há um modo mais rápido de resolver esse problema, veja: 


(x — y)? + (y - z)? —(x - z) = (x - y} + O - 2) + (x +) 


+[=(x—2)] 

Note quesefizermosa=x-—-y,b=y-zec=-x+z,obtemos: 
atb+tc=x-y+y-z-x+z=0 
Assim, podemos usar a seguinte fatoração: 
a? + b? + c? — 3abc = (a + b + c)(a? + b? + c? — ab — ac — bc) 

Dado que a + b + c = 0, temos: 

a? + b? + c? — 3abc = 0 

a? + b? + c? = 3abc 

Portanto: 


(x -= y)? + O - 2)? + (—x +z)? = 3(x - y)Q — z)(—x + z) 


o) 2x14 — 512xº 
2xº(xº — 256) 
2xf(x8 — 28) 
2x6 (x4 — 24) (x4 + 24) 
2x6 (x? — 2?) (x? + 22) (x4 + 2%) 
2xº(x — 2)(x + 2)(x2? + A (x4 + 16) 
2xº(x — 2)(x + 2)(x? + 4)(x! + 16 + 8x? — 8x2) 


2xº(x — 2)(x + 2)(x2 + 4) [o A = (vB) ] 


2xº(x — 2)(x + 2)(x? + 4)(x? + 4 — V8x) (x? + 4 + 8x) 


p) xº+3x2) — 4 
xê +37) —-4+4xº — x? 


xê — x? +4xº — 4 
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x? (x? — 1) + 4(x3 — 1) 
(x? + 4)(xº — 1) 
(x? + (x — (x? + x + 1) 


q) xy? +w(z — y) — xyz 
—xyz + xy? +w(z — y) 
=xylz -y) + w(z — 3) 
(z —y)(-xy + w) 


r) aè + b? + c? — 3abc 
(a + b)? = a? + b? + 3a?b + 3ab? 
a? + b? + c? — 3abc + 3a2b — 3a2b + 3ab? — 3ab? 
(a + b)? + cê — 3abc — 3a2b — 3ab? 
(a + b)? + c? — 3ab(c +a + b) 
(a+b + c)[(a + b)? -— (a+b)c+c?]-3ab(a+b+c) 
(a + b + c)(a? + 2ab + b? — ac — bc + c? — 3ab) 
(a +b + c)(a? + b? + c? — ab — ac — bc) 


Gabarito: a) (x — 4y) (x + 2y) 

b) (x — y) (x + y(x? + y? — xy) (x? + y? + xy) 
c)(c—a+b)(c+a-—b) 

d) (a? + b? — V2ab)(a? + b? + V2ab) 

e) (x? + 1)(x? + 1 — V3x) (x? + 1 + v3x) 

f) (x — 1)(x + Dx? -x+ 1)(x? +x +1) 

g) (x2? -x+1)(x2 + x+ 1) 

h) (a — D(a* + a + Di) (a — 3)? 

j) (4a — b)(4a + b)(a — b)(a + b) 

k) [Ca — b)? + b’][(a + b)? + b?] 

I) (x + y)(a — b)2[1 + (x + y)? (a — b)] 

m) (a? + b?) (a + b) (a — b)? 

n) 3 — z)(x — y)(z — x) 

0) 2xº(x — 2) (x + 2) (x2 + 4) (x2 + 4 — V8x) (x2 + 4 + V8x) 
p) (x3 + 4)(x— 1)(x2? + x + 1) 
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q) (z — 7)(-xy + w) 
r) (a + b + c) (aè + b? + c? — ab — ac — bc) 


15. (Exercício de Fixação) 
. o 0247, z sr 
Para quais valores de a E Z, a fração 3 é UM número inteiro? 


Comentários 


Devemos simplificar a fração para encontrar um número que seja mais fácil de ser 
analisado. 


Vamos tentar remover o termo a? do numerador da fração. 


Para isso, podemos modelar o numerador para aparecer (a + 3)? e, assim, simplificamos 
com o denominador (a + 3): 


Vamos ver os termos que aparecem em (a + 3)?: 
(a+3)2=a2+6a+9 
Assim, precisamos adicionar 6a + 9 no numerador: 
a2+7+(6a+9)-— (6a +9) 
a+3 
Organizando os termos: 
a? +6a+9-—6a—-9+7 
a+3 
(a? + 6a + 9) — 6a -—2 
a+3 
Fatorando a? + 6a + 9: 
(a +3)? — (6a + 2) 
a+3 
Simplificando: 
(6a +2) 
— aF3 


Podemos usar a mesma ideia para remover o elemento 6a da fração, vamos multiplicar 
(a + 3) por 6: 


a+3 


6(a+ 3) = 6a + 18 
Devemos adicionar 18 no numerador: 


(6a + 2 + 18 — 18) 
a+3-—— "150 + 


a+3 

(6a + 18 — 16) 

a +3 -1 
a+3 

6(a+3) — 16 

14. [660+3)-16] 
a+3 
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Simplificando a + 3: 


—16 
paes 
a+3 
16 
a-3+ 
a+3 


: a 16 : da 
Logo, precisamos encontrar os valores de a inteiros que tornem z3 UM número inteiro. 
16 deve ser divisível por a + 3. 


Vamos fatorar 16: 


16 2 
8 2 
4 2 
2 2 
1 


16=2:2:2:2 


Os valores inteiros que dividem 16 são os números positivos e negativos que podem ser 
formados pelos fatores de 16: +1 (2°), +2 (2+), +4 (2?), +8 (23), +16 (2º). 


Para descobrir os valores de a, devemos igualar a + 3 a +1, 2, +4, +8, +16. Vamos usar 
a tabela: 
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“Os valores de a que satisfazem as condições do problema estão listados na coluna a. 
Gabarito: a = {—19, —11, —7, —5, —4, —2, —1, 1,5, 13} 
16. (Fixação) 


Simplifique: 
af+2a?b3+b6 
a) at— be 
E e o 
a2-1 a-1 at+1 
aº-pº 
c) a3-b3 
d) a(b+c) b(a+c) c(a+b) 
(a-b)(a-c)  (b-c)(b-a) (c-a)(c-b) 
Comentários 
at+2a3b3 +bê 
a) at— be 
a+b 
a + 2a?b? + bê 
a6 — þ6 
[(a*)2 + 2a?b? + (b?)?] 
[(a?)? — (b?)?] 
(a? + b?)? 
(a3 — b?) (a? + b?) 
a? + b’ 
a? = b3 
(a + b)(a? — ab + b?) 
(a — b)(a? + ab + b?) 
a a a 
M E E 
a ++1 
a? a a 


d-i a-i aril 
a? —ala+1)+ala-— 1) 
a? — 1 
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a2-a-a+t+al-a 


(a — (a + 1) 
a? — 2a 
G-DG+n 
a(a — 2) 
E-De+D 
c) a 
a+b 
a? — b° 
aè — b? 
(a? — b?) (af + aèb? + bº) 
(a? — b?) 
aê + ab? + bê 
a(b+c b(a+c c(a+b 
d) o T ar o 
a(b +c) b(a+c) c(a + b) 
(a-ba-o) b-b-a) (Calc) 
a(b +c) b(a +) c(a +b) 
(a-bla-) b- CDA) CDa- ICN 
a(b +c) b(a+c) c(a + b) 
(a-b(a-o) b-ola-b) u- Ab- 
a(b + c)(b— c) b(a+c)(a—c) c(a + b)(a — b) 
(a-b)la-c)b-c) (b-c)a-b)a-c) + (a — c)(b — c) (a — b) 
a(b +c)(b-c) b(a+c)(a-c) c(a + b)(a — b) 
(a-b(a-co)b-c) (a-b)(a-c)(b- c) + (a — b)(a — c)(b = c) 
a(b? — c?) b(a? — c?) c(a? — b?) 
(a-b)(a-c)(b-c) (a-b)(a-c)(b- c) + (a — b)(a — c)(b —c) 


a(b? — c?) b(c? — a?) c(a? — b?) 
(a-bla-Jb-o) a- bDa- 9b) (e-bla-Jb-c) 
ab? — ac? + bc? — a?b + a°c — b?c 
(a — b)(a — c)(b — c) 
ab? — ac? + bc? — a?b + a?°c — b?c 


(a — b)(a — c) (b — c) 
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ab? — b?c — ac? +a?c+bc? —a2b 
(a — b)(a — c)(b — c) 
b? (a — c) — ac(c — a) + b(c? — a?) 
(a — b)(a — c)(b — c) 
b? (a — c) + ac(a — c) — b(a? — c?) 
(a — b)(a — c)(b — c) 
b? (a — c) + ac(a — c) — b(a — c) (a + c) 
(a — b)(a — c)(b — c) 
(a — c)[b? + ac — b(a + o] 
(a — b)(a — c)(b — c) 
(a — c)[b? + ac — ab — bc] 
(a — b)(a — c)(b — c) 
(a — c)(—ab + b? + ac — bc) 
(a — b)(a — c)(b — c) 
(a — c)[(—b)(a — b) + c(a — b)] 
(a— b)(a — c)(b — c) 
(a — c)(a — b)(c — b) 
(a — b)(a — c)(b — c) 


c—b 
b-c 
CDO-S 
b-c 
a _, (a+b)(a?-ab+b?) a(a-2) 6 33 6 = 
Gabarito: à) (a-b)(aZrab+b2) b) GG Jaº+a'b'+bº d)-1 


17. (Fixação) 

Prove que as seguintes afirmações são verdadeiras: 
a) (nº-n):30 

b) (2nº4+3nº +n):6 

Comentários 

a) (nº —-n):30 


Para provar que (nº — n) é divisível por 30, devemos provar que ele é divisível por 2,3 e 5, já 
que 30 = 2:3-5. 


Vamos fatorar (në — n): 
në — n = n(nf — 1) = n(n? — 1)(n2? + 1) = n(n- 1)(n + 1)(n? + 1) 


Então, devemos provar que n(n — 1) (n + 1) (n? + 1) é divisível por 2,3 e 5. 
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Vamos analisar sua divisibilidade por 2. Devemos provar que para n = 2ken = 2k + 1, ele é 
divisível por 2. Para isso, vamos substituir n = 2k e n = 2k + 1 e fazer surgir o fator 2 na 
expressão. 


n = 2k 
n(n — D(n + D(n? + 1) 
2k(2k — D(2k + 1)((2k)? + 1) 


Perceba a presença do fator 2 na expressão. 


n=2k+1 
n(n — D(n + D(n? + 1) 
(2k + 1)((2k + 1) — 1)((2k + 1) + 1)((2k + 1)2 + 1) 
(2k + 1)(2k)(2k + 2)((2k + 1)? + 1) 


Agora, vamos analisar sua divisibilidade por 3. Devemos substituir n = 3k,n = 3k + 
1,n = 3k + 2 e encontrar o fator 3 na expressão. 


n=3k 
n(n — D(n + D(n? + 1) 
3k(3k — D(3k + DOCK)? + 1) 


n=3k+1 
n(n — D(n + D(n? + 1) 
(3k + 1)((3k + 1) — 1)((8k + 1) + 1)((8k + 1)2 + 1) 
(3k + D(K)(3k + 2)((3k + 1)2 + 1) 


n=3k+2 
n(n — D(n + D(n? + 1) 
(3k + 2)((3k + 2) — 1)((8k + 2) + 1)((8k + 2)2 + 1) 
(3k + 2)(3k + D(Bk + 3)((3k + 2) + 1) 
(3k + 2)(3k + D3(k + 1)((3k + 2)2 + 1) 


Por último, falta analisar sua divisibilidade por 5. Vamos substituir n = 5k,n = 5k + 


1,n = 5k + 2,n = 5k +3 en = 5k + 4 e encontrar o fator 5 na expressão. 
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n = 5k 
n(n — D(n + D(n? +1) 
5k(5k — 1)(5k + 1)((5k)? + 1) 


n=5k+1 
n(n — D(n + D(n? + 1) 
(5k + 1)((5k + 1) — 1)((5k + 1) + 1)((5k + 1)2 + 1) 
(5k + 1)(5k)(5k + 2)((5k + 1)2 + 1) 


n=5k+2 
n(n — D(n + D(n? + 1) 

(5k + 2)((5k + 2) — 1)((5k + 2) + 1)((5k + 2)2 + 1) 
(5k + 2)(5k + 1)(5k + 3)((5k)? + 20k + 4 + 1) 
(5k + 2)(5k + D(5k + 3)(25k? + 20k + 5) 

(5k + 2)(5k + 1)(5k + 3)5 (Dk? + 4k + 1) 


n=5k+3 
n(n — D(n + D(n? + 1) 

(5k + 3)((5k + 3) — 1)((5k + 3) + 1)((5k + 3)2 + 1) 
(5k + 3)(5k + 2)(5k + 4)((5k)? + 30k +9 +1) 
(5k + 3)(5k + 2)(5k + 4)(25k? + 30k + 10) 

(5k + 3)(5k + 2)(5k + 4)5(5k? + 6k + 2) 


n=5k+4 
n(n — D(n + D(n? + 1) 
(5k + 4)((5k + 4) — 1)((5k + 4) + 1)((56k + 4)2 + 1) 
(5k + 4)(5k + 3)(5k + 5)((5k + 4)2 + 1) 
(5k + 4)(5k + 3)5(k + 1)((5k + 4)2 + 1) 


Fizemos surgir os fatores 2,3 e 5 na expressão, logo ela é divisível pelos três ao mesmo 
tempo: 


(nº-n):2:3-5 
“(nº — n): 30 
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b) Qnº+3n?+n):6 


Para provar que essa expressão é divisível por 6, devemos provar sua divisibilidade para 2 
e3. 


Primeiro, vamos fatorar a expressão 2n? + 3n? + n: 
2n? + 3n? +n 
n(2n? + 3n +1) 
n(2nº+2n+n+1) 
n[2n(n + D+ (n + 1)] 
n(2n + D(n + 1) 


Agora, iremos analisar sua divisibilidade por 2. 
n=2k 
n(2n + D(n + 1) 
2k(2(2k) + 1)(2k + 1) 


n=2k+1 
n(2n + D(n + 1) 
(2k + 1)(2(2k + 1) + 1)((2k +1) +1) 
(2k +1)(4k +2 +1)(2k +2) 
(2k + 1)(4k + 3)2(k + 1) 


Por último, vamos analisar sua divisibilidade por 3. 
n= 3k 
n(2n + D(n + 1) 
3K(2(3k) + DlOBk + 1) 


n=3k+1 
n(2n + D(n + 1) 
(3k + DOCK + D+ D(Gk+1)+1) 
(3k + 1)(6k + 2 + 1)(3k + 2) 
(3k + 1)(6k + 3)(3k + 2) 
(3k + 1)3(2k + 1)(3k + 2) 
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n=3k+2 
n(2n + D(n + 1) 
(3k + 2)(2(3k + 2) + D(Gk+2)+1) 
(3k + 2)(6k + 4 + 1)(3k + 3) 
(3k + 2)(6k + 5)3(k + 1) 


Gabarito: Demonstração. 


18. (Fixação) 
Use o PIF para demonstrar as seguintes afirmações: 


n(n+1) 


a) 1+2+3+--+n= , Vn E Nº 


, Vn E Nº 


b) 1? + 22 +32 +04 n? = DONU 


2 
c) 13 +28 +n = [EH] Vn E N* 


d) — +— +++ — = 5 


das 294 345 n(n+D(n+2) 2 
e) n(n+)(n+2):6,VnEN 
f) nº4+n:2,YnEN 
g) 2n2n+1,VneN* 


1 1 1 1 1L 1 je 
E = => yn EN 


Comentários 


n(n+1) 


ap breto bens 


Para provar por PIF, devemos seguir duas etapas: 
1) P (no) é válida. Para algum no E N. 
2) Para K E N, se P(K) é válida, então P(K + 1) também é válida. 


Vamos verificar a primeira etapa: 


)n=1>51=1 — = 1, logo a equação é válida para n = 1. 


2) Vamos supor válida para k E N: 


k(k+1) 


Hipótese: k EN, 1+2+3+:+k= : 


Então, devemos provar que é válida também para k + 1: 


Tese:1+2+3+--+k+1 a (k+1)(k+2) 


2 
Para provar a teste, vamos usar a hipótese e somar k + 1 nos dois lados da igualdade: 
k(k +1) 


Lrobotetin 
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kk +1 
eres rota qa = LD qa) 
Vamos fatorar o lado direito da igualdade e ver se chegamos à tese: 
k(k+1 
-i +(k+1) 


+ D(;+ 1) 
(k + Dk + 2) 


2 
Essa é a nossa tese. 


Partindo da hipótese válida para k € N, provamos que ela também é válida para k + 1. 


b) 12 + 22 +32 + t n? = HRON 


Vamos primeiro verificar a validade da propriedade. 


In=1ə3 P =1 CDE H1 


Generalizando o resultado, vamos criar nossa hipótese e a tese. 


2) Hipótese: Para k E€ N, 1? + 22 +3? +... +k? = KADORED g válida. 


Tese: Também é válida para k+1€N > 1? +2? +3? +- +k?+(k+1}? = 


(k+1)(k+2)(2(k+1)+1) _ (k+1)(k+2)(2k+3) 
6 z 6 
Da hipótese, temos: 


k(k+1)(2k +1) 
6 


1? +2? +3 +e +k = 
Somando (k + 1)? em ambos os lados da equação: 


k(k+1)(2k +1) 


1? +2? +3? +- +k? + (k41? = 


+ (k +1)? 


k(k+1)(2k+1) 


Vamos simplificar + (k +1): 


k(k +1)(2k +1) 
k(k + Ci + 1) + 6(k + 1)? 
(k + 1)[k (2k D +6(k + 1)] 

(k + 1)(2k? EO 
6 


+ (k + 1)? 
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(k + 1)(2k? + 4k + 3k + 6) 
6 
(k + 1)(2k(k + 2) + 3(k + 2)) 
6 
(k + 1)(k + 2)(2k + 3) 
6 
k+1)(k+2)(2k +3 
“2422432 +e tk t ktl — Et UC ato 
Essa é a nossa tese, logo está provada por indução que ela é válida Yn E N. 


2 
o) “+24 pn = [=] 


2 
jn=151º= |==] >1=1 


2 
2) Hipótese: Para k E€ N, 1? + 28 +- + k? = 1] é válida. 


Tese: Também é válida para k+1€EN>1?+2?+-+k?+(k+1) = 


a o [genero 
2 2 


Da hipótese, temos: 


kCk + DJ 
O = [EEH] 


Somando (k + 1)? nos dois lados da equação: 
k(k + DJ 
1? +2 ret +(K+HIP = PE + (k + 1)º 


2 
Vamos simplificar Es + (k +1): 


H= 2 + (k + 1) 
k2(k + 1)? 4(k+ 1) 
4 id 4 
k2(k + 1)? + 4(k + 1)’ 
4 
(k + D2(k? + 4(k + 1)) 
4 
(k +1) (k? + 4k + 4) 
4 
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(k + 1)2Ck + 2)? É +1)(k + 2) 
4 E 2 


s parta e D = [EED] 


Essa é a nossa tese, portanto está provada por indução. 


1 1 1 1 111 1 
d staa aaa n(n+1)(n+2) 2 E = ms 
1 111 1 
Desis 1(1+1)(1+2) zE T TETEE 
G J=5(5)=5=5 
6 212 6) 2112) 12 6 
nA . TR. SE A. A E O | RS: «A 
2) Hipótese: Para k € N > 1:2:3 + 2:3-4 + 3:4-5 mnara k(k+1)(k+2) 2 E ms | 
1 1 1 1 1/1 1 
Tese: Parak FLENS a toa ta O (k+1)(k+2)(k+3) 2 E = os 
Da hipótese, temos: 
1 É 1 j 1 did 1 o 1 É 1 | 
1:2-3 2:3-4 3-4-5 k(k+1)\(k+2) 212 (k+1)(k+2) 
1 à a 
Somando ER nos dois lados da equação: 
1 1 1 1 1 


"sas TODEA  KEDKADKFI 


1[1 1 1 
eaa a CEE 


1-2-3 "2.3-4 


1 


E l 1 
Vamos simplificar E | 


1 
Do TECTO] T (k+1)(k+2)(k+3)' 
1 É 1 | m 1 
212 (k+1)\(k+2)] (k+1)(k+2)(k+3) 


1/1 1 1 

DR TESES CEEE 
1/1 (k + 3) 2 
O EC CERCO 
1/1 “k+9)42 
o 2(k + 1)(k + 2)(k +3) 
(+ —k—-3+2 

2) 2k + Dk + 2)(k +3) 


1/1 is 
5(5) “KI DRA) 
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1/1 —(k + 1) 
o 2(k + D(k + 2)(k +3) 


1/1 —1 
e 
1/1 1 
e 


1m1 1 
Ta E 
1 1 1 1 1m1 1 
a ga ro CR | 


Essa é a nossa tese, logo está provada por indução. 


e) n(n+1)(n+2):6 
1)n = 0 > 0(0 + 1)(0 + 2) = 0 : 6, logo é válida para n = 0. 
2) Hipótese: k EN > k(k + 1)(k + 2) : 6 é válida. 
Tese:k+1ENSD(k+D(k+2)(k+3):6 
(k + 1)(k + 2)(k + 3) 
Aplicando a distributiva no termo (k + 3): 
k(k + D(k + 2) + 3(k + 1)(k + 2) 
Pela hipótese, k(k + 1)(k + 2) é divisível por 6. 


Resta provar que 3(k + 1)(k + 2) é divisível por 6. Para isso, precisamos provar que ela 
é divisível por 2 e por 3. Já sabemos que ela é divisível por 3 devido à presença do fator 3 na 
expressão. Então, devemos provar que ela é divisível por 2. 


Perceba que (k + 1)(k + 2) é o produto de dois números consecutivos. Esse produto será 
resultado de um número par multiplicado por um número ímpar. Nos números pares sempre 
teremos a presença do fator 2. Logo, esse produto é divisível por 2. 


3(k+ 1D)(k+2):6 
“+ (k + 1)(k + 2)(k + 3) : 6 também é válida 


Portanto está provada a propriedade por indução. 


f) nº+n:2 
Vamos fatorar n? + n. 
n? +n=n(n+1) 
1)n = 0 > 0(0 + 1) = 0 : 2, a propriedade é válida para n = 0. 
2) Hipótese: k € N, k(k + 1) : 2 é válida. 


4 Aula 01- Álgebra Elementar 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 01 — Álgebra Elementar — ITA/IME 


Tese:k +1 EN, (k + 1)(k + 2) : 2 também é válida. 
Vamos analisar (k + 1)(k + 2): 
(k + Dk + 2) = (k + 1)k + (k + 1)2 
k(k + 1) + 2(k + 1) 
2(k + 1) é divisível por 2 já que possui 2 como fator. 
k(k + 1) é divisível por 2 pela hipótese. 
Portanto (k + 1)(k + 2) é divisível por 2. Está provada a propriedade por indução. 


g) 2n2n+1 

1)n = 1 > 2 > 2. Logo, ela é válida para n = 1. 
2) Hipótese: k € N, 2k > k + 1 é válida para k. 
Tese: 2(k + 1) > k + 2 é válida para k + 1. 
Da hipótese, temos: 

2k>k+1 
Pela propriedade da translação, podemos somar 1 nos dois lados da desigualdade: 

2k+1>2k+1+41 
2k+1>2k+2 
Mas2(k+1)=2k+2>2k+1 
Pela propriedade da transitividade: 
2(k+1)>2k+1eZk+1izk+252(k+1)>k+2 

“Da hipótese chegamos à tese e está provada a indução. 


Gabarito: Prova por PIF. 


7. Questões de Vestibulares Anteriores 


O! 9 LISTA DE 
<3 QUESTÕES 


Questões ITA 


19. (ITA/2002) 
Considere as seguintes afirmações sobre os números reais positivos: 


| Sex>4ey<2,entãox? — 2y > 12. 
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Il. Sex>40uy<2,entãox” — 2y > 12. 
Il. Se x? < 1e y? > 2, então x? — 2y < 0. 
Então, destas é (são) verdadeira(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenasle ll. 

c) Apenas Ile Ill. 

d) Apenas Ie III. 


e) Todas. 


20. (ITA/2003) 

O número de divisores de 17640 que, por sua vez, são divisíveis por 3 é: 
a) 24 

b) 36 

c) 48 

d) 54 

e) 72 


21. (ITA/2005) 


Sobre o número x = 7 — 4V3 + V3 é correto afirmar que: 
a) x € ]0.2] 

b) x é racional 

c) V2x é irracional 

d) x? é irracional 


e) x E€ ]2,3[ 


22. (ITA/2005) 

O menor inteiro positivo n para o qual a diferença yn — vn — 1 fica menor que 0,01 é 
a) 2499. 

b) 2501. 

c) 2500. 

d) 3600. 

e) 4900. 
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23.(ITA/2012) 

Sejam 14,7, € r3 números reais tais quer, — 1, er; +r, + 73 são racionais. Das afirmações: 
l. Ser, é racional ou 7, é racional, então 75 é racional; 
Il. Se 7; é racional, então 7, + n é racional; 

III. Se 73 é racional, então 7, e 7, são racionais, 

É (são) sempre verdadeira(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenas Il. 

c) Apenas Ill. 

d) Apenaslell. 

e) |, lle ll. 


24. (ITA/2013) 


Seja n > 6 um inteiro positivo não divisível por 6. Se, na divisão de n? por 6, o quociente é um 
número ímpar, então o resto da divisão de n por 6 é 


a) 1 
b) 2 
c) 3 
d) 4 
e) 5 


25. (ITA/2014/Modificada) 

Das afirmações: 

l. Sex,y E R\Q, com y + —x, então x + y E RIQ 
ll. Sex E Qey E RIQ, então xy E RIQ 


É (são) verdadeira(s): 


26. (ITA/2015) 
= b ; a n ! E 
Considere a equação T — — = 5, coma e b números inteiros positivos. Das afirmações: 
= yal 
2 
l. Sea = 1eb = 2, então x = 0 é uma solução da equação. 
Il. Se x é solução da equação, então x + L +—lexÆl1. 


2e E ES 
WI. x = q não pode ser solução da equação. 
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É (são) verdadeira(s): 
a) Apenas Il. 

b) Apenasle ll. 

c) Apenaslelll. 

d) Apenas lle III. 

e) 1, Ile ll. 


27.(ITA/2017/Modificada) 
Das afirmações: 


|. Todo número inteiro positivo pode ser escrito, de maneira única, na forma 281 (2m — 1), 
em que k em são inteiros positivos 


Il. Existe um número inteiro primo p tal que ./p é um número racional 


É (são) verdadeira(s) 


28.(ITA/2018) 

Se x é um número real que satisfaz x? = x + 2, então x1º é igual a 
a) 5x2 +7x+9 

b) 3x2 + 6x +8 

c) 13x? + 16x + 12 

d) 7x2 + 5x +9 

e) 9x2 + 3x + 10 


29. (ITA/2019/Modificada) 
Considere as seguintes afirmações: 


|. A soma dos cubos de três números inteiros consecutivos é divisível por 9. 


T 345 _ 1+V5 
A Zo 5 


É(são) verdadeira(s) 


30. (ITA/2019) 


Um número natural n, escrito na base 10, tem seis dígitos, sendo 2 o primeiro. Se movermos 
o dígito 2 da extrema esquerda para a extrema direita, sem alterar a ordem dos dígitos 
intermediários, o número resultante é três vezes o número original. Determine n. 
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Questões IME 


31. (IME/2019) 


Aristeu e seu irmão nasceram nos séculos XX e XXI, respectivamente. Neste ano, 2018, os dois 
já fizeram aniversário e a idade de cada um deles é a soma dos três últimos dígitos do ano de 
seu respectivo nascimento. Qual é a soma das idades dos dois irmãos? 


a) 23 
b) 26 
c) 29 
d) 32 
e) 39 


32. (IME/2018) 

Se X e Y são números naturais tais que X? — Y? = 2017, o valor de X? + Y? é: 
a) 2008010 

b) 2012061 

c) 2034145 

d) 2044145 

e) 2052061 


33. (IME/2018) 


Determine todos os números primos p,q e r tais que 35p + 11pq + qr = pqr. 


34. (IME/2018) 


A soma dos algarismos de X com a soma dos quadrados dos algarismos de X é igual a X. Sabe- 
se que X é um número natural positivo. O menor X possível está no intervalo: 


a) (0,25] 

b) (25,50] 

c) (50,75] 

d) (75, 100] 
e) (100, 125] 


35. (IME/2018) 
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Seja x um número natural maior que 2. Se a representação de um numeral N na base x é 1041 
e na base x — 1 é 1431, então a sua representação na base binária é: 


a) 10001111 
b) 11011011 
c) 11100111 
d) 11011110 
e) 11110001 


36. (IME/2016) 


Sabendo-se que m e n são inteiros positivos tais que 3™ + 14400 = nº, determine o resto da 
divisão dem + n por 5. 


a) O 
b) 1 
c) 2 
d) 3 
e)4 


37. (IME/2016) 


Seja a equação n? — 7m? = (5m — 2n)? + 49. Determine todos os pares inteiros (m, n) que 
satisfazem a esta equação. 


38. (IME/2015) 

Quantos restos diferentes são possíveis da divisão de n? por 11, sendo n um número natural? 
a) 3 

b) 4 

es 

d) 6 

e) 7 


39. (IME/2012) 


Sejam r es E Z (inteiro). Prove que (2r + 3s) é múltiplo de 17 se e somente se (9r + 5s) é 
múltiplo de 17. 


40. (IME/2010) 
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Seja a equação p” + 144 = q”, onde n e q são números inteiros positivos e p é um número 
primo. Determine os possíveis valores de n,p e q. 


41. (IME/2001) 


Provar que para qualquer número inteiro k, os números k e kº terminam sempre com o 
mesmo algarismo das unidades. 


8. Gabarito 


E, GABARITO 


Gabarito das Questões ITA 


19.d 

20.c 

21.b 

22.b 

23.e 

24.c 

25.1. F II. F 
26.1.V II. F 
27.c 

28.1. 

29.le ll. 
30.n = 285714 


Gabarito das Questões IME 


31.d 

32.c 

33.(p,q,7) = (17,717) e (p,q, r) = (19,5,19) 
34.d 

35.e 

36.e 

37.(m,n) € ((37,99); (—37, —99); (13,51); (—13, —51); (7,21); (— 7, —21)) 
38.d 

39. Demonstração 

40.(p,n,q) E {(5, 2, 13); (2, 8, 20); (3,4,15) 
41. Demonstração 
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9. Questões de Vestibulares Anteriores Resolvidas e 


Comentadas 


2/4 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


Questões ITA Comentadas 


19. (ITA/2002) 


Considere as seguintes afirmações sobre os números reais positivos: 
| Sex>4ey<2,entãox? — 2y > 12. 
Il. Sex > 4ouy < 2, então x? — 2y > 12. 
Ill. Se x? < 1 e y? > 2, então x? — 2y < 0. 
Então, destas é (são) verdadeira(s) 

a) Apenas l. 

b) Apenasle ll. 

c) Apenas lle III. 

d) Apenasle ll. 

e) Todas. 

Comentários 


“uam 


I. Temos duas inequações com o conectivo “e”, vamos verificar se a desigualdade é 
verdadeira: 
t>4>% > 16 
y < 2 > -y > —2 > —2y > —4 
Como a condição é x > 4e y < 2, podemos somar as duas inequações. Assim, obtemos: 
x? — 2y > 12 
«Verdadeira. 


II. A diferença nessa afirmação é a presença do conectivo “ou”. Essa afirmação diz que 
qualquer uma das proposições podem ser válidas para que x? — 2y > 12.Provamos na 
afirmação acima que as duas condições devem ser satisfeitas ao mesmo tempo para que a 
consequência seja verdadeira. 


“Falsa. 


Il. x2? < 1 
y? > 2 > y < —vV2 ou y > V2 
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Vamos usar y > v2 
y > V2 > -y < -V2 > —2y < -2V2 
Somando as duas inequações: 
x? — 2y < 1- 2V2 
Note que 2V2 = 2: 1,4 = 2,8 > 1 < 2V2 


Portanto: 
1- 2V2 <0 
x? — 2y < 1-2V2 <0 
x? —2y<0 
“Verdadeira. 


Gabarito: “d”. 
20. (ITA/2003) 


O número de divisores de 17640 que, por sua vez, são divisíveis por 3 é: 


N 
Bs 


a) 
b) 3 
) 4 
5 
72 


(e2) 


O 
(0.0) 


d 


D 


) 
e) 


Comentários 


A questão pede os divisores de 17640 que são divisíveis por 3. Vamos fatorar o número 
17640: 


17640 2 

8820 2 

4410 2 

2205 3 
735 3 
245 5 
49 7 
7 7 
1 
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Podemos escrever: 
17640 =22.32.5.72=2-2-2-3-3-5-7-7 


O número de divisores será dado pela quantidade de números diferentes que podemos 
formar com os fatores de 17640 e que possuem o 3 como fator. 


Neste caso, já que temos dois fatores 3, podemos formar números divisíveis por 3 e 
também por 9 (32). Então, já temos 2 casos diferentes. 


Os números podem possuir 2, 4 (22) e 8 (2º) como fatores ou também podem não 
possuir o 2 como fator. Logo, são 4 possibilidades nesse caso. 


Eles podem possuir o 5 como fator e também podem não possuir. Assim, são 2 
possibilidades. 


Por fim, podemos ter 7 e 7? como fator ou também podemos não tê-lo. Neste caso, temos 
3 possibilidades. 


Devemos multiplicar as possibilidades para cada número e, desse modo, calcular a 
quantidade: 


n=2:4:2-3 = 48 números divisíveis por 3 
Gabarito: “c”. 


21. (ITA/2005) 


Sobre o número x = 7 — 43 + 3 é correto afirmar que: 
a) x € ]0.2[ 


b) x é racional 


c) v2x é irracional 


d) x? é irracional 
e) x E€ 12,3 
Comentários 


Vamos fatorar o número x: 


re [1-43403 
|4 -4V3 +3+43 
J22 -2-243 +v3° +43 
lo = 5) +73 


(2-3) +/3=2 
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“* x é racional. 


Gabarito: “b”. 


22. (ITA/2005) 


O menor inteiro positivo n para o qual a diferença Vn — vn — 1 fica menor que 0,01 é 


Comentários 
A questão pede o menor inteiro positivo n tal que Vn — Vn — 1 < 0,01. 
Jn-vYn-1<0,01 


1 
vn -vn Ti a? 100 <= 
Podemos escrever = de outra forma: 
1 
Jn-n=1 
1 (Vn+vn-1) 
vVn-vn-1(vVn+vn-1) 
(Vn+vna =T) 
(vi -vn= 2) 
(vn +vn-1) 
(n-(n-1)) 
(Vn +vVn-1) 
1 
RR === (Vn+Vn-1) 
100<-— =(Vn+vVn-1) 
Yn+vVn-1> 100 
Note que: 
Vn > Vn-=1 > vVn+vVn >vVn-1+vVn > 2Vn >Vn-1+vVn 
2Vn > Vn- 1+ vn > 100 


2vVn > 100 > vn > 50 
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Para essa inequação, podemos elevar ambos os lados ao quadrado sem alterar a 
desigualdade: 


n > 2500 


Como n é um número inteiro e positivo, o menor valor que ele pode assumir é n = 
2501. 


Gabarito: “b”. 


23.(ITA/2012) 

Sejam 14,7, € r3 números reais tais quer, — 1, er; + 1, + 73 são racionais. Das afirmações: 
l. Ser; é racional ou r, é racional, então r é racional; 

Il. Se r3 é racional, então 7, + 7; é racional; 

III. Se r} é racional, então 7, e r são racionais, 


É (são) sempre verdadeira(s) 


a) Apenas. 
b) Apenas ll. 
c) Apenas ll. 


o 


) 
) Apenasle ll. 
e) Lilet. 
Comentários 

l. ri — n é racional. 

Se 7, é racional, então 7, — n é racional > r, é racional. 

Se r, é racional, então 7, — 7, é racional > r; é racional. 

Logo, r; e n são racionais. 

ri + +n é racional > r é racional. 
“Verdadeira. 
Il. r3 é racional 
(ri +r) +r é racional > (ri + r2) é racional 

“Verdadeira. 

HI. Da Il sabemos que 74 + 7 é racional e do enunciado r; — r, é racional. 

Vamos somar as duas expressões: 


(n+r)+(n—r) 
2 
rı é a soma de dois números racionais, logo ele também é racional. 


(nty)+(n-n)=2n>n= 


Subtraindo as duas expressões: 
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(nm +r)-—(n—r) 
2 
T> é a subtração de dois números racionais, portanto ele é racional. 


(nr+tr)-(nr-n)=2n>rn= 


“Verdadeira. 


Gabarito: “e”. 


24. (ITA/2013) 


Seja n > 6 um inteiro positivo não divisível por 6. Se, na divisão de n? por 6, o quociente é um 
número ímpar, então o resto da divisão de n por 6 é 


a) 1 

b) 2 
E) 3 
d) 4 
e) 5 


Comentários 
n é um inteiro positivo não divisível por 6, então podemos escrever: 
n = 6q +r,r E [1,5] 
r é o resto da divisão de n por 6 


Na divisão de n? por 6, o quociente é um número ímpar. Vamos elevar o nosso n ao 
quadrado e analisar o quociente: 


2 = (6q +r)? = 36q? + 12qr + r? = 6(6q? + 2qr) +r? 
Vamos reescrever r°: 
2 = 6q +r 
q' é o quociente da divisão de r° por 6 e r' é o resto dessa divisão. 
2 = 6(6q? + 2qr) +r? 

2 = 6(6q? + 2qr) + 6q' +r' 

2 = 6(6q? + 2qr +q) +r 
O nosso quociente da divisão de n? por 6 é: 

6q? + 2qr + q' = 24Bq +r) +q' 


O quociente é um número ímpar, isso implica que q' é ímpar já que 2q (3q +r) é um 
número par. 


Das condições de r E [1,5]: 


r=1>r?=1 


2 = 6q' +r'>1=6q' +r'>q' =0er'=1 
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r=2>r"=4 


r=6q'+r'>54=6q'+r'>5q'=0er'=4 


r=3>r"=9 


r? = 6q rr =9=6 +r'>q' =1er'=3 


r=4>»r?=16 


r=6q'+r'>516=6q'+r'>q'=2er'=4 


r=5>5rº=25 


r=6q'+r'>525=6q'+r'>q'=4er'=1 
Como q' é ímpar > q'=1>r=3. 


un 
c. 


Gabarito: 


25. (ITA/2014/Modificada) 


Das afirmações: 
l. Sex,y E R\Q, com y + —x, então x + y E RIQ 
Il. Sex E Qey E RIQ, então xy E R\Q 
É (são) verdadeira(s): 
Comentários 
x,y ERIQ>x+y E RIQ 
A afirmação diz que se x e y são irracionais, a x + y também será. 
Vamos supor x = 1 + V2e y=1- 2, ambos são irracionais. 
Somando os dois, temos: 
x+y=(1+v2)+(1-vV2)=2€Q 
x + y é racional 
“Falsa. 
llxeQey E R\Q > xy E RIQ 
Vamos tomar x = 0 € Q e y = V2 € R\Q, então xy será: 
xy=0:/2=0€Q 


xy é um número racional 
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“Falsa 
Gabarito: |. Fell. F 
26. (ITA/2017/Modificada) 


Das afirmações: 


|. Todo número inteiro positivo pode ser escrito, de maneira única, na forma 281 (2m — 1), 
em que k em são inteiros positivos 


Il. Existe um número inteiro primo p tal que Jp é um número racional 
É (são) verdadeira(s) 
Comentários 

|. Suponha n EZ,,n=2"1(Qm-1)comk,meEZ.. 

Vamos analisar os fatores de n. 

n= qt [em — ) 
par ímpar 
Perceba que temos dois fatores em n, um par e um ímpar. 
2*-1 pode assumir os valores: (1, 2,4,...), ele é a parte par. 


2m — 1 pode assumir os valores: (1,3,5,7,...). Ele é a parte ímpar, pois 2m é um 
número par e subtraindo 1 deste número, temos um número ímpar. 


Note que podemos representar todos os números inteiros positivos nesse formato de 
número. 


Para representar números pares, fazemos k + 1 e obtemos múltiplos de 2: n = 
281 (2m — 1). 


Para os ímpares, fazemos k = 1 e obtemos números ímpares: n = 2º(2m — 1) = 2m — 


“Verdadeira. 
Il. Pela definição de número irracional, sabemos que se p é primo então pé irracional. 
“Falsa. 

Gabarito: I. V II. F 

27. (ITA/2018) 


Se x é um número real que satisfaz x? = x + 2, então x1º é igual a 
a) 5x2 +7x+9 

b) 3x2 +6x+8 

c) 13x? + 16x + 12 
d) 7x2 +5x+9 

e) 9x? +3x+4+ 10 
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Comentários 
Vamos elevar x? = x + 2 ao cubo usando o produto notável: 
(a + b)? = a? + b? + 3ab(a + b) 
(x?) = (x + 2)’ 

x? = x? +2? + 6x(x +2) 
x? = x? +8 + 6x? + 12x 

? = x? + 6x? + 12x +8 


Multiplicando os dois lados da equação por x para obter x1º: 


xX 


xx = (x? + 6x? + 12x + 8)x 
x1? = x! + 6x? + 12x? + 8x 
Vamos simplificar a equação, fazendo x? = x + 2 dado no enunciado: 
x1? = x(x?) + 6x? + 12x? + 8x 
x1? = x(x + 2) + 6(x + 2) + 12x? + 8x 
x1? = x? + 2x + 6x + 12 + 12x? + 8x 
x1? = (x? + 12x?) + (2x + 6x + 8x) + 12 


xt? = 13x? + 16x + 12 
Gabarito: “c”. 


28. (ITA/2019/Modificada) 


Considere as seguintes afirmações: 
1 


Z ; a 1 
|. Sen é um número natural, então — + store 
n+1 n+2 2n 


=o 
2 
Il. Se x é um número real e x? + x + 1 = 0, então x? ++ = 0. 
É (são) verdadeira(s) 
Comentários 


|. Verdadeira. 


. o a” f 
Devemos supor n + 0, pois caso contrário z não poderia ser calculado. 


(o) O FIQUE 
va ATENTO! 


Não foi fornecido a informação na prova sobre o O ser ou não um número natural. Abaixo 
as notações da prova de Matemática de 2019: 
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MATEMÁTICA 
Notações 
R : conjunto dos números reais 
i : unidade imaginária i? = —1 
det(M) : determinante da matriz M 
M! : inversa da matriz M 
MT : transposta da matriz M 
AB : segmento de reta de extremidades nos pontos A e B 
[a,b) =(reR:a<r<b) 


Observação: Os sistemas de coordenadas considerados são os cartesianos retangulares. 


Na prova de 2008, o ITA considerou O E N. Veja: 


NOTAÇÕES 
N={01 23-3} i : unidade imaginária; i = —1 
Z : conjunto dos números inteiros |z| : módulo do número z € C 
R : conjunto dos números reais zZ : conjugado do número z € C 
C : conjunto dos números complexos Rez : parte real de z € C 
0 : conjunto vazio Imz : parte imaginária de z € C 
[a,b] = {xr ER; a<zx<b} I : matriz identidade 
(a,b)=)a,b|l=(veR;a<r<b) A`! : inversa da matriz mversível A 
fa, b) = [a, b| = {x E€ R; a < x < b} A : transposta da matriz A 
(a,b] = ]a,b] = {x E R; a < x < b} det A : determinante da matrız A 
A—B={x€ A; x¢bB} AF  : complementar de A 


P(A) : coleção de todos os subconjuntos de A 


AB : segmento de reta unindo os pontos 4 e B 
AB : arco de circunferência de extremidades A e B 


Observação: Os sistemas de coordenadas considerados são cartesianos ortogonais. 


Por isso, devemos sempre ler as notações fornecidas na prova antes de resolver as 
questões. No caso da prova de 2019, como a informação não foi fornecida, fizemos a suposição 
de quen 0. 


Note que: 
1 1 1 1 
a no no mn 
Então: 
1 1 
nti 2n 
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1 1 


2n 2n 
Somando todas essas relações, obtemos a seguinte desigualdade: 
1 1 1 1 1 1 
nti nez? mn m m “Tm 
n termos n vezes 
1 pt pugio tnl 
n+1 n+2 2n 2n 2 


Il. Errada. 


Vamos manipular a equação x? + x + 1 = 0 e tentar chegar à x? + - + = = 0. 


x?’ +x+1=0 
Dividindo a equação por x: 

x? x 1 

—+-+-=0 

x xXx X 
Simplificando: 

x?+1+-=0 

x 

Isolando os termos x? + Z; 

x +-=-1 


Somando — nos dois lados da equação: 
X 
Te- 142 
x +-+— =- — 
x xê x6 
O problema diz que x? + - + = = 0, então: 
-1+5=054º = 1,x = +1 parax E R 
Mas para x = +1,x? +x+1 #0 
Logo, a assertiva está errada. 


Gabarito: “I”. 
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29. (ITA/2019/Modificada) 
Considere as seguintes afirmações: 


|. A soma dos cubos de três números inteiros consecutivos é divisível por 9. 


T 345 145 
A 2 32 


É(são) verdadeira(s) 


Comentários 
|. Verdadeira. 


Seja a E€ Z. Vamos tomar os inteiros consecutivos (a — 1,a,a + 1), a soma dos seus 
cubos resulta: 


(a — 1)? +a? + (a+1) 
a? — 3a? + 3a — 1 + a? +a? + 3a? +3a +1 
3a? + 6a 
3a(a? + 2) 


Devemos provar que para qualquer a E Z, o valor 3a (a? + 2) é divisível por 9. 


a)a = 3k,k E Z. Valores (0, +3, +6, +9, ..., £3k) 
3a(a? + 2) 
3(3k)((3k)? + 2) 
9k (9k? + 2) é divisível por 9 


b)a = 3k + 1,k E Z. Valores (1, 4,7, 10, ...,3k + 1) e (—2, —5, —8, ...,—3k + 1) 
3a(a? + 2) 
3(3k + 1)((3k + 1)? + 2) 
3(3k + 1)(9k? + 6k + 1 +2) 
9(3k + 1)(3k? + 2k + 1) é divisível por 9 


c)a = 3k + 2,k E Z. Valores (2,5,8, ...,3k + 1) e (—1, —4, —7, ...,—3k + 1) 
3a(a? + 2) 
3(3k + 2)((3k + 2)? + 2) 
3(3k + 2)(9k? + 12k + 4 + 2) 
9(3k + 2)(3k? + 4k + 2) é divisível por 9 


Il. Verdadeira. 
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145 (8) 1+5+2/5 [64245 |3+v5 
DOM 4 Sica a 


Gabarito: “I e II”. 


30. (ITA/2019) 


Um número natural n, escrito na base 10, tem seis dígitos, sendo 2 o primeiro. Se movermos 
o dígito 2 da extrema esquerda para a extrema direita, sem alterar a ordem dos dígitos 
intermediários, o número resultante é três vezes o número original. Determine n. 


Comentários 
Se n está na base 10 e possui 6 dígitos, sendo 2 o primeiro, podemos escrever: 
n=2-108+a-10!+b-10+c-102+d-10!+e-10º 


xX 
Chamando de x o número formado por a-1044+b-102+c-102+d-101+e-10º, 
temos: 


n=2:10º+x 
Fazendo a mudança de ordem conforme o enunciado, obtemos um novo número natural m: 
m=10:x+2 
A questão diz que m = 3n, logo: 
10x4+2=3(2:105 +x) > 7x = 2(3 105- 1) x = E L 85714 


Então, n é dado por: 
n=2-10º + 85714 


n = 285714 


Gabarito: n = 285714 


Questões IME Comentadas 


31. (IME/2019) 


Aristeu e seu irmão nasceram nos séculos XX e XXI, respectivamente. Neste ano, 2018, os dois 
já fizeram aniversário e a idade de cada um deles é a soma dos três últimos dígitos do ano de 
seu respectivo nascimento. Qual é a soma das idades dos dois irmãos? 
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Comentários 


Vamos analisar o enunciado. Aristeu nasceu no século XX, então, ele nasceu entre 1901 e 
2000. Seu irmão nasceu no século XXI, logo, ele nasceu entre 2001 e 2100. Se no ano de 2018, os 
dois já fizeram aniversário e a idade de cada um deles é a soma dos últimos dígitos do ano de seu 
respectivo nascimento, podemos fazer as seguintes deduções: 


1) A maior idade que Aristeu pode ter é 27 anos (nascimentoem 1999 ) 
9+9+9=27 


Nesse caso, Aristeu teria 19 anos no ano de 2018. Desse modo, ele nasceu antes de 1999. 
Para descobrir essa idade, podemos dizer que ele nasceu no ano de 1999 — x e, assim, temos: 


Soma dos três últimos algarismos para x E [0;9])e x E N: 
1999 — x > 9 + 9 + 9 — x = 27 — x anos 

Idade desde o nascimento 1999 — x até 2018: 

19 + x anos 
Igualando essas idades, descobrimos x: 

27 —- x =19+x 
2x = 8 
x =4 


Logo, ele nasceu no ano de 1995 (completa 23 anos até 2018 e a soma dos algarismos é 9 + 
9+5 = 23). 


Usando o mesmo raciocínio, vamos calcular a idade do seu irmão. Já que ambos fizeram 
aniversário, vamos supor que seu irmão nasceu em 2017: 


2) Seu irmão nasceu em 2017 
Soma dos três últimos algarismos: 
2017 > 0+1+7 = 8 anos 
Mas, até 2018, ele terá apenas 1 ano. Logo, ele nasceu em 2017 — y. 
Para y € [0;7]ey EN: 
Soma dos três últimos algarismos: 
2017 -y50+1+7-y=8-yanos 
Idade desde o nascimento 2017 — y até 2018: 
1 + y anos 
Igualando as idades: 
8-y=1+y 
2y=7 
y=3,5 
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y deve ser um número inteiro, então, seu irmão nasceu antes de 2010. Vamos supor que ele 
tenha nascido em 2009 — y: 


Para y € [0;9]e y EN: 
Soma dos algarismos: 
0+0+9-y=9-y 
Idade até 2018: 
9+y 
Igualando as idades, vemos que y = 0 e, assim, seu irmão nasceu em 2009 e tem 9 anos. 
Portanto, a soma da idade deles é: 
23 +9 = 32 


*Observações: A resolução deste exercício está longa apenas para que você entenda o 
raciocínio. Na hora da prova, bastaria que você encontrasse um ano que satisfizesse as condições do 
problema (soma dos três últimos algarismos do ano de nascimento = idade até o ano de 2018). 


Gabarito: “d”. 


32. (IME/2018) 
Se X e Y são números naturais tais que X? — Y? = 2017, o valor de X? + Y? é: 
a) 2008010 
b) 2012061 
c) 2034145 
d) 2044145 
e) 2052061 
Comentários 

Do enunciado, temos: 

X? — Y? = 2017 
Vamos fatorar a equação: 
(X —-Y)(X +Y) = 2017 


Analisando o número 2017, podemos perceber que ele é um número primo. Então, ele é 
divisível por 1 e por ele mesmo. Vamos analisar o produto (X — Y)(X + Y): 


XY EN>X-Y<X+Y 


A expressão (X — Y)(X +Y) é um produto de fatores naturais e como 2017 é primo, 
podemos afirmar que esse produto possuirá a forma: 


(X —-Y)(X +Y) = 1-2017 
Então, podemos escrever: 
X-—-Y=1 
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X +Y = 2017 
Somando as duas equações, encontramos X: 
2X = 2018 > X = 1009 
EY: 
X-Y=15Y=X-1>5Y= 1008 
Com os valores de X e Y, vamos encontrar o valor da expressão pedida: 
X? + Y? = 1009? + 1008? = 1018081 + 1016064 = 2034145 
+ X? + Y? = 2034145 
Gabarito: “c”. 


33. (IME/2018) 


Determine todos os números primos p,q e r tais que 35p + 11pq + qr = pqr. 
Comentários 
Considerando p,g,r EN. 


A questão nos dá uma equação e pede para encontrar 3 variáveis. Vamos tentar encontrar 
alguma relação com a equação dada: 


35p + 11pq + qr = pqr 
Perceba a presença do número p na equação: 
35p + 11pq + qr = pqr 
Vamos dividir a equação por p: 
35p + 11pq +qr par 
p T 


qr 
a rf 


Kid 35-11 
D=gr-35-11q 
p 


O enunciado pede para encontrar p,q,r primos. Analisando a expressão gr — 35 — 11q, 
Z . E a r Z 
vemos que se trata de um número inteiro. Desse modo, podemos afirmar que = também deve ser 


inteiro. Assim: 


plar 
p deve dividir gr 


Sendo todos primos, temos apenas duas possibilidades: 


1)p=q 
2)p=r 
Vamos testar as possibilidades: 
1)p = q: 
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35p + 11pq + gr = pqr 
35q + 11q? + qr = q°r 
q(35 + 11q +r) = q(qr) 
q + 0, pois q é primo. 
35+ 11q +r = qr 
r+35=qr-—11q 
r+35=q(r-—11) 
Dessa equação, temos 2 possibilidades: 


*Ainda não vimos como resolver equações racionais, veremos na aula de funções racionais. 
Por enquanto saiba que antes de isolar q, devemos considerar a possibilidade de r — 11 ser zero. 


r—-11=0 
Ou 
r+35 
1o rii 
Ser—11=0: 
r= 11 
Para a equação ser verdadeira, q(r — 11) = r + 35 = 0: 
r= -35 + 11 
Desse modo r + 11: 
r+35 
“e qo 
r— 11+46 L 46 


SE = 
q r—11 "5 


q primo => r — 11 divide 46 
Eai T e 46 : : 
Como q é primo natural, — deve ser positivo (caso contrário, 1 + = Seria negativo). 


Assim, r — 11 é positivo e deve pertencer ao conjunto de divisores de 46: 
r— 11 E {1,2,23,46} 
Possibilidades: 
r—11= 1 &r = 12 não é primo 
r—11=2 r= 13 é primo 
r— 11 = 23 & r = 34 não é primo 
r— 11 = 46 & r = 57 não é primo 
Assim, a única possibilidade é r = 13. Substituindo na equação abaixo: 


_r+35 
157211 
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EO em a ara 
13-11 27 não é primo 


Portanto, não temos solução para o caro p = q. Vamos tentar a outra possibilidade. 


2)p =r: 
35p + 11pq + qr = pqr 
35r + 11qr + qr = qr? 
r(35 + 12q) = (qr)r 


r + 0, pois r é primo. 


qr = 35 + 12q 
35 
q p= 
r — 12/35 


r— 12 €(1,5,7,35) 
r—12= 1 &r = 13 é primo 
r—12=5 r= 17 é primo 
r—12=7 r= 19 é primo 
r— 12 = 35 © r = 47 é primo 


Testando os valores: 


35 
r = 13 > q == 35 não é primo 
35 S 
aT DE pino 
5 Vo 
r=196q=--=5éprimo 


35 
r=47 6 q = zg = 1 não é primo 


Portanto, encontramos 2 soluções: 
(p,q, r) = (17,7,17) 


(p,q, r) = (19,5,19) 
Gabarito: (p, q,r) = (17,7,17) e (p,q,r) = (19,5,19) 
34. (IME/2018) 


A soma dos algarismos de X com a soma dos quadrados dos algarismos de X é igual a X. Sabe- 
se que X é um número natural positivo. O menor X possível está no intervalo: 


a) (0,25] 
b) (25,50] 
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c) (50, 75] 
d) (75,100] 
e) (100, 125] 
Comentários 
Sendo X E N,, podemos escrever: 
X = 040,-4 -- 049 
a; E€ [0,9],i E [0,n] 
Do enunciado: 
X = ao +a, +-+ an- + an +a +a? +e +a +a? 
Escrevendo X em função das potências decimais: 
X = a910? + a410! + -+ ap-110"7t + a10” 
Igualando as duas expressões de X: 
ao +a + +a- tan tak +a +-+ a +a? = 
a10? + a110! +---+a,. 410771 + a 10” 
Vamos juntar e fatorar cada algarismo de X: 


(ao + aĉ — aç10) + (a; + a? — a101) + © + (a, q + aĉ_1 — ap 410771) 
+(a, + a — a,107) = 0 


ao(1 + a — 10°) + a (1 + a — 10t) + -+ an-1(1 + ap-1 — 10%7t) + a (1 + ap — 10”) =0 
Dessa forma, encontramos as seguintes possibilidades: 
aq =0 
ou 
1+a9-10º=0>4,=0 
q =0 
ou 
1+a,-101=0>5a,=9 
a, =0 
ou 


1 +a, — 10? = 0 > a, = 99 (não convém) 


an- = 0 
ou 
1+ an-ı — 10%7t = 0 > ap-1 = 10%! — 1 (não convém) 
an= 0 


ou 
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1+a,-10"=0>a,=10”-—1 (não convém) 
Se X EN,,X = 0, a solução de X é: 
q =9 
do, A2, A3, ..., An E {0} 
> X = q,10 = 90 
X e (75,100] 

Gabarito: “d”. 

35. (IME/2018) 


Seja x um número natural maior que 2. Se a representação de um numeral N na base x é 1041 
e na base x — 1 é 1431, então a sua representação na base binária é: 


a) 10001111 
b) 11011011 
c) 11100111 
d) 11011110 
e) 11110001 
Comentários 
Lembrando do capítulo de mudança de base: 
Um número na base b pode ser escrito no sistema decimal da seguinte forma: 
(anan-1 ---d1ao)p = anb” + ap-1b™t + es + abt + agb?’ 


Do enunciado: 


N, = 1041 
Ne-4 = 1431 
Vamos representar N no sistema decimal. 
De N,: 
N=1:22+0:x2+4:x1+1:xº =x? +4x+1 
De Ny.a: 


N=1:(x-1+4:(x—-1)2+3:(x—-1)!+1:(x—1)º = 
x —-3x2+3x—-14+4(xº-2x+D+3(x—- D)+1= 
x? — 3x? + 3x — 1 + 4x? -8x+4+3x—-3+1= 
x? +x? —2x+1 
Igualando as duas expressões, obtemos: 
x? +4x+1=x? +x? —2x+1 


>x? —6x=0 
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>x(x—-6)=0 
x=0o0oux=6 
Comox ENex>2Z: 
x=6 
Vamos encontrar o valor decimal de N: 
N =x? +4x+1=6?+4:6+1= 216 +24+1 = 241 


Para transformar N em binário, podemos dividi-lo por 2 sucessivamente ou escrevê-lo em 
função das potências de 2 (já que os algarismos só podem assumir os valores 1 ou 0). 


Por divisão sucessiva: 


1 120 2 
0 60 2 
0 30 2 
0 15 2 
1 7 2 
1 3 2 

I 1 2 

1 0 


N, = 11110001 
Para escrever em função das potências de 2, podemos analisar da seguinte forma: 
Vemos a maior potência que é menor ou igual ao número: 
27 = 128 < 241 
Subtraímos 1 do expoente da potência de 2 e somamos à potência acima: 
26 = 64 > 2” + 26 = 128 + 64 = 192 < 241 


Como o resultado continua menor que o número, seguimos somando as potências de 2 até 
formar o número dado: 


27 +26 +25 = 192 + 32 = 224 < 241 
27 +26 +25 +24 = 224 + 16 = 240 < 241 
27 +26 + 2° +24 + 23 = 240 + 8 = 248 > 241 
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Agora, a soma resultou em um número maior que 241. Devemos passar para a próxima 
potência e ir tentando até formar o número. 


Perceba que falta apenas 1 no número, assim: 
27 +26 +25 +2* + 2° = 241 
Escrevendo 241 em função de todas as potências de 2, temos: 
241 =1:27+1:26+1:25+1:24+0:23+0:-22?+0:-21+1-2° 
> 241 = (11110001), 


Esse método se baseia na tentativa e erro. Funciona bem para os binários, já que os 
algarismos apenas assumem os valores 1 ou 0. 


Gabarito: “e”. 


36. (IME/2016) 


Sabendo-se que m e n são inteiros positivos tais que 3™ + 14400 = nº, determine o resto da 
divisão dem + n por 5. 


a) O 
b) 
c) 
) 
e) 4 
Comentários 


Quando o IME nos dá uma equação e pede para encontrar os valores das variáveis, devemos 
tentar fatorar a equação e tentar encontrar alguma relação entre as variáveis. Vamos analisar a 
equação dada: 


3™ + 14400 = n? 


Perceba que 14400 = 1202. Temos n? no outro lado da equação, se passarmos 1202 para o 
outro lado da equação, teremos uma diferença de quadrados: 


3™ = n? — 120? 
3™ = (n — 120)(n + 120) 


Como m e n são inteiros positivos, o produto (n — 120)(n + 120) será uma potência de 3 
(devido à igualdade 37"). Então, vamos escrever n — 120 en + 120 como potências de 3: 


n — 120 = 3* 
n + 120 = 37 
=> 3™ = 3*3 = 
m=x+y 
Fazendo 3” — 3*, encontramos: 


37 — 3* = 240 
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Colocando 3* em evidência: 
3*(37* — 1) = 240 
Temos 3” do lado esquerdo e 240 do outro. 
240 é múltiplo de 3: 
240 =3-80 
= 3*(37*-1)=3-:80 


Como 80 não é múltiplo de 3, a única possibilidade de solução é: 


ss =J=4=1 
37*-1=80 
3771 = 81 = 34 


y-1=45y=5 
Com isso, encontramos m: 
m=x+ty=1+5=6 
Substituindo na equação do problema: 
3º + 14400 = nº 
n = 729 + 14400 = V15129 = 123 
*Para encontrar raiz quadrada de números muito grandes, fazemos por tentativa e erro. 
A questão pede o resto dem + n por 5: 
m +n = 123 + 6 = 129 
129 = 4(mod 5) 


Gabarito: “e”. 


37. (IME/2016) 


Seja a equação n? — 7m? = (5m — 2n)? + 49. Determine todos os pares inteiros (m, n) que 
satisfazem a esta equação. 


Comentários 
Precisamos encontrar os valores de m, n. Do enunciado: 
n? — 7m? = (5m — 2n)? + 49 
nº — 7m? = 25m? — 20mn + 4n? + 49 
n? — 7m? — 25m? + 20mn — 4r? = 49 
—3n? + 20mn — 32m? = 49 
> 3n? — 20mn + 32m? = —49 
Vamos fatorar a expressão 3n? — 20mn + 32m?: 
3n? — 12mn — 8mn + 32m? = 3n(n — 4m) — 8m(n — 4m) = (3n — 8m)(n — 4m) 
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Dessa forma, encontramos: 
(3n — 8m)(n — 4m) = —49 
Como m,n são inteiros, temos que: 
3n — 8m é inteiro 
n — 4m é inteiro 
Então, esses números devem ser iguais aos divisores de —49. 
Divisores de —49 pertencem ao conjunto {+1, +7, +49}. Vamos analisar as possibilidades: 
( 3n- 8m = 1 
n — 4m = —49 
Esse é um sistema linear com 2 equações e 2 variáveis. Estudaremos sistemas lineares em 
uma aula específica. Vamos resolvê-la pelo método do escalonamento. Esse método se baseia em 
simplificar o sistema linear através da manipulação das equações. 


Vamos multiplicar a segunda equação por 2: 
f 3n-8m=1 (D 
2n — 8m = —98 (II) 


Fazendo (1) — (IT): 
n = 99 
Substituindo na equação II: 
99 — 4m = —49 
4m = 148 > m = 37 
Solução: 
(m,n) = (37,99) 


E — 8m = —1 
n — 4m = 49 
Resolvendo por escalonamento: 
E — 8m = —1 
2n — 8m = 98 
n = —99 


—99 — 4m = 49 > m = —37 
m,n) = (—37,— 
( ) = (—37,-99) 
ES 
n — 4m = —1 2n — 8m = —2 
n=51 
51 — 4m = —1 > m = 13 
(mn) = (13,51) 
Po 
n—-4m=1 2n — 8m = 2 
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n = —51 
—51 — 4m = 1 
m = —13 


(m,n) = (—13, —51) 
E =[ 3n— 8m = 7 


n — 4m = -7 2n — 8m = —14 
n= 21 
21-4m=-73m=7 
(m,n) = (7,21) 

RS caca, 
n— 4m =7 2n — 8m = 14 
n = —21 
—21— 4m =7 
m = -7 


(m,n) = (—7,-21) 
Gabarito: (m, n) € {(37, 99}; (—-37, —99); (13,51); (—13, —51); (7,21); (7, —21)} 
38. (IME/2015) 


Quantos restos diferentes são possíveis da divisão de n? por 11, sendo n um número natural? 
a) 3 
b) 4 
c) S 
d) 6 
e)7 
Comentários 

Vamos usar congruência. 

n =r (mod 11) 
r é o resto da divisão de n por 11. 
r E {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 
Usando a propriedade da potência, temos: 
n? = r? (mod 11) 
Encontrando os restos: 
r=0: 
n? = 0? = 0 (mod 11) 


r=1: 
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n? = 1? = 1 (mod 11) 


r=2: 
n? = 2? = 4 (mod 11) 
r=3: 
n? = 3? = 9 (mod 11) 
r=4: 
n? = 4? = 16 (mod 11) 
16 = 5 (mod 11) 
r=: 
n? = 5? = 25 (mod 11) 
25 = 3 (mod 11) 
r= 6: 
n? = 6? = 36 (mod 11) 
36 = 3 (mod 11) 
r=7: 
n? = 7? = 49 (mod 11) 
49 = 5 (mod 11) 
r=8: 
n? = 8? = 64 (mod 11) 
64 = 9 (mod 11) 
r=9: 
n? = 9? = 81 (mod 11) 
81 = 4 (mod 11) 
r= 10: 


n? = 10? = 100 (mod 11) 
100 = 1 (mod 11) 
Os diferentes valores de resto são: 0, 1, 4,9, 5,3. 
Gabarito: “d”. 
39. (IME/2012) 


Sejam r e s E Z (inteiro). Prove que (2r + 3s) é múltiplo de 17 se e somente se (9r + 5s) é 
múltiplo de 17. 


Comentários 
Queremos provar: 
17|(2r + 3s) & 17|(9r + 5s) 
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Vamos criar uma equação com as expressões (2r + 3s) e (9r + 5s) de tal forma que apareça 
algum termo múltiplo de 17. 


Multiplicando a expressão (2r + 3s) por 5 (coeficiente de s de 9r + 5s): 
5(2r + 3s) = 10r + 15s 
Agora, multiplicando (9r + 5s) por 3 (coeficiente de s de 2r + 3s): 
3(9r + 5s) = 27r + 15s 
Perceba o fator 17 na segunda expressão: 
27r + 15s = 17r + 10r + 15s 
Podemos escrever a igualdade: 
27r + 15s = 17r + 10s + 15s 
3(9r + 5s) = 17r + 5(2r + 3s) 


Como 3 e 5 não é múltiplo de 17, então (9r + 5s) é múltiplo de 17 se, e somente se, (2r + 
3s) é múltiplo de 17. 


Gabarito: Demonstração. 


40. (IME/2010) 


Seja a equação p” + 144 = q?, onde n e q são números inteiros positivos e p é um número 
primo. Determine os possíveis valores de n, p e q. 


Comentários 
Perceba que 144 = 12?. Vamos passar 144 para o lado de q? para fatorar a expressão: 
p” = q? — 144 
p” =qº — 12? = (q — 12)(q + 12) 
Comon,q E Z, ep é primo, (q — 12)(q + 12) deve ser positivo e inteiro. 
Escrevendo q — 12 e q + 12 como potências de n: 
q— 12 = p* 
q +12 = p” 
q—12<q+12>p* <p >x<y 
p” =p*p =p" >n=x+y 
Fazendo p” — p*: 
p% — p” = 24 
Evidenciando p*: 
p'(p?* — 1) = 24 
Vamos fatorar 24 para analisar melhor a equação: 
p(p*-1)=1:2:2:2-3 


Como p* é potência de primo, ele não divide p”"* — 1. Então: 
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mdc(p*,p”*—-1)=1 
Isto é,p*ep”* — 1 são primos entre si. 
As possibilidades são: 
)p*=1ep”*-1=24 
p'eloxeso 
pP*-1=24>5p'=25>5p=5ey=2 
n=x+y3n=2 
q — 12 = p* > q = 12 + p“ 
q=12+5°>q=13 
2)p* = 2? e p =j=Ss 
pP=2509=2ex=3 
p™*-1=3s 27 =2 >y=5 
n=x+y>n=8 
q =12+p*=12+2? sq = 20 
3) p* = 3 e p”™* = 2’ 
p*=3>p=3ex=1 
p?™ -1 = 2? > 37t = 9 = 3? > y =3 
n=x+ty>n=4 
q=12+p"=12+3!>q=15 
4)p"=24ep”*=1 
p'=24=8:3 
Não há solução nesse caso, pois 24 não é potência de primo. 
Portanto, a solução do problema é dada por: 
(p,n,q) E {(5, 2, 13); (2, 8, 20); (3,4,15)) 
Gabarito: (p,n, q) € {(5, 2, 13); (2, 8, 20); (3, 4,15)} 
41. (IME/2001) 


Provar que para qualquer número inteiro k, os números k e kº terminam sempre com o 
mesmo algarismo das unidades. 


Comentários 
Vamos provar primeiramente para os naturais. 
Seja x,a E Nea E [0,9]. Yx E N, temos: 
k = +(10x + a) 


Perceba que 10x é a parte do número sem o algarismo das unidades e a é o algarismo das 
unidades. 
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Yk E Z, temos: 
k” = [+(10x + a)]º = +[(10x)º + 5(10x)4 + 10(10x)2a? + 10(10x)2aº + 5(10x)a! + aë] 


*Essa expressão poderia ser encontrada desenvolvendo a potência e simplificando ou usando 
diretamente o Binômio de Newton (muito útil para calcular expressões da forma (x + y)”). 
Estudaremos esse método na aula de Análise Combinatória. 


kë = +[10(104xº + 5 - 103x4 + 10 -102xºa? + 10-10x2aº + 5xa!) + aº] 
Vamos escrever y = (10txº + 5: 10°x* + 10: 102x%a? + 10: 10x2a? + 5xa*) EN: 
> kë = +(10y + q”) 
Dessa forma, precisamos analisar se a” possui o mesmo algarismo das unidades de a. 
Devemos provar para cada caso de a E [0,9]. Usando congruência: 
a=0=>aº=0º=0=oOmod 10) 
q=1>0=1"=15 1(mod 10) 
a = 2 > ař = 2" = 32 = 2(mod 10) 
a = 3 > a? = 37 = 243 = 3(mod 10) 
a = 4 > a? = 4? = 1024 = 4(mod 10) 
a = 5 > a? = 57 = 3125 = 5(mod 10) 
a = 6 > a? = 6? = 7776 = 6(mod 10) 
a = 7 > a = 7* = 16807 = 7(mod 10) 
a = 8 > a? = 87 = 32768 = 8(mod 10) 
a = 9 > aë = 9? = 59049 = 9(mod 10) 
Assim, Yk E Z, k e kº possuem o mesmo algarismo das unidades. 
Outra solução: 


Yk E Z, se k e kº tem o mesmo algarismo das unidades, podemos escrever: 


k=10x+a 
k*=10y+a 
a E [0,9] 


A diferença entre eles é dada por: 
kë — k = 10(y — x) 


Então, se ambos tem o mesmo algarismo das unidades, devemos provar que a diferença kº — 
k é um múltiplo de 10. Para isso, basta provar que essa diferença é um múltiplo de 2 e de 5, 
simultaneamente. 


Vamos fatorar a diferença: 
k'—-k=k(kt-1)=k(k + 1)(k? — 1) = k(k? + D(k + 1)(k — 1) 
> (k? + D(k — Dk(k +1) 
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Note a presença de números consecutivos: 
(k? + D(k — Dk(k + 1) 


Sendo k E Z, entre esses números consecutivos, um deles será par. Logo, essa expressão é 
um múltiplo de 2. 


Para provar a multiplicidade por 5, podemos usar o Corolário do Teorema de Fermat: 

a” = a (mod p) 
Perceba que 5 é um número primo. Podemos escrever: 

k” = k (mod 5) 
Dessa forma: 

kë — k = 0 (mod 5) 
> kë — k é múltiplo de 5 
« k? — k é par e múltiplo de 5 > ele é múltiplo de 10 


Gabarito: Demonstração. 


10. Considerações Finais da Aula 


Chegamos ao final da nossa aula. Relembramos conceitos estudados no ensino fundamental 
e, também, aprofundamos o nosso conhecimento em alguns assuntos. 


Nessa aula, estudamos álgebra e aritmética elementar. Quero que você se acostume com as 
notações matemáticas e saiba trabalhar com expressões algébricas. Isso nos ajudará a resolver e a 
entender as questões do ITA e do IME. 


Lembre-se! Treine o maior número de exercícios que você conseguir! A minha missão é passar 
todo o meu conhecimento para ajudá-lo a alcançar sua aprovação no ITA e no IME! 


Eu sei que o caminho para a aprovação é árduo, mas comentarei o maior número de questões 
e passarei todos os bizus que precisei para minha aprovação. 


Conte comigo nessa jornada. Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões entre em contato pelo 
fórum de dúvidas do Estratégia ou se preferir: 
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Introdução 


Nessa aula estudaremos sequências. Veremos conceitos de progressão aritmética, 
progressão geométrica, progressão aritmética geométrica e séries telescópicas. 


Esse assunto é muito recorrente nas provas do ITA e do IME. Para o ITA, o estudo de PA, PG 
e PAG é suficiente. Para o IME, precisamos aprofundar um pouco mais e estudar também séries 


telescópicas. 
Caso tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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1. Sequências 


1.1. Definição 


Chama-se sequência uma série de números onde para cada número natural corresponde um 
número real. 


A notação usual para uma sequência é dada por: 
(a,,42,03,...,0n) 

a1, 42, 43, -.., An São chamados de termos da sequência. 

Os números que acompanham os termos são chamados de índices. 
A sequência também pode ser representada por (a, )nen- 
Exemplo: 

O índice do primeiro termo a, da sequência é 1. 

O índice do segundo termo a, da sequência é 2. 
O índice do n-ésimo termo a,, da sequência é n. 

(a1, A2, A3, ..., An) é uma sequência finita. 


(a1, A2, A3, ..-, An, -= ) É uma sequência infinita. Os “...” indicam que a sequência segue 
indefinidamente. 


1.2. Lei de Formação 


A lei de formação de uma sequência permite calcular qualquer termo de uma sequência. 


Exemplos: 
1) (1,4,9, 16, ...) 
Sua lei de formação é dada por: 
an = Nn? 


Essa lei é chamada de termo geral da sequência, pois conseguimos obter o valor de qualquer 
termo através dessa lei. 


a, = 1? = 1 (primeiro termo) 
a, = 2? = 4 (segundo termo) 


3? = 9 (terceiro termo) 


As 


Formalmente, dizemos que essa lei de formação é uma função de N > R cujo termo 
geral a, possibilita obter o valor de qualquer termo da sequência. 
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2) (1, 1, 2,3,5,8, ...) 
Famosa sequência de Fibonacci. Ela pode ser escrita através da seguinte lei de formação: 
F, = Fa-1 + Fn- Nn 2 3 
FRF =F=1 
Essa lei é chamada de fórmula de recorrência, pois seus termos são obtidos através de termos 


anteriores. Importante salientar que os termos iniciais devem ser definidos para a fórmula de 
recorrência. Para o caso da sequência de Fibonacci, temos os termos iniciais F, = F; = 1. 


FR =F, +F =1+1=2 
F =F; +F =2+1=3 
F; = k +F =3+2=5 


HORA DE 


PRATICAR! 


Jrócvsbcossoa aoa a n aos a n don a n a na n a n nna nainn n s n n sn n a n a na n din dn sin nonn n a nnn nnn nin nan n nnn n nain non nn ni 


| (Exercícios de Fixação) 


1. Dada as seguintes leis de formação, escreva os seus primeiros cinco termos: 

|a) an =n+n?,Yn21 

| b) bn =n+2,VYn>1 

| c)ca=(-n,yYnz1 

'd)d =1e dn = 4dp-p YN 2 2 

e = 2e e, = is Yn 22 

Mh=2eh=CDfhuynz2 

| Resolução: 

aja =n+n?,vyvn>1 

| q=1+1"=1+1=2 

| a, =2+2?=2+4=6 
a; =3 +3? =3+9=12 
a, =4+4?=4+16= 20 
as = 5 +5? = 5 +25 = 30 

> (2,6, 12, 20,30) 
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b)b=n+2vnzl 


| c)ca=(-n,yYnz1 


ddi=led,=4d,,Vn>2 


eJeg=2een=e vn? 
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O m 


b=1+2=3 
bb=2+2=4 | 
b, =3+2=5 | 
b,=4+2=6 | 
b, =5+2=7 

> (3,4,5,6,7) 

c=(-1)=-1 

c& = (-2) = -2 

c3 = (—3) = —3 

c, = (—4) = —4 

cs = (—5) = —5 


> (—1,-2,-3,-4,-5) 


d,=4d,=41=4 
d; = 4d; = 4:4 = 16 
d, = 4d; = 4: 16 = 64 
d; = 4d, = 4: 64 = 256 

> (2, 4, 16, 64, 256) 


e, =e =2?=4 
ez = e? = 4? = 16 
e, = e? = 16? = 256 
e; = e? = 256? = 65536 
s(2,41e,256065536) 


Aszen = CDir? 


f2 = (-Df = (-1)2 = -2 | 
fB=(Df=(-D(-2)=2 | 
fe = CDA = (—1)2 = —2 | 
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fs = CDA = CD23) =2 
| > (2,-2,2,-2,2) 
| Gabarito: a) (2,6, 12,20,30) b) (3,4,5,6,7) c) (—1, —2, —3, —4, —5) 
| d) (2,4, 16, 64,256) e) (2,4,16,256,65536) f)(2,-2,2,-2,2) 


| 2. A soma dos termos iniciais de uma sequência é dado por: 

| Sa = n, Yn E N* 

| Calcule: 

| a) az 

| b) a210 

| Resolução: 

| a) a, 

| S =al si 

| S =a, +4, =2?=4 

| Temos o valor de a, através de S,, vamos substituir esse valor em S, para encontrar a3: 

| ipósisusê 

| b) a210 

| Para calcular 4,19, devemos calcular a soma S319 e subtrair S,09- Veja: 

| S210 = Q + a2 + a3 +: + A209 + A210 

i S209 = Q1 + A2 + a3 +: + A209 

| Perceba que S509 está escrito na soma S219. Vamos inserir $509 na equação de S310: 

| S210 = S209 + A210 

i 4210 = S210 — S209 

| Usando a fórmula dada para n = 210 en = 209, temos: 

| a219 = 2102 — 209? 

| Podemos fatorar esse número: 

| a219 = (210 — 209)(210 + 209) 
a210 = 1(419) = 419 


| Gabarito:a)a, = 3 b) a219 = 419 
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2. Progressão Aritmética (PA) 


2.1. Definição 


Uma sequência é uma progressão aritmética quando sua lei de formação é dada por: 


aı =a 
An = An-1 +r 
a é O primeiro termo da PA e r é sua razão. 
an = 4,4 +r é a fórmula de recorrência da PA. 


Para verificarmos se uma sequência é uma PA, basta verificar se a diferença entre seus termos 
consecutivos resulta em uma constante. 


Exemplos: 

1)(1,2,3,4,5,6;7) 

Essa sequência é uma PA de razão r = 1, pois: 
a-—-q=2-1=1 
aq— a, =3-2=1 
aq—a=4-3=1 
as— q =5-4=1 
aç-a,=6-5=1 
aq—-a,ç=7-6=1 

Perceba que essa sequência segue a lei de formação: 

An = an-ı + 1 

2) (—4, 0, 4) 

PA de razãor = 4. 

a — q = 0- (4) =4 


az — a, =4—-0=4 


2.2. Classificação 


Uma progressão aritmética pode ser classificada de acordo com sua razão. 
2.2.1. PA crescente 
r > 0 > PA crescente 
(2, 6, 10, 14,18) é uma PA crescente de razão r = 4 > 0 
2.2.2. PA constante 


r = 0 > PA constante 
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(3,3,3,3,3) é uma PA constante de razão r = 0 
2.2.3. PA decrescente 
r < 0 > PA decrescente 
(10,5,0,—5, —10) é uma PA decrescente de razão r = —5 < 0 


2.3. Termo Geral 


Podemos encontrar o termo geral da PA através da fórmula de recorrência. Vamos escrever 
cada termo da PA através dessa fórmula: 


a, = +r 
az = Q +r 
a4 = a43 +r 


an = an-1 +Y 
Somando todos os termos, obtemos: 
a, + az +a, +: + an = a, +a, + az +++ an + (n= lr 


Os termos em vermelho se cancelam, então podemos escrever: 


Esse é o termo geral da PA. 
an é chamado de n-ésimo termo da PA. 


Também podemos escrever o termo geral em função de outro termo que não seja o primeiro. 
Vamos escrever os termos a partir do índice p > 1 e p E N. Usando o termo geral encontrado para 
pen: 


ap =a, +(p-1)r 
a, + (n — 1)r 


An 
Fazendo a, — ap, obtemos: 
an — ap = a, + (n-— 1)r — [a + (p — 1)r] 
an — ap =a, +(n-1)şr -a -—(p-1)r 
an — Gp = [(n - 1) — (p — Dlr 
an — ap = (n — p)r 


Esse é o termo geral em função de qualquer índice. 
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2.4.1. Termos Equidistantes 


Seja (a4, a2, A3, A4, =. An 3, An 2» An—1, An) UMA PA de razão r. 


d1 + An = A2 + An-1 = Q3 + 2=""" = Aj+1 + O; = Cte 


Essa propriedade diz que a soma de dois termos equidistantes dos extremos de uma PA é 
igual à soma dos extremos (a, + an). 


Termos equidistantes são os termos que possuem a soma dos índices iguaisa 1 + n. Veja: 

q + a, > soma dos índices =1+n 

a + an-ı > soma dos índices = 2 + (n—1)=1+n 
aj, + an-j > soma dos índices = (j +1) + (n—-j)=1+n 
Vamos demonstrar essa propriedade: 
Suponha j E€ N e j > 1, vamos escrever a;,, + an; usando o termo geral da PA. 
an = a, + (n-—1)r 
ajy = + (0 +1)-1)r =a +jr 
an-j = a + [n =j) - 1]r 
Ga + an-j = a + jr + {a + [(n -j)-— 1]r} 
aj+1 t an-j = Q +jr +a tnr- jr-r 
di t an-j = Q4 +a +nr-r 
Gm t an-j = 4, +a, +(n-1)r 
Perceba que a, = q, + (n — 1)r. Substituindo na equação, obtemos: 
djs t an-j = Q1 + an 


Portanto provamos que para qualquer j E Nej > 1, a soma dos termos equidistantes resulta 
em um número constante (a, + q). 


2.4.2. Soma dos Termos da PA 
A soma dos termos de uma PA é dada pela fórmula: 


e (a, + apn 
= 2 
Demonstração: 
Vamos escrever S, como a soma de todos os n termos de uma PA: 
Sn = Q +a +: + an-1 Fan 


Também podemos escrever a soma Sņ, invertendo a ordem dos termos: 


8 Aula 02 - Sequências 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 02 — ITA/IME 2020 


Sh = An +t an-1 FT a + ai 
Somando essas duas equações e juntando os termos equidistantes: 
2Sn = (a + An) + (a, + An-1) Freek (an-1 + az) + (an + a) 


Pela propriedade dos termos equidistantes da PA, vamos escrever as somas em função 


de (a, + an): 
2S, = (a; + an) + (ai +a) + + (a +an) + (a; + an) 
n termos 
2Sn = (a, + ap)n 
— (a + Ann 
Gm 
TOME NOTA! 


A soma dos n termos de uma sequência também pode ser representada dessa forma: 


n 
q + az + a3 +: + an-1 tan D 
j=1 
>; é o símbolo usado para representar um somatório. 


O índice j abaixo desse símbolo indica o primeiro termo do somatório e o índice n indica até 
qual índice vai o somatório. 


Exemplo: 
5 


Da=a+ata+a 


Onde dd es é o termo médio da PA. 
2 


Demonstração: 


Podemos usar a fórmula da soma dos termos da PA: 


e (a, + an 
2 
Temos que provar que: 
q + an 
COME 


Usando o termo geral da PA, temos: 
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o n+1 o (n — 1) 
aq + (( 2 J-i) = +85 r 


an = q, + (n-—1)r 
Calculando a, + aņ: 
dı +4an = q +a +(n-—-1)r 
dı + an = 2a; + (n— Ir 
Dividindo por 2: 
(anta) MD 


2 a 2 “EA 


Logo, para n ímpar: 


Sn = de n 


2.4.3. Média Aritmética 


Essa propriedade é muito útil para resolução das questões do ITA, pois conseguimos 
expressar os termos sem usar a razão. Isso facilita os cálculos. 


Demonstração: 
Vamos escrever a; 4 € q;,1, Usando o termo geral: 
as=u+(G-D-1I)r=u+(G-2r 
gn=u+(G+D-I)r=a+jr 
Somando os dois termos, obtemos: 
as +am = la, + QG — 2)r] + (a, +jr) 
aj-1 + aj41 = Q, +jr— 2r +a +jr 
aj-1 + Gy, = 20 + 2jr — 2r 
A;-1 + j+ = 2/0, + Q — 1)r] 
aj = a + (j — 1)r > aj-1 + a = 2a; 
aj = aj-1 y aj+1 
Um termo de uma PA pode ser escrito como a média dos seus termos vizinhos. 
Para a prova, grave: 


Se tivermos uma PA (a4, a2, a3), podemos escrever a, como a média aritmética de a, 
eas: 


8 Aula 02 - Sequências 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 02 — ITA/IME 2020 


2.4.4. Notação Especial 
PA com 3 termos: 
(x-r,x,x+r) 
PA com 4 termos: 
(x—-3r;x—-r,x+r,x+3r) 
PA com 5 termos: 


(x=2r,x=r,x%,Xx +r, x+ z2r) 


Essa propriedade é útil para facilitar os cálculos de problemas envolvendo PA. 
Representamos seus termos em função de um x e r. Note que a razão da PA com 4 termos é r = 
2r. 


HORA DE 


PRATICAR! 


(Exercícios de Fixação) 


| 3. Dado a, = 3er = 5, o primeiro termo e a razão de uma PA, respectivamente. Calcule: 
| a) axo 

| b) a20 

| Resolução: 

| a) axo 


| Temos os dados do primeiro termo e a razão da PA. Vamos usar o termo geral da PA para calcular 


Mo: 
| an = q, + (n-—1)r 
aio = 3 + (10 — 1)5 
dio =3+9:5 
qo = 48 
b) az 


an = qı + (n-—1)r 


8 Aula 02 - Sequências 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 02 — ITA/IME 2020 


a20 = 3+ (20 — 1)5 


a20 = 3 + 19. 5 
a20 = 98 
| Gabarito: a) aj, = 48 b) as, = 98 
| 
4. Seja (a4, A2, 3, ..., 450) uma PA de razão r. Dado aj, = 24 e azo = 44, calcule a, er. 


| Resolução: 
| Vamos escrever 1o € 4,9 Usando o termo geral da PA. 
| ao = & + (10 — 1)r = 24 > a, + 9r = 24 (D) 
| a29 = q + (20 — 1)r = 44 > q, + 19r = 44 (IT) 
| Fazendo (IT) — (T), obtemos: 
| (a, + 19r) — (a, + 9r) = 44-24 
q + 19r — a, — 9r = 20 
| 10r = 20 
| r=2 
| Substituindo r = 2 em (1) para encontrar ay: 
| a +9(2) = 24 
a, + 18 = 24 
q =6 


| Gabarito:a, =6er =2 


| 5. Obter a soma dos 30 primeiros termos da PA (10, 5, 0, —5, ... ). 
| Resolução: 


' Vamos aplicar a fórmula da soma: 


S30 = gi PE (a, + as0)15 
| Sabemos a4, precisamos calcular as9 e a razão r. Calculando r: 
| a =a, +r 
| 5=10+r 
r=-5 


| Usando o termo geral para calcular a3: 
| 430 = i + (30 = 1)r 
a30 = 10 + 29 E (—5) 
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| azo = 10 — 145 = —135 

| Substituindo os valores em S$30: 

| São = (10 + (-135))15 | 
| São = (125)15 = —1875 | 


| Gabarito: S39 = — 1875 


|6. Dado S, = n? + n, Yn E€ N*, a soma dos n termos de uma PA. Calcular o primeiro termo e a | 
| razão da PA. | 


| Resolução: 
| Para calcular a,, podemos substituir n = 1 em Sp: 
| Snan? +n 
Sı =a 

| S =1°+1=2 
| Para descobrir a razão r, vamos calcular o segundo termo através de S}: 
| S2 = a, +a, 

S, =2?+2=4+2=6 


q +a, =6 
2+a,=6 
| a, =4 
| A razão será dada por: 
a = Q +r 
r = @ — 
| r=4-2= 
| Gabarito: a =2er =2 
| 7. Obter 3 números em PA de modo que sua soma seja 21 e a soma de seus quadrados seja 165. | 


| Resolução: 

| Temos que encontrar uma PA com 3 termos que satisfaça às condições da questão. 
| Vamos representar a PA da seguinte forma: 

| (x —r,x,X +r) 

| Assim, a soma dos seus termos é dado por: 

| (x-r)+x+(x+r)=21 

| 3x = 21 

| x =7 
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| A soma de seus quadrados é: 
| (x-r)2+x2+(x +17)? = 165 
| Substituindo x = 7 na equação e desenvolvendo seus termos: 
(7=r"+7"+(7+1)*=165 
49 — 14r +r? + 49 +49 + 14r +r? = 165 
2r? + 3:49 = 165 
2r? + 147 = 165 


2r? = 18 
2=9 
r=+3 


| Encontramos x = 7 er = +3. Temos duas PA's: 

| r= 3 > (7 — 3,7,7 + 3) = (4,7,10) PA crescente 

| r=-3 > (7 — (—3),7,7 + (— 3))= = (10,7, 4) PA decrescente 
Gabarito: (4,7,10) e (10,7,4) 


|8. Interpolando-se 5 termos entre os números 2 e 20, obtemos uma PA. Ache a razão de | 
| interpolação e escreva a PA formada. | 


| Resolução: 


| 1 
| Os números 2 e 20 são os extremos da PA. Quando interpolamos, inserimos termos entre esses | 
| extremos. Comi isso, a interpolação de 5 termos entre 2 e 20 gera uma PA com 7 termos (5 termos + | 
2 extremos). 


| | Vamos formar a PA e calcular a razão. 
q =2ea,=20 


a; = q + (7 —1)r 


20=2+6r 
18 = 6r 
r=3 


| Temos os valores de a, e r, a PA formada é: 

| (2, az, 43, A4, As, Ag, 20) 
| (2, 5,8,11,14, 17,20) 
| Gabarito: (2,5,8,11,14,17,20) 


| 
|9. Interpolando-se n vezes, n E N, entre os números n e n? + 3n + 1 obtemos uma PA. Achar 


a razão de interpolação. 
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| Resolução: 
| Interpolar n vezes significa inserir n termos entre os extremos. A PA que procuramos possui a forma: | 


(n, az, a3, cs Any N? + 3N + 1) 
i mm 


n termos 


| Perceba que essa PA possui n + 2 termos. 

| Os extremos são: 

| q =n 

| er +3Nn+1 

| Escrevendo os extremos usando o termo geral da PA, obtemos: 

| an2 = a, +[(n+2)- 1]r 
nº+3n+1=n+(n+ Dr 

| nº+2n+1=(n+ Dr 

| Fatorando e simplificando: 

| (n+ 1)? = (n+4 Dr 

| r=n+1 

| “A razão de interpolação da PA obtida ér = n+1 | 


| Gabarito:r =n +1 


2.5. Progressão Aritmética de Ordem Superior 


Esse assunto dificilmente é cobrado nas provas do ITA. É mais provável que caia no vestibular 
do IME. Veremos apenas como proceder com a questão caso caia algo parecido na prova, você 
saberá resolvê-la. Alguns assuntos que serão usados nesse tópico ainda serão aprendidos em aulas 
futuras. Caso você não entenda, decore o método de resolução. 


2.5.1. Definição 


A sequência (a4, A2, ds, ..., An) é uma PA de ordem k, se após “k diferenças” entre os termos 
consecutivos obtivermos uma PA estacionária. 


Exemplo: 
1) (1,2,4,8,15,26,...) 


Se subtrairmos cada termo dessa sequência para encontrar a razão, vemos que a razão não é 
constante: 


r=a-q=2-1=1 
r=a-q=4-2=2 


Vamos obter outra sequência através da subtração de seus termos consecutivos. Seu termo 
é da forma b; = qQ;,y — i. 


b=a-q,=2-1=1 
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b, = a3 — a =4-—2 =2 
b, = a} — a; =8—4=4 
b, = as — a, =15-8=7 
b; = aç — as = 26 — 15 = 11 
Obtemos a sequência: 
(1,2,4,7,11,...) 


Novamente, a sequência obtida não possui uma razão constante. Vamos obter outra 
sequência aplicando a mesma ideia: 


c=b-ob=2-1=1 
G=b;-b;=4-2=2 
c3 = b — b =7—4=3 
c, = bs — b, =11-7=4 
Perceba que esses termos possuem uma razão constante r = 1. 
A sequência obtida é uma PA estacionária ou PA de primeira ordem. 
(1,2,3,4, ...) PA de primeira ordem 
As progressões aritméticas de ordem superior são classificadas da seguinte forma: 
(1, 2,3,4, ...) PA de ordem 1 
(1,2, 4,7,11, ...) PA de ordem 2 
(1, 2, 4,8,15,26, ...) PA de ordem 3 


Assim, a PA do exemplo é de terceira ordem. 


2.5.2. Teorema do Termo Geral 


(a4, A2, A3, ..., An) PA de ordem k & a, = Apn" + Ap-an™! + Apont? +... + An! + Ao 


Se encontrarmos uma PA de ordem k, podemos escrever o seu termo geral em função de um 
polinômio de grau k emn. 


A, 0 <i < k, éo coeficiente do polinômio. 
an = Agn” + Apan! + Agn"? + i + Ant + Ao 

*Ainda estudaremos polinômios. No termo acima, Apn” + Ap an! + Apon 2 + + 
Ant + Ap é um polinômio de ordem k (maior expoente de n). (k, k — 1, k — 2, ...) são os expoentes 
de n en é a variável do polinômio. 

Vamos encontrar o termo geral da seguinte PA de ordem superior: 

(1,2,4,7,11,...) 

Vimos que essa sequência é uma PA de ordem 2 (exemplo do tópico anterior). Então de 

acordo com o teorema, podemos escrever seu termo geral como um polinômio de grau 2: 
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n = An? +Bn+C 


Precisamos encontrar os valores de A, B,C. Para isso, podemos obter esses valores através 
dos dados da PA de ordem 2. Como temos três variáveis, devemos ter três equações para encontrar 
seus valores (para encontrar os coeficientes do polinômio com n variáveis, devemos ter n equações). 


a, = 1241} +B(1)+C=1>4A+B+C=1 
a, = 2 > A(2) + B(2)+C =2>44A+2B+C=2 
az = 4 > A(3)} +B(3)+C=4>9A+3B+C=4 


A+B+C=1 (D 
4A+2B+C=2 (ID) 
9A+3B+C=4 (II) 


Fazendo (HI) — (ID e (IT) — (D: 
(ID — UD:5SA+B=2 (IV) 
(D — (1):34+B=1 (V) 


1 
UV) - W)iZA=154=5 
Substituindo 4 = 1/2 em (V): 
1 1 
3A+B=153()+B=15B=-5 


Substituindo 4 e B em (1): 


A+B+4+C=1 
1 1 
(5)+(-5)+c=1=c= 
Logo, o termo geral é dado por 
n? n 
= SA 


2.5.3. Teorema da Soma dos Termos 


an) PA de ordem K > S, = Apuntl + Ant +. + An+ Ao 


(a1, 3,..., 
A soma dos termos de uma PA de k-ésima ordem é dada por um polinômio de grau k + 1 na 
variável n, sendo n o número de termos da sequência. 


peer ess 
1 


ESTA CAI 
NA PROVA! 


| 10. (IME/2000) Determine o polinômio em n, com no máximo 4 termos, que representa o| 
| somatório dos quadrados dos n primeiros números naturais. 
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Queremos um polinômio de grau n que representa a soma acima. Analisemos os termos . 


| dessa soma. Sabemos que cada termo é da forma a = k?, logo: 


(ai, a2, A3, ., An)  (1,4,9,16,25,...,n?) 


Perceba que subtraindo os termos consecutivos dessa sequência, obtemos uma PA 


| estacionária: 


(3,5,7,9,11,...) 


PA de razão 2 


Logo, a sequência formada pelos termos da soma do problema é uma PA de ordem 2. De 


| acordo com o teorema da soma, podemos escrever S, como um polinômio de grau 3: 


Sn = An? + Bn? + Cn +D 
Temos 4 incógnitas (A, B, C, D), então precisamos de 4 equações: 
Sı = A(1) +B(1} +C(A)+D=4A+B+C+D=1 (1) 
S, = A(2)? + B(2)? + C(2)+D =8A+4B+2C+D=5 (ID 
S = A(3)? + B3) + C(3) + D = 27A +9B+3C+D=14 (IN 
S, = A(4)? + B(4)2 + C(4) +D = 64A + 16B + 4C +D = 30 (IV) 


(IV) — (ID): 

37A+7B+C=16 (V) 
(ID — UD: 

19A+5B+C=9 (VI) 
(D — (1): 

7A+3B+C=4 (VII 
(V) — (VD): 

18A +2B =7 (VIII) 

(VD — (VID: 


124+2B=5 (IX) 
(VIII) — (IX): 


1 
64=2>4=+> 
3 


Substituindo A = 1/3 em (IX): 
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12()+2B=5 
AEB SS 


Substituindo A = 1/3 e B = 1/2 em (VII): 


DROE 


Substituindo 4, B,C em (1): 


+ 


COIN wje 
+ 

CAIA alw NIe 
(e) 


Assim, obtemos o polinômio: 


3. Progressão Geométrica (PG) 


3.1. Definição 


Uma sequência é uma progressão geométrica quando sua lei de formação é dada por: 
aı = a 
an = 4, -1Q 


a é O primeiro termo da PG e q é sua razão. 
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An = Qn-1Q é a fórmula de recorrência da PG. 


Exemplos: 
1) (1,3,9,27,...) 
PG cujo primeiro termo é a, = 1 e sua razão é: 
q 1 
111 
Iae) 
PG com q4 = 1 e razão: 
1 
d 7 
qs SEn Ama 
q 1 2 
3) (3, —9, 27, —81, ... ) 
PG com q, = 3 e razão: 
a) —9 
== E —3 
q q 3 


3.2. Termo Geral 


Vamos encontrar o termo geral da PG através da fórmula de recorrência. Escrevendo os 
termos: 


Un = an-14q 
A = q 
ls = @2q 
a4 = d3q 
as = a,q 
An = an-1q 
Perceba que temos n — 1 termos. 
Vamos multiplicá-los: 
Az ` A3 ` A4 DE at An = Q1 * Q3 ` Q3 E an An- 


n—1 termos 


Os termos em vermelho se cancelam e assim obtemos: 


= n-1 
an = aq 


Essa é o termo geral da PG. 


Também podemos escrever o termo geral em função de um termo qualquer da PG. 
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Usando o termo geral, podemos escrever: 


= n-1 
an Te q 


-1 
aq” 


ap 
Dividindo as duas equações: 


n-1 
Mm (09 


= -1 
ap uq? 


an = aq D--1 


3.3. Propriedades 


3.3.1. Termos Equidistantes 


O produto dos termos equidistantes é um valor constante e iguala n + 1. 


Para provar essa propriedade, vamos escrever os termos equidistantes generalizados 
d;+1 € An-j,j E N, usando o termo geral da PG. 


j+ = a qlU+0=l = aq 

DE a ql] 
Multiplicando os dois termos, temos: 
dj+10n-j = (a q)(a gl D=11) 
Aj41ln-j = ma qiqlr = 
aj+1ān-j = Mg" 

Sabemos que a, = ajq"”!, substituindo na equação acima: 

Aj+1ûn-j = lan 


Logo, o produto dos termos equidistantes é igual ao valor do produto dos extremos. 


3.3.2. Soma dos Termos da PG finita 


Demonstração: 
Vamos calcular a soma da PG finita: 
da = dı + a, + az +: + an-1 tan 
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Escrevendo os termos usando o termo geral: 


4 = 1q 
E 2 
dy = 1q 
2 3 
dq = q 


an = uq" 
Substituindo em Sp: 
Sa=Uutagqr+uagi tag + +agr 
Multiplicando S, por q, obtemos: 
qSn=uqtag)+ugê+agt++ag” 
Subtraindo as duas equações: 
Sa-qSn=u+tag+r+ag)+agi+ trago! = Cag Fag? Fag? Hag tlt ag”) 
Repare que os termos em vermelho se cancelam. 
Dessa forma: 
Sn — QSn = a — q” 
SU —q)=a(1—q”) 
Ss = 
Também podemos escrever: 
mL -qr(—1) ag” —1) 
” Q-C)  q-1 


3.3.3. Soma dos Termos da PG infinita 


Quando temos uma PG infinita de razão absoluta menor que 1, a soma dos seus termos 
converge para q,/(1 — q). 

Demonstração: 

(a4, a2, a3, ...) PG infinita 
Vamos escrever a fórmula da soma da PG finita: 

s= a (1 - q”) _ a — aq” 

í 1-q 1-q 

Se —1 < q < 1 ea PG é infinita podemos escrever: 
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= n 
S = lim S, = lim (ED) 


n= n>00 1- q 
Ceia (=r) Mu 
n50 4 1-—q a 


ESCLARECENDO 


Veja a sequência: 


dj = 


11 1 ) 
e 
1 
2 


Perceba que os valores vão diminuindo à medida que o Índice aumenta. Vamos calcular ay: 
Ea ——— = 0,001 
a = = = 
10" 2101024 
Agora, veja a29: 


1 
a20 — 220 = 1048576 = 0,000001 


Se tentarmos calcular a, tal que n seja tão grande, vamos obter um valor muito próximo de 


Assim, quando n tende ao infinito, podemos escrever: 


lim = =0 


Essa propriedade é válida para números pertencentes ao intervalo | — 1,1]. 


3.3.4. Produto dos Termos da PG 


O produto dos termos de uma PG é dado por: 


Demonstração: 


Vamos representar os termos da PG usando o termo geral: 


q = 4 
4 = 1q 
so 2 
dy = q 
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- 3 
dq, = q 


= n-1 
an = q 


Multiplicando os termos da PG, obtemos: 


oa = E aÃ «gg. «gr^i 
MAZAsd, "od, = Mad"... dy a qq "q ) 
Pn n fatores n-1 fatores 


P, = a? q1+2+3+.+(n-1) 
1+2+3 ++ (n — 1) é uma soma de PA de razão 1. 


Aplicando a fórmula da soma da PA: 


E G+Q-Dn-1) n(n—1) 
RE Doo o DU Toa 


Substituindo em P,: 


O produto dos termos de uma sequência também pode ser representado dessa forma: 


n 
P, = A; = 00203"... An 
j=1 
II é o símbolo usado para representar o produtório de uma sequência. Ela parte do termo de 
índice j = 1 e vai até o termo de índice n. 


Onde an+1 é o termo médio da PG. 
2 


Demonstração: 


Usando o termo geral da PG, temos: 


n+1 


—1 
An+1 = aq) = dae ) 
2 


Pela fórmula dos produtos dos termos da PG, temos: 


n(n—1) n-1\” n 
p= atd = (ad) = (arm) 
2 
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3.3.5. Média Geométrica 
a; = 4; 10; 


Essa propriedade facilita as resoluções das questões do ITA e IME, pois conseguimos 
expressar os termos sem usar a razão. 


Demonstração: 
Representando a; , e q;,, usando o termo geral da PG: 
aj = aqu Da = aq? 
aj = aqUtV = aq! 
Multiplicando os termos, obtemos: 
A; 10;n = qq! = aii? = afg Y = [ag = a; 
> dj 10; = a; 


Assim, para uma PG (a,, a2, a43), podemos escrever a, como a média geométrica de q, e as: 


ES 
a; = A103 


3.3.6. Notação Especial 


PG com 3 termos: 
x 
(x, xq, xq?) ou (p xq) 
PG com 4 termos: 
X X 
(x, xq, xq?, xq?) ou E cd xy”) 


PG com 5 termos: 


xX 
(x, xq, xq?, xq?, xq*) ou q q x, xq, xq?) 


Note que a razão da PG com 4 termos é q = y?. 


l 
HORA DE 


PRATICAR! 


| (Exercícios de Fixação) 
|11. Dado a PG (2,-4,8,-16,32,...), calcule: 
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| a) a20 | 
| b) a30 
| Resolução: 


' a) Para calcular os termos da PG, precisamos encontrar sua razão. Podemos aplicar a fórmula de | 
recorrência: 


d = q 
a2 


1= u 


' Observando a sequência, a, = —4 e a, = 2. Substituindo na fórmula acima: 


| Usando o termo geral para calcular azg: 

| — 20-1 — 19 
a20 = 1q = 4 
a20 = 2(—-2)1º = —220 


' b) Conhecemos a razão e o termo inicial, vamos aplicar o termo geral: 


azo = uq"! = aq”? 
| Uso = 2(—2)?? a Ai 
'Gabarito:a)a,o = —-2?º b) azo =—23º 


: 12. Dado a} = 9 e aę = 243, termos de uma PG. Calcule a100- 
| Resolução: 
i Vamos usar o termo geral para encontrar a razão: 


= n= 
an = apq”? 


E 6-3 
As = 3q 


as = a3q? 
243 = 9q? | 
243 
3 = =27=3º 
| É 9 
| q? =3 
q = 


| Agora, aplicando o termo geral para a100: 
| a100 = 43] 
| Sabemos que a; = 9e q = 3, dessa forma: 


100-3 = 97 
= @3q 


| Gabarito: ao = 3º? 
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| 13. Que número deve ser somado aos termos da sequência (—2, 8, 68) para que se tenha uma | 
| PG? | 


| 
| Resolução: 
| Temos que descobrir o valor de x para que a sequência (—2 + x,8 + x,68 + x) seja uma PG. 


| Vamos escrever a razão em função dos termos. Veja: 


q 8B+x 
1a -2+x 
a 68+x 


| qo a 8+x | 
Igualando as duas equações, obtemos: | 
| 8+x 68+x 
—2 +x E 8+x 


| Resolvendo a equação: | 
| (8 + x)? = (68 + x)(—2 + x) | 
| 64 + 16x + x? = —136 + 66x + x? | 
200 = 50x 

| x =4 
| Substituindo x = 4 em uma das equações para encontrar o valor da razão: 
| q B8+x 8+4 12 

koa ED = SORA Do 


| Portanto, se adicionarmos 4 a cada termo da sequência, obteremos uma PG de razão q = 6. 


| Gabarito: x = 4 


| 14. Quantos termos tem a PG (1,5,55, O) 
| Resolução: 
| Vamos encontrar a razão da PG: 
| a E 1 
2 
es 


| Substituindo os valores: 
| 
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| Pela fatoração 2048 = 211 


| Desse modo: 

| 1 1 

| 211 2n-1 

| Igualando os expoentes: 

| 11=n-1 
n = 12 


| Gabarito: n = 12 


| 15. Em uma PG com 3 termos, a soma dos seus termos é 31 e o produto deles é 125. Obtenha a | 
| PG. | 


| Resolução: 


| 
| Vamos escrever a PG usando a notação especial para 3 termos: | 
1 (- 

—,X,XQ 

q 


P} = qa,as = 125 
P} = (+) x(xq) = 125 
a = 53 
x =5 
S3 = a, + a, +a; = 31 


| Segundo o enunciado, temos: 


xX 
S3 Ka 


1 
x (- + 1 + a) =31 
q 
Substituindo x = 5 na equação: 
1 
5 F +1+ a) = 31 


Resolvendo a equação: 


5(1+q +q”) 
e 
5 + 5q +50? = 31q 
5q? — 26q4+5=0 


| Temos que encontrar as raízes dessa equação quadrática: 


31 
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—b+ Vb? — 4ac 
15 2a 
—(-26) + (-26)2-4-5-5 
1= To 
26 + V676- 100 26+V576 26+24 1 
| 10 “mwm do 
| Assim, encontramos duas razões e consequentemente temos duas PGs. 


q = 


q=5=(5"(5).5,5:5) = (1,5,25) 


| 5 

| A outra razão é o inverso dessa que acabamos de encontrar. 

,_1_1 
T= 


| A segunda PG possui os mesmos termos que a primeira com a ordem invertida: 
| (25,5,1) 
| Gabarito: (1,5,25) ou (25,5,1) 


| 16. Determine a soma de todos os divisores positivos de 8192. 
| Resolução: 


| Vamos fatorar o número 8192: 


2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 


Assim, podemos escrever: 


8 Aula 02 - Sequências 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 02 — ITA/IME 2020 


8192 = 2! 


| Os divisores do número 8192 serão todos os números que podem ser formados pelos fatores | 
| de 8192. Os números pertencem à sequência: | 
(29,21,22, 23,24, a213) 
Note que a sequência é uma PG de razão q = 2. 
Vamos usar a fórmula da soma da PG finita: 
a, (q” — 1) 
Sn =——— 
q—1 
2º até 213 são 14 números, logo n = 14. 
q=2eq=2?=1. 


Substituindo os valores: 


| Gabarito: S = 214 — 1 
| 
| 


|17. Simplifique: 
| (x? + x4 + + x?) 
(x +x? + +x”) 


' Resolução: 
| 


| 
| 
| 
| Vamos primeiro simplificar o numerado usando a fórmula da soma da PG finita: 
| o. a (q” — 1) 

q-—1 


H 4 
H A a As P X 
| Para a sequência x? + x^ + = + x?”, a razão é q = = = x° e q =x. 


Temos uma soma de PG finita no numerador e no denominador da fração. 


Sn 


x2 
| Vamos encontrar o número de termos dessa PG: 
| Um = o 
am = x?” 
x = x? (x21 
qn? = (xe rea 
(er = (x21 
| m=n 
| Logo, a quantidade de termos dessa PG é n. 


| Podemos escrever: 
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a O PPD eP Pa a +) 
No x?2—-1 cc xæX-1 — (x-D(x+1) 


' Usando o mesmo raciocínio para o denominador: 
| x +x? +- + x” possui n termos e sua razão é q = x. 


x(x” — 1) 
E 


| 
| 
| x—1 


| A fração que temos que simplificar é dado por: 


x? (x” — D)(x” + 1) 
Sa G-DGFD _ IQ" 


Sn s= x+1 
=l 
x(x"+1) 
x+1 


| 18. Calcule a soma: 


| Gabarito: 


1 1 1 1 1 1 
| se E a SA co GR | 
| Resolução: | 
| Veja: 
| A A O d i 
| RO e 
| Essa é uma soma de duas progressões geométricas infinitas: 


| 1 1 1 | 
| S=5+4+g+ = Soma de PG de razão Y 
| 
„ 1 1 1 é 
| S -3tg9 27 +" > Soma de PG de razão 1/3 
| Usando a fórmula da soma da PG infinita para cada sequência, temos: 
| 1 1 
| a p A 
| 1-(5) 5 
| 
| 1 1 
| S" = bı (5) = 3 1 
l-q 4.(b) 2 2 
| 1 (3) 3 
| Dessa forma, a soma da questão é dada por: 
| 1 3 
S=S'+S" = e Rd 


| Gabarito: S = 3/2 


8 Aula 02 - Sequências 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So O O 
Aula 02 — ITA/IME 2020 
4. Progressão Aritmética Geométrica (PAG) 


Entre as sequências, podemos ter uma que é a união de uma PA com uma PG. Essa sequência 
chama-se progressão aritmética geométrica. 


Definição: 
O termo geral de uma PAG é dado por: 
an = la, + (n — 1)r]q™-t 


Exemplos: 


o e 
124816 
Perceba que o numerador é uma PA de razão 1 (1,2,3,4,5,...) e o denominador é uma PG 
de razão 2 (1, 2, 4,8, 16, ... ). Essa sequência é uma PAG. 
Para a PAG, a razão r é iguala 1 e a razão q é iguala 1/2. 
O termo geral é: 
an = [a + (n — Drlg"" 


-1 
dá n 


an = [1 + (n — 1)1] (5) a” n2177 


À: 


A 


As questões que podem cair no ITA e no IME sobre PAG normalmente cobrarão a soma dos 
termos da PAG. Vamos aprender a resolver esse tipo de questão. 


Considere o termo inicial da PAG a, = a e razõesr e q. 
Vamos calcular: 
S=a+l(a+ma] + [(a + 2r)q?] + [(a + 31)qº] +- 
O bizu dessa questão é multiplicar S por q e fazer S — Sq. Veja: 
Sq = aq + [(a + r)q?] + [(a + 2r)q?] + [Ca + 3r)q"] + 
Fazendo S — Sq: 
S — Sq =a + [(a+r)q] + [(a + 2r)q?] + [(a + 31)qê] +- 
—{aq + [(a + r)q?] + [(a + 2r)q?] + [(a + 3r)qf] +} 


Repare que os termos com as cores correspondentes podem ser subtraídos. Dessa forma, 
obtemos: 


SA-q=a+rq+ra +r? +r + 
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qo ttraQ ta tai +a +) 


1-q 
Se —1 < q < 1, podemos aplicar a fórmula da PG infinita em 1 +q +q + q) +: 
1 
sena a rq 
=g 1=-q (1-q) 


Encontramos uma fórmula para a soma de uma PAG de razão —1 < q < 1. 


pidssiadahai annenin anoni ininini i i ss 


ESTA CAI 
NA PROVA! 


(19. (ITA/1975/Modificada) Calcule S = 1 +Ż+ł ++ Ž +- 
| Resolução: 


i A questão é antiga, mas não se iluda! O ITA já cobrou questões antigas em provas recentese 
| a questão foi exatamente a mesma. Então vamos aprender a resolvê-la. | 


z x 1 
Perceba que a soma S é de uma PAG com razão r = 1eq = > 
Vamos usar o bizu para a resolução da soma da PAG. 
1 


Multiplicando S por q = a 


1 12 3 4 5 

= an 
Comparando com S: 

2 3 4 5 

E a T 

Fazendo S — S /2: 
S 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
S-2=1+S+ +i ++ (5+ tt) 


Note que os termos coloridos podem ser subtraídos. Assim, encontramos uma sequência 
| conhecida: | 
S iadi a 


1 
== 1 — — — — —— ... 
2 O ER ao" 


Obtemos a soma de uma PG de razão 1/2. 
| Como a razão é maior que —1 e menor que 1, podemos usar a fórmula da PG infinita: 
| 5 1 5 1 


— = —— > — 


2 2 
S 


4 
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| Gabarito: $ = 4 


| 20. (ITA/1977/Modificada) Sendo Są = 1 + 2x + 3x? + = + (k + 1)x*, onde x > 1 e k é um | 
| inteiro maior que 2, então, se n é um inteiro maior que 2. Obtenha S,,n E N,n > 2. | 
| Resolução: 
| Vamos usar o bizu e calcular S,. 

Temosasrazõesr = 1eq =x. 

Sn = 142x +3x? + 4x? ++ (n+ 1)x” 
Multiplicando S, por q = x: 
Sp X = x + 2x? + 3x? + 4x4 + + (n 4 1) 

Subtraindo as duas equações: 

Sa — Snx = 1x +x? +x? +x” (n1) | 
| Aplicando a soma da PG finita para a soma 1 + x + x? + --- + x” (perceba que temos n = 1 | 
| termos nessa sequência): 
| 1(x”+1 —1) 


S,- x) = q 


— (n+ Dt 


Multiplicando por —1: 


n+t1_1 


Sa (x — 1) = (n + Dx = —— 
Isolando o termo Sp: 
(n + 1)x”*+1 (xn t1 PEN 1) 
n= ai Goy 


mA  (x"+1-1) 


| Gabarito: S, = 


5. Série Telescópica 


Séries telescópicas costumam cair no IME. Ela é qualquer somatório da forma: 


S=) fk+D-fH=fa+1)- f) 
k=1 


Das várias séries telescópicas o IME costuma cobrar a série telescópica-aritmética. 
Vamos aprender a resolvê-la. 


Considere uma sequência da forma: 


( 1 1 1 1 ) 
J J J É aiei 
MA, A2Q3 A344 Asas 
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a; i E N, é o termo de uma PA de primeira ordem de razão r. 


A sua soma é dada por: 
1 
a243 


É = 1 1 
"o qa, 


a34 


+ 


Aq As An An+1 


O bizu para resolver essa soma é escrever os termos da sequência dessa forma: 


Veja: 


Para r & 0, vamos escrever os termos da sequência como a diferença dos termos 


consecutivos: 


1 1 a-a rr 
FR E a, E ARA) E a1đ2 
1 1 r 
a o a, o Qd 
1 ji r 
a E a; J a243 
1 ji r 
az E A f dz dq 
1 1 r 
An-1 An An-1Un 
1 1 r 
An An+1 AnAn+1 


Note que somando os termos, os termos coloridos se cancelarão. Dessa forma, obtemos: 


1 1 1 1 
— — =y + 
dq  Qn+1 Md, Q2đ3 
1 1 1 
Ma, ads asa, a4as 


+ ++ ) 
dzda Q4đs5 Anln+1 
1 1/1 1 
id) 
AnQn+1 ria An+1 


Perceba que a expressão do lado esquerdo é a soma telescópica. Logo, podemos escrever: 


Também podemos escrever: 


1 


AR 


Demonstração: 
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A B 1 
An An+1 Anln+1 
Aann+Baa 1 
Anln+1 E AnQn+1 


Da igualdade das frações: 
Aa, + Ba, =1 
Como qa, 4 é um termo de uma PA de razão r: 
Alan +r)+Ba,=1 
(A+B)a,+4r=1 
Ar é uma constante e a, é um termo que possui valor dependente de n. 
Para encontrar a solução dessa equação, devemos ter: 
A+B=05DB=-A 


Assim, obtemos: 


ESTACAI 
NA PROVA! 


| 21. (IME/1996) Calcule a soma abaixo: 
| iai eg a 
1-4 4:7 7> 10 * 2998 - 3001 


Resolução: 


i Essa expressão é uma soma telescópica. Apesar da questão ser antiga, pode ser que ela seja 
! cobrada no seu vestibular. O IME adora questões que exigem que o aluno já tenha visto algo parecido 
: durante sua preparação. 


Lembra do bizu da aula? 


Para resolver essa questão, precisamos escrevê-la na forma: 
1 A B 


AnAn+1 An An+1 


Vamos substituir os valores e encontrar A e B: 


1 A yP 1 Apos À 1-B I 
— — = SS — = — > = ——— 
1: 1 4 4 4 4 a) 
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1 AB 1 AB 


= > = 
4:7 4 7 28 4 7 
Substituindo (1) em (IN para encontrar B: 


1 -7 B 
283 4 7 
1 1-B B 
28" 16 "7 
1 (1-B)7+B-16 
28 — 16-7 
7 
16 - 6 si 16 
4=7-7B+16B 
-3=9B 
a 
a 


Substituindo B em (I): 


qol=8 1-0) 145 3.1 

4 4 4 4 3 
Encontramos A = 1/3 e B = —1/3. 

Podemos escrever: 
1 A B 
Anln+1 E a An+1 
1 1 1 1/1 1 
AnQn+1 “3a, E 3dn+1 E E E a, 


Agora podemos resolver a questão. Vamos chamar a soma de S: 


1 1 
1-4"24-7'7-10" "2998-3001 
Podemos reescrever a soma usando o termo geral da série telescópica aritmética: 


m oa 
s=((-)+(G-5)+(7-5 Dt +55” 555) + (595 — mo01)) 
qro a ro) 


E 1 -z01) 


S= 
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a po - 1000 


~ 3 \3001/ 3001 


| Poderíamos aplicar diretamente a fórmula para a soma: 


1/1 1 
si 
r\adi  An+1 


| Observando a soma telescópica, vemos quer = 3,0, = 1 e an4}, = 3001. 


| Substituindo os valores na fórmula, obtemos: 
| 1/1 1) 1/3000) 1000 


+= s4 p 5007) E 5 (5001) ~ 3001 


| E 1000 
| Gabarito: S = — 
| 3001 


|22. (IME/1966) Calcule: 
| 

| E PE T 1 

1:3:5 3-5-7 5:7:9 (2n + 1)(2n + 3) (2n + 5) 


| Resolução: 

| Perceba que os termos possuem a forma: 
| 1 

| AnAn+1ûn+2 

| a, é o termo de uma PA de primeira ordem de razão r = 2. 
| Vamos reescrever os termos usando o bizu: 


1 A B 


| E; = E, 
| 
| AnAny1ln+2 Anln+1 An+1ln+2 
| 


1 E A(an+2) + B(an) 
AnAny1ln+2 E AnAn+1đn+2 
A(an+2) + B(an)=1 
Escrevendo q,,2 = q, + 2r: 
A(a, +21) +B(a,) = 1 
(A + B)a, + 24r = 1 
A+B=05B=-A 


1 
24r=134=—5B=-— 
á 2r 2r 


Dessa forma, obtemos: 


1 ~( 1 1 ) 
AnAn+1ûn+2 2r AnUn+1 An+1Qn+2 
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Reescrevendo a soma usando essa forma e substituindo r = 2: | 


| 1 1 1 1 | 
| S=Tastass aço! "t n+ DO DEF) | 
| S | 
| 1 1 iri 1 | 

RR 

1 1 1 
+72 ESC) A CEEE 
izi 1 i i 1 1 
e ato a e TE a). 
1/1 1 

| E Err DENIS) 
Gabarito: S = (5005) 


6. Questões de Vestibulares Anteriores 


© LISTA DE 
QUESTÕES 


Questões ITA 


23. (ITA/1994) 


Seja (a4, A2, ..., An) Uma progressão geométrica com um número ímpar de termos e razão q > 0.0 
produto de seus termos é igual a 22º e o termo do meio é 25. Se a soma dos (n — 1) primeiros 
termos é iguala 2(1 + q)(1 + q?), então: 


a) +q = 16 
b) a, + q = 12 
c)a +q = 10 


da +q+n= 20 
e)a +q+n=11 


24. (ITA/1995) 


Se a soma dos termos da progressão geométrica dada por 0,3: 0,03: 0,003: ... é igual ao termo médio 
de uma progressão aritmética de três termos, então a soma dos termos da progressão aritmética 
vale: 


a) 1/3 
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b) 2/3 
c)1 
d) 2 
e) 1/2 


25. (ITA/1998) 


Seja (a4, >, a3, ... ) Uma progressão geométrica infinita de razão a,,0 < a, < 1, e soma iguala 3a4. 
A soma dos três primeiros termos desta progressão geométrica é: 


a) 8/27 

b) 20/27 
c) 26/27 
d) 30/27 
e) 38/27 


26. (ITA/2000) 
O valor de n que torna a sequência 
2 + 3n, —5n, 1 — 4n 
uma progressão aritmética pertence ao intervalo 
a) [-2, —1]. 
b). [=1;0]; 
c) [0,1]. 
d) [1,2]: 
e) [2,3]. 


27. (ITA/2002) 
Sejam n > 2 números reais positivos q, 42, ..., 4, que formam uma progressão aritmética de razão 


positiva. Considere 4, = q + a, + +: + an e responda, justificando: 


2 2 
: ; A A 
Para todo n > 2, qual é o maior entre os números (= — an) e (=) — a2? 


28. (ITA/2003) 


Considere a seguinte situação baseada num dos paradoxos de Zenão de Eléia, filósofo grego do 
século V a.C. Suponha que o atleta Aquiles e uma tartaruga apostam uma corrida em linha reta, 
correndo com velocidades constantes v, e Vr, com O < vz < v4. Como a tartaruga é mais lenta, é- 
lhe dada uma vantagem inicial, de modo a começar a corrida no instante t = 0 a uma distância d, > 
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O na frente de Aquiles. Calcule os tempos ty, t2, t3, ... que Aquiles precisa para percorrer as distâncias 
dı, dz, ds, ... respectivamente, sendo que, para todo n > 2, d, denota a distância entre a tartaruga 
e Aquiles no instante 


da corrida. 


Verifique que os termos tp, k = 1,2,3,..., formam uma progressão geométrica infinita, determine 
sua soma e dê o significado desta soma. 


29. (ITA/2005) 


Seja q, az, ... Uma progressão aritmética infinita tal que 


n 


> azg = nVZ + mn?, para n E Nº 
k=1 


Determine o primeiro termo e a razão da progressão. 


30. (ITA/2006) 


Seja (a4, A2, a3, ..., An, -.. ) UMa progressão geométrica infinita de razão positiva r, em que q, = a é 
um número real não nulo. Sabendo que a soma de todos os termos de índices pares desta progressão 
geométrica é igual a 4 e que a soma de todos os termos de índices múltiplos de 3 é 16/13, determine 
o valor de a +r. 


31. (ITA/2007) 


Se A,B e C forem conjuntos tais que n(A U B) = 23,n(B — A) = 12,n(C— A) = 10,n(BN C) e 
n(ANBNC) = 4, então n(A), n(A U C),n(AU BU C), nesta ordem. 


a) formam uma progressão aritmética de razão 6. 
b) formam uma progressão aritmética de razão 2. 
c) formam uma progressão aritmética de razão 8, cujo primeiro termo é 11. 
d) formam uma progressão aritmética de razão 10, cujo último termo é 31. 


e) não formam uma progressão aritmética. 


32. (ITA/2007) 
Seja k um número inteiro positivo e 
Ar = {j EN:j <k emdc(j,k) = 1). 


Verifique se n(A), n(A), n(A,7) e n(Ag1) estão ou não, nesta ordem, numa progressão aritmética 
ou geométrica. Se for o caso, especifique a razão. 
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33. (ITA/2010) 

Considere a progressão aritmética (a4, a3, ...,Qso) de razão d. 

Se X4; an = 10+25de)>2,a, = 4550, então d — a, é igual a 
a) 3. 

b) 6. 

c) 9. 

d) 11. 

e) 14. 


34. (ITA/2010) 


A progressão geométrica infinita (a4, as,...,dn,... ) tem razão r < 0. Sabe-se que a progressão 
infinita (a4, de, ..., Asn+1, -- ) tem soma 8 e a progressão infinita (as, a40, ..., Asn, =. ) tem soma 2. 
Determine a soma da progressão infinita (a4, a2, ..., An, ...). 


35. (ITA/2012) 


Sabe-se que (x + 2y, 3x — 5y,8x — 2y, 11x — 7y + 2z) é uma progressão aritmética com o último 
termo iguala — 127. Então, o produto xyz é igual a 


a) —60 
b) —30 
c) O 

d) 30 
e) 60 


36. (ITA/2015) 


Seja (a4, a2, a3, ... ) a sequência definida da seguinteforma:a, = 1,0, = 1lea, = an-1 + an-z para 
n > 3. Considere as afirmações a seguir: 


|. Existem três termos consecutivos, ap, 4,41, U+2, que, nesta ordem, formam uma progressão 
geométrica. 


Il. a; é um número primo. 

III. Se n é múltiplo de 3, então a, é par. 
É (são) verdadeira(s) 

a) apenas Il. 


b) apenas e Il. 
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c) apenas le III. 
d) apenas le III. 


e) 1, Ile ll. 


37. (ITA/2015) 

Sabe-se que 1,B,C,D e E são cinco números reais que satisfazem às propriedades: 

l. B,C, D, E são dois a dois distintos; 

Il. os números 1, B,C, e os números 1,C, E, estão, nesta ordem, em progressão aritmética; 
IIl. os números B, C, D, E, estão, nesta ordem, em progressão geométrica. 


Determine B,C,D,E. 


38. (ITA/2017) 


Sejam a,b,c,d E R. Suponha que a, b, c, d formem, nesta ordem, uma progressão geométrica e que 
a,b/2,c/4,d — 140 formem, nesta ordem, uma progressão aritmética. Então, o valor de d — b é 


a) —140 
b) —120 
c) O 

d) 120 
e) 140 


39. (ITA/2017) 
Sejam 4 = {1, 2, ..., 29, 30} o conjunto dos números inteiros de 1a 30 e (a4, a2, as) uma progressão 
geométrica crescente com elementos de A e razão q > 1. 


a P X 3 
a) Determine todas as progressões geométricas (a4, a2, as) de razão q = > 


m i å 7 
b) Escreve q = —, com m,n E Z e mdc(m,n) = 1. Determine o maior valor possível para n. 
n 


40. (ITA/2019/Modificada) 
Classifique a afirmação: 


Se a, b e c são números reais positivos que formam, nessa ordem, uma progressão aritmética, então 
pI 1 a 


——— ,———,—— formam, nessa ordem, uma progressão aritmética. 
JDAVE' NENE JaN , da 
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Questões IME 


41. (IME/1996) 


Calcule a soma abaixo: 

R ande 
1:4 4:7 7:10 2998: 3001 
42. (IME/2000) 


Determine o polinômio em n, com no máximo 4 termos, que representa o somatório dos quadrados 
dos n primeiros números naturais. 
n 
k=1 


43. (IME/2010) 


A quantidade k de números naturais positivos, menores do que 1000, que não são divisíveis por 6 
ou 8, satisfaz a condição: 


a)k < 720 
b)720 < k < 750 
c) 750 < k < 780 
d) 780 < k < 810 
e) k > 810 


44.  (IME/2010) 
SejaS=12+32+52+72+.-:-+792.Ovalordes satisfaz: 
a) S < 7x104 

b) 7x10% < 5< 8x10 

c)8x10! < S < 9x104 

d)9x10ź < S < 10º 

e) S > 10º 


45. (IME/2012) 


O segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma Progressão Aritmética (PA) de números 
inteiros, de razão r, formam, nesta ordem, uma Progressão Geométrica (PG), de razão q, com 
qer E Nº (natural diferente de zero). Determine: 


a) o menor valor possível para a razão r; 
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b) o valor do décimo oitavo termo da PA, para a condição do item a. 


46. (IME/2013) 


Entre os números 3 e 192 insere-se igual número de termos de uma progressão aritmética e de uma 
progressão geométrica com razão r e q, respectivamente, onde r e q são números inteiros. O 
número 3 e o número 192 participam destas duas progressões. Sabe-se que o terceiro termo de 


(1 T 5. em potências crescentes de > é T: O segundo termo da progressão aritmética é 
a) 12 

b) 48 

c) 66 

d) 99 

e) 129 


47.  (IME/2014) 


Em uma progressão aritmética crescente, a soma de três termos consecutivos é S, e a soma de seus 
quadrados é S,. Sabe-se que os dois maiores desses três termos são raízes da equação x? — S,x + 


É — 2) = 0. A razão desta PA é 


48. (IME/2014) 


Calcular o valor da expressão abaixo 


3/370370 ...037 — 11...1 00..0 
89 algarismos 30 algs "1" 30 algs "0" 


Obs.:algs=algarismos 


49. (IME/2015) 


A soma dos termos de uma progressão aritmética é 244. O primeiro termo, a razão e o número de 
termos formam, nessa ordem, outra progressão aritmética de razão 1. Determine a razão da 
primeira progressão aritmética. 
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a) 7 
b) 8 
c)9 
d) 10 
e)11 


50. (IME/2016) 


Os inteiros a4, ds, As, ..., Q25 estão em PA com razão não nula. Os termos a4, a; e ajo estão em PG, 
assim como as, Aj e a25. Determine j. 


51. (IME/2017) 


Sejam uma progressão aritmética (a4, a2, As, A4, ... ) € uma progressão geométrica (b4, bz, b3, by, -..) 
de termos inteiros, de razão r e razão q, respectivamente, onde r e q são inteiros positivos, com 
q>2eb, > 0. Sabe-se, também, que a, + b, = 3,4, + b = 26. O valor de b; é: 


a)1 
b) 2 
&)3 
d) 4 
e)5 
52. (IME/2019) 
Os ângulos 814, 05, 03, ..., 0100 SãO Os termos de uma progressão aritmética na qual 0,, + 046 + 055 + 
OE O valor de sen (© 2º 6;) é 
a)—1 
jade 
2 


c) O 
a 
2 


e)1 


53. (IME/2019) 


Mostre que os números 16, 24 e 81 podem pertencer a uma PG e obtenha a quantidade de termos 
dessa PG, sabendo que seus elementos são números naturais. 
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7. Gabarito 
E, GABARITO 


Gabarito das Questões ITA 


23. e 
24. c 
25. e 
26. b 
A 2 An\? 
27. (= — an) > (=) —aZ,vneN 
28. S= ns e S é o tempo que Aquiles demora para alcançar a tartaruga. 
29. r=—eq=v2 E 
30. a+r=11 
31. d 
32. Progressão geométrica de razão 3. 
33. d 
34. S=14-— 6V2 
35. xyz = —60 
36. d 
37. B=5,C=->,D=1E=-2 
38. d 


39. a)(4,6,9),(8,12,18)e (12,18,27) b)n = 4 
40. Verdadeira. 


Gabarito das Questões IME 


41. s= 
3001 
42. Sp = n? +n? + n 
3 2 6 

43. c 
44. c 
45. ajr=3 b)aig= 53 
46. c 
47. 
48. 333...3 

30 algs 
49. a 
50. j=12 
51. a 
52. d 


53. 5 termos 
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8. Questões de Vestibulares Anteriores Resolvidas e 


Comentadas 


np 
E7 


Questões ITA Comentadas 


23. (ITA/1994) 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


Seja (a4, A2, ..., An) Uma progressão geométrica com um número ímpar de termos e razão q > 0.0 
produto de seus termos é igual a 22º e o termo do meio é 2º. Se a soma dos (n — 1) primeiros 
termos é iguala 2(1 + q)(1 + q?), então: 


a) +q = 16 
b) a, + q = 12 
c)a, +q = 10 


d)a +q+n= 20 
e)a +q+n=11 
Comentários 
Segundo o enunciado, o produto dos termos da PG é: 
P, = 2” 


A fórmula do produtório dos termos da PG é dado por: 


Então temos: 


Podemos reescrever a equação dessa forma: 


n(n=1) n-1\” n-1\” 
arq 2? =a} (a 2 ) = (aq 2 ) 


n-1\” 
(aq É ) = 2ºº 


A questão diz que a PG possui um número ímpar de termos e que o termo do meio é 2º. 


Vamos usar essas informações. 
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. na E E n+l 2; ; 
Veja que se n é ímpar, então n + 1 é par e = será o índice do termo do meio. 


ESCLARECENDO 


Tome como exemplo a sequência (a4, a2, 43, A4, A5). Nesse caso, para n = 5, temos as e o 


go dá q n+1 5+1 P 
índice do termo do meio é oo 3 que é as. 


Analisando a equação: 


A razão pode ser reescrita dessa forma: 


n—1 n+1-2 n+1 


qz =g 2 sqz 


Usando o termo geral para o termo do meio da PG: 


n+l; 
An+1 = q 2 
2 


Do enunciado temos o valor do termo do meio, vamos substituir na equação: 


An+1 = 25 
2 
(a = 2 
(25)” = 225 
257 = 225 


5n=25ən=5 
Portanto, a PG possui 5 termos. 


A última informação do enunciado diz que a soma dos n — 1 termos da PG é 2(1 + q)(1 + 
q?). Então, usando a fórmula da soma da PG finita: 


(gro! — 1) 
Sa == r 20 +01 +49 
Substituindo n = 5: 
a 5-1 _ 
Sã 1(q 2a + Dar) 
q-—1 
a(g* — 1) 


— S20+00 +49) 


Podemos fatorar a expressão da esquerda: 
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lg" — 1) ag" + Dlg” — 1) aq? + Dlg + lg — 1) 
qa qd E q=1 
Assim, temos a seguinte equação: 


BE TON O ut 


q=) 
Perceba que os termos coloridos se cancelam. Dessa forma: 
a (EAT a+ TaT) 


q =2 
Substituindo a, = 2 no termo do meio: 
a; = q” =2º 
2q? = 25 > q? = 24 
q=2?=4 
Observando as alternativas, vemos que: 
a tq+tn=2+4+5=11 
Gabarito: “e”. 
24. (ITA/1995) 


Se a soma dos termos da progressão geométrica dada por 0,3: 0,03: 0,003: ... é igual ao termo médio 
de uma progressão aritmética de três termos, então a soma dos termos da progressão aritmética 
vale: 


Comentários 
Vamos calcular a soma dos termos da progressão geométrica (0,3; 0,03; 0,003; ...). Essa PG 
possui razão q = 0,1 > |q| < 1. Logo, sua soma é dada por: 
a1 


o 03 ç 03 
1-01 09 


A soma que obtemos é o termo médio de uma PA com três termos: 


1 
3 
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A soma da PA é dada por: 
S3 = a1 + a, + as 
Das propriedades da PA, temos: 
_ a +a 


a = 2 > 2a, = q + as 


Sabemos que a, = 1/3. 
2 
ai + ds = 2a, — 3 


Desse modo: 


2.1 
S3 = d, + a + a; = (a, + a3) +a =3+3=1 


Temos uma PG de razão q = aq, com O < a, < 1. A soma da PG infinita é dada por: 


unn 
C. 


Gabarito: 


25. (ITA/1998) 


Seja (a4, as, a3, ... ) Uma progressão geométrica infinita de razão a,,0 < a, < 1, e soma iguala 3a,. 
A soma dos três primeiros termos desta progressão geométrica é: 


a) 8/27 

b) 20/27 
c) 26/27 
d) 30/27 
e) 38/27 


) 
) 


Comentários 


Temos uma PG de razão q = q, com 0 < a, < 1. A soma da PG infinita é dada por: 
ai 
1-q 


O problema diz que S = 3a. 


Substituindo os termos na fórmula, obtemos: 


ai 
3a, = 
a 1-— a 
1 
1-a 
1— == 
ai 3 
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n=1-5=5 
q =a, = 3 
A soma dos três primeiros termos da PG será: 
Ss = a (q” — 1) 
n~ q — 1 
&= Sum 1) 
3 
«NO 
3 
(G)-1 
(6-1) 
S3 = 7 
3 
OC) 
i 1 
3 
38 
S3 27 


Gabarito: “e”. 
26. (ITA/2000) 


O valor de n que torna a sequência 


2 + 3n, —5n, 1 — 4n 
uma progressão aritmética pertence ao intervalo 


a) [-2, —11]. 


Comentários 
Vamos usar a propriedade da Média Aritmética: 
aı + as 
a, =—— 
A 2 


Dos dados da questão: 
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ay =2+3n 
a, =-5n 
az =1— 4n 


Substituindo os dados na propriedade: 
2(-5n) = (2 + 3n) + (1 — 4n) 
—10n=3-n 


Gabarito: “b”. 


27. (ITA/2002) 


Sejam n > 2 números reais positivos q,, a», ..., a, que formam uma progressão aritmética de razão 
J 152 n 
positiva. Considere 4, = q, + a, + =: + a, e responda, justificando: 
2 2 
r ' z An An 2 
Para todo n > 2, qual é o maior entre os números a RS o a e 
Comentários 
Perceba que 4, é a soma da PA. A soma da PA é dada pela fórmula: 


(a + an)n 
E 2 
Vamos substituir essa fórmula nos números pedidos: 


(2-a) 
nom 


(& E Gm) ? 
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Para saber qual é maior, vamos subtrair os termos e ver se encontramos um número positivo 
ou negativo. Caso seja positivo, o primeiro termo será maior. Caso contrário, o segundo termo será 
maior. Perceba os termos elevados ao quadrado, não precisamos desenvolvê-los. Vamos usar 
produtos notáveis para simplificar os cálculos. 


(Et (E) a 


Fatorando os termos coloridos: 


ai — an ai + an di = an à Fä 2 
ES) É Gal ES) ii (5) tan 
Simplificando: 


2 


(Etc aE n) E 
n 


2 2 


—2aņn\ (204 > 
(te 
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(an) (a1) + añ 
Colocando a, em evidência, obtemos: 
an (an — a1) 
O enunciado afirma que os termos são positivos e a razão também. Portanto: 
an = q + (n— 1)r > a 
An > a 
anlan — a) > 0 


Assim, provamos que o termo azul é maior que o termo verde. 
An o qua 
E (= — an) > (=) —aZ,vneN 
n n 


Gabarito: (dz — an) > a — aż, ,yn E N 


n 


28. (ITA/2003) 


Considere a seguinte situação baseada num dos paradoxos de Zenão de Eléia, filósofo grego do 
século V a.C. Suponha que o atleta Aquiles e uma tartaruga apostam uma corrida em linha reta, 
correndo com velocidades constantes v, e Vr, com 0 < Vr < v4. Como a tartaruga é mais lenta, é- 
lhe dada uma vantagem inicial, de modo a começar a corrida no instante t = O a uma distância d, > 
O na frente de Aquiles. Calcule os tempos t4, tz, t3, ... que Aquiles precisa para percorrer as distâncias 
dı, dz, ds, .... respectivamente, sendo que, para todo n > 2, d, denota a distância entre a tartaruga 
e Aquiles no instante 


da corrida. 


Verifique que os termos tp, k = 1,2,3,..., formam uma progressão geométrica infinita, determine 
sua soma e dê o significado desta soma. 


Comentários 


A situação inicial do problema diz que a tartaruga começa a uma distância d, de Aquiles, 
conforme a figura: 


A d, T 


Da cinemática, como não temos aceleração, sabemos que esse problema trata de movimento 
uniforme e desse modo a equação do espaço é dado por: 


AS =v't 
AS é a distância que separa os corpos Ae T 


v é a velocidade 
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t é o tempo 


O tempo que Aquiles demora para percorrer d, será: 


dı = Vaty 
d 
ti = 2 
VA 


Mas até Aquiles percorrer d,, a tartaruga continuou correndo e percorreu d,. Essa distância 
em função dos dados da tartaruga é: 


d, = Vrti 
Substituindo t, na equação: 
vrd 
d, = T1 
Va 


Agora Aquiles deve percorrer d, para alcançar a tartaruga: 


d = Vat> 
d 

tz = E 
VA 


Substituindo d, encontrado com os dados da tartaruga nessa equação para obter t»: 


_\ v, do Yrd 
t =—— = 
Va Va 


A tartaruga continuou correndo e está a ds de distância de Aquiles: 


t = — 


t; = 3 


E Z o v . Z 
Repare que a diferença entre um termo e outro é a razão q = = isso é uma PG. Se 
A 


continuássemos as calcular os termos, encontraríamos a forma geral: 


tn = tq” 
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= (6) 
E Ata Wa 


Como v, > vr, temos q = - < 1. Assim, encontramos uma PG de razão 0 < q < 1. Isso é 
A 


uma PG infinita. 


A soma será dada por: 


ai 
= 

1-q 

ti 
S= Tr 
{=T 
Va 

dı 
d, (5) 

é Ga E upa ONA 

A 

d 
pe to 
Va — Vr 


va — Vr é a velocidade relativa de Aquiles em relação à tartaruga e d, é a distância que 
separava os dois no começo da corrida. Então, S é o tempo que Aquiles demora para alcançar a 
tartaruga. 


Gabarito: S = 


d E i 
> E e S é o tempo que Aquiles demora para alcançar a tartaruga. 
A` "T 


29. (ITA/2005) 


Seja q, az, ... uma progressão aritmética infinita tal que 


n 
2 azg = NVZ + mn?, para n E Nº 
k=1 
Determine o primeiro termo e a razão da progressão. 


Comentários 


Temos uma PA infinita. A questão nos dá a fórmula do somatório de seus elementos em 
função de um n E N. 


O somatório é a soma dos elementos as, isso que dizer que ela é a soma dos elementos 
múltiplos de 3, isto é, as + aş + ag + +a,. 


Vamos substituir os valores de n e encontrar alguma relação. 


Paran = 1: 
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az = 1: V2 +71? 
ds = v2+7 
Paran = 2: 
a; + a, = 2V2 + n(2)? = 2V2 +47 
Substituindo as na equação para encontrar aç: 
V2 +r +a = 2V2 + 4r 
as = V2 +37 
A forma geral dos elementos de uma PA é: 
an = q, + (n-—1)r 
A questão pede q er. 
Vamos encontrar as em função de a, er: 
az = q + (3 — 1)r = aq +2r 
Fazendo o mesmo para as: 
aş = a + (6 — 1)r = aq, + 5r 
Encontramos as relações: 
az = V2 +n = +2r 
as = V2 + 37 = a + 5r 
Subtraindo a, e as: 


aş — az = V2 + 37 — (V2 + T) = a, + 5r — (a, +27) 


217 = 3r 
_ 2T 
da 


Substituindo r em as para encontrar a4: 
az = V2 +n = +2r 
21 
vV2+7=0,+2 (5) 


47 
VZ+ =a + 


TT 
=V2-— 
a ENA 3 


s 2 
Gabarito: r = = e a; = V2 -$ 


30. (ITA/2006) 


Seja (a4, A2, A3, ..., An, -.. ) UMa progressão geométrica infinita de razão positiva r, em que q, = a é 
um número real não nulo. Sabendo que a soma de todos os termos de índices pares desta progressão 
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geométrica é igual a 4 e que a soma de todos os termos de índices múltiplos de 3 é 16/13, determine 
o valor de a +r. 


Comentários 
Problema de PG infinita com razão r ea, = a. 


A questão nos dá a soma dos termos de índices pares e também a soma dos termos de índices 
múltiplos de 3. Desse modo: 


a, +a} tag +t =4 


16 
stand a 
Perceba que podemos definir (az, a4, As, -.. ) € (a3, Ag, ag, -.. ) como duas novas PG's infinitas. 
Veja: 
a, = ar’ 
6 = azrt E Dr = 2 E 
> PG infinita de razão r^ e termo inicial a, 
Ag = aY 
as = azr? 
ao = azr? PGi E: a 3 EE 
infinita de razão r° e termo inicial as 
a12 = azr? 
Vamos usar a fórmula da soma de PG infinita nas duas PG`s e encontrar uma relação para a e 
Fr: 
ç a Mr o ar 
LO 1-=r? 1-r? 1-r? 
E a3 ar? ar? 16 
2 1-r3 1-73 1-r? 13 
Fatorando S, e $}: 
4 ar á ar r 
>" Ss = 4 > —— n = 
1 1-r? (1-r)(1+r) 
ar? 16 ar? 16 
S2 = 7—3 = — 3 PAO ATA L aa 2N = — 
1-r? 13 (1-r)(1+r+r?) 13 


e S ; 
Vamos dividir a para sumir com o termo a: 
2 


ar 
(1-r)(1+r) o 4 
ar? 16 
(1-r)(1+r+r2?) 13 

ar (1-r)(1+r +r?) 13 

ar? (1-r)X(1+r) 16 


ay (1-1)(1+7r+rº) 13 
ar? 1-Jd+M9) 4 
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(lero) 18 
r (+r) 4 
Desenvolvendo a equação: 
4(1+r +r?) =13r(1+r) 
4 + 4r + 4r? = 13r + 13r? 
4r? +9r—4=0 


Encontramos uma equação de segundo grau, ainda estudaremos esse assunto mais a fundo 
nas próximas aulas. 


Lembre-se: as raízes de uma equação de segundo grau dessa forma: 


ax? +bx+c=0 
É dado por: 


-b + VA 
2a 
Vamos encontrar as raízes da equação: 


X12 = ,onde A = b? — 4ac 


9r? +9r-4=0 
A = b? — 4ac = (9)? — 4(9)(—4) = 81 + 144 = 225 
-9 + V225 —9+15 


122.9 18 
do A 
"= go 3 
agl i 
“CC 5 


ç P a Er 1 
O enunciado diz que a razão é positiva, logo r = n, = E 


Substituindo r = 1/3 em S para encontrar a: 


ar 


S=— =4 
1 1—r2 


4 
9 
3a 
ga 
32 
cag 
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Vamos encontrar a +r: 


Gabarito: a + r = 11 


31. (ITA/2007) 


Se A,B e C forem conjuntos tais que n(A U B) = 23,n(B — A) = 12,n(C— A) = 10,n(B NC) e 
n(ANBNC) = 4, então n(A), n(A U C),n(AU BU C), nesta ordem. 


a) formam uma progressão aritmética de razão 6. 

b) formam uma progressão aritmética de razão 2. 

c) formam uma progressão aritmética de razão 8, cujo primeiro termo é 11. 
d) formam uma progressão aritmética de razão 10, cujo último termo é 31. 
e) não formam uma progressão aritmética. 

Comentários 


Vamos resolver usando o Diagrama de Venn-Euler: 


A B 


(Sd 


C 


Nomeamos cada região do círculo com letras minúsculas. 
Pelo enunciado, vamos descobrir os valores de cada região: 
n(ANBNC)=4=e 
n(BNnC)=6=e+f>f=2 


Agora nosso diagrama fica assim: 
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Usando as outras informações, temos: 
n(B — 4) = 12 


Veja que n(B — A) é igual a c + 2 que é a região de elementos de B menos os elementos de 


n(B-A)=c+2=12>c=10 
Agora para n(C — A) = 10 usando o mesmo raciocínio: 
9+2=1059=8 


Atualizando nosso diagrama: 


V 


C 


Falta usar n(A U B) = 23. 
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Pela figura: 
n(AUB)=a+b+d+4+10+2=23 
Devemos encontrar os valores de n(4), n(AU C) en(AUBUC). 


Note que atb+d+4=n(4). Assim, substituindo n(A) na equação, conseguimos 
descobrir o valor de n(A). 


n(A) + 10+2 = 23 
n(A) + 12 = 23 
> n(4) = 11 
Vamos encontrar n(A U C). Usando o diagrama: 
n(AUC)=a+b+d+4+2+8=(a+b+d+4)+10=n(4)+10=11+10=21 
> n(AUC)=21 
Agora o último termo: 
n(AUBUC)=a+b+d+4+104+2+8 
=(a+b+d+4)+10+2+8=n(4)+20=31 
> n(AUBUC)=31 
Dessa forma, encontramos a sequência: 
(nCA),n(AU c), n(AUBUC)) 
(11,21,31) 


Essa sequência é uma progressão aritmética de razão 10 (a, — a, = 21 — 11 = 10) e último 
termo 31. 


Gabarito: “d”. 


32. (ITA/2007) 
Seja k um número inteiro positivo e 
Ag = {j EN:j<kemdc(,k) = 1). 


Verifique se n(45), n(A9), n(A,7) e n(Ag1) estão ou não, nesta ordem, numa progressão aritmética 
ou geométrica. Se for o caso, especifique a razão. 


Comentários 
Vamos traduzir os termos do enunciado. 
Ele nos dá a definição de um conjunto: 
Ag = {j EN:j <k emdc(j,k) = 1) 


Esse conjunto está em função de k, e seus elementos são os números naturais (j E N) 
menores ou iguais a k (j < k) emdc(j,k) = 1, isto é, j e k são primos entre si. 


Vamos ao primeiro conjunto: 


A; = {j E N: j < 3 e mdc(j,3) = 1} 
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Os elementos desse conjunto são os números naturais menores ou iguais a 3 e estes números 
são primos em relação ao número 3 (mdc(j,3) = 1). Logo, os elementos não podem ser múltiplos 
de 3. Os números naturais que satisfazem essa condição são: 1 e 2. Logo: 


As — (1, 2} 
A questão pede para verificar a sequência (nCAs), n(A), n(A27), N(Agy)). 
O número de elementos de 4; é n(4;) = 2. 


Podemos continuar com o mesmo raciocínio e encontrar todos os elementos de cada 
conjunto. Mas a questão pede apenas o número de elementos desses conjuntos. Vamos economizar 
nosso tempo e encontrar um modo de calcular diretamente o número de elementos de cada 
conjunto. 


Perceba que o número de elementos totais sem a restrição mdc(j,k) = 1 é k (da definição 
j E N,j < k). Agora, impondo a restrição no conjunto, temos que remover os elementos não primos 
em relação a k. A sequência pedida possui k potências de 3 (As, Ao, A27, Ag1 ). Então os elementos 
que não satisfazem a condição mdc(j,k)=1 são os números múltiplos de 3 
(3,6,9, 12,15,18, 21, ...) 


Vamos calcular o número de elementos de Ao. Os múltiplos de k = 9 são 3,6,9, então o 
número de elementos de Ag será 9 — 3 (9 devido à k = 9 e 3 devido aos múltiplos de 3). 


n(A9)=9-3=6 


Note que a cada 3 números naturais, devemos remover 1 número (múltiplo de 3). Então o 
número de elementos não primos pode ser dado pelo número k/3. 


Usando esse raciocínio: 


27 


81 
Dessa forma, encontramos a sequência: 


(nCAs), n(AG), n(A27), n(As1)) 
(2,6,18,54) 


Ä FEE x ou Er 6 
Essa sequência é uma progressão geométrica de razão q = 7 3. 
Gabarito: Progressão geométrica de razão 3. 


33. (ITA/2010) 


Considere a progressão aritmética (a4, à, ..., Aso) de razão d. 


Se X1? an = 10 + 25d e X??? an = 4550, então d — a, é igual a 
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Comentários 


Pelo enunciado, podemos extrair: 
10 


se Dan =10+25d 


n=1 
Sio = d +a +: + aio = 10 + 25d 
50 
n >. a, = 4550 
n=1 


Szo = a1 +a, +: + aso = 4550 
(a1, a3, ..., A50) é uma PA de razão d. 
A soma de uma PA de razão d é dado pela fórmula: 
gs (a; Fen 
Aplicando a fórmula na primeira somatória: 


(a, + q49)10 
O 


(a, + d10)5 = 10 + 25d 


= 10 + 25d 


Simplificando: 
q + dio = 2 + 5d 
Podemos escrever a4 em função de a, e d: 
aio = a, + 9d 
Substituindo a,9 na equação: 
a + (a, +9d)=2+5d 
204 = 2 — 4d 
q=1-2d 
Encontramos uma equação com a, e d. Vamos aplicar a fórmula para a segunda somatória e 
encontrar a outra equação: 
Szo = a4 +a, +: + aso = 4550 
(a, + aso)50 
2 
(a, + aso)25 = 4550 
(a, + aso) = 182 


Escrevendo as, em função de a, e d: 


= 4550 
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aso = qq + 49d 
Substituindo na equação e simplificando: 
(a, + (a, + 49d)) = 182 
2a, + 49d = 182 
2a, = 182 — 49d 
Temos agora duas equações: 
(Da =1-2d 
(ID 2a, = 182 — 49d 
Vamos encontrar o valor de d, substituindo (1) em (IT): 
2(1 — 2d) = 182 — 49d 
2 — 4d = 182 — 49d 
49d — 4d = 182 — 2 


45d = 180 
>d=4 
Substituindo d = 4 na (1) para encontrar ay: 
aq =1-—2(4) 


q=1-8=—7 
Encontramos o valor de d e a, a questão pede d — a4: 
d-a=4-(-7)=11 
Gabarito: “d”. 


34. (ITA/2010) 
A progressão geométrica infinita (a4, as,...,dn,... ) tem razão r < 0. Sabe-se que a progressão 
infinita (a4, de, ---, Asn+1, -- ) tem soma 8 e a progressão infinita (as, 19, ---, Asn, =. ) tem soma 2. 
Determine a soma da progressão infinita (a4, às, ..., An, ...). 
Comentários 

Questão sobre PG infinita de razão negativa. Ela nos dá o valor de dois somatórios. Sabemos 
que a soma de uma PG infinita é dada por: 

ai 
Re ; 


a é O primeiro termo da PG e q é sua razão. 
Vamos verificar o primeiro somatório dado na questão: 
aı + as +a +: =8 
(a1, As, a11, --- ) é UMa PG. Precisamos descobrir a nova razão dessa PG para aplicar a fórmula. 


Podemos escrever a, em função de q, er: 
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as = qr” 
Sabemos que a forma de uma PG é a sequência (a4, ajr', ayr”2,...) 
Então a razão da PG (a, as, My, ... )ér' =r”. 


A soma dessa PG é dada por: 


as + dio + Qg t =2 


Encontramos as seguintes equações: 
ai 
I =8 
(1) I; 
4 
ar 
lj = 2 
(II) Ir 


Vamos dividir (II) por (1) para sumir o termo a;: 


a) (E) > 


O GE) 


— 7º 

1 
ad 
r =% 

1 
4— 
r= 


Ainda estudaremos equações de potenciação nas próximas aulas. Por enquanto saiba que 
quando a incógnita está na forma x2*, devemos considerar os valores positivos e negativos como 
soluções da equação. Pois se x é solução de x?*, (—x) também será. Veja: (x')(x') = 


(=x")(=x") = x”. 


Mi i- Re Re 
PEC LD GU 
27 22 v2 2 


O enunciado afirma que r < 0. Então: 


Substituindo r em (1) para encontrar a4: 
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ai -8 
E 
1+% 
a =8+2 


Quando o termo está elevado a um número ímpar, podemos extrair o sinal negativo para fora 
da potência. Veja: 


(—x)2h+1 = (=x)2* (=x)! = x? (—1)x = (—1)ge2+1 
Dessa forma: 


(-2 =-[-(8)]-(8 


Podemos simplificar desse modo: 


ai 


ç — (8+ V2)2 _ 16 + 2V2 


2447  24v2 
Vamos simplificar: 


— (16+2V2)(2-V2) 32-16/2+4/2-4 28-1202 00. 
“2 R+vD GD” 4-2 T 
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:S=14-— 6V2 
Gabarito: S = 14 — 6V2 


35. (ITA/2012) 


Sabe-se que (x + 2y,3x — 5y,8x — 2y, 11x — 7y + 2z) é uma progressão aritmética com o último 
termo iguala —127. Então, o produto xyz é igual a 


Comentários 


Temos uma PA cujos termos possuem as incógnitas x,y ez. Pelas propriedades da PA, 
podemos escrever: 


_ a +a 
Q= 
(x + 2y) + (8x — 2y) 
C a 
9x 
da 
6x — 10y = 9x 
—10y = 3x 


3x +10y=0 (1) 


Também podemos escrever: 


_ a +a, 
q= 
(3x — 5y) + (11x — 7y + 2z) 
S a E 


16x — 4y = 14x — 12y + 2z 
2x +8y-2z=0 
x+4y-z=0 (ID) 
A questão afirma que o último termo é igual a —127: 
11x — 7y + 2z = —127 (III) 
Dessa forma, encontramos o sistema linear: 
3x +10y =0 (I) 


x+4y-z=0 (II) 
11x — 7y + 2z = —127 (IN 
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(A resolução desse sistema será melhor entendida na aula de Sistemas Lineares.) 
Vamos resolver esse sistema, somando 2 - (IT) e (JIN), obtemos: 
(2x + 11x) + (8y — 7y) + (22 — 2z) = —127 
13x + y = —127 (IV) 
Para encontrar x, podemos fazer 10 - (IV) — (1): 
10 - (IV) = 130x + 10y = —1270 
—(D) = -3x — 10y = 0 
10 - (IV) — (1) = 127x = —1270 
x = —10 
Substituindo x = —10 em (I) para encontrar y: 
3x + 10y = 0 (1) 
3(—10)+ 10y = 0 


10y = 30 
y=3 
Por fim, substituímos x = —10 e y = 3 em (IT) para encontrar z: 
x+4y-z=0 (II) 
z=x+4y 
z = (—10) + 4(3) 
z=2 
xyz = (—10)(3)(2) 
+ xyz = —60 


Gabarito: xyz = —60 


36. (ITA/2015) 


Seja (a4, a2, a3, ... ) a sequência definida da seguinteforma:a, = 1,0, = 1lea, = an-1 + an-z para 
n > 3. Considere as afirmações a seguir: 


|. Existem três termos consecutivos, Ap, 4,,1,4p+2, que, nesta ordem, formam uma progressão 
geométrica. 


Il. a, é um número primo. 
III. Se n é múltiplo de 3, então a, é par. 
É (são) verdadeira(s) 


a) apenas Il. 


) 
b) apenas le ll. 


c) apenas le III. 


) 
) 


d) apenas Il e III. 
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e) |, Ile Hl. 
Comentários 


A sequência da questão é conhecida como sequência de Fibonacci. Vamos analisar as 
afirmações: 


I. Pela definição da sequência, podemos escrever: 
Ap+2 = Ap+1 + dp 
Se (ap, Ap +1, Ap+2) for uma PG de razão q, podemos escrever: 
apq? = apq + ap 
q’ =q+1 
q?-q-1=0 
Temos que resolver uma equação de segundo grau. Podemos encontrá-lo usando a fórmula: 


o —b + vb? — 4ac 


q 2a 


Da equação, temos a = 1,b = —1,c = —1: 


_ -D+ yC) 40C 
a= 20) 


Encontramos uma razão irracional. Então, se multiplicarmos a, pela razão q, um número 
irracional, obteremos ap+1, Um número irracional. Pela definição da sequência de Fibonacci, seus 
termos são a soma dos dois anteriores. A sequência é formada apenas por números inteiros 
positivos, logo é impossível ter números irracionais na sequência. 


“Falsa. 
II. Vamos ver se a; é um número primo. A sequência de Fibonacci é: 

(1, 1, 2,3,5,8, 13,21, 34, ...) 

a; = 13 
13 é número primo 

«Verdadeira. 
III. Vamos olhar a sequência: 

(1, 1, 2,3,5,8, 13,21, 34, ...) 
Perceba que os termos com índices múltiplo de 3 são pares: 

a; =2,0,=8,a9 = 34 

Os dois termos anteriores a estes números são ímpares. 


Vamos provar por PIF a propriedade: 
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1) Já verificamos a sua validade para as. 
2) Temos que generalizar o resultado. 
Hipótese: n = 3k E N,asy é pare ask. 4 € Qs,-2 SãO Ímpares. 
Tese: ds(k+1) É par 
Supondo a hipótese verdadeira, vamos tentar chegar à tese. 
A3k+1 = d3k + Q3k-1 
As3k-1 é Ímpar e 354 é par > azķg+1ı é Ímpar 
33k+2 = A3k+1 + Oak 
azkķ+1 é ÍMpar e azg é par > azķg+2 é Ímpar 
A3k+3 = Q3k+2 + Q3k+1 
As3k+2 É Ímpar e 3,44 é Ímpar > azķg+3 é par 
a3k+3 = d3(k+1) € par 


Pela hipótese conseguimos provar que a tese também é verdadeira. Logo, está provada a 
propriedade. 


“Verdadeira. 


ESCLARECENDO 


Considere os números naturais a, b,c: 
c será par quando a e b forem ímpares ou a e b forem pares ao mesmo tempo. 
Se a for par e b for ímpar, c será ímpar. Veja: 
apar>a=2kkeEN 
b ímpar >b=2k'+1,k' EN 
c=atb=2k+2k'+1 
c=2(k+k)+1 
k+k'=k"EN 
c=2k"+1 
c é ímpar 
O mesmo resultado é válido se a for ímpar e b for par. 

Se a for ímpar e b for ímpar, c será par: 
aímpar >a=2k+1,kEeN 
b ímpar >b=2k'+1Lk' EN 
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c=atb=Qk+D+Qk' +1) 
c=2k+2k' +2 
c=2(k+k'+1) 
k+k'+1=k" EN 
c = 2k" 
c é par 
Sea é pare b é par, c será par: 
apar>a=2kkEeN 
bpar>b=2k',k' EN 
c=atb=2k+2k' =2(k+k”) 
k+k' =k" 
c = 2k" 


Gabarito: “d”. 
37. (ITA/2015) 


Sabe-se que 1, B,C, D e E são cinco números reais que satisfazem às propriedades: 
I. B,C, D,E são dois a dois distintos; 
Il. os números 1, B,C, e os números 1,C, E, estão, nesta ordem, em progressão aritmética; 
Ill. os números B, C, D, E, estão, nesta ordem, em progressão geométrica. 
Determine B,C,D,E. 
Comentários 

Vamos extrair as informações do enunciado. 

Da afirmação Il, temos: 

(1,B,C)PA>SB=1+reC=1+42r 
(LCE)PASC=1+r'eE=1+2r" 
Igualando os dois valores de C: 
C=1+2r=1+r'5r'=2r 
Colocando E em função de r: 
E=1+2r"=1+4r 


Então, encontramos: 


B=1+r 
C=1+2r 
E=1+4r 
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Da III, (B,C,D, E) estão em PG nesta ordem. Seja q sua razão: 


C = Bq 
C _ 1+2r 
E 1+r 


Vamos escrever E em função do primeiro termo B e da razão q: 


E =B = 0+ (E) ER 


Ler) (+r) 
Temos duas equações para E, vamos igualá-las: 
E=1+4r rer 
(1 +r) 


Desenvolvendo a equação e simplificando: 
(1+4r)(1 +r)? = (1 +2r)’ 
(1+4r)(1+2r +r?) = 1 + 8r? + 3(1)}? (2r) + 31) (2r)? 
1+ 2r +r? +4r +8r? + 4r? = 1+ 8r? + 6r + 12r’ 
1+ 6r +9r? +4r? =1 + 6r + 12r? + 8r? 
8r? — 4r? + 12r? — 9r? +6r—6r+1-1=0 
4r? + 3r? =0 
r? (4r +3)=0 


As raízes dessa equação são: 


r=0o0ou4r+3=0 


Da afirmação |, os termos são dois a dois distintos, logo r + O. 


3 
4r+3=0>r=-- 


Vamos encontrar o valores dos números reais: 
3 
B=1l+r=1-,= 
3 1 
c=1+2r=1+2(-5)=—> 


3 
E=1+4r=1+4(-)=-2 


4 
(B,C, D,E) PG n 
> q = ———— 
jhr eT 
3 
RE 
AD 
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p=cq=(-)(-D=1 


tim ia DEDE 2 
fia TA a 2? — sob — 


1 
4 J 
38. (ITA/2017) 


Gabarito: B = t, C = ->D =1,E=-2 


Sejam a,b,c,d E R. Suponha que a, b, c, d formem, nesta ordem, uma progressão geométrica e que 
a,b/2,c/4,d — 140 formem, nesta ordem, uma progressão aritmética. Então, o valor de d — b é 


a) —140 


Comentários 


Do enunciado, (a,b,c,d) é PG: 


b 7 
(a,Z,7,d — 140) é PA: 


E É 
gi aF 
2 

q 
=1+— 


q? —4q+4=0 
Fatorando: 
(q-2)} =0 
A solução para essa equação é: q = 2. 


Substituindo q = 2 e representando b, c, d em função de a: 
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Das informações da PA, obtemos: 


bc 
(5,514 — 140) 
2a 4a 
(05% 
(a,a,a,8a — 140) 


Repare nos termos dessa PA. Essa sequência é uma PA de razão r = 0, pois 


, 8a — 140) 


a4 =a, =a; =a 


Então, podemos escrever: 


q =a 
8a — 140 =a 
7a = 140 
a= 20 


A questão pede d — b: 
d — b = aq? — aq = 20(2)º — 20(2) = 160 — 40 = 120 
~ d— b= 120 
Gabarito: “d”. 


39. (ITA/2017) 


Sejam 4 = {1, 2, ..., 29, 30} 0o conjunto dos números inteiros de 1 a 30 e (a4, a2, as) uma progressão 
geométrica crescente com elementos de A e razão q > 1. 


. z PRR 3 3 
a) Determine todas as progressões geométricas (a4, a2, a3) de razão q = > 


b) Escreve q = z com m,n E Ze mdc(m,n) = 1. Determine o maior valor possível para n. 
Comentários 
a) Temos que encontrar todas as progresses geométricas da forma (a4, a2, a3) de razão q = 
a Cada PG é formada pelos elementos de A = (1,2,...,30). 
Vamos escrever a PG em função do a, e de q = 3/2: 
(a1, a2, 43) 


(a, 01q, uq”) 


(0.03) 0:(5)) 
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A 


( 30 2m) 

a Dos r 

?2?4 

Os elementos da PG são elementos de A, um conjunto de números inteiros de 1 a 30. 
3 3aı 9a 

Assim, a> E 


devem ser números inteiros e o último termo da PG deve ser menor ou 
igual a 30, pois este é o maior número elemento de A: 


am 
a É 


E ps sg 9a E 5 
Disso, encontramos que a, deve ser múltiplo de 4, já que E deve ser inteiro. 
Vamos encontrar as sequências: 


(8, 12, 18) é a segunda PG 


a, = 12 
3 


ecof-n()-u 


-a (5) =12(5)=27 
“o lo) Cla) 


(12,18,27) é a terceira PG 


dq = 16 
3 3 
ds == ai (5) == 16 (5) = 24 


3 2 
as = 04 (5) = 16 (5) = 36 > 30 > não satisfaz a condição 


Portanto, temos apenas três progressões geométricas que satisfazem a condição: 
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(4, 6,9), (8, 12, 18) e (12, 18, 27) 


b) Se mdc(m, n) = 1 > m en são primos entre si. A PG pode ser representada por: 
(ay, a2, az) 


(1, aq, q?) 


(asa (7) as (7) ) 


Como os termos dessa PG são elementos de 4, um conjunto de inteiros: 


2 

m 

ai (52) deve ser inteiro > a, é múltiplo de n? 
n 


Se a, é múltiplo de n? e a, E 11,2,3,...,30), então a, é múltiplo de um número quadrado 
perfeito (um número quadrado perfeito é da forma x?, onde x é um número inteiro). 
Para q, pertencer ao conjunto 4, a, < 30. 


A questão pede o maior valor de n. Como a, é múltiplo de n°, a, deve também possuir o 
maior valor possível. 


O maior número quadrado perfeito que satisfaz essa condição é a, = 25 
a =25>n?=25>n=5 
Como q > 1 e m,n são primos, para o menor valor de q que satisfaz essa condição, temos: 


m 6 


(525) 259) 


(25,30,36) 


Perceba que o último termo dessa PG não é elemento de A. Então n? deve ser menor que 25. 
O próximo valor que satisfaz a condição é: 


Para a, = 16 > n? = 16 > n = 4. Esses valores geram a PG: 
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[1s16(G). (55) 


(16,20,25) 
Essa PG satisfaz todas as condições do problema. 
«n=4 
Gabarito: a) (4, 6,9), (8, 12,18) e (12,18,27) b)n=4 
40. (ITA/2019/Modificada) 


Classifique a afirmação: 


Sea,becsão As reais positivos que formam, nessa ordem, uma progressão aritmética, então 
1 1 


vVb+vc' cia” THE 
Comentários 


——- formam, nessa ordem, uma progressão aritmética. 


Se a, be c formam, nessa ordem, uma PA então podemos escrever: 
b=a+r 
c=a+2r 
Veja que: 
1 ND=NE ND-NE ND-NE VC-ND 
vb+vcvb-Vc b-c ~r d 
Analogamente: 
1 ve-va ve-va Ve-ua 
Vervave-va c-a 2 
1 Va-vb Va-v5 va-vb vb-va 
VEAEVG ab = r 
TE ER "Va+vb 
fado 
2 


Então para a sequência —— ——- formar uma PA nessa ordem, devemos ter: 


a, = 
N 
Vc+vVa 2lvb+vc vVa+vb 


Vamos tentar encontrar essa relação. 
1 


Calculando — zo? FAS 
1 1 NE- AN e 
Dee Jasa T ro por 


Vamos multiplicar o numerador e o denominador por Vc + Va: 
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(Ve -ya (Vc+va) c-a 
r (erva) r(Ne+va) 
Da condição (a, b,c) ser uma PA: 


c=a+2r>c—-a=2r 
c—a . 

r(Je+ va)" 

c—q 2r 2 


Substituindo c = 2r na equação 


Portanto: 
1 1 = 2 
JEt Ve Vat VE (Vetva) 
1 1 1 1 
Tala aa j ATT 
«Verdadeira. 


Gabarito: Verdadeira. 


Questões IME Comentadas 


41. (IME/1996) 


Calcule a soma abaixo: 


1 1 1 1 
1-4" 4-7 7-10" "2998-3001 
Comentários 
Essa expressão é uma soma telescópica. Apesar da questão ser antiga, pode ser que ela seja 
cobrada no seu vestibular. O IME adora questões que exigem que o aluno já tenha visto algo parecido 
durante sua preparação. 


Lembra do bizu da aula? 


Para resolver essa questão, precisamos escrevê-la na forma: 
1 A B 


AnQn+1 An An+1 


Vamos substituir os valores e encontrar A e B: 


1 A B 1 B 1-B 

A gg) 
1 A B 1 A B 
der a aw a 


Substituindo (1) em (IN para encontrar B: 
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B 
7 
B 
287 16 '7 
1 (1-B)7+B-16 
28- 16-7 
7 
leg = (1-B)7+B-16 
4=7— 7B +16B 
—3 = 9B 
1 
Bang 


Substituindo B em (1): 


Pn NE l OE 1+3 3.1 

4 4 4 4 3 
Encontramos 4 = 1/3 e B = —1/3. 

Podemos escrever: 
1 A B 
Anln+1 E li An+1 
1 1 1 1/1 1 
AnQn+1 E 3an E 3dn+1 E E E o 


Agora podemos resolver a questão. Vamos chamar a soma de S: 
e nn : 
1-4 4:7 7-10 2998 : 3001 


Podemos reescrever a soma usando o termo geral da série telescópica aritmética: 


1 1/1 1 
Anan+1 E 3 a o) 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
s=5((1-5)+(5-5)+(5-55) a a t la — 3002) 


Goz a a aeo 
s=3(1-z) 


o 1 E, — 1000 
- 313001/ 3001 
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Poderíamos aplicar diretamente a fórmula para a soma: 


1/1 1 
si 
r\di An+1 


Observando a soma telescópica, vemos que r = 3,4, = 1 e a,,4 = 3001. 


Substituindo os valores na fórmula, obtemos: 
1 G 1 ) a (5007) _ 1000 


1 3001/ 3 ~ 3001 


3 


3001 
1000 


Gabarito: $ = — 
3001 


42. (IME/2000) 


Determine o polinômio em n, com no máximo 4 termos, que representa o somatório dos quadrados 
dos n primeiros números naturais. 


Comentários 


k= 


Ha 


Vamos substituir os valores de n € Nº na fórmula e ver o que obtemos. 
G= 1 = 
S=24+1º=5 
S3 = 3? +2? +1? =14 
S, = 4 +3? +2? +1? = 30 


Veja que obtemos a sequência: 
(1,4,9,16,25,36,...) 
Perceba que subtraindo os termos consecutivos, obtemos uma PA estacionária: 
(3,5,7,9,11,...) 


Logo, a sequência do problema é uma PA de ordem 2. De acordo com o teorema da soma, 
podemos escrever S, como um polinômio de grau 3: 


Sn = An? + Bn? + Cn +D 
Temos 4 incógnitas (4, B, C, D), então precisamos de 4 equações: 
Sı = A(1) +B(1} +C()+D=4A+B+C+D=1 (1) 
S, = A(2)? + B(2)? + C(2)+D =8A+4B+2C+D=5 (ID 
S = A(3)? + B3) + C(3) + D = 27A +9B +3C+D=14 (HD 
S, = A(4)? + B(4)}? + C(4) + D = 64A + 16B + 4C +D = 30 (IV) 
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Vamos resolver o sistema linear: 


(IV) — (HI): 

37A+7B+C=16 (V) 
ID — (ID): 

19A+5B+C=9 (VD 
(UD — (1): 

7A+3B+C=4 (VID 
(V) — (VD: 

184+2B =7 (VII) 

(VD — (VID: 


124+2B=5 (IX) 
(VIT — (1X): 


| 
6GA=2>A=7 
3 
Substituindo A = 1/3 em (IX): 


12($)+28=5 
3 
4+2B=5 
1 
B=3 


Substituindo 4 = 1/3 e B = 1/2 em (VII): 


DROE 


7 3 

JIT a 

La = 
23 
cros 
24 23 1 
6 6 6 

Substituindo 4, B,C em (1): 

1 1 1 

5 re t?s 

2 3 1 

RA al 
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Assim, obtemos o polinômio: 


š 1 1 1 
Gabarito: S, = zn? + zn? +n 


43. (IME/2010) 


A quantidade k de números naturais positivos, menores do que 1000, que não são divisíveis por 6 
ou 8, satisfaz a condição: 


a)k < 720 
b) 720 < k < 750 
c) 750 < k < 780 
d) 780 < k < 810 
e) k > 810 
Comentários 

Das informações da questão: 

k < 1000ek EN, 
Seja x a quantidade de elementos que são divisíveis por 6 e por 8. 
k será dada por: 
k = 999 — x 

Para calcular n, devemos somar a quantidade de elementos que são divisíveis por 6 e por 8e 
depois subtrair a quantidade de elementos que são divisíveis por 6 e por 8 ao mesmo tempo (esses 
elementos acabam sendo somados 2 vezes). Os elementos que são divisíveis por 6 e por 8 são os 
múltiplos do MMC: 

MMC[6; 8] = 24 
Dessa forma, vamos encontrar a quantidade de elementos divisíveis por 6: 
(6, 12,18, ..., an) 
Usando a forma geral da PA: 
a, = 6 + (n — 1)6 < 1000 
994 


— 1 < — 
A 6 


994 
n<1 t- = 166,6 
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n = 166 
Elementos divisíveis por 8: 
(8,16, ..., am) 
am = 8 + (m — 1)8 < 1000 
992 


— 1 < — 
a 8 


m<1+124=125 
m = 124 
Elementos divisíveis por 24: 
(24, 48, ..., a1) 
ay = 24 + (l — 1)24 < 1000 


l=41 
>x =m +n-— l= 166 + 124 -— 41 = 249 
Portanto, k será dada por: 
k = 999 — 249 = 750 


unn 
C. 


Gabarito: 


44. (IME/2010) 
SejaS=12+32+524+72+---+792.Ovalor de S satisfaz: 
a) S < qro 

b) 7x104 < S < 8x104 

c) 8x104 < S < 9x104 

d) 9x104 < S < 105 

e)S > 10º 

Comentários 


Nessa questão, você deve se lembrar que na aula de Álgebra Elementar, na lista de exercícios, 
demonstramos que a seguinte relação é válida: 
n(n + 1)(2n + 1) 
6 


É normal não ter memorizado essa fórmula, então, vamos aprender a deduzi-la. Sabendo que 
(a + b)? = a? + 3a?b + 3ab? + bº, temos: 


1? +2? +3 + etn? 
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23 = (1+ 1) = 1? +3-1?-1+3-1-1?° +18 
33 = (1 + 2)? = 1? +3.1?.-2+3.-1:2? +2’ 
43 = (1 + 3)? = 1? +3- 1°-3 +3.13? 43º 


n? = (1+ n- 1))}* =13 +312- (n-1)+3-1-(n-1)?+(n- 1) 
Somando todas essas equações, obtemos: 

VENETIE den" 
=n-1+3:12.(1+243++(n-1))+3:1-(124+22 +-+ (n-1)) 
+? +2 +3 H+- in- 1) 

Vamos definir X = 1? + 2? +3? +... + n?. 


Note que os termos em vermelho se eliminam. A soma dos termos em azul é a soma de uma PA de 
razão 1 e a soma verde é a soma X — n?. Assim, podemos escrever: 


nnp Ut D- 


3 +3(X — n?) 
Isolando X: 
3n(ín— 1 
n? =n4 2000 ay an? 


2n? = 2n + 3n? — 3n + 6X — 6n? 
2n? = 6X — n — 3n? 
6X = 2n? + 3n? +n = n(2n? +3n+1)=n(n+1)(2n +1) 
Portanto, encontramos a fórmula para a soma dos naturais elevados ao quadrado: 
n(n + 1)(2n +1) 
X= —— | Tt 
6 
Vamos voltar à resolução da questão: 


Perceba que S é a soma dos números naturais ímpares elevados ao quadrado. 


Para calcular S = 12 +32 + 5? + = + 792, precisamos completar a soma com os números 
pares. 


Podemos reescrever a soma da seguinte forma: 
S=12+224+324+424+...+792 (22442462 +824+-..+782) 

S = 1? +2? +3? +4? 4... 4792 -((2:1)2+(2:2)24(2:3)2 +: +(2:39)2) 
S=12+22+32+42+...+792-(22.124+22.22+22.324+...+22.392) 
S=124+22+32 4424... +792-4(12 422432 4+..:4+392) 

Sabendo que 


n(n +1)(2n+1 
12422434 n? = EDOD 
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Temos: 
a TUSD 4(39(1 + 39)(2:39+1)) 
6 6 
_ 79-80-159 4(39 - 40: 79) 
6 6 
Simplificando: 
S = 79:40:53- 2:13-40:79 
Perceba que temos os termos 79 - 40 nos dois números acima. Vamos fatorar: 
S = 79 -40:53 — 26:40:79 
S = 79 - 40 ; (53 — 26) 
S = 79:40:27 
Agora, podemos calcular o valor de S: 
S = 85320 
S é um número entre 80000 e 90000. 


- [8x104 < S < 9x104 


Atenção! Sempre que você puder, você deve fatorar os números para facilitar o cálculo. 


Gabarito: “c”. 


45. (IME/2012) 


O segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma Progressão Aritmética (PA) de números 
inteiros, de razão r, formam, nesta ordem, uma Progressão Geométrica (PG), de razão q, com 
qer E Nº (natural diferente de zero). Determine: 


a) o menor valor possível para a razão r; 
b) o valor do décimo oitavo termo da PA, para a condição do item a. 
Comentários 

a) Do enunciado: 

(a,, a2, A3, ..., An) PA de razão r E Nº 
(az, a7, a27) PG de razão q E Nº 
Das propriedades da PG, podemos escrever: 
a; = d,027 
Usando as definições de PA, podemos reescrever os seus termos: 
a; = a, +5r 
a27 = Q + 257 


Substituindo esses valores na equação, obtemos: 
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(a, + 5r)? = as(a, + 25r) 
a? + 10a,r + 25r? = aí + 25a;r 
25r? — 15a,r = 0 
5r? — 3a,r = 0 
r(5r — 3a,) = 0 
rEeEN* >r#0 


3a, 
a Qi o 


a é um número inteiro conforme a questão e r é um número natural diferente de zero. 


O problema pede o menor valor possível para r. r será mínimo quando a, for mínimo, então 
para r ser natural, devemos ter a, = 5. O que implicar = 3. 


b) Para a condição do item (a), temos: 
aig = a, + 16r 
Gg = 5 + 16(3) 
dig = 53 
Gabarito: a)r = 3 b) aig = 53 
46. (IME/2013) 


Entre os números 3 e 192 insere-se igual número de termos de uma progressão aritmética e de uma 
progressão geométrica com razão r e q, respectivamente, onde r e q são números inteiros. O 
número 3 e o número 192 participam destas duas progressões. Sabe-se que o terceiro termo de 


8 
1 n é O i ai E dida z 
(1 + 2) , em potências crescentes de -, é E O segundo termo da progressão aritmética é 
q q 9q 


Comentários 
Do enunciado podemos extrair as seguintes informações: 


(3,...,192) PA de razão r E Z 


n termos 


(3, ...,192) PG de razão q E Z 


n termos 


8 
. 1 POR 1, r 
O terceiro termo de (1 + 5) em potências crescentes de E T 
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Não se preocupe se você não entendeu essa parte do problema, isso será explicado 
detalhadamente na aula de Análise Combinatória. Para resolver essa parte precisamos do 
conhecimento da Fórmula do Binômio de Newton. 


A Fórmula do Binômio de Newton pode ser escrita como: 


eo (ge (ey (Gea G) 


n 
(p) é chamado de número binomial n sobre p: 


n n! 
HETE 
n! = n(n — 1)(n — 2)(n — 3) - ..."2-1 
n! é chamado de fatorial do número n. 


Voltando ao problema, podemos escrever: 


CE DD DD + 


O terceiro termo dessa expansão em potências crescentes de 1/q é: 


OnO -OO mg 


A questão afirma: 


8 


28 r e 
— =z qr = 9: 28 = 34247 
q^ 9q 

Da PA, podemos escrever: 


192 =3+(n-—1)r 


(n — 1)r = 189 
Da PG: 
192 = 3q"! 
64 = qr! 
26 = qr 


Como q é um número inteiro, q deve ser múltiplo de 2. n — 1 é um número natural, então 
podemos ter os seguintes casos possíveis: 


q=2en-1=6(1) 
q=4en-1=3 (Il 
q=8en-1=2(IIl) 
Vamos testar esses casos na condição da PA: 
(n — 1)r = 189 
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o 189 
“n-1 


r também é um número inteiro, então 189 deve ser divisível por n — 1. 


Note que 189 não possui o número 2 como fator, logo ele não é divisível por números com 
fator 2. Dessa condição, apenas a (II) não possui 2 como fator. 189 é divisível por 3, pois seus 
algarismos somados são divisíveis por 3 (1 + 8 + 9 = 18). 

Assim, n- 1=3 >r = 5r=63. 

O segundo termo da PA é dado por: 


a, = 3 +r = 3 +63 = 66 


unn 
c 


Gabarito: 


47.  (IME/2014) 


Em uma progressão aritmética crescente, a soma de três termos consecutivos é S, e a soma de seus 


quadrados é S,. Sabe-se que os dois maiores desses três termos são raízes da equação x? — S,x + 


Š = +) = 0. A razão desta PA é 


Comentários 


Temos uma PA crescente e a questão nos dá a soma dos três termos consecutivos S, e a soma 
de seus quadrados S. Vamos representar a PA dessa forma: 


(a-r,a,a+r) 
Assim, podemos escrever: 
Sı = (a-r)+a+(a+r)= 3a 
Sı = 3a 
S, = (a-r)? +a? + (a+r)? 
S, = @° — 2ar +r? +a? +a? + 2ar +r’ 
S, = 3a? + Br 


Os dois maiores termos da PA são a e a + r e são também raízes da equação: 
á 1 
X -s2+(8,-5)=0 


Substituindo S, e S}: 
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1 
Je — 30x + (3a? + 2r? -5) =0 
Estudaremos relações de Girard na aula de Expressões Algébricas. Das relações de Girard, 
podemos escrever: 


a'x? +bx+c=0 


cd RR 
—3a 
a+tlatr)=--r o 
=a 
XiX = 5 


1 
ala +17) = (3a? + 27º — >) 


1 
a° +ar = 3a? + 2r? -5 


Substituindo r = a, na equação acima: 
2 2 2 1 
a* + aa = 3a^ + 2af — — 


1 
2a? = 3a? + 2a? =a 


1 

gs 

3a 2 

1 

Ze 

cê 
1 V6 

a=t—=+t— =r 

6 6 


Como a PA é crescente, temos r = V6/6. 
Gabarito: “b”. 


48. (IME/2014) 


Calcular o valor da expressão abaixo 


3/370370 ...037 — 11..1 00..0 


— y — 
89 algarismos 30 algs "1" 30 algs "0" 


Obs.: algs = algarismos 
Comentários 
Vamos simplificar a expressão. 


Para o primeiro termo, temos: 
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370370 ...037 = 370370370370 ... 37037 


89 algarismos 89 algarismos 
Vamos escrever esse número em potências de 10: 
370370370370 ... 37037 = 37 : 1087 + 37 ; 1084 + 37 : 1081 + -+ 37-10? +37:10? 
Perceba que escrevendo dessa forma, obtemos uma PG finita cujo primeiro termo é a, = 37 
e razão é q = 10°. 
Podemos aplicar a fórmula para soma de PG finita: 
z a, (q” — 1) 
q—1 
Vamos calcular o número de termos dessa PG. 


Sn 


Pela forma da PG, podemos escrever: 
An = qr! 
an = 37 : 1087 = 37» (10º) 
37 -1087 = 37 - 1035079 


3(n — 1) = 87 
87 

mabe m 
n = 30 


Logo, a PG possui 30 termos. 
Substituindo as variáveis na fórmula da soma, obtemos: 
E 37((103)3º — 1) 
O 103-1 
Simplificando: 
37(10º — 1) 10º -1 102 -1 
30 “1000-1999 27 
37 
Vamos reescrever o segundo termo e colocá-lo em função de potências de 10: 


11..1 00..0 = (102º +1028 + 1027 +--+ 10! + 10°): 103º 
30 algs "1" 30 algs "0" CO peosmaoasDan o 


10º(10ºº =1) 10% —1 
= 1 9 
103º — 1 

11...1 00..0 = 0 qu 


< < 9 
30 algs "1" 30 algs "0" 


102º + 1028 + 10?7 + -+ 10! + 10° = 


Dessa forma, temos que calcular o valor da seguinte expressão: 
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3/1090 —1 (1030 — 1) 
3/370370...037 — 11...1 00..0 = Sa a o 
89 algarismos 30 algs "1" 30 algs "0" 7 


Podemos fatorar o termo 10ºº — 1 usando a fatoração clássica: 
10ºº — 1 = (103º — 1)(10% + 103º + 1) 


Substituindo na expressão e simplificando: 


3 [10º —1 (103º —1) 
D D[0DDTt4030- 
27 9 19 
3 [aos = (10% + 108 +1) (109 =1) indie 
27 9 E 


3 (108 + 1030 +1) 103 
30 _— E E 
(10 D| = 5 | 
3 (10% + 10380 +1) 3-1020 
30 sa = 
a a 
3 108º + 108° + 1 — 3 : 102° 
30 _— => NE 
TEET 
3 108º — 2 -1030 +1 
30 _— n l 
TEE 
3 (1030 no 1)(1030 = 1)? 3 (1030 E 1)3 
o Bor q Bor” 
103º — 1 = Lög j= 
3 3 30 EE 
333 uid 


30 algs 
Gabarito: 333 ...3 


30 algs 


49. (IME/2015) 


A soma dos termos de uma progressão aritmética é 244. O primeiro termo, a razão e o número de 
termos formam, nessa ordem, outra progressão aritmética de razão 1. Determine a razão da 
primeira progressão aritmética. 


a) 7 
b) 8 
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c)9 

d) 10 

e)11 
Comentários 


Temos uma PA cuja soma é 244. Seja a4, O primeiro termo, r, a razão e n, o número de termos, 
podemos escrever: 
(a, +a,)n (a, + (a, + (n — 1)r))n (2a; + (n — 1)r)n 
2 E 2 2 
Do enunciado, (a,,7,n) é uma PA de razão r' = 1. Então, vamos escrever as relações dessa 


Sn 


PA: 
r=a«a+13]Â4=r-1 
n=r+1 
Substituindo 7,n na equação da soma para descobrir o valor de a4: 
Q2a, + (n — 1)r)n 


2 = 244 
{2(r—1)+[(r Ho — 1r)(r + 1) =” 


Simplificando a equação: 
{2(r — D+rr+1) = 488 
(r? +2r— 2)(r + 1) = 488 
r? + 2r? — 2r +r? pros 488 
r? + 3r? — 490 =0 


Temos que descobrir as raízes dessa equação. Vamos isolar o número 490 no outro lado da 
igualdade: 


r? + 3r? = 490 
r2(r + 3) = 490 
Note que 490 = 49 - 10. 
49 é um quadrado perfeito e pode ser escrito na forma 72. 
r?(r +3) = 49-10 = 72-10 
r?(r +3)= 72-10 
Vamos ver se r = 7 é raiz, substituindo na equação acima: 
72(7+3)=72-10 
7210 — 7210 = 0 


«r=7éraiz 
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Para encontrar as outras raízes, podemos aplicar o Algoritmo de Briot-Ruffini (ainda 
estudaremos esse assunto na aula de Polinômios). Veja: 


| 1 3 O -490 


JE 10 70 


Então, obtemos a seguinte equação: 
r? + 3r? — 490 = (r — 7)(r? + 10r +70) = 0 
Calculando o delta da equação quadrática: 
A = b? — 4ac = 10? — 4: 1:70 = —180 < 0 
Portanto, a equação quadrática não possui raízes reais. 
O único r que satisfaz o problema ér = 7. 


(Todos os assuntos que não foram estudados ainda serão vistos futuramente, então não se 
preocupe se você não entendeu alguma etapa). 


uan 
a. 


Gabarito: 


50. (IME/2016) 


Os inteiros d4, a2, As, ..., Q25 estão em PA com razão não nula. Os termos a4, a; e djo estão em PG, 
assim como as, Aj € a25. Determine j. 


Comentários 
Se q4, a2, Q19 estão em PG nessa ordem, então das propriedades da PG, podemos escrever: 
2 = 
a2 = 040 


Como dı, Qz, ..., A25 estão em PA com razão r + 0, podemos escrever esses termos em 
função do primeiro termo e da razão r: 


a =a 
a, =a+r 
aio =a +9r 
(a+r)? = a(a + 9r) 
a? + 2ar + r° = a? + 9ar 
r? = Tar 
r#0>r=7a 
d6, Aj, 425 também estão em PG > a? = açãys 
Escrevendo a, e az; em função de a er: 
aç=a+5r 
dos = a + 24r 


Substituindo r = 7a nos termos: 
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aç=a+5(7a) = 36a 
dos = a + 24(7a) = 169a 
Encontrando uma relação para aj: 
a? = açãos = 36a : 169a = 62-13? - a? 
a;=+6"13:a 
a; = +78a 
Vamos testar os valores encontrados para aj: 


a=a+(j-1I)r=a+(j-1)7a=a(7j-— 6) 


I) aj = —78a 
—78a = a(7j — 6) 
-78 =7j—6 
7j = —72 
j<0 
j é o índice do termo da PA, logo não pode ser negativo. 
lI) a; = 78a 
78a = a(7j — 6) 
78=7j—6 
7j = 84 
j=12 
Esse valor satisfaz as condições do problema. 
„j= 12 


Gabarito: j = 12 


51. (IME/2017) 


Sejam uma progressão aritmética (a4, a2, as, A4, ... ) € uma progressão geométrica (b4, bz, b3, by, -..) 
de termos inteiros, de razão r e razão q, respectivamente, onde r e q são inteiros positivos, com 
q>2eb, > 0. Sabe-se, também, que a, + b, = 3,04 + b} = 26. O valor de b; é: 

a) 1 
b) 2 
c) 3 
d) 4 
e) 5 
Comentários 


Do enunciado, temos: 
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ai +b,=3 (D 
a, + by = 26 (ID) 
(a1, a2, A3, A4, ... ) É PA > a, = a + 3r 
(b4, bz, b3, ...) é PG > b, = b;q e b; = b,q? 
Reescrevendo as equações, obtemos: 
a, + b4q = 3 > a = 3 — bq (D 
(a, + 3r) + b,q” = 26 (ID 
Substituindo (1) em (ITI): 
(3 — biq + 3r) + bq? = 26 
3r + b;q? — bq = 26-3 
3r + biq(g— 1) = 23 (ID 
A PA e a PG da questão possuem termos inteiros e r e q também são inteiros. 


A questão nos dá uma desigualdade para q e b,. Repare que temos b,q(q — 1) na equação 
(UIT). Vamos tentar encontrar alguma relação usando essas desigualdades. 


Como q é inteiro, podemos escrever: 
q>2>q23 
q-1>23-1>q-1>2 
b, também é inteiro: 
b >0>b 21 


Das propriedades da desigualdade de números inteiros, podemos multiplicar os termos e 
encontrar uma nova desigualdade: 


b21 
q23 
q-1>22 
ba(gq-1)>1:3:2 
ba(lg—-1)>6 (IV) 
Da equação (III): 
3r + biq(g — 1) = 23 
bia(gq-1)=23-3r 
Dessa forma, encontramos as seguintes relações: 
l bialg—1)>6 
bıq(q — 1) = 23 — 3r 
Combinando as duas, obtemos: 


23- 3r = 6 
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23-6 > 3r 
17 > 3r 
3r < 17 


Sabemos que r é inteiro positivo. Vamos ver quais valores de r podemos ter com essa 
desigualdade. 


3r deve ser menor ou igual a 17. 
r = 6 já não satisfaz essa condição, pois 3r = 3 : 6 = 18 > 17. 
r=5>3r=15< 17 
r = 5 satisfaz a condição, então r deve ser menor ou iguala 5, ou seja, r E {1, 2,3,4,5} 
Agora temos valores plausíveis para r, vamos substituir esses valores na equação (III): 
3r + biq(g — 1) = 23 (HD 
bia(g-1)=23-3r 
ajr= 
bialgq-1)=23-3:5 
bia(g—-1)=8=2º 
Note que q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos já que q é inteiro positivo. 


biq(g— 1) = 2: 2 - 2 é produto de inteiros iguais e q > 3. Não podemos ter q e q — 1 que satisfaz 
essas condições. 


b)r = 4 
bia(gq-1)=23-3:4 
bia(g — 1) = 11 
b, é inteiro 
q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos 
q23 
11 é um número primo e não é produto de inteiros consecutivos 


Não temos valores para b,, q que satisfaz essas condições. 


c)r=3 
bia(gq-1)=23-3:3 
bia(lgq-1)=14=2:7 
b, é inteiro 
q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos 
Seg=2eb,=7,teriamosbq(gq-1)=7:2:1=14 


8 Aula 02 - Sequências 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 02 — ITA/IME 2020 


Mas q > 3, então q = 2 não é possível. 
q q 


Logo, não temos valores para b4, q que satisfaz essas condições. 


d)r=2 
ba(gq-1)=23-3-2 
biq(g — 1) = 17 
b, é inteiro 
q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos 
q23 
17 é um número primo e não é produto de inteiros consecutivos. 


Não temos valores para b4, q que satisfaz essas condições. 


ejr=1 

ba(lgq-1)=23-3-1 

ba(lgq-1)=20=4:5 
b, é inteiro 
q(q — 1) é um produto de inteiros consecutivos 
q23 
20 é produto de inteiros consecutivos 
Seg=5eb,/=1: 

bia(gq-1)=1:5:4=20 
Para r = 1, temos valores para b; e q que satisfazem o problema. 
“b/=1 


Gabarito: “a”. 


52. (IME/2019) 


Os ângulos 81, 05, 03, ..., 0100 são os termos de uma progressão aritmética na qual 0,, + 056 + 045 + 
TT Z 
990 = 7. O valor de sen; 0;) é 
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Comentários 


Como os ângulos estão em PA, podemos encontrar a expressão que representa o somatório 
usando a fórmula da soma da PA. 


Lembrando que essa fórmula é dada por: 


(a, + a)n 
Sa = CR 
Temos: 
Oo (8,+640)100 
S10 = >. 0; = EE = 50(81 + 0100) 
i=1 


O bizu nessa questão é perceber que os termos 0, + ioo = 011 + 6059, = O26 + O75 são 
NÝ <x <x 
1+100=101 11+90=101 26+75=101 

equidistantes. Assim, usando a propriedade dos termos equidistantes de uma PA: 


T 
011 + 026 + 075 + Ooo = 


4 

TT 

011 + 090 + 026 + O75 = 4 
01+0100 01+0100 
2(6, + 01,00) = 


T 
4 


T 
(01 + 0400) = 8 


Então, o valor que queremos calcular é: 


100 
507 Tt my v2 
sen È o) = sen(50(0; + 0100)) = sen (5) = sen (6r + A = sen (5) F 


i=1 


Gabarito: “d”. 
53. (IME/2019) 


Mostre que os números 16, 24 e 81 podem pertencer a uma PG e obtenha a quantidade de termos 
dessa PG, sabendo que seus elementos são números naturais. 


Comentários 


Precisamos mostrar que os números 16, 24 e 81 podem pertencer a uma PG. A única condição 
é que os termos dessa PG sejam número naturais. Vamos supor que essa PG seja crescente de razão 
q E Q e ver se encontramos uma PG com esses números. 


[or 0016.0028 08 cr) PG de razão q > 0 


ai aj ak 
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Da relação dos termos da PG: 


— j—i 
o. 
ak =ajq 


k-j 


O N 


E qr) 

— Z q 

,comi,j,k E N 
— = g% (2 

A => 1" 0) 


Simplificando a relação (1), obtemos: 


24 


16 
Sendo q E€ Qei,j E N, devemos ter: 


Para a relação (2): 


81 
24 
Aqui, podemos ter: 


a 27 3 
Era 


1 
gisgis Ea (5) 
2 2 


27 , 3 , 
q= e€k-j=10uq=7ek-j=3 


8 


Das condições das relações (1) e (2), concluímos que: 


Desse modo: 


A PG é do seguinte tipo: 


3 
13 
| 
k=j=3 
j=i+1 


k=j+3=i+4 


ai Qi+1ı ira 


[ou a1, =- 16, 24 Apso 81 o 


Vamos calcular ai42 € ai43: 


3 
ai, = 24- (5) = 36 


3 


2 


(ao, d1, ...,16, 24, 36, 54, 81, ..., an) 
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Supondo que exista o termo a;.,, devemos ter: 


16 32 
dd do tas a = 
2 


Como aji- não é um número natural, podemos concluir que 16 é o termo inicial da PG e, 
assim, i = 1: 


(16, 24, 36, 54, 81, de, ..-, an) 
Resta verificar se existe ag: 


3 243 
j- en 


a. = 81. (5 = —— 
o 2 
as não é um número natural, logo, as = 81 é o último termo da PG. 
Portanto, a PG possui 5 termos. 


Gabarito: 5 termos 


9. Considerações Finais da Aula 


Chegamos ao final da nossa aula. Aprendemos as principais sequências que serão cobradas 
nas provas do ITA e do IME. Vimos conceitos de progressões aritméticas, progressões geométricas, 
progressões aritméticas geométricas, séries telescópicas e progressões aritméticas de ordem k. 


Eu sei que o caminho para a aprovação é árduo, mas comentarei o maior número de questões 
e passarei todos os bizus que precisei para minha aprovação. 


Conte comigo nessa jornada. Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões entre em contato pelo 
fórum de dúvidas do Estratégia ou se preferir: 
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Introdução 


Nessa aula iniciaremos o estudo das funções. Estudaremos conceitos de relações, par 
ordenado, produto cartesiano, funções e suas classificações, função composta e inversa. 


Esse assunto costuma cair bastante nas provas do ITA e IME. Ela será dividida em várias aulas 
para conseguirmos abordar todas as funções relevantes para a prova. 


É muito importante que você entenda cada conceito e resolva muitos exercícios para fixação, 
elas o ajudarão a resolver os exercícios do ITA. 


Caso tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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1. Relações 


Antes de iniciarmos nosso estudo de funções, vamos estudar Relações. Esse assunto será 
importante para fundamentar nosso entendimento sobre funções. Então, vamos lá! 


1.1. Par Ordenado 


Na Matemática, temos situações onde a ordem dos elementos é importante para definir a 
solução de um problema. Por exemplo: 


Encontrar x,y E R que satisfaça as equações: 


x+y=1 
f —y=1 
Ao resolver essas equações, encontramos x=1 e y=0 como solução. Então, se 
representássemos essa solução usando conjuntos, diríamos que (1,0) é solução do sistema. Mas, 
veja que (1,0) = (0,1), então x = 0 e y = 1 também seria solução do sistema acima. Sabemos que 
isso não é verdade. Por isso, usamos o conceito de par ordenado para solucionar esse problema. 


Nesse caso, usando o conceito de par ordenado para definir a solução, escrevemos: 
(x,y) = (1,0) 


Para definir um par ordenado, usamos os parênteses "( )" no lugar das chaves "f )”. Como a 
ordem dos elementos importa, temos: 


(1,0) + (0,1) 
1.1.1. Definição 


A definição de par ordenado, segundo o matemático Kuratowski, é dada por: 


œ, y) = {fx} x,y} 
Podemos usar essa definição para representar mais variáveis: 
(x,7,2) = (bc), eyen] 
Nesse caso, chamamos (x, y, Z) de tripla ordenada. 
(iKa n) = fx}, {xi X2} cal {X1 X2, E 


(X1, X2, -..,Xn) é dita de n-upla ordenada. 


1.1.2. Teorema 
Demonstração: 
Usando a definição de Kuratowski, temos: 
(a,b) = (c,d) 
(ta), ta, b}} = (Lc), {c, d)) 
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Pela igualdade, podemos escrever: ] 


l {a} = {c} 
{a,b} = {c,d} 
ou 
a = {c,d} 
ta,b) = {c} 
Resolvendo os sistemas: 
l {a} = {c} 
{a,b} = {c,d} 


late {0} >a=c 
{a,b} = {c,d} > b = d já quea = c 
Nesse caso,a = ceb =d. 
A = {c,d} 
{a,b} = {c} 
{fa} = {cd >a=c=d 
{a,b} = {0} >a =b=c 
>a=b=c=d 
Nesse caso, todos os elementos são iguais e a = c e b = d também é válido. 
Com isso, concluímos: 
(a,b)= (ccd) &a=ceb=d 


1.2. Produto Cartesiano 


Os pares ordenados podem ser representados em um plano cartesiano ortogonal. Esse plano 
foi criado pelo matemático René Descartes para mostrar alguns pontos no espaço. Podemos 
entendê-lo como um mapa, onde as coordenadas nela representadas nos levam a algum ponto do 
mapa. 


O plano cartesiano é um sistema de coordenadas (x,y). A sua representação é dada por: 
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eixo das ordenadas 


y 


eixo das abcissas 


0 £ 


O eixo x é chamado de eixo das abcissas (também pode ser chamado de 0x) e o eixo y é 
chamado de eixo das ordenadas (ou 0y). Ambos são perpendiculares entre si (possuem ângulo de 
90º no ponto de intersecção). O encontro entre esses eixos é o ponto (0, 0) (ou ponto 0), esse ponto 
é chamado de origem do sistema. 


Vamos representar alguns pontos nesse plano para entender melhor sua utilidade. Seja 
4,B,C,D os pontos: 
A(1, 0), B(-2, 2), c(1, 4), D(-1, =2) 


Para representar os pontos, adotaremos sempre o primeiro elemento do par ordenado como 
elemento do eixo x e o segundo elemento como elemento do eixo y. Localizando A, B, C, D no plano, 
temos: 
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Agora que sabemos o que é um plano cartesiano, vamos entender o conceito de produto 
cartesiano. 


1.2.1. Definição 


Se 4 e B são dois conjuntos não vazios, o produto cartesiano entre eles é representado pela 
notação: 


AxB = {(x,y)xEAeyEB} 
A x B lê-se "A cartesiano B". 
A x B é um conjunto cujos elementos são pares ordenados da forma (x, y). 
Exemplo: 
Seja 4 = {2,3} e B = {0,1,2}. 
1) A x B = {(2, 0), (2, 1), (2, 2), (3,0), 3, 1), (8, 2)} 
2) B x A = {(0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2,2),(2,3) 


Perceba que no produto cartesiano devemos escrever todas as combinações possíveis entre 
os elementos dos conjuntos envolvidos. Desse modo, podemos escrever a seguinte relação: 


n(A x B) =n(A):n(B) 
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O produto cartesiano não se resume a apenas 2 conjuntos, podemos estendê-lo para n 
conjuntos: 


A1 X A X A3 X ...X An = XXX o Xn) |X] E A1 AX, E A A X3 E AGA AX E An} 
O número de elementos desse conjunto é dado por: 
n(A; x A, X ...XAn) = n(A) :n(A,) *...n(A,) 
Vamos ver um exemplo de produto cartesiano com 3 conjuntos: 
Seja 4 = {1,2}, B = {2,3}, C = {3,4}. 
AxB xC = {(1,2,3), (1,2, 4), (1,3,3), (1, 3, 4, (2, 2, 3), (2, 2, 4), (2,3, 3), (2,3,4)) 


1.2.2. Propriedades 
P1) AxØø =Ø 
P2) Ax B + B x A,com A + B e não vazios 
P3) 4? =AxA 
P4)Ax(BUC)=(AxB)u(AxC) 
P5)4x(BNC)=(AxB)N(AxC) 


Vamos demonstrar as propriedades P4 e P5: 
PASAx(BUCO) =I(xy)lxennye(BUC)=f(x,y)|xeANn(yEBVy EC) 
Aplicando a distributiva: 
{x y]|xE AAG EBVyEC)}={(x,y |x EAAyEB)V(xEAAyEC)} 
Veja que (A x B) = f(x,y)l(x EAA y E B)}e (A x C) = {(x,y)|(x E A A y E C)}, então: 
{x,y |x EAAyEB)vV(xEAAyEC)}=(AxB)U(AxC) 
«Ax(BUC)=(AXxB)U(AxC) 
P5) A x (B NC) = {(x,y)lx EAAy E (BANAC) = {x,y |x EAA(yEBAyEC)} 
Aplicando a distributiva: 
{(x,y|xEAAQ EBAyEC)}={(x,y |x EAAyEB)ACxEAAyEC)} 
{x,y |x EAAyEB)A(xEAAyEC)}=(AxB)N(AxC) 
~ Ax(BAC)=(AxB)NA(AxC) 


Analisando a propriedade P3, se tomarmos A = R, temos R? = R x R. Esse é o plano 
cartesiano. 


Vamos ver um exemplo de representação de produto cartesiano no plano cartesiano: 
Seja A = {1,2,3}e B = {1,2}. 
A xX B = {(, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2)} 
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y 
4 
3 
(1,2) (2,2) (3,2) 
À NR RR a 


Também existe outro modo de representar o produto cartesiano. Podemos usar o diagrama 
de flechas, veja: 


1.3. Relação Binária 


1.3.1. Definição 


Uma relação binária R de 4 em B é dada por: 


R = {(x, y) € A x B|p(x, y)} 
p(x, y) representa um critério de relacionamento entre x EAeyEB. 


Perceba que R é um subconjunto do conjunto A x B e seus elementos (x,y) possuem a 
propriedade p(x, y). Assim, podemos afirmar R c A x B. 


Para essa relação R de A em B: 
A é o conjunto de partida da relação R. 


B é o conjunto de chegada ou contra-domínio da relação R. 
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Se (a,b) E€ A x B e p(a, b) é verdadeira, podemos usar a notação: 
aRbouR(a)=b 
Se (c, d) E€ A x B e p(c, d) é falsa: 
ckRdouR(c) +d 
Chamamos de conjunto solução de uma relação o seguinte conjunto: 
S = {(a,b) E€ A x B|p(a,b) éV} 


O conjunto S possui todos os elementos que satisfazem a propriedade da relação. 


1.3.2. Domínio e Imagem 
Vamos ver o que é o domínio e a imagem de uma relação. 
Seja R uma relação de A em B com x EA ey EB. 


Domínio de R é o conjunto formado por todos os primeiros elementos dos pares ordenados 


de R. Sua notação é dada por: 
Dp = {a E Aļ (a, y) E R} 


Imagem de R é o conjunto de todos os segundos elementos dos pares ordenados de R: 


Imp = {b E Bl(x,b) € R} 


Vejamos uma representação genérica de uma relação R de A em B no plano cartesiano. Seja 
RCAxB: 


Note que Dp C AelImg CB. 
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1.3.3. Classificação das Relações 
Seja R c 42. 
1) Reflexiva 


R é reflexiva em 4? quando Va € A, temos (a,a) E R 


Exemplo: 


Sejam A = [0,2] e R,,R; € 4º representados no plano cartesiano: 


RR A 
/ am 
py P2 


R, é reflexiva e R, não é reflexiva. 


Para ser reflexiva, os elementos do conjunto devem conter a reta y = x. Apenas R, satisfaz 
essa condição. 


2) Simétrica 
R é simétrica em 42 quando para (a, b) E R, temos (b,a) € R 
Vejamos uma representação gráfica de um R simétrico em 42. 


Sejam 4 = [0,2] e R CA: 
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3) Antissimétrica 

R é antissimétrica em 4? quando (a, b) E Re (b,a) E R, temos a = b 
Vejamos uma representação gráfica de um R antissimétrica em 42. 
Sejam 4 = [0,2] e R c A: 


4) Transitiva 
R é transitiva em A? quando (a, b) E R e (b,c) € R, temos (a,c) ER 
Exemplo: 
R = {(x,y) € Z?|x — y : 2} 
Para (a,b) E R, temosa — b =2k,,k, E Z. 
Para (b,c) E R, temos b — c = 2k,, k, E Z. 


Somando as duas equações, obtemos: 
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a-c=2(k,+k,) = 2ks 
> (a,c)ER 
< R é transitiva 
Nesse exemplo, também podemos ter outras classificações para R. Veja: 
vaEZ,a—-a=0=2:0 
> (a,a) ER 
< R é reflexiva 
Se (a,b) ER,temosa-—-b=2k,kEZ 
Multiplicando a equação acima por —1: 
b-a=2(—k) 
Disso, concluímos que (b,a) E R. 
< R é simétrica 
Das 4 classificações acima, podemos ter mais duas: 
R é uma relação de equivalência & R é reflexiva, simétrica e transitiva 
R é uma relação de ordem € R é reflexiva, antissimétrica e transitiva 
Uma relação específica é a relação identidade. Ela é dada por: 


Relação identidade = f(x,y) E€ 42|x = y} 


1.3.4. Relação Inversa 


Seja R c A x B, a relação inversa de R é denotada por R 1 e definida por: 


R-t = {(b,a) € B x A| (a, b) ER) 


A relação inversa R”1 é obtida invertendo-se a ordem dos pares ordenados da relação R. 
Exemplo: 


Sejam A = {x E R|1 <x <2} e B=(yER|2<y< 4}. Vamos representar no plano 
cartesiano as relações R = f(x,y) E€ A x B|y = 2x} e sua inversa R71: 
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Perceba que os gráficos de R e R71 são simétricos em relação à reta y = x. 
Se usarmos a definição de R ser simétrica, temos: 
R é simétrica se (a, b) E R, temos (b,a) E R 

Mas da definição de inversa de R: 

(a,b) E R > (b,a) € R71 
Como R é simétrica, (b, a) também pertence a R: 

(b,a) E R > (a,b) € R71 
Assim, todos os elementos de R também pertencem a R™+. 
Disso, concluímos: 


R é simétrica & R = R71 


1.3.5. Relação Composta 
SejaREAxBeTEBxC.SeaeA4A,bEB,cEC, temos: 
aRb>R(a)=b 
bTc>T(b)=c 
Uma relação composta de R com T é dada por: 
R(a)=beT(b)=c> T(R(a)) = Cc 
T(R(a)) pode ser reescrita como ToR(a), essa é a notação usual para representar uma 
relação composta de R com T. 
Veja a definição da relação composta: 
ToR=f((a,c)eAxClabeBtalque(a,b)eERe(b,c) ET} 


Podemos ver a representação das relações através do diagrama de flechas: 
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ToR 


ro FIQUE 
(ATENTO! 


Um erro muito comum nos alunos ao ver a nomenclatura ToR de 4 em C é inverter a 
ordem das relações devido a T estar escrito antes de R. 

Para solucionar esse problema, devemos entender que ToR = T(R(x)). Assim, 
entenderemos que x nos levará a R(x) e com R(x) encontraremos T(R(x)). 

Ou, se a questão envolver diagrama de flechas, basta lembrar que na relação composta 
as relações iniciam da direita à esquerda: 


A 
ToR 


Exemplo: 


Sejam os conjuntos 4 = {1, 2, 3,4,5},B = {a,b,c,d} e C = {1,2,a, b}. Encontre a relação 
composta ToR, sendo as relações R e T representadas pelo diagrama abaixo: 
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ToR 


As informações representadas pelo diagrama de flechas podem ser extraídas da seguinte 
maneira: 


Devemos analisar os elementos indicados pelas flechas. Os elementos que possuem flechas 
saindo deles serão os primeiros elementos de um par ordenado e os elementos indicados por estas 
flechas serão os segundos elementos desse par ordenado. 


Para R: 


Veja que o elemento 1 possui uma flecha saindo dela e esta chega em a e b. Dessa forma, 
podemos escrever: 


(1,a),(1,b) ER 
Analogamente para os outros elementos: 

(3,c), (Bd) ER 
Assim, o conjunto R é dado por: 

R = {(1, a), (1, b), G3, c), (5, d)} 
Para T: 
T = {(a, 1), (c, 2), (c, a), (d, a), (d, b)} 

Para a relação composta ToR: 


ToR é uma relação que leva elementos do conjunto A a elementos do conjunto C. Para 
encontrar quais são os pares ordenados dessa relação, devemos analisar o caminho que as flechas 
percorrem. 

O elemento 1 do conjunto A chega no elemento a do conjunto B. Esse elemento a chega no 
elemento 1 do conjunto C. Então, o elemento 1 do conjunto A chega no elemento 1 do conjunto C. 
Assim, (1,1) E TOR. 
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O elemento 1 do conjunto 4 também chega no elemento b do conjunto B. Porém, esse b não 
chega em nenhum elemento do conjunto C. Então, esse caminho não retorna nenhum elemento da 
relação composta. 


Do mesmo modo para os outros elementos: 
35c0c525(3,2)€ToR 
3 >c >a > (3,a)EToR 
5>d->a > (5,a)E€ToR 
5>d >b > (5,b) E€ ToR 
A relação composta é dada por: 
ToR = {(1, 1), (3, 2), (3, a), (5, a), (5, b)} 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 1. Considere a relação R = f(x,y) E N2|x + 2y = 12). Determinar: 
| a) R 

| b) Domínio, imagem e R71 

| c) RoR 

| d) RTtoR 


| Resolução: 
| a) R 


Os pares ordenados são formados por números naturais. Vamos analisar a propriedade da 
| relação: 


x+2y = 12 
2y =12-x 

x 
y =o 


i O elemento y deve ser natural, então da propriedade acima, x deve ser múltiplo de 2 para 
| y não ser fracionário. Encontrando os pares ordenados: 


| x=057y=6 
x=257=5 
x=45y=4 
x=6>y=3 
x=8>y=2 
x=10>y=1 
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| x=1257y=0 
| x=14>5y=-1€N 
| Apenas os pares ordenados naturais devem ser considerados na relação R. Portanto: 
| R = {(0, 6), (2, 5), (4,4), (6, 3), (8, 2), (10, 1), (12,0) 
| b) Domínio, imagem e R7’ 
| O domínio é dado por todos os primeiros elementos dos pares ordenados de R: 
| Da = {0, 2,4,6,8, 10,12} 
| A imagem é dada por todos os segundos elementos dos pares ordenados de R: 
| Ima = (6,5,4,3,2,1,0) 
Para encontrar Rt, devemos inverter a ordem dos pares ordenados de R: 
R1 = {(6, 0), (5, 2), (4,4), (3,6), (2,8), (1,10), (0, 12)) 


| c) RoR 


Pelo diagrama de flechas: 


RoR 


De acordo com o diagrama: 
12 > 0 > 6 > (12,6) € RoR 
8 > 2 > 5 > (8,5) € RoR 
454545 (4,4) E RoR 
| 0 > 6 > 3 > (0,3) E€ RoR 
| RoR = ((12, 6), (8,5), (4,4), (0,3)) 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


| d)R-toR 
| Sabendo que: 
R = ((0,6), (2,5), (4,4), (6,3), (8,2), (10,1), (12,0)) 
RI = ((6,0), (5,2), (4,4), (3,6), (2,8), (1,10), (0,12)) 
O diagrama de flechas de R“1oR é dado por: 


RoR 


| Analisando o diagrama, temos: | 
| R-toR = {(12, 12), (10, 10), (8, 8), (6,6), (4,4), (2,2),(0,0)) 

Perceba que essa relação composta é a relação identidade. 

Podemos encontrar a relação composta sem o uso do diagrama da seguinte forma: 


Para R“toR, devemos analisar os elementos de R e R71. Associamos a imagem de R com | 
| o domínio de R 1: 


R = [(0,6), (2,5), (4,4), (6,3), (8,2), (10,1), (12,0)) 
RT! = ((6,0), (5,2), (4,4), (3,6), (2,8), (1,10), (0,12)) 


Assim, o domínio de RTtoR será o domínio de R com a imagem de R7! dos elementos | 
| associados: | 


(0,6) > (6,0) > (0,0) 
(2,5) > (5,2) > (2,2) 
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| (12,0) > (0,12) > (12,12) | 


| PERES EEE EE St ERR E DAE ER AE CONDE PD RT O A E E o 


Após o estudo das Relações, podemos proceder com o assunto de Funções. Uma função f 
equivale a uma relação com algumas restrições. Veremos nesse capítulo quais condições devem ser 
satisfeitas para uma relação ser considerada função. Por se tratar de uma relação, podemos 
aproveitar as definições e propriedades estudadas no capítulo anterior para fundamentar o 
entendimento desse tema. 


2.1. Definição 


Dados dois conjuntos 4 e B. Uma função f: A > B (função de A em B) é uma relação binária 
que relaciona elementos do conjunto 4 em elementos do conjunto B. 


Veja: 


Par 
| = 


[> e ímpar 


Esse é um exemplo que relaciona os números (1, 2, 3} à sua paridade fpar, ímpar). 


A definição formal de função é dada por: 


f:A >B & Vx E A,3y E B tal que f(x) = y 


f transforma x E Aem y EB. 
Então, dessa definição temos que satisfazer duas condições para uma relação ser função: 


|) Todo elemento x pertencente a 4 deve ser relacionado a algum elemento y pertencente a 


II) Um x, elemento de 4, não pode se relacionar a mais de um y, elemento de B. 
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I) Todo elemento de A se 


relaciona a algum 
elemento de B. 


f:A > B é função 


II) Cada elemento de A só 
se relaciona a um único 


elemento de B. 


Exemplos: 


É função 


Nesse caso, as duas condições são satisfeitas. Todos os elementos de A se relacionam a todos 
os elementos de B e nenhum elemento de A possui dois correspondentes em B. 
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É função 


As duas condições também são satisfeitas nesse caso. Perceba que o fato de 4 e 5 estarem 
relacionados ao mesmo elemento b não contradiz nenhuma das duas condições para ser função. 


É função 


Todos os elementos de A se relacionam ao mesmo elemento de B. Nenhuma das duas 
condições foi violada. Essa relação também é função. 


Não é função 


Nesse caso, a condição (I) foi violada. O elemento 5 de A não possui correspondente em B. 
Logo, essa relação não é função. 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


Não é função 


A condição (II) foi violada. O elemento 5 de A possui mais de um correspondente em B. 


2.1.1. Domínio, Contra-domínio e Imagem 


Seja a função f: A > B representada pelo diagrama de flechas abaixo: 


A B 


fl ; Imagem 


Dominio Contra-domínio 


O domínio da função f é o conjunto A e ela é denotada por: 
D; = A = {1,2,3,4,5} 

O contra-domínio de f é o conjunto B e ela pode ser escrita como: 
CD; =B = {a,b,c,d,e} 


A imagem de f é o conjunto formado pelos elementos y E B, tal que Yx E A, f(x) = y. Ela 
pode ser escrita dessa forma: 


Im; = {a,b,c} 


Perceba que em uma função f de A em B, o conjunto A sempre será o domínio de f. 
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2.1.2. Imagem de um conjunto através de uma função 
Podemos representar a imagem de um conjunto através da função. 
Usando o diagrama de flechas acima, temos: 
f(A) = Im, = {a,b,c} 
f(A) é a imagem da função f. 


2.1.3. Gráfico 


A representação gráfica de uma função f de 4 c R em R pode ser feita através do plano 
cartesiano. Para esboçar seu gráfico, consideramos que f gera pares ordenados da forma (x,y) tal 
que y = f(x), comx EAey ER. 


Vamos ver alguns exemplos de funções f no plano cartesiano: 


A relação f de A em R representada acima, com 4 = [0,3], é função. As retas verticais que 
passam pela relação f possuem apenas 1 ponto de encontro na relação (pontos representados em 
azul). Isso satisfaz a condição de definição de função. Os elementos de A = [0,3] representados no 
eixo x correspondem a um único valor em R, representado no eixo y. 
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A relação f de A em R representada acima, com A = [1,3], não é função. Pois há retas 
verticais que encontram o gráfico de f em 2 pontos. Isso viola a condição de x E A possuir apenas 
um correspondente em y E R. 

Assim, para verificarmos se uma relação f de A em B é função através da representação 
cartesiana, devemos verificar se as retas paralelas ao eixo y encontram o gráfico de f em apenas 
um só ponto. 


2.2. Funções Elementares 


Abaixo estão as principais funções que podem ser cobradas no vestibular: 
1) Função Afim 

fiR>Ref(x)=ax+b,a,beR 
2) Função Racional 


ax + b 
cx+d 


per-[-D > Ref = 
3) Função Quadrática 
fiR>Ref(x)=axº+bx+c;a*o0 
4) Função Modular 
f:R > Re f(x) = |x| 
5) Função Exponencial 
fiR>Ref(x)=at;a>0ea+1 
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6) Função Logarítmica 
fiR$>Ref(x)=log;x;a>0ea=z1 
7) Função Máximo Inteiro 
f:R > Re f(x) = x] 
8) Função Trigonométrica 
f:A > B e f(x) = senx ou f(x) = cosx ou f(x) = tgx 


9) Cosseno hiperbólico em x 


e” +e* 
f:R> Ref(x) E 
10) Seno hiperbólico em x 

et —- e 
f:iR> Re f(x) A COR 

11) Tangente hiperbólico em x 
e¥ -e* 
:R > Re f(x) =——— 
f f= 


As funções afim, racional, quadrática, modular, exponencial, logarítmica, máximo inteiro e 
trigonométrica são as mais cobradas no vestibular do ITA e do IME. Para cada uma dessas funções, 
teremos capítulos específicos abordando todos os assuntos cobrados na prova. 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 2. Classifique as relações abaixo, indicando se são ou não função. Caso positivo, determine | 
seu domínio, contra-domínio e imagem. | 


Pq 
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A B 


Resolução: 


| a) A relação R não é função, pois o elemento —1 possui dois correspondentes (0 e 3). 


| b) A relação T é função. Todos os elementos do conjunto A possuem correspondentes em Be | 
cada um deles é associado a um único elemento de B. 


O domínio de T é o conjunto 4: 
Dr = (-1, 0, 1} 


O contra-domínio é o conjunto B: 
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CDr = 10,1,2,3,4,5,6) 


| ai imagem de T é composta por todos os elementos de B que são associados a algum elemento | 
| de A: 


Imr = {0,2,6} 


| c) A relação S é função. Todos elementos de A correspondem a algum elemento de B e cada 
| um deles possui apenas um elemento associado a eles. 


= (—1,0,1) 
ëD; = aT 1,2,3, 4,5,6} 
Ims = {2, 4} 


' d) A relação V não é função, pois o elemento 1 do conjunto 4 não corresponde a nenhum | 
| elemento em B. | 


| Gabarito: 

| a) R não é função. 

| b) T é função. Dr = {—1, 0, 1}, CD; = {0, 1, 2,3, 4,5, 6}, Im; = (0,2,6) | 
| c) S é função. Ds = {—1, 0, 1}, CDs = [0,1,2,3,4,5,6), Im, = 12,4) | 


| d) V não é função. 


3. Função Afim 


Vamos iniciar o estudo da nossa primeira função: a função afim. 


3.1. Definição 


A função afim é uma função cuja definição é dada por: 


f:R > R, f(x) =ax+b,a,be R 


Dependendo dos valores de a, b da definição acima, podemos ter casos específicos de função. 
Vamos ver quais são eles. 


3.1.1. Função Constante 


Uma função f de R em R é chamada de constante quando cada elemento x € R 
corresponde a um mesmo elemento c E R. Essa função é definida por: 


f:R>R,f(x)=b,beER 


Esta função é um caso específico, onde a = 0 e b E R. A transformação f de R em R associa 
para cada x € R um mesmo valor b E R. 


Graficamente, ela será uma reta horizontal ao eixo x: 
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A imagem de f é Im, = {b}. 


3.1.2. Função Identidade 


A função identidade f é a relação f:R > R que associa x ao próprio x. Sua definição é dada 


fiRSR, f(x) =x 


por: 


Graficamente: 


Nesse caso, a imagem de f é Im, = R. 


3.1.3. Função Linear 


A função linear é uma função afim com o coeficiente b = 0. Ela é definida por: 


f:RSR, f(x) = ax,a + 0 
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Graficamente: 


Esta reta passa pela origem do sistema e possui imagem Im, = R. 


Excluindo a função constante, todas as outras funções afins são consideradas funções de 
primeiro grau devido à dependência delas com a variável x. A função constante não possui essa 
dependência e por isso não pode receber essa classificação. 


3.2. Coeficientes da Função Afim 


Dada a função afim: 
f:R > R,f(x)=ax+b,a,b E R 
a, b são chamados de coeficientes da função e x é a sua variável. 
a é denominado de coeficiente angular e b é o coeficiente linear. 
Exemplos: 
fiR> R f(x)=2x+1 
O coeficiente angular de f, é 2 e seu coeficiente linear é 1. 
fh:R > R, f(x) = —-x— 10 


O coeficiente angular de f, é —1 e seu coeficiente linear é —10. 


3.3. Gráfico 


No estudo das funções, a sua representação gráfica nos permite extrair informações 
importantes. Por exemplo, podemos usá-la para resolver inequações e também estudar o sinal da 
função. Antes de aprendermos a esboçar uma função, estudaremos como encontrar sua imagem e 
sua raiz. 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 p 


3.3.1. Imagem 


Para encontrarmos o conjunto imagem de uma função f, devemos analisar o domínio de f e 
ver o que acontece com a variável y = f (x) quando analisamos o seu domínio. Veja: 


Vamos encontrar o conjunto imagem da função: 
f:10,10] > R, f(x) = 3x + 2 
Substituindo f(x) = y e isolando x: 


y-2 
y=3x+2>x= En 
Como D, = [0,10], temos: 
0<x<10 
— 2 
o<% <10 
3 
Multiplicando as desigualdades acima por 3: 
0<y-2<30 


Somando 2 nas desigualdades: 
0+2<y-2+2<30+2 
Eve a 
Dessa forma, concluímos: 


D; = [0,10] > Im, = [2,32] 


3.3.2. Raiz da função afim 


Raiz de uma função é todo x que resulta f(x) = 0. Ela também é conhecida como zero de 
uma função. 


Para determinarmos a raiz da função afim, devemos substituir f(x) = 0 e resolver a equação 
resultante. Veja: 


f(x) = ax+b 
Substituindo f(x) = 0, encontramos a seguinte equação: 
ax +b=0 


Vamos resolver a equação: 


ax + b = 0 > ax = -b > x = — 


als 


Assim, a única solução da equação é dada por x = —b/a. 
Exemplo: 
Encontre a raiz de f(x) = 3x + 6. 


Substituindo f(x) = 0, obtemos a equação: 
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3x +6=0 
Resolvendo a equação: 
3x +6 = 0 > x = -2 
Então para x = —2, temos f(—2) = 0. 


3.3.3. Esboço 
Como construímos o gráfico de uma função? 


Uma função f de R em R retorna pares ordenados da forma (x,y), onde x pertence ao 
domínio de f e y pertence à imagem de f. Para representar uma função dada no plano cartesiano, 
devemos verificar a forma da função e encontrar alguns pares ordenados. 


Vamos desenhar o gráfico da seguinte função dada por: 
fiRSRf(x)=2x+1 


Devemos encontrar os principais pares ordenados da função. Para o caso da função afim, 
podemos encontrar os pontos onde f(x) = O (raiz da função) e x = 0. 


flO()=0>2x+1=0>x=-1/2 


Í 
= (-3-0) 
x=0>f(0=2:0+1=1 
> (0,1) 


Sabemos que o gráfico da função afim é uma reta e temos 2 pontos do gráfico. Para esboçar 
o gráfico, devemos representar os 2 pontos no plano cartesiano e traçar uma reta que passa por 
eles. Representando os 2 pontos: 
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Traçando a reta, obtemos: 


3.4. Monotonicidade 


Podemos classificar as funções de acordo com seu comportamento em determinado 
intervalo. Vamos ver as possibilidades abaixo: 


3.4.1. Crescente 


fASBelIcA 
f:A > B é crescente em I © Vx,x, E I e xı > x, temos f(x) > f(x,) 


Exemplo gráfico: 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


f (z3) 
f(x) = f (x2) 


f é crescente em I = [1,3]. 
Do gráfico, temos: 

X1 < X2 < x3 > f (x1) = f (x2) < f x3) 
A função não decresce ao longo do intervalo I. 


Perceba que entre 1 e x4, a função é constante e entre x, e 3, a função é estritamente 
crescente. 


3.4.3. Decrescente 


f:A>BeIcCA 
f:A > B é decrescente em I & Yx, X, E I e xı > x, temos f (x1) < f (x2) 


Exemplo gráfico: 
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f (z1) = f (x2) 
f (z3) 


f é decrescente em I = [1,3]. 
Do gráfico, temos: 

x < Xz < x3 > f (x1) = f (x2) > f (x3) 
A função não cresce ao longo do intervalo 1. 


Perceba que entre 1 e x,, a função é constante e entre x, e 3, a função é estritamente 
decrescente. 


3.4.5. Constante 
f:A>BeIcCA 


f:A > B é constante em I © Yx, x, E I, temos f (x1) = f (x2) 


Exemplo gráfico: 
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Fls Fase .-—— — e—o ~ 


A função f é constante no intervalo T. 


Vx X E I, f(x) = f2) =c 


3.4.2. Estritamente crescente 


f:A>BeIcCA 
f:A > B é estritamente crescente em I & Vx,x, E I e xı > x, temos f (x1) > f (x2) 


Exemplo gráfico: 
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- o 
uu 


f é estritamente crescente em 1. 


Para qualquer x, < x, E 1, temos f(x,) < f(x,). 


3.4.4. Estritamente decrescente 


f:A>BeIcCA 
f:A > B é estritamente decrescente em I © Yx, Xz E I e xı > xz, temos f (x1) < f (x2) 


Exemplo gráfico: 
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f é estritamente decrescente em 1. 


Para qualquer x, < x, E 1, temos f(x,) < f(x,). 


Das classificações acima, uma função f é dita monótona se for crescente ou decrescente. Se 
f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, ela é dita estritamente monótona. 


3.4.5. Monotonicidade da Função Afim 
Seja f:R > R, f(x) =ax+b,a +0. 
Vamos analisar a monotonicidade da função afim não constante. Tomando x4, x, E R, temos: 
fl) = axı +b 
fl) = ax +b 
Subtraindo as duas equações: 
f2) — fa) = alx — x1) 
ines f2) — f) 
X2 — X1 
Vamos analisar o sinal do coeficiente angular a para f crescente e decrescente: 


1) f crescente 
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Sendo f(x) = ax + b, uma função crescente, podemos escrever: 
Xz > 2x > f (x2) > fa) 
Das desigualdades acima: 
X% > X4 >x eO 
f) > fa) > fæ) — f) >0 
Isso implica em: 
X2)— f(x 
f2) — f) Sü 
X2 EE X1 
Se o coeficiente angular é dado por: 
x2) — f(x 
[DTD | 
X2 — X1 
Assim, concluímos: 


fécrescente>a>o0 


2) f decrescente 
Sendo f(x) = ax + b, uma função decrescente, podemos escrever: 
Xz > X1 > f (x2) < f&a) 
Das desigualdades acima: 
X% >%45%—-x,>0 
f(x) < fa) > fæ) — fly) <0 
Isso implica em: 
X2) — f(x 
f2) — f) pm 
X2 — X1 
Se o coeficiente angular é dado por: 
X2) — f(x 
ff | 
X2 — X1 


“ f é decrescente >a > 0 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 Oo 
f crescente 
f decrescente 


3.5. Sinal de uma função 


PRESTE MAIS „ 


ATENÇÃO!! 


f(x) =ax+b 


Esse assunto é bastante cobrado nas questões de inequação nível ITA/IME. Vamos aprender 
os conceitos fundamentais e ver sua aplicabilidade para cada tipo de inequação. 


Estudar o sinal de uma função significa encontrar os valores de x € D, para f(x) < 0, f(x) = 
0, f(x) > 0. Podemos fazer isso analiticamente ou graficamente. Quando f está representado no 
plano cartesiano, podemos encontrar o sinal da função analisando o sinal das ordenadas dos pontos 
de f. Vamos ver um exemplo: 


Analisando o gráfico, conseguimos ver quais os valores de x resultam em f(x) < 0, f(x) = O 
e f(x) > 0. Tomando o eixo das abcissas como referência, vemos que a curva y = f(x) é positiva 
quando ela estiver acima do eixo e é negativa quando ela estiver abaixo do eixo. 
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Vamos redesenhar o gráfico indicando os sinais da função no eixo x: 


Observando o gráfico acima, podemos ver que não importa a forma da curva y = f(x), 
precisamos apenas observar se a curva está acima ou abaixo do eixo das abcissas e tomar como base 
para análise as raízes de f (pontos onde y = f(x) = 0). 


Simplificando o gráfico, obtemos: 


+ -2 = 1 ai 4 = 8 + 


Dessa forma, concluímos: 
f(x) =0 > x E {-2,1, 4,8} 
flo)>0>x<-Z20ul<x<40ux>8 
flx)<0>-2<x<1Iou4<x<B8B 


3.5.1. Sinal da função afim 


Seja f uma função afim. Então ela é dada por: 


f(x) = ax+b 
Sabemos que a raiz de f é: 
b 
X=—— 
a 


Lembrando que f é crescente para a > 0 e decrescente para a < 0. Vamos analisar o sinal 
de f para cada um desses casos. 


aja>0 
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Podemos analisar o sinal da função analiticamente ou graficamente. Iremos estudar os dois 
métodos. 


Analiticamente: 


Devemos verificar quais valores de x resultam em f(x) > 0e f(x) < O: 
b 
fO)>0=ax+b>0=ax>-b=x>-— 
b 
Pe) < 0Saxtbh<0 ars house 
Dessa forma, concluímos: 
b 
fQ)>0=>x>—— 


b 
fo) ss = 


Representando no eixo x: 


T 
Aa b + 
a 
Podemos encontrar esse resultado diretamente pelo método gráfico. Veja: 
Graficamente: 
Por esse método, devemos encontrar as raízes de f. Nesse caso, temos raiz única: 
b 
Xx=—— 
a 
Sabendo que a > 0 implica f crescente e que f é uma reta, temos: 
T 


ele 


Lembrando que f é positivo quando a curva está acima do eixo x e que f é negativo quando 
está abaixo, podemos concluir: 
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O método gráfico é útil para visualizar o que ocorre com a função para os diferentes valores 
de x. Veremos mais adiante que no estudo das funções de segundo grau, ela será uma ferramenta 
muito poderosa para a resolução de questões. 


Vamos analisar o outro caso de f. 
b)a<0 
Analiticamente: 


Nesse caso, devemos nos atentar para o sinal de desigualdade. Veja: 


b 
fŒ) > 0 >ax+b > 0> ax > -b >x < -7 


b 
fa) < 0s axt b< 0Sa <=bh SxS 


Perceba que o sinal de desigualdade deve ser invertido quando isolamos x já quea < 0. 


ESCLARECENDO 


Lembrando da aula de desigualdade no conjunto dos reais, temos a seguinte 
propriedade: 
azbec<0>ac< bc 
Sendo a < 0, vamos multiplicar ax > —b por 1/a: 
ax > -b e+ < 0 > (Ż) ax < -b (5) 
a a a 


b 
>x<- 
a 


Concluímos: 


b 
PROA ls = 


b 
f&a) <0>x> -7 


Representando o resultado no eixo x: 
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+ 


Vejamos como obter o mesmo resultado pelo método gráfico. 
Graficamente: 


A raiz de f é: 


Como a < 0 e f é decrescente, obtemos: 


3.5.2. Função Mista 


Função mista também é conhecida como função determinada por intervalos. Como o nome 


diz, ela é uma função composta por diferentes funções de acordo com o intervalo estabelecido. Veja 
um exemplo: 


=x — 2, x<1 
fl) =j;x-2, 1<x<3 
—x + 4, x23 
O gráfico dessa função é dado por: 
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Para cada intervalo determinado, f assume diferentes funções. O exemplo acima é uma 
função mista de funções afins. Perceba que no ponto x = 1, a reta —x — 2 possui um círculo aberto 
na sua extremidade direita (onde x = 1). Isso indica que x = 1 não é elemento dessa reta. Na reta 
x — 2, 1 é elemento da função e por isso o círculo é fechado nesse ponto. 


HORA DE 


PRATICAR! 


| Resolução: 
| A equação da reta com coeficiente angula 2 é dada por: 
y =f(x)=ax+b>y=2x+b 

Para encontrar o valor do coeficiente linear b, devemos substituir o ponto na função: 
(1,2) >x=1ey=2 

y=2x+b 

2=2(1)+b 

b=0 
> y=2x 


Gabarito: y = 2x 
| 4. Dado a tabela abaixo e sabendo que f é uma função afim, determine y = f(x). 
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| Resolução: 
| Sendo f uma função afim, temos: 
y=f(x)=ax+b 
Dos dados da tabela, podemos inferir: 
x=2>y=5 
5=a(2)+b>2a+b=5 
x=0>y=-2 
-2 = a(0) +b => b = -2 
2a +b = 5 > 2a + (2) = 5 > 2a =7 > a= 7/2 
Logo, f é dado por: 
fœ) = =x = 


| Gabarito: f(x) = Zx — 2 


| 5. Seja f:R > R. Estude o sinal das funções abaixo: 
a) fæ) =2x+1 
b) f) = —x +3 
| c) f(x) = x + 1/2 
| Resolução: 
a) f) =2x+1 
| Vamos encontrar a raiz de f: 
fœ) =0 > 2x+1 = 0 > x = -1/2 


Como o coeficiente angular de f éa = 2 > 0, temos f crescente. Então: 
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b)f(x)=-x+3 
Encontrando a raiz de f: 
—x +3=05x=83 


Como a = —1 < 0, temos f decrescente. Logo: 


c) f(x) = x + 1/2 

| Vamos resolver analiticamente: 
fœ) >0>x+1> 0> x> -1/2 
fœ) <0>x+7< 0> x < -1/2 


Representando no eixo x: 
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E 


| 6. Esboce o gráfico e estude o sinal das funções abaixo definidas em R: 


i X 
-—-+1,x<2 
aro=[ 

i x—3,x>2 

? x+2,x<1 
Ozh z texas 
| —-2x+8, x>3 
| Resolução; 

| x 

| me LM <2 
a) w= nd 

| f —3,x>2 


Para esboçar o gráfico da função mista, devemos analisar cada intervalo separadamente. 
| Vamos analisar o primeiro intervalo. | 


Para x < 2, temos a seguinte função afim: 


fO)=-5+1=0 


-Ž=-1sx=2 

2 | 

| Encontramos o ponto (2,0) e sabemos que a função afim é uma reta. Precisamos | | 
| encontrar outro ponto da função. Por conveniência, vamos encontrar o valor de f(O) (0 < 2| 


pertence ao intervalo estabelecido): 
f(O)=->+1=1 


Temos os pontos (2,0) e (0,1). O gráfico de f para x < 2 é dado pela reta: 


Resta analisar o outro intervalo. 
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Para x > 2: 
flx)=x-3=0 
>x=3 


Como o coeficiente angular de f é positivo, temos que f é crescente nesse intervalo. | 
| Devemos analisar qual o valor de f quando x = 2 (extremidade do intervalo x > 2). Assim, 
| | encontramos: 


f(Q=2-3=-1 


Inserindo os pontos (2, —1) e (3,0) e traçando a reta, obtemos o gráfico de f (lembrando | 
| que o ponto x = 2 deverá ser um ponto aberto por não pertencer ao intervalo da função): 


Analisando o esboço acima, podemos extrair as seguintes informações: 
J0)>057<20ux>3 
fl)<0>2<x<3 


Representando no eixo x: 


x+2,x<1 
|b) f= x—-2,1<x<3 
i —2x +8, x>3 


Temos três funções afins, isto é, três retas. Vamos analisar cada intervalo. 
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Para x < 1, temos f(x) = x + 2. Sua raiz é dada por: 
x+2=0>x= -2 


Encontramos o ponto (—2, 0), precisamos de mais um ponto. Vamos calcular a ordenada. 
de f quando x = Q: 


f(0)=0+2=2 


Disso, obtemos (0, 2). Representando f no intervalo dado, temos: 


Para 1 < x < 3, temos f(x) = x — 2. A raiz é dada por: 
x—-2=0ə>x=2 


| Precisamos ver qual o valor de f quando x = 1 e x = 3 (extremidades do intervalo 1 < | 
x <3): | 


x=1>5f(D=1-2=-1 
x=35f(39)=3-2=1 
Pontos: (1, — 1), (3, 1), (2,0). Representando no plano cartesiano: 
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Para x > 3, temos f(x) = —2x + 8. Desse modo: 
| —2x +8=05x=4 
| Para x = 3: 
| fB) = -283)+8 = 2 
| Pontos: (4, 0), (3, 2). Traçando a última reta, obtemos o gráfico de f: 


P pa 


Do esboço acima, podemos representá-lo no eixo x indicando o sinal de f: 
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e -2 + 1 a 2 + 3 + 4 z i 


i *Para representar o gráfico acima, devemos pegar as raízes de f e os extremos de cada | 
lo A X ~ 
| intervalo e analisar o sinal de acordo com cada função. 


4. inequações 


Outro assunto muito recorrente nos vestibulares ITA/IME. Vamos estudar esse tema para 
todas as funções que são cobradas na prova e aprender como resolvê-las. Para essa aula, veremos 
primeiramente inequações envolvendo funções de primeiro grau. Antes de começar, vejamos quais 
os possíveis casos de inequações. 


4.1. Inequações Simultâneas 


Sejam f, g, h: A > R, três funções na variável x. As inequações simultâneas são da forma: 
fœ) < g(x) < h(x) 
Para resolver esse tipo de inequação, devemos separá-lo em duas inequações: 
fœ) < g(x) 
g(x) < h(x) 


Se S; é a solução de f(x) < g(x) e S, é a solução de g(x) < h(x), a solução da inequação 
será dada por: 


S= NS, 
Exemplo: 
Resolva a seguinte inequação definida em R: 
x—3<-—-x+3<2x+4 
Temos inequações simultâneas. Vamos dividi-las em duas inequações e resolvê-las: 
Dbx-3<-x+3 
I)-x+3<2x+4 
Resolvendo analiticamente: 
Dbx-3<-x+3 
2x<6>x<3 
Sı = (x E R|x < 3) 
l) —x +3 <2x+4 


çã 2a 5 1 
—1 3x D—=—<XSDA JET 
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S2 = {x er|x > -4} 


A solução é dada pela intersecção das duas soluções: 
S=SnS =[reR|-5<x<3) 


Representando as soluções no eixo x, podemos visualizar melhor o resultado: 


4.2. Inequações-Produto 


Sejam f,9:4 > R, duas funções na variável x. Podemos ter 4 casos de inequações-produto, 
veja: 


FO): g(x)<0 
FO): g) <0 
fœ) -g)> 0 
fœ) g(x) >0 
A resolução de cada uma dessas inequações segue a mesma ideia. Vamos resolver a 
inequação f(x) : g(x) > 0. 


Quando resolvemos inequações-produto, devemos nos atentar ao sinal de cada função 
envolvida. No caso, o produto das duas funções deve resultar em um número positivo. Para isso 
acontecer, as duas devem possuir o mesmo sinal. As possibilidades são: 


Df(x)>0eg(x)>0 
Ou 
Df(x)<0eg(x)<o0 
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AP 


A solução será dada pela união da solução desses dois casos. Sendo S4, a solução do caso (1) 
e S,, a solução do caso (Il), a solução será dada por: 


S=S US, 
Vamos ver um exemplo: 
Resolva a seguinte inequação definida em R: 
(x—-1)(x+1)>0 
Vamos resolver algebricamente: 
)x-1>0ex+1>0 
x-1>03x>1 
x+1>0>x>-1 
Assim, fazendo a intersecção das duas soluções, obtemos: 
Sı = (x E€ R|x > 1) 
I)bx—-1<0ex+1<0 
x—1<0>x<1 
x+1<0>x<-—1 
S, = {x E€ R|x < —1} 
Portanto, a solução é dada pela união dessas duas soluções: 
S=S U S, = {x E R|x > 1 oux < —1} 


Representando no eixo x: 


S ee 


Além do método acima, existe um modo de resolver diretamente a inequação-produto 
apenas com o estudo do sinal das funções envolvidas. Veja: 
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(x—- 1)(x+1)>0 
Vamos estudar o sinal de cada função: 
x-1=03x=1 


f(x) = x — 1 é uma função crescente, então representando o seu sinal no eixo x, temos: 


Não é necessário desenhar a reta no eixo x para encontrar o sinal da função. Isso é feito 
apenas para lembrar que quando temos uma função crescente, os números à direita da raiz da 
função resultam em números positivos e à esquerda resultam em negativos. Então, vamos tentar 
memorizar esse fato para acelerar a nossa velocidade de resolução de exercícios. Com isso, a reta 
no eixo x pode ser reescrita da seguinte forma: 


Perceba que acima do eixo x, representamos os valores de x e abaixo do eixo representamos 
os valores que x — 1 assume para os valores de x. 


Para a outra função: 
x+1=0>53x=-1 


g(x) = x + 1 é uma função crescente, logo: 


g+1 


Juntando os dois eixos com seus respectivos sinais, obtemos o sinal do produto 
(x — Dlx + 1): 
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(x — D(x +1) 


—1 1 


Poderíamos ter multiplicado as funções para obter (x — 1)(x + 1) = x? — 1. Com isso, 
bastaria analisar o sinal da função quadrática resultante. Por enquanto, resolveremos as questões 
com base no que aprendemos até aqui, estudaremos funções quadráticas na próxima aula. 


ESCLARECENDO 


Como desenhamos o quadro acima? 
Devemos construir o quadro de sinais unindo o resultado do estudo do sinal de cada 
função. O quadro ficará desse modo: 


-1 1 z 
ii] a q 
z+1 — ; + 7 + 
(a — 1)(x + 1) | | 
=i 1 


Para descobrir o sinal da função produto, combinamos o sinal das duas que a compõem. 
Lembrando que negativo com negativo resulta em positivo e que negativo com positivo 
resulta em negativo, temos: 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


v—l = | = ; + 
e| =- j + + 
@-)e+9| + : | 
—1 1 
—1 1 x 
xr— 1 = - e ; Ea 
z+1 — 7 + + 
(e — (2 +1) e E s ; 
—1 1 
—1 1 x 
xr— 1 Res | = | + 
+41 — | + + 
(2—1)(2+1) "O $ 
=j 1 


Com esse quadro, sabemos quais valores de x resultam em valores positivos ou 
negativos. 
Se quisermos (x — 1)(x + 1) > 0: 
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v—l == | — ; + 
em) o do+ do + 
@-Ņe+D| + i = + 


Para (x — 1)(x +1) > 0 ou (x— 1)(x +1) < 0, basta trocar o círculo aberto pelo 
círculo fechado para indicar que —1 e 1 fazem parte da solução. 
(x—1)(x+1)20: 


(x— 1)(x +1) 


Algebricamente, isso é equivalente a: 
S = {x E€ R|x < —1 ou x > 1} 
(x—1)(x+1)<0: 
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— 1 T 
mo TO 14 
ej -= | + | + 
@-e+)| + | = º + 
—1 1 


S=(xeR|-1<x<1) 


Além do método acima, podemos resolver a inequação de forma mais rápida usando o método 
da multiplicidade das raízes das funções envolvidas. Vamos ver sua aplicabilidade nesse exemplo: 


(x—-1)(x+1)>0 
Devemos encontrar as raízes das funções envolvidas x — Lex + 1: 
x—-1=0>3x=1 
x+1=0>x=-1 


Representamos as raízes na reta x levando em consideração se as raízes pertencem à solução. 
No caso, +1 não pertencem à solução devido ao sinal da desigualdade, logo representamos essas 
raízes com o círculo aberto: 


—1 1 T 


Para descobrir o sinal no intervalo x, devemos arbitrar um valor para x e encontrar o sinal 
resultante. Vamos ver o que ocorre quando x = O: 


x=0>(x-1)(x+)=(0-1)(0+1)=(-1)(1)=-1 


O sinal resultante é negativo (—1) e o número O está entre —1 e 1. Dessa forma, todos os 
números entre —1 e 1 são negativos: 


—1 1 T 


Para encontrar o sinal do resto do intervalo, devemos verificar a multiplicidade das raízes da 
função. Se a multiplicidade da raiz for ímpar, o sinal do intervalo ao passar pela raiz é trocado. Se a 
multiplicidade for par, o sinal do intervalo é mantido. 
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No exemplo, a multiplicidade da raiz 1 é ímpar (multiplicidade 1), portanto o intervalo do lado 
direito da raiz 1 possui sinal oposto ao lado esquerdo: 


—— 


Da mesma forma para a raiz —1, por possuir multiplicidade ímpar, trocamos seu sinal no lado 
esquerdo da raiz: 


A — + 
ee» 
j 1 


Com o eixo completo, basta encontrar os valores que interessam: 


+ = — 


Disso, resulta: 


S=(xeR|-1<x<1) 


O método acima acelera a resolução das questões. Recomendo praticar esse método para 


aumentar sua velocidade. As resoluções das questões dessa aula serão feitas pelo método do quadro 
de sinais para melhor visualização do resultado. 


Vamos ver um exemplo com raízes de multiplicidade par: 


(x—- 1) Qx+3)(x—-3)>0 
Raízes: 


(x — 1)* = 0 > x = 1 multiplicidade 4 (par) 


2x+3=0>5x= — multiplicidade 1 (ímpar) 


x—-3=05x% 


3 multiplicidade 1 (ímpar) 


As raízes fazem parte da solução, pois o sinal de desigualdade é “>”. Logo, representamos 
elas na reta real com o círculo fechado: 
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Vamos verificar o sinal quando x = O: 
(0 — 1)*C2(0) + 3)(0 — 3) = (—1)*(3)(-3) = —9 


Logo, O resulta em números negativos no intervalo: 


2 c0<1 
2 


A inequação pede os valores > 0, com isso: 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


A solução é dada por: 


S = {x E€ R|x < —3/2 ou x = 10u x > 3} 


4.3. Inequações-quociente 


Sejam f,g:A > R, duas funções na variável x. As possibilidades de inequações-quociente 


x 
fC L 
g(x) 
fœ) 
g(x) 
fœ) E 

g(x) 
fœ) E 

g(x) 
Para resolver esse tipo de inequação, seguimos a mesma ideia usada para as inequações- 
produto construindo o quadro de sinais das funções envolvidas. A diferença é que devemos nos 


atentar à função do denominador, esta deverá ser diferente de zero como condição de existência. 
Vamos ver um exemplo: 


0 


<0 


0 


0 


Resolva a seguinte inequação definida em R: 
3x +9 
x—1 


>2 


Temos que zerar o outro lado da inequação para encontrar a solução. Vamos subtrair 2 nos 
dois lados da inequação: 


3x+9 
-2 > 2-2 
x—1 
asa O E 
x—1 
3x+9-—2x+2 
— > 
x—1 
x+11 
>0 
x—1 


Encontramos a inequação-quociente acima. Antes de resolvê-la, temos que encontrar sua 
condição de existência (denominador sempre deve ser diferente de zero!): 
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x—1#+0 
x+1 
Agora podemos proceder para o estudo do sinal: 
fœ) =x+11 =0 >x = -11 
f é crescente 


g(x)=x-1=0>x=1 


g é crescente 


Estudo do sinal: 


—1 1 


Perceba que o círculo aberto no ponto x = 1 para indicar que ela não pertence à solução do 
problema. 


S = {x E R|x < —1 ou x > 1} 


g NÃO 
CONFUNDA! 


3x+9 


>2 


x—1 
Ao vermos uma inequação com a forma acima, podemos ficar tentados a fazer a regra 
do cruzado para simplificar a inequação e erroneamente obteríamos: 
(3x +9) >2(x— 1) 
(3x+9)—-2(x—- 1) >0 
3x+9-2x+2>0 
x+112>0 
Fazendo desse modo, perdemos o denominador e consequentemente encontramos um 
resultado incorreto. 
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Normalmente, as inequações dos vestibulares não estarão na forma simplificada: 


f(x) 


re di 


Elas serão da seguinte forma: 


xX 
g(x) 
Para resolver esse tipo de inequação, basta subtrair h(x) nos dois lados da inequação para 


proceder com o estudo do sinal: 


fœ 
76) h(x) > 0 
fŒ) — hO)g(x) ai 
9(x) 
O estudo do sinal envolverá as funções t(x) = f(x) — h(x)g(x) e g(x). O resultado será a 
análise do sinal de t(x)/g(x). 


HORA DE 


PRATICAR! 


=zzõmmÇíçãçÇçãe——==sstes ss ss ses se 


| 7. Resolva as seguintes inequações definidas em R: 
| a)-2<x+1<5 

b)-3<2x+5<x 

|c) 2-x<3x+2<4x+1 

d) x+ 1) +5) 20 

e (x+D)Qx+4)<0 

DEI +4 x-1) > 0 


2x+1 
8) —x+1 z0 
x+1 
— < 
h) (x+2)(x-3) — 0 
ass 


x—4 
Pad 2 3 
Pare a O 
| Resolução: 
ja)-2<x+1<5 
| -2<x+1əx+1>-2ə>x>-3 


x+1<5ə>x<4 
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A solução é dada pela intersecção das duas acima: 
| S=(xeR|-3<x<4) 
b)-3<2x+5<x 
| -3 < 2x +5 > 2x +5 > —3 > 2x > -8 > x > —4 
2x+5<xə>x+5<0ə>x<-5 


| | 
| Nesse caso, não temos solução. A intersecção das duas soluções acima gera o conjunto | 


| vazio! 


lc) 2-x<3x+2<4x+1 
2- x<3x+2>-—4x<0>4x>0>x>0 
3x +2 < 4x+12>-—x<-1>x>1 
A solução é dada pela intersecção das duas acima: 
| S=(xeR|x > 1) 
)Qx+DK+5)>0 


Inequação-produto, vamos resolver pelo estudo do sinal: 


2x+1=0>x= -t 


2x + 1 é crescente: 


x + 5 é crescente: 


v+s 


Juntando o estudo do sinal das duas funções, obtemos o quadro de sinais abaixo: 
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22 +1 


(2x + 1)(x +5) 


S = {x € R|x < -5 ou x > —Ż} 


[9+4 <0 
| x+1=0>x=-1 
| x + 1 é crescente 
2x+4=0>5x=-—2 
2x + 4 é crescente 


Estudo do sinal: 


Ná ” . 
2x +4 = 7 + + 
@+122+4)| + 7 E | E 


| S = {x € R|-2 < x < —1} 

|f (x +3)(=2x +4) -1)>0 

| x+3=0>x=-3 
x + 3 é crescente 

—2x+4=0>x=2 

—2x + 4 é decrescente 
x—1=0>x=1 

| x — 1 é crescente 


Estudo do sinal: 
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(x + 3)(—2x + 4)(x — 1) 


S = {x € R|—3 < x < 2 oux > 1} 


2x+1 


> 
8) =x+1 0 
Temos uma inequação-quociente. Vamos analisar sua condição de existência: 
-x+120>x*%1 
Fazendo o estudo do sinal: 
2x+1=0>x= -t 
2x + 1 é crescente 
—x+1=0>x=1 
—x + 1 é decrescente 
Quadro de sinais: 
1 
2 1 m 
2r +1 + 
—xr +1 — 
2xr+4+ 1 
—e+4+1 
? x+1 
: h ———— < 
| h) (x+2)(x-3) — 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


Nesse caso, temos duas condições de existência: 
x+2*0>x%-2 
| x—3+0>x#+3 
| A inequação acima pode ser resolvida pelo estudo do sinal. Veja: 
| x+1=0>3x=-1 
| x + 1 é crescente 


x+2=0>x= -2 


| x + 2 é crescente 
x—-3=0>5x=3 
x — 3 é crescente 


| Unindo as condições do problema, obtemos o seguinte quadro de sinais: 


—?2 =Í 3 £ 
at) =- i = i +i + 
e+2| =- i +i +i 4 
e-3| — i- i-i + 
r+1 i 
(x + 2)(a — 3) = T a a S = 
S = {x E€ R|x < -2 ou— 1 <x < 3} 
i-es 
x—4 
D pags TANO aa AnaL a 
x—4 x—4 x—4 
16 >o 
x—4 


A solução é dada pelo estudo do sinal de x — 4: 
x—4>0>x24 


S=(xeRI|x >24 


Condição de existência: 
x—1+0>x#+1 
Zx-2*:0>x*2 
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x—-3+0>x£3 


| Resolvendo a inequação: 
er a 


x-1 x—2 x—3 
(x—-2)(x—-3)+2(x—1)(x—3)-3(x—1)(x—2) 


(x—1)(x—2)(x—3) <0 
x2-5x+6+2(x2-4x+3)-3(x2-3x+2) <0 
(x—-1)(x—2)(x—3) 
x7—5x+6+2x"-8x+6-3x"+9x-6 0 


(x-1)(x-2)(x-3) 
—4x+6 
(x-1)(x—2)(x—3) 


Estudo do sinal: 


-4x +6=0>x=} 
—4x + 6 é decrescente 
x—1=0>x=1 
x—2=0>x=2 


x—-3=0>ə>x=3 


x — 1, x — 2, x — 3 são crescentes 
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5. Função Composta e Função Inversa 
DN 


ve 


DESPENCA NA 


PROVA! 


Esse é o assunto mais cobrado no vestibular do ITA. Vamos entender os principais conceitos 
desse tema e ver como ele pode ser cobrado na prova. 


5.1. Classificação das Funções 


5.1.1. Função Injetora 


A definição de função injetora é dada por: 


f:A>B 
f éinjetora & Vx,,x, E A, temos x, + Xz > f (x1) + f (x2) 


Também podemos usar: 


f:A>B 
f é injetora & Vx,,x, E A, temos f (x1) = f (x2) > x1 = x2 


Para uma função ser injetora, devemos ter todos os elementos do conjunto A associados a 
elementos distintos em B. 


Vamos ver exemplos de funções injetoras e não injetoras: 


função injetora 


Nesse exemplo, todos os valores de x são associados a elementos distintos em y. 
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função não injetora 


No exemplo acima, vemos que existem valores de x que são associados ao mesmo y. 


Exemplo usando diagrama de flechas: 


injetora 
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não injetora 
g 


10 


5.1.2. Função Sobrejetora 


A definição de função sobrejetora é dada por: 


f:A>B 
f é sobrejetora © Yy E B, 3x E A tal que f(x) = y 


Essa definição diz que dada a equação f(x) = y, devemos ter pelo menos uma solução em 


ZE A. 
f:A>B 
f é sobrejetora & Im, = B 


Para uma função ser sobrejetora, a imagem da função deve ser equivalente ao seu contra- 
domínio. 


Também podemos usar: 


Exemplos usando diagrama de flechas: 


não sobrejetora 


Perceba que para uma função ser sobrejetora, devemos ter n(B) < n(A) (desse modo, todos 
os elementos de B terão algum correspondente em A). 
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sobrejetora 


A imagem de f é igual ao conjunto B. 
Exemplo algébrico: 
Seja f:R, > B dado por: 
fl) =x 


A função f não é sobrejetora para B = R, pois o domínio de f é o conjunto dos reais positivos 
e isso resulta em Im, = R}  R. Logo, para f ser sobrejetora, temos que definir B = R4. 


Com isso, podemos ver que qualquer função pode ser sobrejetora desde que o contra- 
domínio seja igual à imagem da função. 


5.1.3. Função Bijetora 
f:A>B 


f é bijetora & f é injetora e f é sobrejetora 


A condição de uma função ser bijetora é satisfazer as condições de ser injetora e sobrejetora 
ao mesmo tempo. 
Exemplo: 
Seja f: A — B dado por: 
ax + b 
cx+d 


fœ) = 


Vamos verificar se f é sobrejetora. 


Primeiro, devemos ver sua condição de existência: 


d 
ORUPUE 


Considerando o conjunto dos reais, temos: 
d 
read 
c 
Agora, vamos usar a definição: 
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fésobrejetora © Yy E BaxeAtalque f(x) = y 


Então, fazendo f(x) = y e colocando x em função de y, temos: 


ax + b = cxy + dy 
ax — cxy = dy — b 
x(a — cy) = dy — b 
_dy-b 
a — cy 


Condição de existência: 
a 
a—cy+0>y=+ E 
Observando a equação de x em função de y, podemos ver que existe x E 4, com y + a/c, 
que é solução para a equação: 
dy — b 
Xx= 
a — cy 


“ f é sobrejetora 

Vamos verificar se ela é injetora. Usando a definição: 

f é injetora & Vx,,x, E A, temos f (x1) = f (x2) > x1 = x2 
f) = fx) 
axı +b  ax,+b 
cx+d cx} +d 
(axı + b)(cx, + d) = (ax, + b)(cx, + d) 
acxıX, + adxı + bcx, + bd = acxıx, + adx, + bcx, + bd 


adx, + bcx, = adx, + bcx, 


adx, — bcx; = adx, — bcx, 
(ad — bc)x, = (ad — bc)x, 
Se ad — bc + 0, temos: 
X = X2 
“ f é injetora, com ad — bc + O 


Como f é injetora e sobrejetora, temos que f é bijetora. 
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5.2. Paridade 
5.2.1. Função Par 
f:A>B 
f épar © Vx E Ae -— x E A, temos f(-x) = f(x) 


Uma função é dita par quando satisfaz a condição: 


f(-x) = f(x) 


Graficamente, f deve ser simétrica em relação ao eixo y. Vejamos alguns exemplos: 


O gráfico acima é um exemplo de função par. 


Esse é um exemplo de função não par, pois o gráfico não é simétrico em relação ao eixo y. 
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Exemplo algébrico: 


f:iR—([0)>R 
TO 
Vamos verificar se f(x) = f(—x). 
Para x > 0, temos f(x) = x. —x é negativo, então f(—x) = —(—x) = x. Dessa forma: 
fœ) = x = f(x) > f(x) = f(x) 
“ f épar 


5.2.2. Função Ímpar 


f:A>B 


f é ímpar © Yx E Ae — x E A, temos f(-x) = -f (x) 


O gráfico de uma função ímpar é simétrico em relação à origem do plano cartesiano. 
Exemplos: 
Seja f: [-a,a] > R dado por: 

f(x) = 2x 


Esboçando o gráfico da função, podemos ver que ela é ímpar: 


Também podemos provar algebricamente: 
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Para x E [—a,a], temos: 
f(x) = 2x 
fx) = 2(-x) = —2x = -f (x) 
Com isso, vemos que: 
f(x) = —f(x) 


~ f é ímpar 


5.3. Função Composta 


Vimos no capítulo de Relações, o conceito de relação composta. Vamos relembrar: 
SendoREeAxBeTEBxC,arelação composta de T em R é: 
ToR = {(a,c) E A x C|Ib E B tal que (a,b) E Re (b,c) ET} 


Diagrama de flechas: 


R 
A 4 a O — o 


CASES 


ToR 


Podemos aplicar o mesmo conceito de relação composta às funções. 
Vamos ver uma definição de função composta. 


Uma função composta genérica de f: A > B e g:B' > C, com f(A) c B”, é dada por h: A > 
C tal que: 


h(x) = g(f(x)) = gof (x) 


Vejamos o diagrama de flechas dessa composição. Para f: A > B: 
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Parag:B' > C: 


S i 


B' g 


Perceba que consideramos B’ + B para generalizar o resultado. 
Nesse diagrama, temos B N B' + Ø. 


Consideramos que f (A) c B”, então unindo os diagramas de flechas, obtemos: 
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Sendo h:4 > Ctalqueh = gof: 
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h = gof B' 


Usamos o diagrama de flechas para visualizar o que ocorre com uma função composta 
genérica. Vamos ver sua definição algébrica: 


Seja f: A > B e g: B' > C, com f(A) c B'. 
Vx E 4A,3y E B tal que f(x) = y 
Se f(A) c B', então y E f(A) implica y € B’. 
Vy E€ B',3z E C tal que g(y) = z 
Unindo os resultados acima, temos: 
vx E€ 4,32 E€ C tal que g(f(x)) =z 
Sendo h: A > C com h(x) = g(f(x)) = gof (x), h é chamada de composta de f com g. 


Geralmente, as questões envolvendo compostas considerarão B' = B: 


f 


h = gof 
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Exemplos: 
Sejam as funções f, g: R > R tal que: 
f(x)=x+3 
g(x) =x? 
A composta gof é dada por: 
gof (x) = g(fœ)) = g(x +3) = (x +3} = x? + 6x +9 
Para a composta fog: 
fog) = f(g) = f?) =x +3 
Como gof + fog, podemos afirmar que essa operação é não comutativa. 


Também podemos fazer a composta fof: 


fof(x) =f(f6))=f0)+3= (x+3)+3=x+6 


5.3.1. Teorema 

Sejam as funções f: A > B,g:B > C,h:C > D, temos: 
(hog)of = ho(gof) 

Diz-se que essa operação é associativa. 

Demonstração: 

Para qualquer x E 4, temos: 

fœ) = 7,90) =z, hz) =w 
Fazendo as composições: 
(Chog)of)C9) = Ghog)(f()) = Ghog)0) = h(g0)) = hz) =w 
oP =g) = 90) =z 
(ho(gof)) Œ) = h(gof(x)) = hz) = w 

* (hog)of = ho(gof) 

Exemplo: 

Sejam f,g,h: R > R: 


flx)=x+3 
g(x) = x? 
h(x) =2x— 1 


Vamos encontrar (hog)of: 
hog(x) = h(g(x)) = 2g(x) — 1 = 2x? — 1 
(Chog)of)(x) = hog(f(x)) = (F) —1=2(x +3) —1=2(x?+6x+9)-1 
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> 2x? + 12x + 17 
Para ho(gof): 
(ho(gof)) (x) = h(gof(x)) = 2gof(x) —1 
gof) = gf) = FOP = (x +3) =x? + 6x +9 
(ho(gof)(x)) = 2(x? + 6x + 9) — 1 = 2x? + 12x + 17 


5.3.2. Propriedades 
f:A > B injetora 
P1) ;g:B > C injetora > gof é injetora 
gof:A>C 
f:A > B sobrejetora 
g:B > C sobrejetora > gof é sobrejetora 


P2) 
gof:A>C 
f:A > B bijetora 
g:B > C bijetora > gof é bijetora 
gof:A >C 


P3) 


f:A>B 
a) A B >C > f é injetora e g é função 
gof:A > C injetora 
f:A>B 
| g:B >C > g é sobrejetora 
gof: A > e sobrejetora 


P5) 


f:A>B 
e) g:B >C > f é injetora e g é sobrejetora 
gof:A > C bijetora 


Demonstração: 


f:A > B injetora 
P1) |o B > C injetora > gof é injetora 
gof:A>C 
Yx, X> E A, temos gof (xı) = gof (xz) 
= IG LED = 9(F(x2)) 
Como g é injetora, temos: 
f) = fx) 
Sendo f também injetora, obtemos: 
Xi = X2 
Logo, encontramos a seguinte informação: 


gof x) = gof (x2) > x, = x2 
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Essa é a definição de função injetora, portanto gof é injetora. 


f:A > Bsobrejetora 
P2)49:B > C sobrejetora > gof é sobrejetora 
gof:A > C 


Usando a definição de sobrejetora para f e g, temos: 

vz E€ C,gy E B tal que g(y) =z 

Vy E B,3x E A tal que f(x) = y 
Juntando as duas informações, obtemos: 

vz E€ C,3x E€ A tal que g(f(x)) =z 
Dessa forma: 
gof (x) =z 

Logo, gof é sobrejetora. 


f:A > B bijetora 
P3)49:B > C bijetora > gof é bijetora 
gof:A >C 


Essa propriedade é um corolário. Podemos usar as propriedades P1 e P2 para concluir que 
f,g bijetoras implica gof bijetora. 


f:A>B 
P4) g:B >C > f é injetora e g é função 
gof:A > C injetora 


Vx4,x> E A, vamos supor f (x1) = f (x2) 


Considerando que g é função, podemos aplicar g em f: 


IC) = gf (x) 
gof (x1) = gof (x2) 
Como gof é injetora, temos: 
X =X 
Com isso, concluímos: 
Vx X E A, f(x) = f2) > x1 = x, 
f é injetora 


g deve ser função 
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f:A>B 
P5) g:B >C > g é sobrejetora 
gof:A > C sobrejetora 


Usando a definição de gof ser sobrejetora: 
Vz E€ C,Ix E€ A tal que gof (x) = z 
Aplicando a definição de função em f: 
Vx E A, gy E B tal que f(x) = y 
Juntando as informações: 
vz E C, 3y E B tal que g(y) = 2 


Portanto, g é sobrejetora. 


f:A>B 
o) g:B>C > f é injetora e g é sobrejetora 
gof:A > C bijetora 


Essa propriedade é um corolário, consequência das propriedades P4 e P5. 


5.4. Função Inversa 


5.4.1. Definição 


Uma função f: A > B é inversível se, e somente se, sua relação inversa f~t: B > A for 
também uma função. 


Definimos a função inversa de f como f™t. 


Vejamos um exemplo usando diagrama: 
f 


fo 


f não é inversível, pois ao fazer a inversa, o conjunto B torna-se o domínio de f7! e como 
condição de função, todos os elementos de B devem ser associados a algum elemento de 4. Pelo 
diagrama, sabemos que isso não é satisfeito. 


Vejamos um exemplo de função inversível: 
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Pelo diagrama, podemos ver que g e g 1 são funções. Logo, g é inversível. 


ft é uma relação inversa de f. Vimos no capítulo de relação inversa que os pares ordenados 
da relação inversa podem ser obtidos invertendo-se os pares ordenados da própria relação. A nossa 
relação em análise é a função f, com isso, podemos escrever: 


(xy) Efe (yx) Eef! 


Os pares ordenados de f7! são obtidos trocando-se a ordem dos pares. Usando a 
propriedade acima, vamos ver o que acontece quando aplicamos a inversa em f™t: 


yojef' oe (xy) eg)" 
(x,y) Ef e (y, x) E f7! e (x,y) e FTI! 
(x,y) E f © (x,y) E fT! 


O resultado acima nos mostra que f = (f"1)"1, isto é, a inversa da inversa de f é a própria 
função f. 


5.4.2. Teorema 
Uma função f: A > B é inversível se, e somente se, f for bijetora. 
Demonstração: 
Devemos demonstrar os dois lados do teorema. 
I) Se f:A > B é inversível, então f é bijetora. 
Sendo f: 4 > B inversível, temos f~t: B > A é função. 
Da definição de f”! ser função: 
Vy E B,3x E Atal que f7t(y) = x 
Então, podemos escrever: 


Qx) ef 


Isso implica: 


& Aula 03- Introdução às Funções 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
ITA/IME 2020 p 


Aula 03: 


(x,y) E€ f 
Logo, Vy E B temos (x,y) E f. Dessa informação, temos Im, = B. 
Portanto, f é sobrejetora. 
Vamos demonstrar que f é injetora pela redução ao absurdo: 


Sejam x4, X E A com x, Æ x,. Supondo que f(x,) = f(x) = y, temos fTt(y) = x; e 


ft(y) = x,. Chegamos a um absurdo, pois ft é função e cada y E€ B pode ter apenas uma 
imagem. Desse modo, podemos concluir: 


5.4.3. 


xı * X > f (x1) # f (x2) 
f é injetora. 
II) Se f é bijetora, então f: A > B é inversível. 
Se f: A > B é inversível, então f~t: B > A é função. 
Sendo f bijetora, temos que f é injetora e sobrejetora. 
Usando a definição de sobrejetora de f: 
Im, =B 
Dessa forma, podemos escrever: 
Yy E B,Ix E Atal que (x,y) E f 
Logo, (y, x) € f7t. 
Usando a definição de injetora de f: 
Seja y E B e x4, X3 E A tal que: 
(y, x1) E f e (y, x2) E f7! 
Essa informação implica: 
(xy) E fe z, f) Ef 
Como estabelecido inicialmente, f é injetora. Logo, x, = x3. 


- f Tt é função 


Propriedades 
Considerando f:4 > Be g:B > C funções bijetoras, temos: 
P1) fof ~t (y) = y > fof7™t = Ip e f7tof(x) =x => f7tof = L, (Iy é a função identidade 


(f(x) = x) do conjunto X) 


P2) A inversa de f é única 

P3) (f: 4 > B inversível e monotônica) > (f 71: B > A é de mesma monotonicidade de f) 
P4) (gof) = fog”! 

Demonstrações: 


P1) fof ™t(y) = y = Ig e f7tof (x) = x = I, (I, é a função identidade do conjunto 4) 
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Pelo diagrama de flechas: 


m d J 
B A N anA NBT 4 


fof” fof 


P2) A inversa de f é única 
Sejam as funções gı, 92 inversas de f: 


o 
g2:B>A 


Sendo inversas, podemos usar P1 e obter: 
fog = lg e gof = l; 
fog, = Ig e g,0f = l; 
Como [Ip é a função identidade do conjunto B e o domínio de g, é B, podemos escrever: 
Jı = Nolp 
Substituindo Iş = fog»: 
gı0lg = g0(fog>) 
Usando o teorema da função composta: 
gı10(f092) = (g10f)092 
Substituindo g,0f = 14: 
(g,0f)0g2 = 11092 = 92 
> gı = 92 
Portanto, a inversa é única. 
P3) (f: 4 > B inversível e monotônica) > (f”!:B > A é de mesma monotonicidade de f) 


Vamos supor que f é estritamente decrescente (a demonstração para as outras 
monotonicidades seguem a mesma ideia). Dessa forma, podemos escrever: 


x, > X2 © f (x1) < f(x,) 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


Usando a propriedade P1 f tof (x) = x, temos: 
fofa) > fof) S faa) < fa) 

Reescrevendo os termos: 

f) <fa) & f(x) > fH(F(x5)) 
Portanto, concluímos que f”1 também é estritamente decrescente. 
P4) (gof) = fog 
As funções f e g são inversíveis, pois elas são bijetoras. 
Usando as propriedades da função composta, temos: 

f,9 bijetoras > gof bijetora 

Como gof é bijetora, gof é inversível. 


Vamos representar as funções pelo diagrama de flechas: 


AM ABM Nº 


gof 


Pela propriedade P1, podemos escrever: 


fof =l; 
fof ™ = Ig 
gog = lg 
gog™ = lc 


Queremos provar que (gof)”! = f"log”1. Note que: 
(gof) *o(gof) = l4 
(gof)o(gof)! = Ic 
Então, se substituirmos (gof)! = f~tog7t devemos encontrar a seguinte igualdade: 
(og Dolgof) = I4 
(gof)oCf"*og"!) = Ic 
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Para demonstrar a propriedade, precisamos provar que as igualdades acima são válidas. 
Vamos desenvolver (f"!0g DJo(gof). Usando a propriedade associativa da composta: 
og" Do(gof) = [(f"*og Doglof = [f"*o(g""og)lof 
Substituindo g Jog = Ip: 
[fto(gog)lof = [ftolglof 
Mas f”"!ol, = f”!, pois Ig resulta no domínio de f~t: 
[f"olglof = fof = l, 
« (fog Dolgof) = ly 
Agora, provando a outra igualdade: 
(gof)o(f og" = IlgofDof"log"* = [go fof Jog" 
Substituindo fof”! = Ig: 
Lgo(fof"log”* = [gol;log”" 
golg = g, pois Ip é a função identidade do domínio de g: 
[golglog"" = gog"" = Ic 
* (gofJo(f og" D = Ic 
Portanto, provamos as igualdades e, com isso, podemos afirmar: 
(gof) = fog" 


HORA DE 
PRATICAR! 


E SS SS E 


| 8. Determine a função inversa das funções abaixo: 
afiR>RefG) =3x+1 

| 

|b) f:A > Be fœ) = 

| 


x—4 
' Resolução: 
aJfiR>RefG) =3x+1 


Antes de encontrar a inversa de uma função, devemos verificar se ela é inversível. Para | 
| isso, basta provar que ela é bijetora. | 


Para provar que f é injetora, podemos usar dois métodos: 
x x, > f(x) £ f) 
Ou 
fl) = f) > x = x 


Vamos demonstrar pelos dois métodos: 
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I) x1 E X2 > f1) E f(xo) 

X1 F X > 3X F 3x > 3x1 + 1 # 3x +1 > f(x) + f(x) 
I) fl) = f2) > x4 = x2 

fa) = f) > 3x1 +1 = 3x, +1 > 3x1 = 3x > X1 = X% 


Portanto, provamos que f é injetora. 


ESCLARECENDO 


| *Observações: Para usar o método (|), devemos partir de x, + x, e manipulá-lo para 

| chegar até f (x1)  f(x,). Para o método (Il), devemos partir de f(x,) = f(x,) e provar que | 
ms = X2. | 

Agora, devemos provar que f é sobrejetora. Também podemos provar por dois caminhos. 


| diferentes: 
f:A>B 


Vy EB,Ix E Atalque f(x) = y 
Ou 
Im, =B 
Vamos provar pelos dois métodos: 
I) Yy E B,ax E A tal que f(x) = y 
Para provar desse modo, primeiro fazemos f(x) = y e isolamos x: 
fl)=y>y=3x+1 


| Agora, temos que mostrar que existe solução em x E 4. No caso, A = Re B =R. Como. 
x E R, temos que qualquer y E R satisfaz a equação. Logo, f é sobrejetora. | 
lI) Im; = B 
Basta provar que a imagem de f é o contra-domínio. 
Sendo f: R > Re f(x) = 3x +1: 
Como x E R, temos 3x + 1 E R. Logo, Im, = R. 
“ f é sobrejetora 
Disso resulta que f é bijetora e possui inversa. 
Para encontrar a inversa da função f, basta fazer x = f”!(y) e substituir na equação de x | 


em função de y: 
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lb) f:A >B e f(x) = 22 


x—4 


Essa função possui condição de existência. O denominador deve ser diferente de zero: 
x—4+0>x+4 
Vamos definir A = R — {4}. 
Antes de encontrar a inversa, devemos provar que f é bijetora. | 
Yxn xz E R- {4}, f(x) = f2) | 


3x4+2 3x2+2 
EN 1 — 2 


x1—4 x2—4 
(3x4 + 2)(x, — 4) = (3x, + 2)(x, — 4) | 
3x4X,9 — 12x, + 2x, —8=3x,x,— 12x, 42x, — 8 | 
2x, + 12x, = 2x, + 12x, | 

14x, = 14x, 


DX = X 


“ f é injetora 
Yy EB,f(x) =: 


3x+2 _ 


x—4 
3x + 2 = yx — 4y 
2 + 4y = yx — 3x 
2+ 4y = x(y- 3) 
x possui solução em R — {4} se y — 3 + 0: 
y—-3+0>y#3 
Então, devemos definir B = R — {3} para x ter solução e f ser sobrejetora. 


A inversa de f é dada por: 


_ 2+4y 
— Es 
edi E 
| oe 
Gabarito: a) PQ) =t b) fO) = 22 
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6. Questões de Vestibulares Anteriores 


O LISTA DE 
QUESTÕES 


Questões ITA 


9. (ITA/1996) 


Considere as funções reais f e g definidas por f(x) = 1, x E R- {-—1,1} e g(x) = 
X 1 

dan ci E 
O maior subconjunto de R onde pode ser definida a composta f o g, tal que (f o g)(x) < 0, 
é: 

1 Ki d 

£ 1 
c) ] —œ,—1[u] =a M 
d) ]1, œ[ 
1 =í 

e) ] o | 


10. (ITA/1997) 


Se Q e I representam, respectivamente, o conjunto dos números racionais e o conjunto dos 
números irracionais, considere as funções f, g: R > R definidas por 


_ [{0,sexEQ 
Posi erel 


_øf{l,sexEQ 
90) a ES 


Seja J a imagem da função composta fo g:R > R. 


Podemos afirmar que 


a)J=R 
b)J = Q 
c)J = {0} 
d)J = {1} 
e)J = 10,1) 
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11. (ITA/1998) 


Sejam as funções f:R> Re g:A c R > R, tais que f (x) = x? — 9e (f o g)(x) = x — 6, em 
seus respectivos domínios. Então, o domínio A da função g é: 


a) [-3, +60] 

b) R 

c) [—5, +o0[ 

d) ] — œ, —1[ u [3, +00] 
e) ] — 00,46] 


12. (ITA/1999) 


x 
x+1’ 


Considere as funções f e g definidas por f (x) = x — È), para x + 0 e g(x) = para x + 


—1. O conjunto de todas as soluções da inequação 


(g o f)(x) < g(x) 
E 
a) [1, +00] 
b) ] — 00, —2[ 
¢) [=2;=1] 
d)]—1,1[ 


e)]-2,-1[U ]1,+oo[ 


13. (ITA/1999) 


Sejam f,g,h:R > R funções tais que a função composta ho go f:R>R é a função 
identidade. Considere as afirmações: 


|. A função h é sobrejetora. 

Il. Se xp E R é tal que f (xo) = 0, então f(x) + 0, para todo x E R com x E xo. 
IlI. A equação h(x) = O tem a solução em R. 

Então: 

a) Apenas a afirmação (I) é verdadeira. 

b) Apenas a afirmação (Il) é verdadeira. 

c) Apenas a afirmação (III) é verdadeira. 

d) Todas as afirmações são verdadeiras. 


e) Todas as afirmações são falsas. 
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14. (ITA/2002) 


Sejam a, b,c reais não-nulos e distintos, c > 0. Sendo par a função dada por 


f(x) O ndo 
do 

Então f(x), para —c < x < c, é constante e igual a 

aja+b 

b)a +c 

c)c 

d) b 

e)a 


15. (ITA/2005/Modificada) 

Considere os conjuntos S = {0, 2,4,6},T = {1,3,5}e U = {0, 1} e as afirmações: 
III. Existe uma função f:S > T injetiva. 

IV. Nenhuma função g:T > S é sobrejetiva. 


Classifique-as em verdadeiro ou falso. 


16. (ITA/2005) 
Seja D: R — {1}e f:D > D uma função dada por 
x+1 
x—1 


fœ) = 
Considere as afirmações: 
l. f é injetiva e sobrejetiva. 


lIl. f é injetiva, mas não sobrejetiva. 
WI. f(x) + f (=) = 0, para todo x E D,x + 0. 
IV. f(x)f(—x) = 1, para todo x E D. 


Então, são verdadeiras 
a) apenas le III. 

b) apenas le IV. 

c) apenas II e III. 

d) apenas |, III e IV. 


e) apenas Il, III e IV. 
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17.(ITA/2006) 
Seja f : [0,1[> R definida por 


1 
2X, 0<x<s 
j= | 
2x — 1, e Ra | 
2 
z 11 
Seja g: |] — Se R dada por 
(41), clero 
LE 2)» 7 X 


cas 1=1(x+5). O<r<> 


Com f definida acima. Justificando a resposta, determine se g é par, ímpar ou nem par nem 
ímpar. 


18. (ITA/2010) 

Sejam f, g: R > R tais que f é par e g é ímpar. Das seguintes afirmações: 
l. f- g é ímpar, 

II. fog é par, 

lll. gof é ímpar, 

É (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 

b) apenas Il. 

c) apenas III. 

d) apenas Ie Il. 


e) todas. 


19. (ITA/2011) 


Seja f: R > R bijetora e ímpar. Mostre que a função inversa f~t: R > R também é ímpar. 


20. (ITA/2013) 

Considere as funções f, g, f + g: R > R. Das afirmações: 
l. Se f e g são injetoras, f + g é injetora; 

lIl. Se f e g são sobrejetoras, f + g é sobrejetora; 

Ill. Se f e g não são injetoras, f + g não é injetora; 


IV. Se f e g não são sobrejetoras, f + g não é sobrejetora; 
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É (são) verdadeira(s) 
a) nenhuma. 

b) apenas le Il. 

c) apenas le III. 

d) apenas III e IV. 


e) todas. 


21. (ITA/2014/Modificada) 
Classifique a afirmação: 


Sejam a,b,c E R, coma < b < c. Se f: [a, c] > [a, b] é sobrejetora, então f não é injetora. 


22. (ITA/2014) 


Considere as funções apenas f, g: Z > R, f(x) = ax + m, g(x) = bx + n, em quea,b,men 
são constantes reais. Se 4 e B são as imagens de f e de g, respectivamente, então, das 
afirmações abaixo: 


l. Se A = B, entãoa = bem =n; 

Il. Se 4 = Z, então a = 1; 

Ill. Se a,b,m,n E Z, coma = b e m = -n, então A = B, 
É (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 

b) apenas Il. 

c) apenas III. 

d) apenasle ll. 


e) nenhuma. 


23. (ITA/2017/Modificada) 

Sejam X e Y dois conjuntos finitos com X c Y e X + Y. Considere as seguintes afirmações: 
|. Existe uma bijeção f:X > Y. 

Il. Existe uma função injetora g:Y > X. 


Classifique-as. 


24. (ITA/2018) 
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Considere as funções f, g: R > R dadas por f(x) = ax + be g(x) = cx + d, com a,b,c,d E 
Rat0ec+0.Sef log! =gof”!,então uma relação entre as constantes a,b,c e dé 
dada por 


a)b +ad = d + bc 
b)d + ba = c + db 
c)a+db =b +cd 
d)b + ac = d + ba 
ejctda=b+cd 


Questões IME 


25. (IME/2010) 

Sejam as funções fR>R,g:RSR,h:R>R. A alternativa que apresenta a condição 
necessária para que se f(g(x)) = f(h(x)), então g(x) = h(x) é 

a) f(x) = x 

b) FF) = fœ 

c) f é bijetora 

d) f é sobrejetora 


e) f é injetora 


26. (IME/2016) 


Sejam as funções f,, para n € {0, 1, 2, 3, ... }, tais que: fọ (x) = e f(x) = fhaa 
n > 1. Calcule f0916(2016). 


27. (IME/2017) 


O sistema de inequações abaixo admite k soluções inteiras. 


y= 2x — 14 
— >3 
x 
x <12 


Pode-se afirmar que: 
ao ra? 
b)2<k<4 
c)4<k<6 
d)6<k<8 

e k28 
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28. (IME/2018) 


Seja f(x) uma função definida no conjunto dos números reais, de forma que f(1) = 5 e para 
qualquer x pertencente aos números reais f(x + 4) > fl) +4e f(x + 1) < f(x) +1. 


Se g(x) = f(x) + 2 — x, o valor de g(2017) é: 
a) 2 

b) 6 

c) 13 

d) 2021 

e) 2023 


29. (IME/2018) 

Considere as alternativas: 

|. O inverso de um irracional é sempre irracional. 

II. Seja a função f: A > Be X e Y dois subconjuntos quaisquer de 4, então f(X NY) = f(X) N 
PO). 

Ill. Seja a função f: A > Be X e Y dois subconjuntos quaisquer de A, então f (X U Y) = f(X) U 
JO): 

IV. Dados dois conjuntos 4 e B não vazios, então A N B = A se, e somente se, B C A. 

Obs.: f (Z) é a imagem de f no domínio Z. 

São corretas: 

a) l, apenas. 

b) le III, apenas. 

c) Il e IV, apenas. 

d) le IV, apenas. 


e) Ile IIl, apenas. 


30. (IME/2019) 
Definimos a função f:N > N da seguinte forma: 
f(O) = 0 
fa)=1 
fn) = fn), n21 
fQOn+D=n?, n21 
Definimos a função g: N > N da seguinte forma: g(n) = f(n)f (n + 1). 
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Podemos afirmar que: 

a) g é uma função sobrejetora. 
b) g é uma função injetora. 

c) f é uma função sobrejetora. 
d) f é uma função injetora. 


e) 9(2018) tem mais do que 4 divisores positivos. 


7. Gabarito 


E, GABARITO 


Gabarito das Questões ITA 


[i 


9. a 

10.c 

11.a 

12.e 

13.d 

14.e 

15.1. F I.V 
16.a 

17. g é par 
18.d 

19. Demonstração 
20.a 

21. Falsa 
22.e 

23.1. F I.F 
24.a 


Gabarito das Questões IME 


25.e 
26. f016(2016) = -— 
27.d 
28. b 
29. b 
30.e 
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8. Questões de Vestibulares Anteriores Resolvidas e 
Comentadas 


D4 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


Questões ITA 


9. (ITA/1996) 
Considere as funções reais f e g definidas por f(x) = nar 


FR 
X xE R-([-5). 


142x” 


x E R- {—1,1} e g(x) = 


O maior subconjunto de R onde pode ser definida a composta f o g, tal que (f o g)(x) < 0, 


e: 
aJ-L-[U]-S,-5 
bj] =e,=1[U]=5,=aI 
c)]-c,-1[U]->,1[ 
d) ]1, œ[ 

e]-5 5I 


Comentários 


A questão pede o maior subconjunto dos reais onde a função composta (f o g)(x) < 0 está 
definida. 


Vamos encontrar a função composta: 


x 
1+2(-—— 1 
foge) = f(g()) = tim), *—5 
tlra) 
x = condição de existência de ( E ) 
2 1+2x 


Simplificando a função: 
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1+2x+42x 


f(g) = I F 
(1 + 2x)? 
*(1 + 2x)? — x? = (1 + 2x — x)(1 + 2x + x) = (1+ x) (1 + 3x) 
1+4x)(1+2x 
Ko) = FDO 
Temos como condição de existência da função composta: 
1+x+0>x#-—1 


1+3x +0 >x + -1/3 
r 1 
o 


Devemos satisfazer: 


f(g) <0 
(1 +4x)(1 + 2x) 
(1 +2)(1 + 3x) 


Vamos encontrar o sinal da função composta, representando-a no eixo real. 


<0 


Primeiro devemos estudar o sinal das funções (1 + 4x), (1 + 2x), (1 + x) e (1 + 3x). 
Encontrando as raízes dessas funções: 

1) 1 + 4x = 0 > x = —1/4 

2)1+ 2x = 0 > x = —1/2 

3)1+x=0>x= -1 

4)1+3x = 0 > x = —1/3 


Representando cada uma no eixo real e combinando os resultados para encontrar o quadro 
de sinais, obtemos: 
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=Í 
TO po ion dp do + 


Assim, o intervalo que satisfaz a condição f (g(x)) < 0 é: 
x €]— 1,—1/2[U] — 1/3, —1/4[ 


unn 
a. 


Gabarito: 


10. (ITA/1997) 


Se Q e I representam, respectivamente, o conjunto dos números racionais e o conjunto dos 
números irracionais, considere as funções f, g: R > R definidas por 


_ [{0,sexEQ 
Mosii aci 


- flsexeQ 
90) Ra 


Seja J a imagem da função composta fo g:R > R. 


Podemos afirmar que 


a)J= R 
b)J=Q 
c)J = {0} 
d)J = {1} 
e)J={0,1} 


Comentários 
Vamos analisar a imagem da função composta f o g. 
f o gx) = flg(x)] 
xe Q>g(w)=1 
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1E Q->flg()]=f)=0 

2)xel> g(x)=0 

0€ Q> flg0)]=f(0)=0 

Logo, para qualquer valor de x E R, temos Im(f o g) = {0}. 


unn 
c. 


Gabarito: 


11. (ITA/1998) 


Sejam as funções f: R > Re g:A c R > R, tais que f (x) = x? — 9e (f o g)(x) = x — 6, em 
seus respectivos domínios. Então, o domínio A da função g é: 


J [-3, +00] 
b) R 

) [-5, +00] 

d) ] — œ, —1[ u [3,+00[ 
e) ] — 00,6] 


Comentários 


a 


C 


Do enunciado, temos: 
f(x) =x? —9 
Ffognl)=x—6 
Vamos manipular f(x) para encontrar g(x): 
(fo g9)0) = flg] 
flgo] = [g] —-9=x—6 
[g(x)]? =x +3 
O contra-domínio de g é o conjunto dos reais, logo: 
Ig0)?>0>x+32>0 
x> -3 
O domínio da função g é dado por: 
A = [-3, +o0[ 


unn 
a. 


Gabarito: 


12. (ITA/1999) 


Considere as funções f e g definidas por f(x) = x — £), para x + 0 e g(x) = pe para x + 


—1. O conjunto de todas as soluções da inequação 

(go Pl) < g(x) 
É 
a) [1, +o0[ 
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b) ] — œ, —2[ 

c) [-2, — al 

d)]— 1,1[ 
e)]-2,-1[U ]1,+o0[ 
Comentários 


Vamos encontrar a função g o f: 


(g 0 PH) = gif] 
x 
IFN = 
Da condição de existência de g o f: 
De f temos x + 0. 


2 
f*-15x-[2-1 


(x? + x —2) 
x 


+0 


+2)(x— 1 
DOC saori 


Simplificando g o f: 


x-2 x? -—2 x? — 2 
HO = 58.54 
G= jr x ti x 
Como x + O: 
x? -2 
gif œ) = TEE 


Analisando a inequação: 


(go f)(x) < g(x) 


x? —2 x 
x +x-2 i x+1 
x? —2 x 
(x + 2)(x — D| x+1 
Desenvolvendo a inequação: 
XE —2 


X 
LEDs GA 
(x? — 2)(x + 1) — x(x + 2)(x — 1) P 
CECEN CETS < 
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xi+xº—-2x—-2-x(xº +x—2) 
(x + 2)(x — Dx + 1) 
x +x2-2x—2-—-x])-x2+2x 
(x + 2)(x — Dx + 1) 
— 2 
CEC VICE da 
Como —2 < 0, devemos ter (x + 2)(x — 1)(x + 1) > 0. 


<0 


<0 


Representando o sinal das raízes da inequação acima no eixo real, encontramos: 


-2 -1 1 m 
(@+2)e-1)e+1)|  — | + | — 7 + 


O intervalo de soluções que procuramos possui sinal positivo, logo: 
S=|]-2,-1[U]L+o] 


Gabarito: “e”. 


13. (ITA/1999) 


Sejam f,g,h:R > R funções tais que a função composta ho go f:R>R é a função 
identidade. Considere as afirmações: 


|. A função h é sobrejetora. 
Il. Se xo E R é tal que f (xo) = 0, então f(x) + 0, para todo x E R com x + xo. 
Ill. A equação h(x) = 0 tem a solução em R. 
Então: 
a) Apenas a afirmação (I) é verdadeira. 
b) Apenas a afirmação (Il) é verdadeira. 
c) Apenas a afirmação (III) é verdadeira. 
d) Todas as afirmações são verdadeiras. 
e) Todas as afirmações são falsas. 
Comentários 


O enunciado diz que h o g o f é a função identidade, então podemos escrever: 
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(ho go DG) =h(g(f69))) =x 
Vamos analisar as afirmações: 
|. A função h é sobrejetora. 
Vamos provar por redução ao absurdo. Supondo que h não seja sobrejetora e h:4A > B, 


podemos encontrar b E B tal que h (9(1G9)) + b para todo x E R. 


Dessa forma, tomando x = b e substituindo na função composta: 


n(g(fb))) + b 
Dado a hipótese de h o g o f ser a função identidade, chegamos a um absurdo. 
Logo, h é sobrejetora. 
“Verdadeira. 
Il. Vamos reduzir ao absurdo. 
Supondo que exista a ER coma + x, e f (a) = 0. Temos: 
fla) = 0 = f(a) = f (xo) 
=> h(g(f(a))) = h(g(f(x0))) 
>a = Xo 

Pela hipótese inicial, a + xo. Logo, chegamos a um absurdo. 
“Verdadeira. 


Ill. Já provamos que h é sobrejetora de R em R. Então, Im(h) = R. Podemos encontrar x E 
R tal que h(x) = 0. 


“Verdadeira. 
Gabarito: “d”. 
14. (ITA/2002) 


Sejam a, b,c reais não-nulos e distintos, c > 0. Sendo par a função dada por 
E ax + b P 
w= ;=C<xX<C 

f LFE 


Então f (x), para —c < x < c, é constante e igual a 


Comentários 
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Se f é uma função par no intervalo |] — c,c|, podemos escrever: 
fl)=f(-x),-c<x<c 
a(-x)+b ax+b 
(=x) +e E x+c 


Simplificando a equação: 


(—ax + b)(x + c) = (ax + b)(—x + c) 


—ax? — acx + bx + bc = —ax? + acx — bx + bc 
>a” — acx + bx + bí = =ax” + acx — bx + bé 
2bx = 2acx 
2bx = Zacx 


Encontramos a relação: 

b = ac 
Substituindo b na função f, obtemos: 
ax + b _ax+ac a(x+c) _ alx) 


MAS x+ce o x+e (x+ 


=a, —cC<x<cC 


Gabarito: “e”. 
15. (ITA/2005/Modificada) 
Considere os conjuntos S = {0, 2,4,6}, T = f1,3,5) eU = 10,1) e as afirmações: 


|. Existe uma função f:S > T injetiva. 
Il. Nenhuma função g:T > S é sobrejetiva. 
Classifique-as em verdadeira ou falsa. 
Comentários 
|. Da definição de função injetora, se f:S >T: 
(Yx E S, voe T)(x1 # x2 > f (x1) + f (x2)) 


f é função de S em T, então, todos os elementos de S devem ser transformados em algum 
elemento de T. Como n(S) > n(T), é impossível criar uma função que satisfaça às condições da 
injetora. 


“Afirmação falsa. 
Lgr+s 


Da definição de função, um elemento não pode ser transformado em dois números distintos. 
Então, temos: 


n(T) < n(S) > Im(g) + S > g não é sobrejetora 
“Afirmação verdadeira. 


Gabarito: |. F II. V 
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16. (ITA/2005) 

Seja D: R — (1) e f:D —> D uma função dada por 
x+1 
x =1 


fœ) = 
Considere as afirmações: 
l. f é injetiva e sobrejetiva. 


lIl. f é injetiva, mas não sobrejetiva. 
WI. f(x) + f (=) = 0, para todo x E D,x + 0. 
IV. f(x)f(—x) = 1, para todo x E D. 


Então, são verdadeiras 
a) apenas le III. 
b) apenas le IV. 
c) apenas Il e III. 
d) apenas |, III e IV. 
e) apenas Il, III e IV. 
Comentários 
I. Vamos verificar se f é injetora. 
Vx,,X E D: 
fa) = f (x2) 
xı +1 x2+1 
x-1 x-1 
(x1 + Dx, — 1) = (x + Dlx, — 1) 


XX2 — X1 +X — 1 = xX — X, + x1 — 1 


X1%5 — X1 + X221 = xX4%5 — X + X12 


2x2 = 2x1 
X2 = X 
“ f é injetora 


Agora, verificamos se f é sobrejetora. 


y E Rey = f(x), temos: 


x+1 

Y= 
y(x-D)=x+1 
yx— y=x+1 
yx—> x =y+1 
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x(y-D=y+1 
E di 
y—1 
Analisando a condição de existência: 
y-105y%1 
Logo, temos: 
Im(f)=R-{1}=D 
“ f é sobrejetora 
Portanto, afirmação verdadeira. 


Il. Como visto na |, f é injetiva e sobrejetiva. Afrmação falsa. 


Ill. Vamos calcular f(x) + f (>) para x £0eVx E D: 


1 
CS (E) - x+1 oe 1+x_x+1, x+ 
PONET x—1 lg X-i 1-x x-1 (-D(x-1) 
x 


“Afirmação verdadeira. 
IV. FO)f(-x) = 1,Yx E D. 


PEGADINHA 


Temos uma pegadinha nessa afirmação. Se não nos atentássemos a esse detalhe acabaríamos 
marcando como verdadeira. Veja: 


CRT) =x 41 
PO ES DOI 


Mas, x está definida no conjunto D = R — (1). Se tomarmos x = —1 E D, temos f(—x) = 
f(=(—1)) = f(1) e sabemos que 1 ¢ D. Logo, f(—x) não está definida para todo x E D. 
“Falsa. 
Gabarito: “a”. 
17. (ITA/2006) 
Seja f: [0,1) > R definida por 


2 0<x< 
f(x) = 1 
2x — 1, 725* 


Seja g: (=>,5) > R dada por 
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(es) cien 
JA]: z< 


a e 


Com f definida acima. Justificando a resposta, determine se g é par, ímpar ou nem par nem 
ímpar. 


Comentários 
Precisamos verificar a paridade da função g. 
g está definido em dois intervalos distintos. 


Supondo —1/2 < x < Q: 
1 
96) = f(x +5) 
e <0 
z5x 


Usando as propriedades da desigualdade: 
1 


SELA PA E 
pro mT 2 


0<x+ E < z 
A 
Dessa forma: 


( +5)=2( +) pakpa 
ann aan nisem ss 


1 
g&)=2x+1,-5<x<0 
Para 0 < x < 1/2: 


g()=1-f(x+5) 


0< a. e pa 
— 3 — ai 
<x 2 Ri 2 


p(erq=2(x+5)-1522+5<1 
gt)=1-[2(x+5)-1]=1-2% 


1 
g0)=1-2x,0<x<> 
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Representando a função g no plano cartesiano: 


g(x) = g(—x), logo g é par. 
Gabarito: g é par 
18. (ITA/2010) 


Sejam f, g: R > R tais que f é par e g é ímpar. Das seguintes afirmações: 


l. f-g é ímpar, 
ll. f o g é par, 
Ill. g o f é ímpar, 
É (são) verdadeira(s) 
a) apenas |. 
b) apenas Il. 
c) apenas III. 
d) apenasle Il. 
e) todas. 
Comentários 
l. f- g é impar 
Vamos definir h(x) = f(x)g(x). Desse modo: 
h(—x) = f(-x)g(—x) 
f é par > fŒ) = f(-2) 
g é ímpar > g(—x) — g(x) 
h(x) = f6)l-g0)] = -f x)g Œ) = h(x) 
“ h é ímpar > fg é ímpar 


Verdadeira. 
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I.fogépar 
Definindo H(x) = (f o g)(x) = flg(x)]. Temos: 
H(—x) = f [g (~x)] 
g ímpar > g(—x) = —g(x) 
f par > f (~x) = f (x) 
H(=x) = fl-g60)] = flg] = Hx) 
“Hépar>fogépar 
Verdadeira. 
Il. g o f é ímpar 
Definindo s(x) = (g o f)(x) = glf(x)]. Temos: 
s(=x) = glf(-2)] = g[f0)] = s(x) 
“Ssépar>go fépar 
Falsa. 
Gabarito: “d”. 


19. (ITA/2010) 


Seja f:R > R bijetora e ímpar. Mostre que a função inversa f 71: R > R também é ímpar. 
Comentários 
Vamos provar por absurdo. 
Supondo que f”! não seja ímpar, então 3y E R, tal que f!(—y) = -f 7t (y). 
Definindo a =f!(-y)eb=f"!(y),a,b E R, temos: 
fy) + -f O) 


a + —b 
Da condição de injetora: 
f(a) + f (=b) 
Como f é ímpar: 
f(b) = -f (b) 
Dessa forma, encontramos: 
f(a) + -f (b) 


Substituindo a = f™t(—y) e b = ft (y): 
FEE) + -F0 
Usando as propriedades da inversa: 
=y # =U) 
=y * -y 
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“+ Absurdo! 
Portanto, f”1 também é ímpar. 
Gabarito: Demonstração. 
20. (ITA/2013) 
Considere as funções f, g, f + g: R > R. Das afirmações: 


|. Se fe g são injetoras, f + g é injetora; 

Il. Se f e g são sobrejetoras, f + g é sobrejetora; 

Ill. Se f e g não são injetoras, f + g não é injetora; 

IV. Se f e g não são sobrejetoras, f + g não é sobrejetora; 
É (são) verdadeira(s) 

a) nenhuma. 

b) apenas le Il. 

c) apenas le Ill. 


) 
d) apenas III e IV. 
e) todas. 


Comentários 


|. Vamos supor f(x) = x e g(x) = —x, ambas são funções injetoras em R. Seh = f +g: 
h(x) =f(x)+g(x)=x-x=0 
h(x)=0 


h não é uma função injetora. 
“Falsa. 
II. Usando o contra-exemplo da |, temos: 
fQ) =x 
g(x) = —x 
hx) = f(x) + g(x) = 0 
f e g são sobrejetoras em R, mas h = f + g não é sobrejetora (Im(h) = {0} + R). 
“Falsa. 


lll. Vamos supor f(x) = (x +1) =x? +2x+1 e g(x) = -(x — 1)? = —x? + 2x- 1. 
Ambas não são injetoras em R. Seh = f +g: 


h(x) = f(x) + g(x) = (x? + 2x + 1) + (~x? + 2x — 1) = 4x 
h(x) = 4x 
h é injetora. 


“Falsa. 
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IV. Usando o mesmo contra-exemplo da Ill: 
Fo +2x+1 
g(x) = —x? +2x—1 
h(x) = f(x) + g(x) = 4x 
f e g não são sobrejetoras em R e h é sobrejetora em R. 
“Falsa. 


Gabarito: “a”. 


21. (ITA/2014/Modificada) 

Classifique a afirmação: 

Sejama,b,cER,coma<b<c.Sef:[a,c] > [a, b] é sobrejetora, então f não é injetora. 
Comentários 


Essa questão é um exemplo de como o ITA gosta de generalizar resultados. Normalmente, 
afirmações assim são falsas. 


Com o tempo, ganharemos experiência e não precisaremos gastar tempo para encontrar uma 
função que sirva de contra-exemplo. Veja o gráfico da função f abaixo: 


f(x) = ax + 8 


esSsssia a<b<c 


Podemos usar a função f(x) = ax + ß, tal que a e É seja os coeficientes do gráfico da função 
acima. Essa reta é sobrejetora em [a, b] e injetora. Logo a afirmação é falsa. 


Poderíamos resolver também analiticamente. Vamos tentar encontrar um contra-exemplo 
que seja sobrejetora e injetora. A função mais simples que podemos usar é a função de primeiro 
grau. 


Seja f(x) = ax + 8, encontrando a e $ tal que f: [a,c] > [a, b]: 
fla)=aa+B=a (1) 
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f()=ac+B =b (II) 


(ID — (I): 
P E E EE O 
c-a 
_ (b-a) 
f = rtg 
Substituindo x = a e sabendo que f (a) = a: 
OEREN ET 
pza- Paza (1-0) 
c—a c-a c—a 
sos ERR Cn 


c-a c-a 
f:la,c] > [a,b] é uma função bijetora. 
“Afirmação falsa. 


Gabarito: Falsa. 


22.(ITA/2014) 


Considere as funções apenas f,g:Z > R, f (x) = ax + m, g(x) = bx + n, em quea,bmen 
são constantes reais. Se 4 e B são as imagens de f e de g, respectivamente, então, das 
afirmações abaixo: 


I. Se A = B, entìoa =bem =n; 

Il. Se A = Z, então a = 1; 

Ill. Se a,b,m,n E Z, coma = b e m = -n, então A = B, 
É (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 

b) apenas Il. 

c) apenas III. 

d) apenas Ie Il. 
e) nenhuma. 
Comentários 


|. Suponha f(x) =x e g(x) = —x + 1. O domínio das funções f e g é o conjunto Z e a 
imagem de f éA = ZedegéB=Z. 
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“Falsa. 

Il. Se tomarmos f(x) = —x, temos A = Z e a = —1. 

“Falsa. 

Ill. Vamos tomar f(x) = 3x + 1e g(x) =3x—1. 

3+1€ Z e satisfaz a condição a = b em = ~n. 
fB)=3:3+1=10 

Se A = B, então devemos ter um x E Z, tal que g(x) = 10. 
g(x)=3x-1=10 


=D eg 
a 


Não temos x E Z, tal que 10 E B. 
Logo, 4 + B. Falsa. 
Gabarito: “e”. 


23. (ITA/2017/Modificada) 


Sejam X e Y dois conjuntos finitos com X c Y e X + Y. Considere as seguintes afirmações: 
|. Existe uma bijeção f:X > Y. 
II. Existe uma função injetora g:Y > X. 
Classifique-as. 
Comentários 
Se X e Y são dois conjuntos finitos, X c Y e X = Y:n(X) < n(Y). 


|. n(X) < n(Y). Então uma função de X em Y implica que Im(f) + Y, já que o número de 
elementos do domínio X é menor que o número de elementos do contra-domínio Y. E pela definição 
de função, um x E X não pode ser transformada em dois valores y E Y. Logo, f não é sobrejetora. 
Consequentemente, f não é bijetora. 


Falsa. 


Il. Da definição de função, g: Y > X implica que todos os elementos do domínio Y devem ser 
transformados nos elementos pertencentes ao contra-domínio X (não obrigatoriamente todos). 
Então, teremos obrigatoriamente y4, y> E Y, tal que g (y1) = g9(Y>). g não é injetora. 


Falsa. 


Gabarito: |. F II. F 


24. (ITA/2018) 


Considere as funções f, g: R > R dadas por f(x) = ax + b e g(x) = cx + d, com a,b,c,d E 
Raz0ec+0.Sef!og!=gof”!,então uma relação entre as constantes a,b,c ed é 
dada por 


a)b +ad = d + bc 


€ Aula 03- Introdução às Funções 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


bd+ba=c+db 
cjat+db=b+cd 
d)Jb+ac=d+ba 
ejctda=b+cd 
Comentários 
Vamos encontrar as inversas f 1 eg”: 
f(x)=ax+b 
y=f0)>y=ax+b 
JD 
a 
>f) = 
g(x)=cx+d 
y=90)>y=cx+d 


Ia 

C 
E y=d 
>g D= 


X 


X 


Encontrando as compostas: 


E 
F-10910) = gi] -L - 


ŒS) -b x-a-be 


a ac 
E T E a 
> fog (x) = e 
aad 
grofi = gao E 


CF) -4 x-b-ad 


a 

c ac 
x—b-ad 
> g'of(x) = E E 


A relação entre as constantes será dada por: 
fog" (x) = gof (x) 
r-d-bec x-b-ad 
ac ac 
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x—d-—bc x—-b-—ad 
ac E ac 
—d — bc = —b — ad 
=>b+ad =d + bc 


uan 
a. 


Gabarito: 


Questões IME 


25. (IME/2010) 


Sejam as funções fR>R,g:RSR,h:R>R. A alternativa que apresenta a condição 
necessária para que se f(g(x)) = f(h(x)), então g(x) = h(x) é 
a) f(x) = x 
b) f(FG)) = fœ 
c) f é bijetora 
d) f é sobrejetora 
e) f é injetora 
Comentários 
Vamos verificar a condição para que a seguinte afirmação seja verdadeira: 
FCI) = F(hG)) > 969) = h) 
Se g: R > Reh: R > R, então: 
Va,b E R, 3x E R tal que g(x) = ae h(x) =b 
F(90)) = f(nG)) > fa) = f) > a =b > gx) = h(x) 


A condição encontrada f (a) = f(b) => a = b, Ya, b E R é exatamente a condição de ser 
função injetora. 


Logo, f é injetora. 


Gabarito: “e”. 


26. (IME/2016) 
Sejam as funções f,, para n E {0, 1, 2, 3, ... }, tais que: fọ (x) = =e fh) sf haC pata 
n > 1. Calcule f2916(2016). 
Comentários 
Vamos tentar encontrar um padrão nas formas de f, sabendo que fa (x) = fo(fa-1 00). 


Paran = 1: 


fil) = faa) 
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o 1 o 1 E Ca _1-x x-1 
MA-TO a a x 
Paran = 2: 
BC) = PA) 
o 1 o 1 o x o 
cia (5) ao? 
xX 
Paran = 3: 


fal) = falf) 
poss 


= 
Perceba que a função fz é igual a fọ. Se continuarmos a calcular f para os próximos valores 
de n, as funções se repetirão: 


fo=fs=fe="" 
h=ft=f= 
fb=fs=fo= 
Então, sendo k E Z, f é dado por: 
fzx) = isk 
— 1 
fan) == 


fsk+2 (x)=x 


Precisamos calcular f,0916(2016). Para isso, vamos descobrir qual a forma de f para n = 
2016. 


Dividindo 2016 por 3: 


2016 = 672:3 
2016 é múltiplo de 3, logo f2016 possui a forma de f3,.. Então f2016(2016) é dado por: 
1 
fz016 (2016) = 


1-2016 2015 


Gabarito: f2016(2016) = ET 


27. (IME/2017) 

O sistema de inequações abaixo admite k soluções inteiras. 
x? —2x— 14 
— ~ > 


x 
bd 


Pode-se afirmar que: 
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aj0<k<2 
b)2<k<4 
c)4<k<6 
d)6<k<8 
e k28 
Comentários 


Devemos encontrar as soluções inteiras que satisfazem ao sistema. Vamos analisar a 
primeira inequação: 


x? — 2x — 14 
— > 3 
xX 
x? — 2x — 14 
— — 3 >0 
X 
x? — 2x — 14 — 3x 
— > 0 
xX 
x? — 5x — 14 
— >0 
x 
x— 7)(x+2 
( )( a 7 
x 
Devemos ter x + 0 como condição de existência. 
Construindo o quadro de sinais, obtemos: 
—2 0 T x 
+28 | 0 — Po + + | $ 
z E a + | + 
sa Ce - 4 
“Das? ! ! ! 


Dessa inequação, encontramos x E ] — 2, 0[ U |7, +oo[. 
Da segunda inequação, temos: x < 12. 


Juntando as duas condições, encontramos as raízes inteiras: 


xEA 
A = {—1,8,9,10, 11,12} 
k=n(A)=6 
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Gabarito: “d”. 


28. (IME/2018) 


Seja f(x) uma função definida no conjunto dos números reais, de forma que f (1) = 5 e para 
qualquer x pertencente aos números reais f(x + 4) > fl) +4e f(x +1) < f(x) +1. 


Se g(x) = f(x) + 2 — x, o valor de g(2017) é: 


Comentários 


Precisamos encontrar o valor de g(2017) = f(2017) + 2 — 2017. Para isso, temos que 
encontrar o valor de f(2017). 


Do enunciado: 
fD)=5 
f(x + 4) > f(0)+4 
fix+D)<flO)+1 


Vamos analisar f(x + 1) < f(x) + 1. Podemos manipular x da função e encontrar as 
relações de desigualdade: 


fix+D)<flO)+1 
fx«+)<fix+D+1 
fx+3)<f(x+2)+1 
fix+)<fx+3)+1 
Somando as inequações, obtemos: 
fQe+H)rfkxrD)+rfi+tD)+rfarD<f+rD)rfx+rD)+Hfe+D+f(O)+4 
f(x+ 4) < f0)+4 
Dessa forma, temos a seguinte relação: 
fl) +4<Ff(x+4)< f(x)+4 
> f(x +4) = f(x) +4 
f(2017) é dado por: 
f(2017) = f(2013) + 4 
f(2013) = f(2009) + 4 
f(2009) = f(2005) + 4 
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f(2017) = f(2017 — 4) +4=f(2017-2:4)+2:4=f(2017-3:4)+3:-4 =... 
Temos um padrão. Perceba que f (2017) = f(2017 —- n:4) +n-4 
Vamos encontrar n. Dividindo 2017 por 4: 

2017 =504:4+1>2017-504:4=1 
Assim: 
f(2017) = f(2017 — 504:4) + 504:4 
f(2017) = f(1) + 504-4 = 5 + 504:4 = 2021 
g(2017) é dado por: 
9(2017) = f (2017) + 2 — 2017 
9(2017) = 2021 + 2 — 2017 = 6 
> g(2017) = 6 
Gabarito: “b”. 


29. (IME/2018) 

Considere as alternativas: 

|. O inverso de um irracional é sempre irracional. 

II. Seja a função f: A > Be X e Y dois subconjuntos quaisquer de A, então f(X NY) = f(X) N 
foro. 

III. Seja a função f: A > Be X e Y dois subconjuntos quaisquer de 4, então f (X U Y) = f(X) U 
Pur), 

IV. Dados dois conjuntos 4 e B não vazios, então AN B = A se, e somente se, BC A. 

Obs.: f(Z) é a imagem de f no domínio Z. 

São corretas: 


a) |, apenas. 


) 
b) le Ill, apenas. 
c) Il e IV, apenas. 
d) le IV, apenas. 
e) Ile Ill, apenas. 
Comentários 
|. Vamos provar por absurdo. 
Supondo que x E le 1/x E€ Q. Se 1/x é racional, podemos escrever: 


e b € Z* 
P RR 
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b 
x=-€Q 
a 


Da hipótese inicial x € I. Absurdo! 

Logo, o inverso de um irracional é sempre irracional. 
“Verdadeira. 

Il.X,Y CA, f(X NAY)=f(X)nfY). 

Vamos encontrar um contra-exemplo. 

Seja A = {2,3,4}, B = {1,2,3} X = {2,3}, Y = {3,4}. 


Representando f: 4 > B no diagrama de flechas: 


A B 


LA 


Eq 


X NY ={3}> f(XANnY)={2} 
f(X) = {1,2} e fO) = {1,2} > fX) n fO) = {1,2} + f(X nY) 
“Falsa. 


Ill. Podemos provar usando a definição do conjunto união e a propriedade anti-simétrica 
dos subconjuntos. 


(Propriedade anti-simétrica dos subconjuntos:4 CBAB CAS A=B) 
Demonstração: 
Para a E (X U Y), existe b E f(X U Y), tal que f(a) = b. 
Da relação a E (X U Y), temosa E X oua EY. 
Sea E X,temos b E f (X). Mas sea E Y,temos b E f (Y). Dessa forma, podemos afirmar: 
bef) uf) 
Disso, concluímos: 
>fXuY)cfR)ufY) 
Agora, vamos provar que f(X)u fY) c f(X uY). 
Seja b € f(X) U f (Y). Então, da definição de conjunto união: b € f(X) ou b E f (Y). 
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Para b E f (X), podemos encontrar um a E X tal que b = f (a). Analogamente para b E 
f (Y), podemos encontrar a E Y que satisfaça b = f (a). Então 3a E X U Y, tal que b = f (a). 


Dessa forma: b E f(X UY). 

> fO)UfW) cf(XUY) 
Da propriedade anti-simétrica: 

FfXUMD =fOQUFO) 
“Verdadeira. 
V.VANB=ASBCA 


Contra-exemplo: 


A = {a,b} 
B = {a,b,c} 
ANB = {a,b} =A 
BA 


“Falsa. 
Gabarito: “b”. 
30. (IME/2019) 
Definimos a função f:N > N da seguinte forma: 


f(0O) = 0 
f)=1 
fQn)=f(n) n21 
fR2n+1)=n?, n21 


Definimos a função g: N > N da seguinte forma: g (n) = f(n)f(n + 1). 


Podemos afirmar que: 


a) g é uma função sobrejetora. 


) 
b) g é uma função injetora. 

c) f é uma função sobrejetora. 

d) f é uma função injetora. 

e) g(2018) tem mais do que 4 divisores positivos. 
Comentários 


Para questões de funções desse tipo, devemos testar os valores e verificar as alternativas. 
Vamos encontrar a imagem de f e g. 


Para f, temos: 


n 0 1 2 3 4 5 6 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


f(n) 0 1 1 1 1 4 1 


Já podemos afirmar que f não é injetora, pois f(1) = f(2). Também não é sobrejetora, pois 
f assume apenas valores quadrados perfeitos. 


Para g: 
n gn) 
0 i fCO)FC1) = O 
1 fFOfQ)=1 
2 FO) =1 
3 FOFO =1 
4 fS) = 4 


9 também não é injetora nem sobrejetora pelos mesmos motivos de f. 
Portanto, a única alternativa que resta é a “e”. Veja: 
g(2018) = f(2018)f(2019) = f(1009)f(2019) = 5042 . 10092 = (2? .32.71)2.1009? 
g(2018) = 2º - 34 - 7? - 1009? 


O número de divisores positivos de g é: 


(6+1)(4+1)(2+1)(2+1)=7-5-3-3 =[315 divisores positivos 


*Observação: Na hora da prova, você poderia testar diretamente a única alternativa que trata 
de valores numéricos. Assim, você não perderia tempo testando as demais. Sempre tente ganhar 
tempo na prova! 


Gabarito: “e”. 
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9. Considerações Finais da Aula 


Chegamos ao final da nossa aula introdutória de funções. Nas próximas aulas, continuaremos 
com o tópico de funções até abordarmos todas as funções que podem ser cobradas na prova. 


Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões entre em contato pelo fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 


& Aula 03- Introdução às Funções 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 03: ITA/IME 2020 


10. Referências Bibliográficas 


[1] lezzi, Gelson. Murakami, Carlos. Fundamentos de matemática elementar, 1: conjuntos, funções. 
9. ed. Atual, 2013. 410p. 


[2] Antar Neto, Aref. Sampaio, José Luiz Pererira. Noções de Matemática, v.1. 1 ed. Vestseller, 2016. 
348p. 


[3] Morgado, Augusto Cezar de Oliveira. Wagner, Eduardo. Carvalho, Paulo Cezar Pinto. Lima, Elon 
Lages. A Matemática do Ensino Médio, v. 1. 11 ed. SBM, 2016. 250p. 


[4] Oliveira, Marcelo Rufino de. Pinheiro, Márcio Rodrigues da Rocha. Elementos da Matemática 
volume 1 — conjuntos, funções, aritmética. 3 ed. Vestseller, 2010. 309p. 


& Aula 03- Introdução às Funções 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Vestibulares 


ITA/IME 2020 


Professor Victor So 


Aula 04: ITA/IME 2020 

Sumário 

MEN CANÇÃO as ado Ss Tac dO ERIC as acc ra 3 
1; FUNÇÕES QUadraticas pastas dei dia iai dad assi lidade ai enfia ia ad a dd 4 
TAFONU CON oreore A SNI REDE DIS ERRAR DER CNN SURDO MN DEEP TENDE RETO DR TD SU 6 
BRAD NBR E rs E E EA 14 
1.3, Decomposicao em Fatores do TOM asa ad sq Id q 22 
LA negua des Cb ooiniri mann ani ETE E EA O 24 
1.5; Equações e Inequações ParametricdS isien antone ini aariaa 30 
16. Eguacoese MEU ES IrtacionalS sireriarononiirni ias dani is di 40 
2; Módulo dë um número Real .5..==:555555:55600550500)5055555000 6.005 0550550 600505060 a aa i a p aeS Eaa 48 
AN E= digo is o EAA E E TEE AA A AA E E A OAE O T 48 
PER EE Ee E AE E PE E A E A E E A S E E E E 50 
Da D A E E a E E N NEE N AAE E E E A EA 53 
3. Questões de Vestibulares Anteriores .........sssssssssssssssssssssessssssoossesssoossssoosssessosssssoossssssssssssoossse 61 
Que stos A alan lei E E A a i i A 61 
Ques toes IME rn O E O AT O E 68 
A GAPAN O ca a e CR CRS IRS GRE RR CRS ERR E ERR 69 
Caparo COS QUE DA pontos a conirsiaitertes a EEA EEA ea Ah Gia a aO ERR 69 
CORRO DOSE slra EO E A E 70 
5. Questões de Vestibulares Anteriores Resolvidas e ComentadaS..........ssssssssssssssssssosssssssssssossss 71 
Questoes ITA Comentadas PRB PR RR RR DIR DARE INN EEA DN RI RS A 71 
Questoes IME COmMent OAAS onimi iaoea i E A E AO E i 112 
b. Considerações Finais da And. uesaassnersninsencasesenisinoipodniocsn aonne a Ainaa E Raae 120 
7s Rēferencias DIES saia una dba aid casadas 120 


& Aula 04 — Funções Quadráticas e Modulares 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 04: ITA/IME 2020 


Introdução 


Vimos na aula passada, uma introdução ao conceito de funções. Nessa aula, estudaremos as 


funções quadráticas e modulares. Iremos aprender a resolver equações e inequações paramétricas, 


esse assunto é muito cobrado nos vestibulares do ITA/IME. 


Caso tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 


Estratégia ou se preferir: 
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1. Funções Quadráticas 


Uma função f:R > R é uma função quadrática quando definida por: 


f(x) = ax? + bx+c 


Alternativamente, para f(x) = y: 


y=axº+bx+c 
Coma,b,c E Rea + 0.Caso a = 0, teremos uma função não quadrática (pode ser linear ou 


constante). 
Essa função também pode ser chamada de função de 2º grau ou trinômio do 2º grau. 
Vamos ver alguns exemplos de funções quadráticas: 
1) y =x? +3x+7>a=1,b=3,c=7 
2) y =3x? >a =3,b=0,c=0 
3) y = —2x? +1 >a = -—2,b=0,c=1 
4) y =x? +2x,a=1,b=2,c=0 
Perceba que uma função quadrática sempre deve possuir a + 0. 


Quando desenhamos o gráfico dessa função, obtemos uma parábola (veremos o que é uma 
parábola usando o gráfico). Dependendo do valor de a, ela pode possuir a concavidade voltada para 
cima ou para baixo. 

Para a > 0, a concavidade é voltada para cima e para a < 0, ela é voltada para baixo. 


Vejamos alguns exemplos: 


1) Gráfico de y = x? (a = 1 > 0) 
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Note a concavidade da função voltada para cima. 


2) Gráfico de y = —x? (a = —1 < 0) 


Note a concavidade da função voltada para baixo. 


Vimos basicamente o que é uma função de segundo grau. Vamos aprofundar mais no assunto 


estudando sua forma canônica. 
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no 
1.1. Forma Canônica 
Na escola, somos levados a decorar que as raízes de uma função de segundo grau são dadas 


pela fórmula de Bhaskara: 


-b+VA 
2a 


A = b? — 4ac 


X = 


A é o símbolo utilizado para representar o discriminante de uma equação quadrática. Lê-se 
“delta”. 
Saiba que essa fórmula é obtida através da transformação da função quadrática em sua forma 


canônica. Então, vamos encontrar essa forma. 
Sendo f:R > R, uma função quadrática, dada por: 
f(x) = ax? +bx+c 


Como a + 0, podemos colocar a em evidência na expressão: 


b c 
fœ) = a(x? +—x +5) 
a a 
Lembra da aula de fatoração? Vamos manipular a expressão acima de forma a obter um 


quadrado perfeito. Reescrevendo a expressão: 


f(x) = a (x? 125448) 


b E f 
Perceba o termo zy Vamos completar o quadrado perfeito, somando e subtraindo esse 


número elevado ao quadrado da expressão, obtemos: 


b É E 
= 2 Di == = = |— 
fœ a(x +25 tga mt c) 


b e bg 
= a a a 
fo) =a( +timita agi + 


Agora, podemos fatorá-lo: 


rarele Boo) 


Reescrevendo a expressão, obtemos: 
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Go = a b? p4 
TO= aN 2a 4a? 4a? 
by (=b? + 4ac 
f(x) = a((:+55) e) 


2a 4a? 


fo =a((x+ e Ot 400) 


4a? 
Chamando de delta o número b? — 4ac: 


A = b? — 4ac 


m 


Essa é a forma canônica do trinômio do 2º grau. 


Note que ela foi obtida através da fatoração da expressão ax? + bx + c. A forma canônica 


nos permite analisar e extrair diversas informações importantes. Vamos explorá-las. 


1.1.1. Raízes da função quadrática 


Usando a forma canônica, podemos encontrar as raízes da função quadrática: 


fo-a(x+5) -2 


ostsee] Lo 


(+2) -2 
id E Aa 
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ESCLARECENDO 


O que acontece quando aplicamos a raiz quadrada em uma variável elevado ao 
quadrado? 
Para esclarecer, vamos ver um exemplo: 
y*=4 
A equação nos diz que devemos encontrar um y tal que esse y elevado ao quadrado 
resulte no número 4. Para encontrar esse valor, devemos aplicar a raiz quadrada nos dois 


lados da equação: 
yy? =v4 
Iyl = 2 
Note que na última operação, aparece o módulo de y. Isso foi feito para indicar que o 
valor absoluto de y é igual a 2. Com isso, temos duas soluções possíveis: 
Yj=2ey = —2 
Quando testamos esses valores na equação inicial, temos: 
a 24 
2 Es 2i 
y2 = (2) =4 
Portanto, sempre que você for tirar a raiz quadrada de um número com expoente par, 
lembre-se de aplicar o módulo no número para não perder soluções! 


kezi ma 
tzal lag? 
p 2 
a 2a “l4a2 
E b vA 
toag fa 


Desse modo, temos duas raízes para a função quadrática: 


SBAA -b —- VA 


X1 2a eX = 2a 
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E 


1.1.2. Máximo e mínimo da função quadrática 


2 
x : DNS f 
Usando as relações de desigualdade, podemos ver que (x + >) é sempre maior ou igual a 


zero (ou é nulo ou é positivo), assim, podemos escrever: 


2 
b 
x+—| 20 
2a 
Vamos multiplicar a inequação acima por a, nesse caso, devemos considerar dois casos: 
a>0oua<0 


)Ja>o0 


b 2 
a>0>a(1++) >0 
2a 


: A ; : E 
Subtraindo zg NOS dois lados da inequação, obtemos: 


aj A A 


Bs EE q ES 
a(x+5 4a" 4a 


Perceba que o lado esquerdo da inequação acima é a forma canônica da função de segundo 


grau. Reescrevendo: 


7 A 
axº + bx +c 2>- — 
4a 
A inequação acima diz que a função quadrática y = ax? + bx + c é sempre maior ou igual a 
A . , 
ce Dessa forma, podemos concluir que o menor valor que ela assume é: 


A 
Ymin — — 4a 


Podemos encontrar o x que resulta nesse número através da seguinte equação: 


(242) A A 
ax 2a 4a 4a 
b 2 

—) =0 
a(x+5) 
+ =0>5%x= O 
Po SP 


Assim, concluímos: 
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Graficamente: 


A f oS 


Ymin = — 4a 


I)ba<o0 


b 2 
a<0>a(x+—) <0 
2a 


Fazendo as mesmas operações feitas para o caso (1), temos: 


b A A 
a(x +) = une 
2a 


A 
ax? + bx +c <- — 
4a 


x En a a A 
Agora, todos os valores que a função quadrática pode assumir são menores ou iguais a — a 


então o valor máximo que ela assume é dado por: 


A 
Ymax E 4a 
O valor de x que resulta nesse valor é: 
b 
xX =—— 
max 2a 


Portanto: 
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Graficamente: 


RESUMINDO 


b A ) o a paraa>0 


sd B 
f(x) = ax +bx+c>( 2a' 4a) lmáximo paraa < 0 


CURIOSIDADE 


Existe um método simples envolvendo cálculo para encontrar o valor do x máximo ou x 
mínimo (dependendo do a da função quadrática). Podemos derivar a função do 2º grau 
e igualá-lo a zero, o x resultante é O Xmax OU Xmin- Veja o exemplo: 

Calcule o valor de x onde a função abaixo assume o menor valor: 

f(x) = 3x? — 5x — 12 
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Usando a fórmula que encontramos, temos: 


Xmin = = Xmin = re 

Mas, se esquecermos dessa fórmula na hora da prova? 
Nesse caso, podemos usar a derivada da função f e igualá-lo a zero: 

= Dx 
5 
f(01)=0>6x-5=0>x=- 
Ne e” 6 
f(x) 


5 
6 


Vamos explicar o que aconteceu. 

Inicialmente, devemos saber que, usualmente, representamos a derivada de uma 
função f por f”. 

Para calcular a derivada de uma função, podemos usar a “regra do tombo”. Para cada 
potência de x na função, multiplicamos a constante pelo grau de x e subtraímos 1 do seu 
grau. Veja: 

f(x) = ax? +bx+c 
f(x) = ax? + bx’ + cx" 
f'(x) = 2 - ax?™t +1- bxtt +0 -cxt 
f'(x) = 2axt + bx? 
f'(x) = 2ax + b 
Se igualamos essa derivada a zero, encontramos o valor mínimo dessa função: 
f'(x) =0 > 2ax +b = 0 > Xmin = a 


2a 


Note que essa é a fórmula que encontramos usando a forma canônica da função 
quadrática. 

Você pode usar esse método se quiser encontrar o máximo ou mínimo de uma função 
quadrática! 

Agora, temos mais uma ferramenta para nos ajudar a resolver as questões da prova! 


1.1.3. Eixo de Simetria e Vértice 


A 


Es E b 
Observando o gráfico do tópico anterior, podemos perceber que o ponto (->,-5) 


representa a “ponta” da parábola. Para esse ponto, chamamos de vértice e usualmente 
representamos por V. 
Além disso, perceba que a parábola é simétrica em relação à reta que passa pelo seu vértice 


dado por x = — a 
2a 


Graficamente, podemos visualizar essa propriedade: 
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y =ax?°+bzr+c 
a>0 


Podemos provar algebricamente esse resultado. Para isso, devemos tomar o ponto x = 
ea A b b : 
—b/2a como referência e provar que x, = — Ee +hex, =— EN h resultam no mesmo y, ou seja, 


f(x) = f (x2) para h ER. 


Demonstração: 


y =ar? +br+c 
a>0 


Usando a forma canônica: 
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e- ( Ra A 

POTA E o) = a 

Sendo h E R, substituindo x, = -2 + h em f, temos: 
@)=f(-2+h)= BATTA =n 
PE CU DÃO) qa a 


->—h: 


Encontrando o valor de f para x, 


fad =1(-m—h)=a( sa 1) - mona o 


> f(a) = ak? — = f(x) 
a f(=5=+h) = f(->-a) 
2a 2a 
Portanto, os valores de x equidistantes da reta x = —b/2a resultam em y iguais para h E R. 
Logo, a reta x = —b/2a é o eixo de simetria da função quadrática. 


1.2. Gráfico 


Vamos aprender a esboçar o gráfico de uma função quadrática. O gráfico é muito útil para 
resolver diversas questões dos vestibulares, pois ela nos permite analisar os principais pontos do 
gráfico e extrair informações relevantes. Veremos sua importância quando resolvermos equações 


paramétricas, um assunto muito recorrente nas provas ITA/IME. 
Para esboçar o gráfico de uma função quadrática, devemos nos atentar às seguintes etapas: 
|) Analisar o valor de delta e verificar se há raízes. 


II) Saber se a concavidade é voltada para cima (a > 0) ou para baixo (a < 0). 


b A 
IIl) Encontrar o vértice da parábola, cujo ponto é (+, | 


; ODETI a b . : 
IV) Desenhar uma parábola simétrica em relação à reta x = RE (reta perpendicular ao eixo 

x). 
Iremos aprender a esboçar o gráfico por meio de exemplos práticos. Antes disso, vamos 


estudar a primeira etapa: 
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|) Geralmente, consideramos o conjunto dos reais para análise. As raízes da função quadrática 


são as soluções da seguinte equação: 
ax? +bx+c=0 


Sabemos que a solução é dada por: 


o —b+vVA 


i 2a 


No conjunto dos reais, devemos analisar os possíveis valores de delta para verificar se a 
equação possui solução. Vamos analisar cada caso: 
aJA< 0 


Nesse caso, não temos raízes reais, pois VA não é real para A < 0. Logo, o gráfico não 


intercepta o eixo x. 


Graficamente, temos o seguinte resultado: 


Essa é uma representação genérica para a positivo. No caso de a negativo, a parábola estaria 
localizada inteiramente abaixo do eixo das abcissas. Perceba que o gráfico não possui solução para 


ax? + bx + c = 0 e por isso ela não intercepta o eixo x. 
b)A=0 


Para esse valor de delta, temos apenas uma única raiz quadrática: 
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Esse ponto é exatamente a vértice da parábola. Graficamente: 


A parábola intercepta o eixo x apenas uma vez no ponto x = —b/2a. 


c)JA>0 


Nessa situação, VA é um número real. Logo, temos duas raízes reais dadas por: 
-b -VA -b + VA 
xı = ——— e xX, = —— 
É 2a É 2a 


Graficamente: 
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ax + ba +c 


a>0 


Exemplos: 


Vamos esboçar o gráfico da seguinte função: 
y =x? — 8x + 12 
Seguindo as etapas para o esboço do gráfico, vamos encontrar o valor de delta 
x? — 8x + 12 > a = 1,b = -8,c = 12 


A = b? — 4ac = (—8)}? — 4(1)(12) = 64 — 48 = 16 > 0 


Logo, a função possui duas raízes. Vamos calculá-las: 


p- EVA _ 08) tvV16 _ (8+4) 


2a 2(1) 2 
8—4 4 
dé o Rs 
8+4 12 
X2 ma 
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CURIOSIDADE 


Perceba que a função f(x) = x? — 8x + 12 possui b = —8, um número par. Podemos 
encontrar as raízes dessa função de uma forma mais rápida. Veja: 


x = OAC q pyg=4425m=2e%=6 


Essas são as raízes da função. Note que o cálculo delas envolve números menores e, por 
isso, o cálculo se torna mais simples. Podemos usar essa fórmula simplificada apenas 
quando b for um número par, isto é, b = 2k. 

Vamos explicar o que aconteceu. 
Sendo a equação quadrática da forma: 
ax? +2kx+c=0 

As raízes da equação são dadas por: 

-2k+V(2k)2-4ac  —2k+V4k2-40c -2kŁ+2Vk?-ac 
X= 2a E 2a = 2a 
—k+vVk2-ac 


a 
Note que a fórmula é obtida através da fatoração da expressão. 


Essa é a fórmula simplificada para encontrar as raízes de uma equação com b par. Ela 
facilita os cálculos quando os coeficientes da equação forem grandes. 


>y = 


Encontrado as raízes, devemos encontrar o vértice da parábola. 


Para encontrar yy, podemos substituir xy na função ou usar a fórmula pronta. Vamos usar a 


fórmula: 


Resta verificar a concavidade da parábola. Temos a = 1 > 1, logo a concavidade é voltada 
para cima. 
Para esboçar o gráfico, devemos desenhar uma parábola simétrica em relação à reta x = 4 e 


que passa pelos pontos x, (2,0), x,(6,0),V(4, —4): 
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Esse é o gráfico resultante. 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 1. Resolva as seguintes equações: 
a)x242x+1=0 

CE A TRER, 

|c) x? + 64x + 1024 = 0 
d)-22+9x-5=0 
e)Jxt-32+4+2=0 

| Resolução: 

a)x24+2x+1=0 


Temos que encontrar a raiz da equação. Sabemos que as raízes de uma equação do 2º grau | 
| são dadas por: | 


_ —b+Nb?-4ac 


2a 


xX 
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Substituindo os valores: 


- Z- - 
y= Z2ły 24-400) = Z2Ł0 = —1 
2(1) 2 
> x = —1 é solução 
b)2x2-4x+1=0 
| _ -bvb?-4ac 
is 2a 
— COCA E L N gg 
7 2(2) o o ao oa 


Soluções: 


m=1-2ex=1+2 
2 2 


| c) x? + 64x + 1024 = 0 


Vamos usar a fórmula simplificada para calcular as raízes: 


BB 


a 
= 2-4. 
y= e 1:1024 z —32 i 0 = —32 
> x = —32 
| dj-x? +9x=-5=0 
| _ —b+Nb?-4ac 
A 2a 
_ —944/92-4(-1)(-5) _ —-9+V6I _ 9+V61 
eee 2(=1) o -2 2 
9-/61 9+61 
Sd = BM = 


e) xt — 3x? +2 =0 
Para resolver essa equação, podemos reescrevê-la fazendo z = x?: 
z? —3z+2=0 
Sabemos que as raízes dessa equação são dadas por: 
= =btvb2-4ac _ -(-3)+/(-3)7-40)2) _ 3Ł1 
2 


2a 2 


z =1ez =2 


Agora, resolvemos a equação z = x? para encontrar os valores de x: 
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| p= de 

| Ixl = vZ 

| Assim, para cada valor de z, temos: 
z =1>|x|=1>x =1ex, =-—1 
Z = 2 > |x| = 2 > x, = 2 e x, = -2 


| 2. Calcule o máximo ou mínimo das funções abaixo: 
a) fœ) =xº-2x-—3 

| b) g(x) = —x? + 25 

| Resolução: 

a) f) =x? —2x-—3 


Como a = 1 > 0, a função possui um mínimo. Sabemos que ela é dada por: 


— A 
Ymin = 4a 


Calculando delta: 
A = b? — 4ac = (—2)? — 4(1)(—3) = 4+ 12 = 16 


16 
Ymin — “4a ES 
| b) g(x) = —x? + 25 
| a = —1 < 0 > a função possui máximo 
| -.A 
| Ymax 7 4a 
A = b? — 4ac = —4(—1)(25) = 100 
100 
Ymax = 4(-1) = 2 


| 3. Esboce o gráfico da seguinte função: | 
| f(x) = x? — x — 20 | 
| Resolução: | 
| Analisando a função, temos: | 
| a = 1 > 0 > concavidade para cima 
A = (—1)? — 4(1)(—20) = 1 + 80 = 81 > 0 
Temos duas raízes: 


1+/81 19 
x= s- QU 
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Devemos encontrar o vértice da parábola. Ele é dado por: 


r-(E-8) 


b (-1) 1 

“2200 21) 2 
A 81 
40 4 


Esboçando o gráfico, obtemos: 


1.3. Decomposição em Fatores do 1º Grau 


As funções quadráticas podem ser decompostas em fatores do 1º grau: 
f(x) = ax? + bx + c = a(x — x)(x — x2) 

Onde x, e x, são as raízes dessa função. 

Para isso, ela deve ter pelo menos uma raiz. 

Demonstração: 


Vamos usar a forma canônica da função f: 
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Colocando a em evidência: 


2 


rosti -h 


Fatorando a expressão: 


A 
To= (e+) -ie +50) 4a2 
wapi ee 


fœ) =a (i) e- (2-2) 

2a 2a 2a 2a 

x2 xı 
~ f(x) = a(x — x)(x — x2) 

Vamos ver na prática como fazemos: 
1) f(x) =x? —6x+5 
Encontrando as raízes, usando a fórmula simplificada: 

x =3+432?-5=3+Ł+vV4=3+2=50u1 
Reescrevendo a função: 

fœ) = (x — 5)lx — 1) 

2) g(x) = 2x? +3x—5 


Encontrando as raízes: 


—3 +43? — 4:2: (5) -3 +7v49 -3+7 
a Jxs = =-—> oul 
2:2 4 4 2 


Reescrevendo a função: 


om =2(1-(-5)]e-0=2(+; DG -D= Qr+5)&-1) 
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een 


1.4. inequações Quadráticas 


Antes de estudar as inequações quadráticas, vamos fazer o estudo do sinal da função 


quadrática. 


1.4.1. Estudo do Sinal 
Para encontrarmos os sinais da função, devemos verificar o valor de delta e também conferir 


o valor do coeficiente a. 
Sendo f(x) = ax? + bx + c. Temos três casos para delta: 
A<00uA=00uA>0 


A análise será feita usando o número a - f(x) (a é o coeficiente da função quadrática). 


Começaremos pelo primeiro caso: 
1)A<O 


A função não possui raiz, logo não intercepta o eixo x. 


Ri b\? A l l 
Usando a forma canônica de f, f(x) = a (x + 2) — zy Vamos analisar o sinal de a * f(x): 


afo =a(a(x+50) — isaf) = (1450) +52 


Como À < 0, temos —A > 0. Observe a equação: 


2 


by CA 
; — 2 Rats 
aero 2 (+z) 1 4 
positivo 
positivo positivo 


Perceba que todos os termos à direita são positivos, então a soma desses números deve 


resultar em um número positivo. Com isso, podemos concluir: 


af(x)>0,vYx ER 


a>0>f(x)>0 
a<0>f(x)<o0 


Pelo gráfico, podemos visualizar as possibilidades: 


Dessa desigualdade, resulta: 
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f(x) =ar?’ +br+c 
a<0 


f(x) =ar? +br +c 
a>0 


2)A=0 


Nesse caso, temos uma única raiz. Ela intercepta o eixo das abcissas no ponto x = —b/2a. 
Calculando a * f(x): 


af) =at(x+) -E 


Substituindo A = 0 na equação, obtemos: 


h=ba af) = a? (242) 


positivo 


af(x) >0,Vx ER 


a>0>f(x)>0 
a<0>f(x)<o0 


Com isso, temos: 


Graficamente: 
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flx)=ax?+br+c 
a>0 


f(x) =ar? +br+c 
a<0 


3)A>0 


Temos duas raízes reais que interceptam o eixo das abcissas. 


Calculando a * f(x): 


a-s6) =a(a(x +Z) - Scr) -i 


Vamos aplicar o produto notável no termo em vermelho (lembrando que x? — y? = (x + 


9) (x — 9): 


a: f(x) = a” 


2a 2a 


20. 2a 


( TE =q? E (rE) 
“E 2a) aa?” 


Sabemos que para À > 0, temos duas raízes reais dadas por: 


O -b-VA 
oa " 


O -b+VA 


X1 2a 


X2 


Podemos substituí-las em a * f (x): 


as b A b VA, 
a f(x) = hat- hE) a «—( 
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aflo)= aí (xxx — x) 
positivo 


Com isso, vemos que o sinal de a * f(x) é dado pelo estudo do sinal de a? (x — x,)(x — x1). 


Temos três casos possíveis: 
1)x < xı < x3: 
x<x x-4 <0 
XLX% > Xx—-X%, <0 
Su (x — x)(x — x) > 0 
>af(x)>0 
2)x, < xX < X3: 
X<x>x—-x,>0 
LLX% Ə>XxX—-X% <0 
> @? (x — x)(x — x,) < 0 
>af(x)<o0 
3)x>x,>%: 
x>xm>x-x,>0 
Xx>%3>5x-x,>0 
Sa (x — x)(x — x) > 0 
>af(x)>0 
Portanto, obtemos o seguinte resultado: 


x<xw>af(x)>0 
xı <x<x, >a'f(x)<0 
x>x >a'f(x)>0 


Para cada valor de a, temos: 


fœ) > 0,x < xı oux > x, 
a>0> fœ) <0,x, <x < xX 


fœ) = 0,x = xı ou x = ax, 
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fœ) >0,x1 <x <x 
a <0 => 4f(x)<0,x < xı 0u x > x, 
fœ) = 0,x = xı ou x = x 


Graficamente: 


y 


f(x) =az?+br +c 
a>0 


f(z) =ar? +br+c 
a<0 


Resumindo: 


Para fazer o estudo do sinal da função, devemos: 
1) Analisar o sinal do coeficiente a. 
2) Verificar se há raízes. 


3) Representar os sinais no eixo x. 


(à ATENÇÃO 


DECORE! 


Geralmente, as questões de inequações quadráticas terão raízes. Usamos os seguintes eixos 


para representar o sinal da função: 
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Tı T2 


Simplificadamente: 


a<0 


a>0 


1.4.2. Inequações do Segundo Grau 


Aprendemos no tópico anterior todos os casos de sinais possíveis para a função quadrática. 


Para resolver uma inequação quadrática, temos que verificar o que se pede na questão e 


analisar quais os valores de x resultam na desigualdade pedida. Vamos ver um exemplo: 
Resolva a seguinte inequação em R: 
—x? +2x+3>0 


Vamos analisar o valor de delta: 
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A = b? — 4ac = (2)? — 4(—1)(3) = 4 + 12 = 16 


Como A > 0, temos duas raízes: 


-b+VA -—-2+V16 -—-2+4 
ka= = = 


2a — 2-1 o -2 
x =—lex} =3 
a = —1 < 0 > concavidade para baixo 


Representando o sinal no eixo x, temos: 


Os valores que nos interessam são os maiores ou iguais a zero: 


S = {x E R|-1 <x <3} 


1.5. Equações e Inequações Paramétricas 


PRESTE MAIS „n 


ATENÇÃO!! 


Vamos finalizar o assunto de funções quadráticas estudando as equações e inequações 
paramétricas. Esse tema é um assunto que os vestibulares do ITA/IME adoram cobrar, então vamos 


nos atentar a todos os detalhes! 
Mas, o que seria uma equação ou inequação paramétrica? 
Vejamos alguns exemplos: 
1) x? +px+q=0 
2)mx? + (m —1)xx—-1>0 


3) (m — 1)x? + (2m + 3)Xxx +m = 0 
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Em uma equação paramétrica, alguns coeficientes tornam-se parâmetros. Esses parâmetros 


podem variar e mudar totalmente a forma da equação. 
No exemplo (1), temos dois parâmetros, p e q. O único coeficiente conhecido é a = 1. 
No exemplo (2) e (3), temos apenas o parâmetro m. 


Normalmente, as questões que envolvem esse tema pedirão para comparar um número real 
com as raízes da equação ou analisar os sinais das raízes da equação. Veremos como resolver cada 


Caso. 


As inequações paramétricas podem ser resolvidas usando os métodos que aprendemos até 
aqui e também aplicar as técnicas que aprenderemos agora. Vamos ver dois teoremas que nos 


permitem localizar um número real ao longo do eixo x. 


1.5.1. Teorema 1 (a . f(0)) 


Dado a E Re f(x) = ax? + bx + c, temos: 


a fl(o)<0>1A>0ex,<a<x, 


Esse teorema diz que se o produto a : f (a) < 0, o número real « estará entre as raízes da 


função e a função f terá duas raízes distintas. Graficamente, podemos ver esse resultado: 


a>0 


Tı T2 T 


Ou 
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Demonstração: 
Queremos provar que a: f (æ) < 0 implica A > 0 e a E ]x4, x,|. 


Suponha A < 0, conforme visto no tópico de estudo do sinal, temos as seguintes 


possibilidades: 
a>0eA<0> f(x) >0,vx ER 
>af(x)>0 
Isso é um absurdo dado que a hipótese é a - f (a) < 0. 
a<0eA<0> f(x) <0,vx ER 
>af(x)>0 
Novamente, chegamos a um absurdo. 
Logo, À > 0 e a função possui duas raízes reais distintas. 
Agora, vamos provar que a está entre x, e x, sendo x, < X3. 
Escrevendo f em função das raízes, temos: 
f(x) = a(x — x)(x — x2) 
Da hipótese: 
a: f(a)<0 
a: [ala — x )(æ — x)|] < 0 
a°? (a — xı) (æa — x) < 0 
Como x, < x2, temos apenas uma possibilidade: 


Rae 
REU < xX 


a— x, <0 
Portanto: 


a: fla) > A> 0ea E ]x, xÍ. 


1.5.2. Teorema 2 (a - f (æ)) 


Dado q E Re f(x) = ax? + bx + c, temos: 
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afl(a)>0eA>20>u<x,oua> x 


Oteoremadizquesea-f(a) > 0 e A > 0, o número real a estará à esquerda da menor raiz 


ou à direita da maior raiz. 


Possíveis casos: 


Demonstração: 
Suponha que a esteja entre as raízes: x, <a < x3. 
Então se A > 0, f terá duas raízes reais distintas. Para cada caso de a: 


Sea>0ex, <ax< x, temos f(a) <0e, assim, a - f(a) < 0. 
50 “50 


Sea<0ex, <a < x, temos f(a) >0e, assim, a - f(a) < 0. 
w So 


Para qualquer caso, temos a : f (æ) < 0 e isso é um absurdo, dado que a hipótese inicial é a - 
fla) > 0. 
Se A = 0e x <a<x,;temosx, =x,=4. 
a é raiz, logo a * f(a) = 0. O que é um absurdo. 
Portanto, concluímos: 
æ < X1 S X2 OU X4 S Xg <A 
Atenção a um detalhe! O teorema não diz se o número alfa está à esquerda ou à direita das 


raízes, ela apenas informa que ela não está localizada entre elas. Para saber qual lado ela está, 
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podemos comparar o número a ao ponto x, = —b/2a. Este ponto é a abcissa do vértice da 


parábola. Caso ela seja menor, a estará à esquerda de x,. Caso contrário, ela estará à direita de x3. 


Então, temos para a > Q: 


Vamos ver a aplicabilidade desses dois teoremas usando exemplos. 
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Exemplos: 


Determine os valores de m na equação x? + (m — 2)x + 1 — m = 0 de modo que o número 


2 esteja entre as raízes. 
Queremos que x, < 2 < x;, então vamos usar o teorema 1. 
Sendo f(x) =xº+(m-—-2)x+1—-m: 
afla)<0>1-f(2)<0 
Calculando f(2): 
fD)=22+(m-2)2+1-m=44+2m-4+1-m=m+1 
Substituindo na condição inicial, encontramos: 
m+1i<0>5m<-l 
Então, param < —1 o número 2 estará entre as raízes da função. 


Determine m de modo que a equação (m — 3)x? + 2(m — 2)x +m + 1 = 0 tenha raízes 


reais tais que x, < x, < 1. 
Nesse caso, temos que usar o teorema 2. 


Considerando f(x) = (m — 3)x? + 2(m — 2)x +m + 1. Para satisfazer as condições do 


problema, temos que encontrar m tal que: 
MDa-f(1)>0 
UDA>O 
b 
(ID —— <1 
2a 


Vamos analisar cada condição separadamente. 
Ma: fA) >0 
fA)=m-3+2(m-2)+m+1=4m-6 
>a:f(1)= (m -3)(4m-6)>0 
Disso resulta: 


m-3>0e4m-6>0>m>3em>Ż>m>3 


Ou 
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m-3<0e4m-6<05m<3em<i>m<3/2 
UDA>O 
A = [2(m — 2)]? — 4(m — 3)(m + 1) = 
4(m? — 4m + 4) — 4(m? — 2m — 3) = 
4(m? — 4m + 4 —- m? + 2m +3) = 
4(—2m + 7) = 
—8m + 28 


> —8m + 28 > 0 > 28 > 8m > m < 7/2 
b 
(UND) —-— <1 
2a 


b — BRMm-2]_ 2-m 


gat = gi 
2a 2(m—3) m-3 


LC 4<05 
3 m — 


Possibilidades: 


5-2m<0em-3>0 


5 
FMP RR 


Ou 


5-2m>0em-3<0 
5 
Sga mems 
: < <3 
> m 
Juntando as possibilidades para m E R, temos: 


3 
Wm>3o0um<s 


7 
IDm <- 
( Jmss 


5 
Ul)m>3o0us<m<3 
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Os valores de m que satisfazem ao problema são resultados da intersecção dos intervalos 


acima: 


3<m< 7/2 


HORA DE 


PRATICAR! 


E srtzozotÊzreeeeeoeorzraoaae rr gÊreetreseeostsee 


| (Exercícios de Fixação) 

| 4. Para m E R, encontre a solução da equação: 

| (m- Dx + (2m +3)xx+m=0 | 
|! Resolução: 


| Para resolver essa equação paramétrica, devemos analisar o que acontece com as raízes 
ko equação quando definimos algum valor para ele. 


Observando a equação, vemos que a princípio ela é de 2º grau paraa = m— 10. 
Vamos ver o que ocorre quando a = 0>m=1. 
Param = 1: 
(1 — 1)x? + (2(1)+3)x+1=0 
5x +1=0 >x = —1/5 


Encontramos uma solução única: 


m=155=[- 


Agora, vamos analisar a equação quadrática param = 1. 


Devemos analisar os valores de A: 
A = b? — 4ac = (2m + 3}? — 4(m — 1)m = 16m + 9 
ParaA <Q: 
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16m+9<0>m<-9/16 


Sabemos que A < 0 faz com que a equação não possua solução real, então temos: 


9 
m= 2=8 


Para À = 0: 
m = —9/16 

Esse valor de delta implica em raiz única. A raiz é dada por: 

es = bo 2ma3 dogs 2-3 = 9-24 _15_3 

10072 2a ma) 2-3-1) -2-2 -9-16 25 5 
Logo: 
m=>55S= É) 
16 5 

Para A > 0: 


| m > -9/16 
Nesse caso, temos duas raízes distintas x, + x,. Vamos analisar o sinal delas. 
Dividiremos em três casos possíveis: 
1) x, e x, com sinais opostos 
2) x, e x, negativos 
3) x, e xs positivos 
Vamos começar pelo primeiro caso. 
Usaremos o teorema 1, lembrando: 
af(a) <0 > a está entre as raízes 


| Se queremos raízes opostas, podemos tomar a = 0. Desse modo, a raiz x, estará à | 
| esquerda de 0 e x, à direita de 0. | 


Calculando a * f (0): 
a-f(0)=(m-I)m<o0 
Possibilidades: 
m<0em-1>05m<0emo>1 (impossível) 
m>0em-i<0>-0<m<1 
Então: 
O<m<is3x<0ex,>0comx,,x, ER 


| Devemos analisar o que acontece nos extremos do intervalo de m. Já sabemos o resultado | 
| param = 1. Vamos analisar m = 0: | 


m=05-x2+3x=05x(-x+3)=0 


> x=00ux=3 
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Desse modo: 
m = 0 > S = {0,3} 


| Provamos que se m E ]0, 1|, as duas raízes terão sinais opostos. Então, sem < 0 ou m > 
i 1, as raízes terão sinais iguais. Vamos analisar o valor de m nesse intervalo, então devemos | 
i verificar: 


-=<m<00um>1 


| Para saber se as raízes são positivas ou negativas, devemos analisar o sinal do vértice da | 


| parábola da equação quadrática. Se x, > 0, temos x, > 0 e consequentemente x, > 0 | 
| (ambos possuem mesmo sinal). Se x, < 0, temos x, < 0 e consequentemente x, < 0. | 


Vamos calcular x,: 


b 2m+3 2m+3 
Xy = =m E | = 
2a 2(m-1) 2(1-m) 


Fazendo o estudo do sinal dessa equação, temos: 
x(0)=5>0 


Como as raízes dessa equação possuem multiplicidade 1, obtemos: 


z 3 a 
Então, se =5<m< 1, temos x, > 0. Das condições iniciais: 


9 
EE <m<0om>l 
Fazendo a intersecção dos intervalos: 
9 
-——<m<o0 
16 
Disso, concluímos: 
9 * 


| Já analisamos o intervalo m < —9/16, resta o intervalo m > 1. Do estudo do sinal, vemos 
| quem > 1 implica x, < 0. Logo, x, < 0 e x, < 0. Assim, podemos concluir: 
| m>i>sx, x, €E RI 

Portanto, a análise final da equação é: 


9 
m<-2>25S=0 


m=-D=s= (5) 
16 5 


| m = 0 > S = {0,3} 
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O<m<1>x ex, possuem sinais opostos 
m=1>S= {- a 


m>1i>x +x ER? 


1.6. Equações e Inequações Irracionais 


Neste tópico, vamos aprender a resolver equações e inequações irracionais. 
1.6.1. Equação Irracional 
Antes de mais nada, vejamos a definição de uma equação irracional: 
Uma equação irracional é uma equação cuja variável está sob um ou mais radicais. 
Exemplos: 
1)vx+1=2 
2) Vx? -2x = 1 
3)V2x+1=x-3 


Para resolver uma equação irracional, devemos eliminar os radicais usando as potências 


convenientes para isso. Vamos ver na prática como fazemos: 


Resolva a seguinte equação: 


5+V3+x=3 


Vamos elevar a equação ao quadrado para eliminar o radical externo: 


2 
| +/3+x =3º 
5+V3+x=9 


Agora, isolamos o radical na equação: 


3+x=9-5 
V3+x=4 


Elevando ao quadrado: 
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V3Fx = 4 
3+x=16 
> x = 13 


Mas, antes de afirmar que essa é a solução, devemos testar a raiz ou verificar se ela atende 
às condições de existência do problema, pois elevar uma equação ao quadrado pode trazer soluções 
que não satisfazem ao problema. Por exemplo, se elevamos a equação x = 4 ao quadrado, 
encontramos x? = 16. Resolvendo esse problema, encontramos x = +4 e sabemos que x = —4 


não é solução da equação inicial. 


Vamos testar a solução x = 13: 


[5 +V3Fx= [5 +V371 = |5 + V16 = V5 +4=vV9=3 


Logo, encontramos uma única solução S = {13}. 
Se quiséssemos verificar a raiz usando as condições de existência, teríamos: 
Condição de existência: 

3+x>20>5x2>2-3 


Para x > —3, temos V3 +x 2 0 e, assim, 5 + V3 + x > 5 > 0. Logo, 3 + x > 0 é a única 
condição de existência da inequação. 

Como x = 13 > —3, temos que ele é solução. 

Vamos ver mais um exemplo: 


Resolva a equação: 


3 


3x2 —-7x-5=1 
Nesse caso, devemos elevar a equação ao cubo para eliminar o radical: 


3 
3x2? —7x-5 =1° 


3 
3x? — 7x —-5=1 
3x? —7x—-6=0 


Usando a fórmula de Bhaskara, temos: 
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AL -D+V(-M-40)(-6) 7+V49+72 7+11. E 2 
CCO mp3 6 6 UM 


Logo, temos a solução: 


1.6.2. Inequação Irracional 
Para resolver uma inequação irracional, devemos seguir alguns passos. Vamos resolver um 


exercício para ver como procedemos. 


Resolva a inequação em R: 


yx? -5x >x-3 
Nesse caso, devemos verificar as condições do problema. 
Para ter solução nos reais, a expressão dentro do radical deve ser maior ou igual a zero: 
x? —5x>0 
Agora, temos duas possibilidades: 
1) Se o lado direito for negativo, temos o seguinte sistema de inequações: 


oo 
x—3<0 


2) Se o lado direito for positivo, podemos elevar ambos os lados ao quadrado e encontrar a 


solução. O sistema fica: 


x? —-5x>0 
x—3>20 
x? — 5x > (x — 3)? 


Vamos resolver cada caso isoladamente. A solução será a união das soluções encontradas. 


Caso 1: 
E — 5x >0 
x—-3<0 
Reescrevendo: 
pe -5)20 
x<3 
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Vamos fazer a análise do sinal da equação quadrática. Representando os sinais no eixo x, 


obtemos: 


Observando a figura, podemos extrair a solução: 
xº-5x>20>x<00ux>5 
Fazendo intersecção com x < 3, obtemos: 
>x<0 
Nesse caso a solução é: 


Sı = (x E€ R|x < 0} 


Caso 2: 
x2—- 5x >0 
x-—-32>0 
x? — 5x > (x — 3)? 
Reescrevendo: 
x(x — 5) >20 
x23 


x? — 5x > (x — 3)? 

Já fizemos o estudo do sinal das duas primeiras inequações. 
Da primeira, temos: 

x —5x>0>x<0o0ux2>5 
Juntando com x > 3, encontramos: 

5125 
Resta analisar a última inequação, vamos desenvolvê-la: 
xº—5x>xº-—-6x+9 
Simplificando: 
6x — 5x >9 
x >9 
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Assim, x > 5 ex > 9 implica x > 9. 
S = {x E€ R|x > 9) 
Juntando as soluções: 
Sı = (x E R|x < 0} 
S, = {x E€ R|x> 9) 


S= Si U S, =] — œ, 0] U ]9,+00[ 


1.6.3. Inequação Irracional Paramétrica 


Vamos aprender a resolver uma paramétrica irracional. 

Resolva a seguinte inequação em R, para a E R: 
Vatx+vVa-x>a 

Antes de proceder, devemos analisar a condição de existência: 
at+tx>2032x>2-a 

a-x>20>x<a 
Agora, vamos variar o valor do parâmetro a: 
a<o: 


Como a é negativo, temos —a > 0. Então, representando a no eixo x: 


Das condições de existência, temos: 
x>2-qex<a 


Nesse caso, não temos solução pois os intervalos não possuem intersecção: 


E rt > —a 
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a<0>S=6 


a 
Il 
© 


Substituindo na inequação do problema, obtemos: 


Vx +vV-x >a 
Como estamos no conjunto dos reais, não temos solução: 
x>0>5vxeRev-xec 
x<0>vVxECevV-xER 
x=050+0>0530>0 
G=055=0 
a >o: 


Nesse caso, temos: 


— fl a T 
Das condições de existência: 

x>-aex<a>xeEl-a,a] 
Vamos resolver a inequação: 


vatx+va-x>a 


Elevando a inequação ao quadrado: 


atxta-x+2Va2-x? > a? 
2a+2Va2? —-x2 > a? 


a? — 2a 
2— y2 Saua 
ya? -x 7 
Devemos analisar o sinal da expressão (a? — 2a)/2: 
a° -2a ala- 2) 
Toa 
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a(a — 2) 
2 


Para0 <a < 2, temos: 


a(a — 2) 
2 


<0 


Qualquer x que satisfaça as condições de existência é solução. Então: 
x E [-a,a] 
0O<a<2>5S=[-a,a] 
Para a = 2: 


Substituindo na inequação: 
4—4 
iteraa 4-—-x2>0 


Sabemos que V4 — x? > 0. Vamos encontrar a solução em x. 


Analisando o sinal de 4 — x? para verificar a condição de existência: 


Vemos que temos solução para x E | — 2,2]. 
a=255=|=2,2| 

Para a > 2: 

Procedemos elevando a inequação ao quadrado: 


= 2, (2a 


ý 4 
a? (a — 2)? 
2 Saa 
7 x 
a? (a — 2)? 
Fapt a 7 ) 
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2 a2(4 — (a? — 4a +4)) 
X fa 
4 
a? (4a — q?) 
4 


x2 


a? é positivo, vamos estudar o sinal de 4a — a: 


4a— a 


Sea<0Ooua > 4,temos: 


a? (4a — a?) 
4 


x? 


> x? < 0 (impossível) 


a>4>5=0 
Logo, temos que: 
a? (4a — a?) 
a e Drs asa 
Como a > 2: 
a? (4a — a?) 
= e Mr 


Para esse intervalo de a a solução é dada por: 


a? (4a — q?) 


a a 
—qv4a —a? <x <5v4a —a? 
a a 
2<a<4>S=] -35Vy4a-a?,;vV4a — a” 


Resta analisar a = 4: 


Substituindo na expressão: 
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4? (4:4-43) — 
7 = 


2 


0 
x? < 0 (impossível) 
G=455=0 
Com isso, encontramos todas as possibilidades para o parâmetro a: 
a<0>S=6 
0O<a<2>58S=[-a,al 
a=2>558=|-2,2| 
a a 
2<a<4>S=] -3vV4a-a?,;vV4a-a?| 
a>4585=0 


Obs.: Inequações paramétricas também podem ser resolvidas usando geometria analítica. 


Estudaremos com mais detalhes quando chegarmos nesse assunto. 


2. Módulo de um número Real 
2.1. Definição 
Seja f uma função na variável x. A definição de módulo é dada por: 


fœ), fa) >0 
FO), fa) <0 


root =[ 


|f (x)| é chamado de módulo de uma função na variável x. O módulo também é conhecido 


como valor absoluto. 
Exemplos: 
1) fŒ) = |x? — 4| 
f pode assumir os valores x? — 4 ou 4 — x?2. 


Para encontrar as funções de f, devemos encontrar o intervalo de cada uma dessas funções. 


Isso é feito analisando-se o sinal da função x? — 4: 
x —4=0>x= +2 
Comoa = 1 >Q: 
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Então, a função f é dada por: 


x? —4,x < —2 oux 22 


fr) =| 4—-x2,-2<x<2 


Representação gráfica: 


2)9g(x)=|x—-2]+|x+2] 
|x — 2| pode ser x — 2 ou —x + 2 
|x + 2| pode ser x + 2 ou —x — 2 


Representando os sinais das funções envolvidas no eixo x: 


ja + 2] —u—2 v+2 r+2 
ja — 2| -2+2 —2+2 2—2 
— o © >» 
<a 2 j 
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Analisando a figura, temos: 
x<-2>g(x)=-x+2-x-2=-2x 
-Q<x<2>g(x)=-x+24+x+2=4 

x>2>g(xy)=x-2+x+2=2x 


Gráfico: 


2.2. Gráfico 


Usando o gráfico, podemos explicitar os pontos mais importantes de uma função. Vamos 


aprender como esboçar o gráfico de uma função modular por meio de um exemplo: 
EG) =||x?-1]-2| 
Temos que esboçar a figura de dentro pra fora. O primeiro passo é esboçar o módulo da parte 
interior: 
[=] 


Vamos por partes. Primeiro, representamos x? — 1: 
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Raízes: 


Vértice: 


Agora, representamos |x? — 1]. Basta espelhar a parte negativa para cima: 


O próximo passo é transladar —2 na função acima. Devemos deslocar o gráfico 2 números 


para baixo verticalmente. 
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|x? — 1]—2: 


Por último, espelhamos a parte negativa para cima: 
||x2 — 1] — 2]: 


Observando o gráfico de |x? — 1| — 2, vemos que a função que representa os pontos de 


raízes é dada pelo gráfico da parábola x? — 1 subtraído de 2: 
x? -1-2=x2-3=053x=+V3 


Com isso, obtemos o resultado final: 
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2.3. Propriedades 


P1) |x| > 0,Vx € R 

P2) |x| > x, Yx E R 

P3) |x|? = |x?| = x?, Vx ER 
P4) |x| = Vx? 

P5) la - b| = Jal: |b| 


sl pap 


P6) |-| = É 


a 
b 


P7)ixiz,a>05Sx<-aoux>a 

P8) |x| <a,a > 0 &-a<x<a 

P9) |x + y| < [x| + Iyl 

P10) |x — y| > Ix| — Iyl 

P11) |x + x3 + + xnl < hal + ll +e xl 
P12) |x + y| = |x| + Iy] € xy > 0 
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Demonstração: 


AP 


Vamos demonstrar as propriedades P5, P6, P9, P10, P11 e P12: 


P5) |a - b| = |a] : |bl 


Usando P4: 
la: b| = 
sH pap 
“o! 
Usando P4: 
P9) |x + y| < |x| + [yl 
Usando P3: 
|x + yl? = 
P2: 


V(ab)? = Va? yb? = Jal + | 


a? Va? lal 
b vb? Ibl 


(x +y)? = x? + y? + 2xy 


x? + y? + 2xy < |x2] + y?l + [2xy] = Ixl? + yl? + 2ixllyl = x] + lyh? 


Disso, concluímos: 


lx + yl? < Clx] + IyD? 


> |x +y] < |x| + Iyl 


Essa propriedade é conhecida como desigualdade triangular. 


P10) |x — y| > |x| — Iyl 


Usando P3: 


|x — yl? = (x — y} = x? + y? — 2xy 


P2: 
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> —2xy > -2|xlly] 
x? +y? — 2xy 2 x? +y? — 2)xl]ly| = |x]2 + Iyl? — 2]x]]y] = (xl — ly)? 
Assim, concluímos: 
lx — yl? > (Ixl — ly)? 


> |x -yl > |x| — Iyl 


P11) |x + xz ++ + xnl < lal + lxzl + xnl 
Usando P9: 
lxi +x +e + xnl < |x +x + xnl + xnl 


|x +x +e + Xal < lx +x + Xn-l + Il bl 
|x +x +e + xnl S al [xal + xl 


P12) |x + y| = |x| + ly] € xy 2 0 
lx +y| = Ix| + ly| > xy 2 0 
lx + yl? = xl + IyD? > (œ + y)? = |x|? + Iyl? + 2lxllyl 
x? +y? + 2xy = |x]? + |y|? + 2|xllyl 
x? + y? + 2xy = x? + y? + 2]x]|y] 
> xy = |xlly| = |xy] 
>xy>0 


Para provar a volta, basta fazer o caminho inverso. 
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CURIOSIDADE 


Ixi+Ilyl=aa>o 
Essa equação é conhecida como equação do quadrado, pois a sua representação gráfica 
no plano cartesiano é um quadrado. Veja: 

Parax >20ey2>0: 

x+ty=a5Sy=-x+a 
Parax <0ey2>0: 

-x+y)=aSy=x+a 
Parax <0ey<õoO: 

-Xx-y=a5y=-x-a 
Parax >20ey<o0: 

x—-y=a>y=x-—a 

Representando as equações no plano, obtemos: 


Note que a equação acima está centrada no ponto (0,0). Podemos escrevê-la com outro 
centro. Veja: 
Ix-cl+Ix-Bl=a,a>0 
Representação gráfica: 


& Aula 04 — Funções Quadráticas e Modulares 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 04: ITA/IME 2020 


B+a 


je-el+|z—8|=a 


e 


HORA DE 


PRATICAR! 


| fœ) = |x + 1| + |x- 1| 
| Resolução: 
| fœ) =lx+1|+ lx- 1l 


Vamos dividir em casos. Sabemos que: 


> — 
|x+1]= En = 
a 
—x+1,x<1 
Construindo a tabela: 
je +] —%— 1 xr+1 e+1 
je — 1| —x+1 =—2+1 e—1 
POD e A 


Para x <—1: 
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flx)=-x-1-x+1=-2x 
Para-l<x<l: 
flc)=x+1-x+1=2 
Parax > 1: 


fO)=x+1+x-1=2x 


—l 


| 6. Encontre a função por intervalos: 
fœ) = |x? — 4] — |x — 2] 


| Resolução: 
| x—2,x >22 
w= area 
2 £ > 
x-4 =f ARE 2oux >22 
=x" +4,-2<x<2 
Para x > 2: 


f(x) =x? —4-—(x-—2)=x? -x-2 = (x-—2)(x+ 1) 
Para —2 < x < 2: 
fœ) = =x? +4 -— (=x + 2) = =x? + x + 6 = —(x — 3)(x + 2) 
Para x < —2: 


f(x) =x? — 4- (-x+2)=x?+x-6 
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Então, podemos escrever f em intervalos: 


x -x-2,x>2 
f(x) =<4—x?+x+6,—-2<x<2 
x? +x-—6,x < -2 


| 7. Resolva as seguintes equações, em R: 

| a) l3x—- 1|=2 

lb) |x? -4x +5] =2 | 
(9 [3x +2] = |x- 1] | 
| Resolução: 

| a)|3x— 1| = 2 


| Para resolver uma equação modular, devemos encontrar o valor de x para cada caso do | 
| módulo: | 


3x—- 1=2 
Rocio 


3x—-1=253x=35x=1 


1-3x=2>-1=3x>x=-: 


|b) |x? —-4x+5|=2 | 


l x? —4x+5=2 
—(xº — 4x +5) =2 


x? —-4x+5=25xº-44x+3=05(x-3(x-1)=0>5x=10ux=3 | 
=x? + 4x — 5 = 2 > =x? +4x -7 =0 | 
A=b?-4ac=16-4(-1)(-7) = 16 — 28 = —12 < 0 
Não tem raiz 


ʻ S = {1,3} 


c) [3x + 2| = |x — 1| 


Ta 
3x+2=-x+1 


3K+2=4x-152x=-35x=—> 


3x +2=-x+1>4x=-1>x= -1 


| 8. Resolva a inequação |x? — 4| < 3x. 
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| Resolução: 


Vamos analisar o sinal de x? — 4: 


Da análise do sinal da figura, temos: 


x? —4,x < —2 oux 2> 2 
—x? +4,—2 <x <2 


be ap =] 


Para—2 <x <2: 
—x? + 4 < 3x > =x? -3x +4 <0 
> —(x+4)(x— 1)<0 


Analisando o sinal: 


>x <—4oux>1 


Fazendo a intersecção com —2 < x < 2, temos: | 
| 1<x<2 | 
| Para x < —2 ou x 2 2: | 
| x-4<3x>xº-3x—-4<0 | 
| > (x-4(x+1)<0 | 


Estudando o sinal: 


>—1<x<4 


Fazendo a intersecção com a condição inicial x < —2 ou x > 2: 
2<x<4 


Portanto a solução é dada por: 


Rss E EE EE EEE ESEE E NEE E EE E E E EES 
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O LISTA DE 
QUESTÕES 


ITA 


9. (ITA/1972) 


Seja f(x) = x? + px +p uma função real de variável real. Os valores de p para os quais 
f(x) = 0 possua raiz dupla positiva são: 


aj0<p<a4. 
b)p =4. 
c)p=0. 


d) f(x) = 0 não pode ter raiz dupla positiva. 


e) nenhuma das anteriores. 


10. (ITA/1977) 


Considere a função F(x) = |x? — 1| definida em R. Se FoF representa a função composta de 
F com F, analise as afirmações abaixo: 


(1) (FoF) (x) = x|x? — 1|, para todo x real. 

(2) Não existe número real y, tal que (FoF)(y) = y. 
(3) FoF é uma função injetora. 

(4) (FoF)(x) = 0, apenas para dois valores reais de x. 
O número de afirmativas VERDADEIRAS é: 

a) 4 

b) 3 

c)2 

d) 1 

e) O 


11. (ITA/1980) 


A curva y = ax? + bx +c passa pelos pontos (1,1), (2,m) e (m,2), onde m E R — {2}. 
Determine todos os valores reais de m tal que a função admita valor mínimo. 
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12. (ITA/1985) 
Considere as funções: f(x) = x -: eg&)=x -£ definidas para todo x real. Então, a 
respeito da solução da inequação |(gof)(x)| > (gof) (x), podemos afirmar que: 
a) Nenhum valor de x real é solução. 
b) Se x < 3 então x é solução. 
c) Se x > 7/2 então x é solução. 


d) Se x > 4 então x é solução. 


e) Se 3 < x < 4 então x é solução. 


13. (ITA/1986) 
Sejam a, b,c números reais dados com a < 0. Suponha que x, e x, sejam as raízes da função 


2b+vb2-4ac ; 
O Sobre o sinal de y 


y=axº+bx+ce x, <x. Sejam t=—— exis 
podemos afirmar que: 

a)y < 0, Yx E R, xı < x < xX3 

by <0 VER AS 

c) y > 0, Yx E R, xı < x < x4 

a) y > 0,Yx E R, x > x, 


a)y < 0,Yx E R, x < x3 


14. (ITA/1987) 


Considere x = g (y) a função inversa da seguinte função: 


y = f(x) = x? — x + 1, para cada número real x > Nestas condições, a função g é assim 
definida: 


a) gQ) =5+ [y -Ż, para cada y > Z 
1 1 1 
b) g(y) = 5+ | = p para cada y > -. 
3 3 
c) gQ) = [y — y Para cada y > r 
1 1 
d) gQ) = [y — q Para cada y > +. 
3 1 1 
ejg0)= F [y — > para cada y > —. 
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15. (ITA/1987) 


Considere a função y = f(x) definida por f(x) = x? — 2x2 + 5x, para cada x real. Sobre esta 
função, qual das afirmações abaixo é verdadeira? 


a) y = f(x) é uma função par. 

b) y = f(x) é uma função ímpar. 
c) f(x) > O para todo real x. 

d) f(x) < O para todo real x. 


e) f(x) tem o mesmo sinal de x, para todo real x 0. 


16. (ITA/1988) 


Sejam a, b e c constantes reais com a + 0 formando, nesta ordem, uma PA e tais que a soma 
das raízes da equação ax? + bx + c = 0 é —vV2. Determine a relação válida entre b e c. 


17. (ITA/1988) 


Sabendo-se que as soluções da equação x? — |x| — 6 = O são raízes da equação x? — ax + 
b = 0, determine os valores de a e b. 


18. (ITA/1991) 
Se A = {x E€ R; |x? + x + 1| < |x? + 2x — 3|} então temos: 


a) A = [-2,5)U [4,+00[ 


sa = [54 
c) A = [-3,1] 

d) A =] — œ, —3] u [1, +o0[ 
e) n.d.a. 


19. (ITA/1995) 


Os dados experimentais da tabela a seguir correspondem às concentrações de uma substância 
química medida em intervalos de 1 segundo. Assumindo que a linha que passa pelos três 
pontos experimentais é uma parábola, tem-se que a concentração (em moles) após 2,5 
segundos é: 
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Tempo(s) Concentração (moles) 
1 3,00 
2 5,00 
3 1,00 
a) 3,60 
b) 3,65 
c) 3,70 
d) 3,75 
e) 3,80 


20. (ITA/1996) 
Seja f: R > R definida por 


3x+3,x <0 


e a a 


Então: 
a) f é bijetora e (f o f) (- 2) = fl) 
b) f é bijetora e (f o f) (—2) = f™(99). 


c) f é sobrejetiva, mas não é injetora. 


d) f é injetora, mas não é sobrejetora. 


e) f é bijetorae (f o f) (- 2) = B) 


21. (ITA/1997) 
Resolva a inequação 
nx? — (1+r?)x+ n 
—2x? + 31x 


22. (ITA/1998) 


Sejam as funções f:R > Reg:4CR>R,taisque f(x) = x? — 9 e (fog)(x) = x — 6, em 
seus respectivos domínios. Então, o domínio A da função g é: 


a) [-3, +00] 
b) R 
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c) [=5, ro] 
d) | — œ, —1[ u [5,406] 
e) ] — œ, v6l 


23. (ITA/2000) 


Sendo I um intervalo de números reais com extremidades em a e b, com a < b, o número real 
b — a é chamado de comprimento de I. Considere a inequação 6x! — 5x? — 7x? + 4x < 0. A 
soma dos comprimentos dos intervalos nos quais ela é verdadeira é igual a: 


[ob] 
— 


a 


“q on WIN niw AIW 
på 


24. (ITA/2001) 
O conjunto de todos os valores de m para os quais a função 
x? + (2m + 3)x + (m? + 3) 


J x2 + (2m + 1)x + (m? + 2) 


está definida e é não negativa para todo x real é: 
i? 

a) al 

b)]-,00 
1Ż,œ[ 

7 
c) 10,71 
d) ] — c0,7] 


1 
4 
epa! 


f(x) = 


25. (ITA/2002) 


Os valores de x E RR, para os quais a expressão real dada por f(x) = [5 — [|2x — 1|- 6| está 


definida, formam o conjunto: 
a) [0,1] 
b) [-5,6] 
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c) [-5, 0] U [1, +oo[ 
d) | — œ, 0] u [1,6] 
e) [-5,0] u [1,6] 


26. (ITA/2004) 


Sejam as funções f e g definidas em R por f(x) = x? + ax e g(x) = —(x? + 6x) em que « 
e P são números reais. Considere que estas funções são tais que 


f g 


Valor mínimo Ponto de mínimo Valor máximo Ponto de máximo 


=i <0 9/4 >0 


Então, a soma de todos os valores de x para os quais (f o g)(x) = 0 é igual a 
a) O 
b) 2 
c)4 
d) 6 
e)8 


27. (ITA/2005) 

Sobre o número x = Tea + V3 é correto afirmar que 
ajax € 0,2], 

b) x é racional. 

c) V2x é irracional. 

d) x? é irracional. 


e) x E |2,3]. 


28. (ITA/2005) 
a) Mostre que o número real æ = V 2+vV5+ V 2 — V5 é raiz da equação x? + 3x — 4 = 0. 


b) Conclua de (a) que «a é um número racional. 


29. (ITA/2005) 


Considere a equação em x ER. 


vi+mx=x+vi—mx 
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Sendo m um parâmetro real. 
a) Resolva a equação em função do parâmetro m. 


b) Determine todos os valores de m para os quais a equação admite solução não nula. 


30. (ITA/2005) 


Determine todos os valores reais de a para que (x — 1)? = |x — a| admita exatamente 3 
soluções distintas. 


31. (ITA/2007) 
Sobre a equação na variável real x, 
|llx-11-3|-2| = 0, 
Podemos afirmar que 
a) ela não admite solução real. 
b) a soma de todas as suas soluções é 6. 
c) ela admite apenas soluções positivas. 
d) a soma de todas as soluções é 4. 


e) ela admite apenas duas soluções reais. 


32. (ITA/2007) 
Considere a equação: x? — p+2vVx? —- 1 =x 
a) Para que valores do parâmetro real p a equação admite raízes reais? 


b) Determine todas essas raízes. 


33.(ITA/2008) 
Resolva a inequação V3x2 + 2x < x?. 


34. (ITA/2012) 


3+x?, x>0 


Anali :R >R, =| 
nalise se f:R > R, f(x) di el 


fR > R. 


é bijetora e, em caso afirmativo, encontre 


35. (ITA/2015) 


a 


1-x2 


= b A ni e i ja 
Considere a equação — — = 5, coma e b números inteiros positivos. Das afirmações: 
= 
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$ Sea = 1e b = 2, então x = 0 é uma solução da equação. 
II. Se x é solução da equação, então x *>,% *-lex 1. 
WI. É - não pode ser solução da equação. 

É (são) verdadeira(s): 

a) apenas Il. 

b) apenasle ll. 

c) apenas le III. 

d) apenas Ile III. 


e) I,llelll. 


a ykalÃÍlÕl 


36. (IME/1951) 


Determine todos os valores possíveis da relação p/h, onde p e h satisfazem as condições p > 
0, h > 0, de modo que seja real o valor de y dado pela expressão: 


y =p? — 2ph —hº 


37. (IME/1983) 
Dada a equação: 
2mxº-2x-3m-2=0mER 
a) Calcule m tal que uma raiz seja nula. Calcule a outra raiz. 
b) Mostre que a equação tem sempre 2 raízes distintas. 


c) Determine m para que uma raiz seja inferior a 1 e a outra superior a 1. 


38. (IME/1989) 
Resolva o sistema para xe y E R: 


To a 


x+y=20 


39. (IME/2000) 


Considere a,b e c números reais tais que a < b < c. Prove que a equação a seguir possui 
exatamente 2 raízes reais x4 e x, tal quea < x, < b < x <c. 
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40. (IME/2007) 

Ser, e r são raízes reais distintas de x? + px + 8 = 0, é correto afirmar que: 
a) Ir, + r| > 442 

b) Ir, +15] < V2 

c Inl 2eln|22 

d) in| 2 3eļln|<1 


e)lr|<1eln|<2 


41. (IME/2012) 

Seja a, b e c números reais e distintos. Ao simplificar a função real, de variável real, 
a? (x—b)(x—c) b?(x—c)(x—a) c?(x—a)(x— b) 
G-Da-o * b-db-a) * C-dc-D 
Obtém-se f(x) igual a: 

a) x? — (a + b + c)x + abc 

b) x? + x — abc 


fl) = 


E) x? 
d) —x? 


e) x? — x + abc 


4. Gabarito 


GABARITO 


-< 


ITA 


9. d 
10. e 
11.m E ]0,1[ 
12.e 
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13.c 
14.a 


15.e 

c 4-2 
16.7 = —— 
17.a =0eb=-—9 
18.a 
19.d 


20. b 
1 3T 

21.5 = ]0 =I U II 
22.a 

23.d 

24.d 

25.e 

26.d 

27.b 

28. Demonstração 


29.a) S = (0,+2V1—-m3) b) <m <1 
30.a e {1,2,5} 
31.d 


32.a) p E o, | b)x => =- 


33.5 = (~%,—1) U(=1,-2] u (2, +00) 


Jy —3,y 23 
—4 3- y, y <3 


34.f71:R > Re f7t(y) -| 


35.e 


36.7 € [1 + v2, +00) 

37.a) m = -*ex = — b) Demonstração c)m< —4 ou m > 0e 

38. (10 + 3V11; 10 — 3V11), (10 — 3V11; 10 + 3V11) , (16; 4), (4; 16) 
39. Demonstração 


40.a 
41.c 
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5. Lista de Questões Comentadas 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


ITA 


9. (ITA/1972) 


Seja f(x) = x? + px +p uma função real de variável real. Os valores de p para os quais 
f(x) = 0 possua raiz dupla positiva são: 


aJ0<p<a4. 
b)p =4. 
c)p=0. 


d) f(x) = 0 não pode ter raiz dupla positiva. 
e) nenhuma das anteriores. 
Comentários 
Para a função possuir raiz dupla, devemos ter À = O: 
A=p?-4p=0 


pp-4)=0 
p=0o0up=4 
Nesse caso, a raiz dupla é dado por: 
b p 
reca a 
Queremos raiz positiva, então: 
-2> 0>p<0 


Com isso, concluímos que não é possível ter raiz dupla positiva já que O e 4 são os únicos 
possíveis valores para p. 


Gabarito: “d”. 


10. (ITA/1977) 


Considere a função F(x) = |x? — 1| definida em R. Se FoF representa a função composta de 
F com F, analise as afirmações abaixo: 


(1) (FoF)(x) = x|x? — 1|, para todo x real. 
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(2) Não existe número real y, tal que (FoF)(y) = y. 
(3) FoF é uma função injetora. 
(4) (FoF)(x) = 0, apenas para dois valores reais de x. 
O número de afirmativas VERDADEIRAS é: 
a) 4 
b) 3 
c) 2 
d)1 
e)0 
Comentários 
(1) (FoF) (Œ) = F(F@)) = F(x? - 1) = Ilx? — 1|? — 1| 
Lembrando que vale a propriedade |x? — 1|? = (x? — 1)°: 
| — 1|? — 1| = |x4 — 2x? +1 — 1| = |x4 — 2x?| = x?|x? — 2| 
Logo, a afirmação não condiz com o resultado. 
“Falsa 
(2) Usando o resultado da afirmação anterior: 
(FoF)(y) = yº|y? — 2] 
Queremos encontra y E R, tal que y2|y? — 2| = y. 
Se y = 0 E R, temos: 
02:/02-2/=0>0=0 
Logo, a afirmação é falsa. 
“Falsa 
(3) Vamos verificar se FoF é injetora: 
FoF (x) = x?|x? — 2| 
FoF (=>) = (-x)2|(-x)? — 2| = x2|x? — 2| = FoF (x) 
Como FoF é par, FoF não é injetora. 
“Falsa 
(4) Vamos encontrar a raiz de (FoF)(x) = 0: 
x2|x?—-2/=0 
x =0 
Ou 
pe =2]=0>4- 42 


Logo, temos 3 valores de x que satisfaz a equação. 
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“Falsa 


Gabarito: “e”. 


11. (ITA/1980) 


A curva y = ax? + bx +c passa pelos pontos (1,1), (2,m) e (m,2), onde m E R — {2}. 
Determine todos os valores reais de m tal que a função admita valor mínimo. 


Comentários 
Para que a função quadrática assuma valor mínimo, devemos ter a > 0. 
Substituindo os pontos na curva, obtemos as seguintes equações: 
(L)>1=a+b+c (D) 
2Zm>m=4+2b+c (ID 
(m,2)>2=am?+bm+c (III 
Devemos colocar a em função de m. Vamos escalonar o sistema obtido. Fazendo (III) — 
(ID e UD — (D: 
(ID — (ID) => 2 — m = a(m? — 4) + b(m — 2) 
Do enunciado, temos m + 2. Podemos simplificar a equação: 
—-(m-29)=a(m-2)(m+2)+b(m-—2) 
—-1=a(m+2)+b (IV) 
UD-(D>m-1=3a+b 
Colocando b em função de a em: 
b=m-1-3a 

Substituindo b em (IV): 

—1=a(m+29)+(m-1-3a) 
Colocando a em função de m e simplificando: 

—1 =a(m +2) + (m — 1) — 3a 

—1-m+1=a(m+2-3) 


Temos que satisfazer a > 0, então: 


>0 


>0 > di 
a 
1 


Vamos fazer a análise do sinal da função, representando todas as raízes no eixo x: 


>> w 
0 1 T 


Testando o sinal para m = —1: 
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1 nu 1 
1-(-1) 2 
Como a multiplicidade de cada raiz é 1, temos: 
= -+ = 
a o 
0 1 T 


Queremos valores positivos, então, os valores de m que satisfazem a inequação é dado 
por: 


m E 10,1] 
Gabarito: m €E ]0, 1| 


12. (ITA/1985) 
Considere as funções: f(x) = x -< e g&) =x’ -1 definidas para todo x real. Então, a 
respeito da solução da inequação |(gof)(x)| > (gof) (x), podemos afirmar que: 
a) Nenhum valor de x real é solução. 
b) Se x < 3 então x é solução. 
c) Se x > 7/2 então x é solução. 
d) Se x > 4 então x é solução. 
e) Se 3 < x < 4 então x é solução. 
Comentários 


Vamos encontrar a função gof: 


gof = gf) = g(x- Z) = (x-:) r 
1 
4 


E ERA = x? — 7x + 12 


4 
Queremos encontrar a solução de: 


|x? — 7x + 12| > x? — 7x +12 
Fatorando: 
|œ — 4) (x — 3)| > (x — 4)(x — 3) 


Vamos esboçar os gráficos das funções: 
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|z? — 7z + 12] 


q ia 


Perceba que a região que torna a inequação verdadeira é o intervalo de x entre 3 e 4. 
Então, temos como solução: 


S=(xeR|3<x<4) 


Gabarito: “e”. 


13. (ITA/1986) 


Sejam a, b,c números reais dados com a < 0. Suponha que x, e x, sejam as raízes da função 


y =ax? +bx+c e x, <x. Sejam xz = -2 e x4, = au Ri Sobre o sinal de y 
podemos afirmar que: 
a)y < 0,Yx E R, xı SAS 
b) y < 0,Yx E R, x4 < x < x, 
c) y > 0,Yx E R, xı < x < x4 
a) y > 0,Yx E R, x > x, 
a)y < 0,Yx E R, x < xs 
Comentários 
Sex, < Xz € X1, X2 são raízes da equação, então: 
—b — Vb? — 4ac 
X = < 
—b + Vb? — 4ac 
X = E 
Perceba que xs é o vértice da parábola da função quadrática: 
o; b 
ta" 


Sabemos a localização de x4, X2, X3. Vamos localizar x4: 
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2b + vb? — 4ac o —2b — vb? — 4ac o b vb? — 4ac 


Xa = 
É 4a 4a 2a 4a 
X, é menor que x, pois: 


Sendo a < 0, temos: 


0<— — 
4a 2a 
b b2 — 4ac b vb? —4ac 
2a 4a 2a 2a 
X4 < Xz 
Como — e > 0, temos: 
b vb? —-4ac " b 
2a 4a 2a 
X4 > X3 


Portanto x, está entre x3 e x3. 


Esboçando o gráfico, lembrando que a < O: 


Com isso, verificamos que x, < x < x, > y >Q. 


Gabarito: “c”. 


14. (ITA/1987) 


Considere x = g(y) a função inversa da seguinte função: 


y = f(x) = x? — x + 1, para cada número real x > Nestas condições, a função g é assim 
definida: 


a) g(y) = + [y — :, para cada y > - 
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b) g(y) = Z+ ly = o para cada y > E, 
3 3 
c) gQ) = [y — > para cada y >. 
1 1 
d) gQ) = [y — > para cada y >. 
3 1 N 
e) g(y) = T [y — z; para cada y > z 


Comentários 
Vamos encontrar a inversa da função: 
y=x?—-x+1 
x-x+1-y=0 
Encontrando as raízes da equação, temos: 
«EEE DEJCD Sd» 1EV0S 
2 2 

Reescrevendo a equação: 


x=>Ł |y-- 


Como f é definida para x > 5 temos: 


Resolvendo a inequação: 


Assim, g é dado por: 
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1 3 
grea Ie 


3 
Com y > = 


Lembre-se que antes de calcular a inversa de uma função, devemos verificar se ela é 
bijetora. Como a questão é objetiva e as todas as alternativas indicam alguma função para a 
inversa, desconsideramos esse passo para ganhar tempo na prova. 


unn 
a. 


Gabarito: 


15. (ITA/1987) 


Considere a função y = f(x) definida por f(x) = x? — 2x? + 5x, para cada x real. Sobre esta 
função, qual das afirmações abaixo é verdadeira? 


a 
b 


) y = f(x) é uma função par. 
) y = f(x) é uma função ímpar. 

c) f(x) > O para todo real x. 

d) f(x) < 0 para todo real x. 

e) f(x) tem o mesmo sinal de x, para todo real x 0. 
Comentários 
Vamos verificar a paridade de f. 

f(x) = x? — 2x? + 5x 
f(=x) = (=x)? — 2(—x)? + 5(-x) = =x? — 2x? — 5x 
-f (x) = =x? + 2x? — 5x 
Concluímos que f não é nem par nem ímpar. 
Verificando as outras alternativas: 
f(x) = x(x? — 2x + 5) 
Vamos estudar o sinal de x? — 2x + 5: 
A=4-4:5=4-20=-16<0 
Logo, a equação não possui raízes reais. 
Comoa = 1 > 0, temos que x? — 2x + 5 > 0, Yx E R. 
Assim, a função x(x? — 2x + 5) possui o mesmo sinal de x: 
x<0>f(x)<0 
x>0>f(x)>0 

Desse modo, o gabarito é a letra e. 


Gabarito: “e”. 
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16. (ITA/1988) 


Sejam a, b e c constantes reais com a + 0 formando, nesta ordem, uma PA e tais que a soma 
das raízes da equação ax? + bx + c = 0 é —v2. Determine a relação válida entre be c. 


Comentários 


Dos dados do enunciado, temos: 
a+c 


(a,b,c)é PA => b = 


% Pam 


A soma das raízes da equação é dado por: 


-b-vVA -b+vA_ b 


X +X = = 
5 a 2a 2a a 
Disso, encontramos: 
b 
— — Z 4/7 
a 
b=av2 


Encontramos b em função de a, vamos colocar c em função de a: 


a+c 
b = 


> c=2b-q 


c = 2V2a — a = (2V2 — 1)a 


Vamos dividir c por b para eliminar o termo a: 


c (2v2-1)a (2V2-1)_ (2V2-1)vV2 4-v2 
bo ado JZ AZV 2 
Portanto, a relação entre b e c é dada por: 
c 4-2 
b 2 
4-2 


Gabarito: £ = —— 
b 2 


17. (ITA/1988) 


Sabendo-se que as soluções da equação x? — |x| — 6 = 0 são raízes da equação x? — ax + 
b = 0, determine os valores de a e b. 


Comentários 
Vamos encontrar inicialmente as raízes de x? — |x| — 6 = 0. 
Para x > 0: 


x —-x—-6=0 
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1+v1+4:6 1+5 
E A 30u-—2 


Para x > 0, temos x = 3. 


Para x < O: 
x +x—-6=0 
-1+V1+4:6 -1+5 
an= = = —3 ou 2 
2 2 
Para x < 0, temos x = —3. 
= —3. Substituindo esses valores na equação x? — ax + 


Logo, as raízes são x, = 3 e x, 
b = 0, obtemos: 
x =3>3?-—a(3)+b=0 
—3a + b = —9 > 3a -b = 9 
X = —3 > (—3)? — a(—3)+b = 0 


3a + b = —9 
Assim, encontramos o sistema: 
( 3a—-b=9 
3a+b =-—9 


Subtraindo as duas equações: 
6a=0>4a=0 


Encontrando o valor de b: 
a=0>53(0)-b=9>5b=-9 


Portanto, os valores são: 


Gabarito: a = 0 e b = —9 


18. (ITA/1991) 
Se A = {x E€ R; |x? + x + 1| < |x? + 2x — 3|} então temos: 


a) A = [-2,5)U [4,+00[ 


a= E 
c) A = [-3,1] 

d) A =] — œ, —3] u [1, +oo[ 
e) n.d.a. 


Comentários 
Vamos analisar a inequação: 
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|x? +x + 1| < |x? +2x-3l| 
O bizu nessa questão é perceber que x? + x + 1 > 0, Yx E R já que seu delta é negativo: 
A=12-4:1:1=-3<0 
Assim, podemos reescrever: 
x? +x+1<|x2+2x-3] 
Fatorando o lado direito, obtemos: 
x? +x+1 < |(x-— 1)(x +3) 


Devemos analisar o sinal de (x — 1)(x + 3) para encontrar os intervalos do módulo. 
Fazendo o estudo do sinal desta função: 


— o oo —— — 
—3 1 T 
Para —3 < x < 1, temos: 
x? +x +1 < -(x? +2x-— 3) 
2x? +3x—-2<0 
Fatorando a expressão por meio das raízes: 


| -3+V9FI6 -3+5 
4 4 


x = —2 ou 1/2 
1 
> 2x? + 3x — 2 = 2(x + 2) (x-7) 


2œ +2 (x-7) <0 


Fazendo o estudo do sinal: 


2 < ao 
> — n 
RS 5 


Esse intervalo está contido na condição inicial de x: ] — 3,1]. 
Para x < —3 oux 2 1: 
x +x+ti<x+2x—3 
>x24 
Fazendo a intersecção dos intervalos de x, obtemos: 
x >4 


Portanto, o conjunto 4 é dado por: 
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A= [-2,5] U [4, +o] 


Gabarito: “a”. 


19. (ITA/1995) 


Os dados experimentais da tabela a seguir correspondem às concentrações de uma substância 
química medida em intervalos de 1 segundo. Assumindo que a linha que passa pelos três 
pontos experimentais é uma parábola, tem-se que a concentração (em moles) após 2,5 
segundos é: 


Tempo(s) Concentração (moles) 
1 3,00 
2 5,00 
3 1,00 
a) 3,60 
b) 3,65 
c) 3,70 
d) 3,75 
e) 3,80 


Comentários 


A linha que passa pelos três pontos experimentais da tabela é uma parábola, então temos 
uma função quadrática. Dessa forma, vamos criar a função quadrática f que representa a 
concentração da substância química em função do tempo: 


ft) =at? +bt+c 
Para encontrar os coeficientes da função, vamos substituir os dados da tabela na função: 
t=1 > f(1)=a(1)} +b(1)+c 
3=a+b+c 
t = 2 > f (2) = a(2)} + b(2)+c 
5=4a+2b+c 
t = 3 > f (3) = a(3)}? + b(3)+c 
1=9a+3b+c 
Dessa forma, encontramos o seguinte sistema linear: 


a+b+c=3 (1) 
4a +2b+c=5 (ID 
9a+3b+c=1 (HID 
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ESCLARECENDO 


Vamos ver rapidamente o que é um sistema linear e como resolvê-la. 

Um sistema linear é um conjunto de equações lineares com m equações e n incógnitas. 
Para resolvê-la, vamos usar o método do escalonamento. Esse método se baseia em 
reduzir o sistema em outro de mais fácil resolução. Por exemplo, quando temos 3 
equações e 3 incógnitas, manipulamos as equações para criar um sistema com 2 equações 
e 2 incógnitas e depois reduzimos novamente para obter 1 equação e 1 incógnita. Veja: 


a+b+c=3 (1) 
4a +2b+c=5 (ID 
9a +3b+c=1 (HID 


Esse sistema possui 3 equações lineares e 3 incógnitas (a, b,c). 

Vamos escalonar o sistema para encontrar sua solução seguindo os passos abaixo: 

1) Perceba que os coeficientes da incógnita c nas equações é 1. Vamos criar um sistema 
com 2 equações e 2 incógnitas sem a variável c. Multiplicando a equação (I) por —1: 


atb+c=3(De(-1) 
4a +2b+c=5 (ID 
9a+3b+c=1 (II) 


«q=b=0= = (1) 
4a +2b+c=5 (ID 
9a+3b+c=1 (ID 


2) Somando (I) com (IN e (1) com (IHT), obtemos o seguinte sistema linear: 
-a-b-c=-3 (1) 
4a +2b+c=5 (ID) Ega 
9a+3b+c=1 (Il) 


o A a fp 
(9a-)+(3b-b)+(c-c)=1-3 


fe (IV) 
8a + 2b = —2 (V) 


3) Vamos usar a mesma ideia para esse sistema linear de 2 equações. Vamos criar uma 
equação sem a variável b. Multiplicando (IV) por —2: 


~ +b = 2 (IV) € (-2) 
8a + 2b = -2 (V) 


æ Aula 04 — Funções Quadráticas e Modulares 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 04: ITA/IME 2020 


z -2b = —4 (IV) 
8a + 2b = —2 (V) 


4) Somando (IV) com (V), conseguimos calcular o valor de a. 
—6a — 2b = —4 i dis 
l 8a + 2b = —2 (V) 
2a = —6 >a = -3 
5) Agora vamos encontrar as outras incógnitas, podemos substituir a em (IV) ou (V) e 
encontrar b. Substituindo a = —3 na equação (IV): 
3a+b=2 (IV) 
b=2-3a 
b=2-3(-3)=24+9=11>bhb=11 
6) Por último, vamos encontrar o valor de c, podemos substituir o valor de a e b em 
qualquer equação do sistema inicial. Vamos usar (1) para facilitar os cálculos: 
at+b+c=3 (1) 
(-)+11+c=3 
8+c=3 
c=-5 
Com isso, resolvemos o sistema linear e a solução é (a, b, c) = (—3, 11, —5). 


Resolvendo o sistema linear, encontramos a = —3,b = 11 ec = —5: 
ft) =at? +bt+c 

fŒ = (—3)t? + 11t -5 

fŒ = -3t? +11t-5 
A questão pede o valor de f para t = 2,5. Substituindo esse valor na função, obtemos: 

f(2,5) = —3(2,5)? + 11(2,5) — 5 
f(2,5) = —3(6,25) + 27,5- 5 
f (2,5) = —18,75 + 22,5 
f(2,5) = 3,75 
Com isso, encontramos 3,75. O que nos leva à alternativa d. 
Gabarito: “d”. 


20. (ITA/1996) 
Seja f: R > R definida por 


3x+3,x <0 


aa a 


Então: 


a) f é bijetora e (f o f) (- 2) = Fo). 
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b) f é bijetorae (f o f) (- 2) = f (99). 
c) f é sobrejetiva, mas não é injetora. 


d) f é injetora, mas não é sobrejetora. 


e) f ébijetorae (f o f) (- z) = f (3). 
Comentários 


Analisando as alternativas, temos que verificar se a função f é injetora e/ou sobrejetora. 
Vamos verificar se ela é sobrejetora, lembrando: 
f:A>B 
f é sobrejetora & Im(f) = B 


Do enunciado temos f: R > R, então devemos provar que Im(f) = R para f ser sobrejetora. 


1) Para x < 0: 
f(x) =3x+3 
fœ) =y 
y=3x+3 
J->? 
= g 
y-3 
rapem SyS 
2) Para x > O: 


f(x) =x? +4x+3 
fœ) =y 
y =x? +4x+3 
x2+4x+3-y=0 


Vamos encontrar as raízes da equação para analisar os valores de y. Perceba que o b da 
equação quadrática é par, então podemos usar a forma simplificada da equação quadrática: 


—2 + 4/22 -1:3 — 
x=-2+V1+y 
Dessa forma: 
Ea 1+y>0 


—2+41+y>0 


No conjunto dos reais, sabemos que —2 — 4/1 + y sempre será negativo pois: 


VI+ty>20>-/1+y<0>-2-V1+y<-2 


Então devemos analisar a outra raiz: 
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—2+;41+y>0 


x>0 


V1+7>2 
1+y>4 
y>3 
Logo, concluímos: 
x<0>y<3 
x>0>y>3 
Im(f) =R 


“ f é sobrejetora 
Agora, vamos analisar se f é injetora. Precisamos verificar se dados x,,x, ER, x, £ x, > 
fx) + f (x2). 
Sendo x, e x, números reais quaisquer, temos que provar três situações: 


D f f(x) = 3x, +3,x, <0 
f(x) = x2 + 4%, + 3,X9 >0 


xı <0 
xı +1<1 
3x +3 <3 
fœ) <3 
x, >0 
X, +2 2 
(x, +2) > 2? 
x? +4x, +4>4 
x2 +40, +4-1>4-1 
x? +4% +3>3 
f) >3 
> f (x1) + f (x2) 
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IN) Ea = x + 4x4 + 5, My >0 
f(x) = y3 + 4x3 + 3, X2 >0 


Xi É X 
X t2 +x +2 
(x, + 2)? (x, + 2)? 
x2+4x +4Ex2+4x,+4 
xi+4x t41 +x +4x +41 


x? + 4x +3 x) +4x +3 


f (x1) < f(x) 
ii o = ST + 3, X1 <0 
fx) = 3x2 + 3, X2 <0 
X EX 
3x1 * 3X, 


3x +3 3x, +3 
f(x) + f (x2) 
Logo, f é injetora. 
Com isso, mostramos que f é injetora e sobrejetora > f é bijetora. 


Das alternativas que dizem que f é bijetora, temos também uma afirmação com 


2 
(f of) (- z), Vamos calcular o seu valor: 


con(-D=1(1(-5)) 


1>0>f(1)=12+4:1+3=8 


son(-5)=8 
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f é bijetora, então ela possui inversa. Vamos calcular o valor de f(8) para descobrir qual o 
valor da inversa nos dá como resultado o valor 8. 


8>0>f(8)=82+4:8+3=99 
Da definição da função inversa, temos: 
f(9)=99>Ff1!(99)=8 
Fo n(-5)= 11099) 


Gabarito: “b”. 


21. (ITA/1997) 
Resolva a inequação 
mx? — (1+ rm?)x +r 
a e 
Comentários 
Para aqueles que não conhecem, 77 é um número que vale aproximadamente 3,14. 
Vamos estudar o sinal do numerador e do denominador. 
Começando pelo numerador: 
nxº—-(1+m7)x+7m 
Antes, vamos verificar o valor de À para ver quais sinais a função admite: 
A = (1 + r?) — 4r? 
A = 1 +2? + nt — 4r? =m!-27º+1=(n2-1)2>0 
Com isso, verificamos que a função possui duas raízes distintas: 


, C-bavã (+n9)+y/(n2-1)2  (1+r?)+(r?-1) 


2a 27 27 
1+n)-(m2-1) 2 1 
JE 27 E 21 E T 
(1+0?) +(r?—1) 2r? 
ooe 


Fatorando a expressão usando as raízes, temos: 
1 
nx? — (1+r?)x+n = n(x- n) (x-5) 
T 


Fazendo o estudo do sinal: 
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1 
T 


Vamos analisar o denominador: 
—2x? +3nx = x(—2x +37) 


Fazendo o estudo do sinal: 


nz? — (1+n’ je +r + i + i — i -+ i + 
—27º + 377 — | + | + + | = 

no — (1+ r?’)e +r ' ! ! ! 

na? = (Lt n)o a e dl bs do 


—2r? + 377 
Analisando a tabela, vemos que a solução é dada por: 
s=10 1 [u] 3T 
il “TM o l 


Gabarito: S = Jo,+[ U lr, =] 


22. (ITA/1998) 


Sejam as funções f:R > Re g:A c R > R, tais que f(x) = x? — 9 e (fog)(x) = x — 6, em 
seus respectivos domínios. Então, o domínio A da função g é: 


a) [-3, +oo[ 

b) R 

c) [-5, +00] 

d) ] — 00,-1[U [3,+00[ 

e)]— 00,46] 
Comentários 


(fog)(x) =x—6 
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Fa) = P —9 
LgQ)]*—-9=x—6 
Lg) =x +3 
> g(x) = +vVx+3 
Analisando a condição de existência de g, encontramos: 
x+320>2x2-3 
Logo, o domínio de g é: 
A = [-3,+4+00] 


unn 
a. 


Gabarito: 


23. (ITA/2000) 


Sendo 1 um intervalo de números reais com extremidades em a e b, com a < b, o número real 
b — a é chamado de comprimento de I. Considere a inequação 6x4 — 5x? — 7x? + 4x < 0.A 
soma dos comprimentos dos intervalos nos quais ela é verdadeira é igual a: 


2 S 2 2 


SS aja WIN njw AIW 
= 


ta 


Comentários 
Inicialmente, devemos fatorar a expressão para analisá-la: 
6x4 — 5x? — 7x? + 4x = x(6x? — 5x? — 7x + 4) 


Para fatorar a expressão cúbica, vamos separar os termos de modo a poder evidenciar 
algum termo em comum: 


x(6x? — 5x? — 7x + 4) = x(6x? — 4x? — x? — 6x — x + 4) 
x[6x(x? — 1) — 4(x? — 1) — x(x + 1)] 
Note o fator (x + 1): 
xl6x(x — 1)(x + 1) — 4(x — D(x + 1) — x(x + 1)] 
Evidenciando (x + 1) e simplificando a expressão: 
x(x + 1)(6x(x— 1) — 4(x — 1) — x) 
x(x + 1)(6x? — 6x — 4x + 4 — x) 
x(x + 1)(6x? — 11x +4) 


Vamos verificar se a função quadrática possui raiz: 
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A=112-4:6:4=121-96=25>0 


Temos duas raízes, vamos encontrá-las: 


Com isso, obtemos a expressão fatorada: 


x(x + 1)(6x? — 11x + 4) = 6x(x + 1) (x p 5) (x E 5) 


Vamos fazer o estudo do sinal. 


Testando o sinal para x = 1: 


ten 


Não precisamos calcular o valor dessa expressão, basta saber o sinal dela. Note que temos 
3 números positivos e 1 negativo, o produto deles gera um número negativo. Vamos usar o 
método da multiplicidade das raízes para encontrar o sinal dos outros intervalos. 


Sa 


1 está entre 1/2 e 4/3 e nesse ponto temos sinal negativo. Desse modo, obtemos o sinal 
da função: 


+ jo + - + 
O O O O sa 
| 0 1 4 i 
2 3 


Os valores de x que satisfazem ao problema é: 
txt — 5x? — 7x? + 4x < 0 


14 
S=]-10[UlS,5| 
Queremos a soma dos intervalos da solução: 
4 
s=(0-()+(5-> 


Gabarito: “d”. 


24. (ITA/2001) 

O conjunto de todos os valores de m para os quais a função 

x? + (2m +3)x + (m? + 3) 
de apa a DETON F 
está definida e é não negativa para todo x real é: 

al 

b) 17,00] 


4 


fl) = 
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Comentários 


Para f estar definida Vx E€ R, temos que o denominador de f deve ser diferente de zero 
e também a função com radical deve ser positiva. 


Disso, temos: 

x? + (2m +1)x + (m? +2)>0 
Como a = 1 > 0, a função será sempre positiva se forçarmos A < 0. Então: 

A<0 

A = (2m + 1)? — 4(m? +2) < 0 

Resolvendo a inequação: 
4m? +4m+1-4m? —-8<0 
4m —-7<0 


> m<-— 
4 


Queremos que a função seja não negativa para todo x real. O denominador é sempre 
positivo, então o numerador deve ser igual ou maior que zero: 


x + (2m + 3)x + (m? +3)>0 
Essa condição ocorre quando A < O: 

A = (2m + 3)? — 4(m? +3) < 0 
Resolvendo a inequação: 

4m? + 12m +9 -— 4m? —12 <0 


12m-3<0 

s2 l 
> — = 
msi 34 


O conjunto dos valores de m que satisfaz o problema é dado por: 


7 1 1 
— <-3m<-3meE|-0,1/4 
m<çem<a m<,5>m | — 00,1/4] 


Gabarito: “d”. 


25. (ITA/2002) 


Os valores de x E R, para os quais a expressão real dada por f(x) = [5 — ||2x — 1| — 6| está 


definida, formam o conjunto: 
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a) [0,1] 

b) [-5,6] 

c) [-5, 0] U [1, +oo[ 

d) ] — œ, 0] u [1,6] 
) 


e) [-5,0] u [1,6] 
Comentários 
Inicialmente, devemos verificar a condição de existência da função em R: 
5- |l2x-1]-6| 20 
5 > ||2x-— 1|- 6l 
||2x—1]-6|<5 
Removendo o módulo externo, temos: 
—5<|2x—-1|-6<5 
1<|2x-1|<11 


Vamos separar em duas inequações: 


|2x — 1] < 11 
2x—1/>1 
Resolvendo a primeira: 
|2x — 1] < 11 
—11 < 2x— 1< 11 
—10 < 2x < 12 
—5 <x<6 
Resolvendo a segunda: 
|2x-1/>1 


2x— 1> 1o0ou2x-—1<-—1 
2x—-1>21>ə>x21 
2x—1<-1>x<0 
Fazendo a intersecção dos intervalos que obtemos, temos: 
S={xER|-5<x<00u1<x<6} 
S = [-5, 0] u [1,6] 


Gabarito: “e”. 


26. (ITA/2004) 


Sejam as funções f e g definidas em R por f(x) = x? + ax e g(x) = —(x? + px) em que « 
e P são números reais. Considere que estas funções são tais que 
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f g 


Valor mínimo Ponto de mínimo Valor máximo Ponto de máximo 


=i <0 9/4 >0 


Então, a soma de todos os valores de x para os quais (f o g)(x) = 0 é igual a 
a) 
b) 
) 
d) 

) 


e 


0 
2 
4 
6 
8 


8) 


Comentários 
A questão nos dá as informações do valor mínimo de f e o valor máximo de g. Analisando f: 
f(x) =x? + ax 


O coeficiente de x? de f é positivo, o valor mínimo de f será o valor da vértice da função. 


Desse modo: 
A A A 
fan =- MDA 
fmin = —1 
A 
= IAA sma 
Da tabela, ponto de mínimo < O: 
b q 
p= a) Oaea 
Alfa é positivo, logo a = 2. 
f(x) =x? + 2% 
Analisando g: 
g(x) = —x? — px 
g é uma parábola com concavidade para baixo (—x2), o máximo de g será seu vértice: 
A A A 
Imax =- Za 401) 4 
Da tabela: 
9 A 9 
Onana A 
LE=9>ß=+3 


Ponto de máximo > 0: 
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= b 0 
Au 
CB) 6 
“Sc 2 eso 


Beta é negativo, logo 8 = —3. 
g(x) = =x? — (—3)x 
g(x) = =x? + 3x 
A função composta é dado por: 
f(x) =x? + 2x 
g(x) = =x? + 3x 
(Fo g9 = f(g) =0 
(909) = [IJ]? + 290) = (~x? + 3x)? + 2(-x? + 3x) 
f(g) = (=x? + 3x) (=x? + 3x + 2) 
f(g) = x(-x + 3)(—x? + 3x + 2) 
f(g) = 0 > x(-x+3)(-x? + 3x + 2) 
As raízes da equação são: 
x(—x +3)> x =0ex, =3 
=x? + 3x + 2 > x; + x4 o e 3 
a = 
A soma das raízes é: 
xı +X + X3 +x, =0+3+3=6 
*Poderíamos resolver diretamente a soma da raízes usando as Relações de Girard. 
Aprenderemos esse assunto na aula de Equações Algébricas. 


Gabarito: “d”. 


27. (ITA/2005) 


Sobre o número x = 7 — 4/3 + V3 é correto afirmar que 
a) x € J0, 21. 


b) x é racional. 


c) V2x é irracional. 


d) x? é irracional. 
) x e ]2,3[. 


Comentários 


e 


Normalmente, nesse tipo de questão, a expressão dentro do radical será um quadrado 
perfeito, então, para resolvê-lo, devemos tentar fatorar a expressão. 


& Aula 04 — Funções Quadráticas e Modulares 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 04: ITA/IME 2020 


Vamos fatorar x: 
T E 
p= AEAN ENS 
xu [PAG -2V3 v3 
sao +V3= [= vaj+ 


Como 2 > V3, podemos remover o módulo do número: 
READ as? 
Portanto, x é racional. 


Gabarito: “b”. 


28. (ITA/2005) 
a) Mostre que o número real a = V2 +v5 + V2 — V5 é raiz da equação x? + 3x — 4 = 0. 


b) Conclua de (a) que q é um número racional. 
Comentários 


a) Para provar que o número a é raiz da equação, temos que mostrar que œ? + 3a — 4 = 


Vamos elevar o número a ao cubo: 


nr (loss + fe-s) 


Lembrando que (a + b)? = a? + 3a2b + 3ab? + b? 


a? -245 +3 ev -v+ 2+5 e-v 2- 


Não vamos elevar os radicais ao quadrado para não complicar o cálculo, ao invés disso, 


vamos fatorar: 
é =443 24V -V5 (J2+ v54 J2-5) 
a? =asavaos( 2454 J2-5) 
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3 3 
a? taic 245+ 2-75) 
3 3 
e =4-3( 2445 + 245) 


q 


Perceba que o termo entre parênteses é o próprio a. Reescrevendo: 
a? = 4 — 34a 
a? +3a—4=0 
Encontramos a igualdade. Logo, « é raiz da equação. 
b) Vamos encontrar as raízes da equação cúbica. 
x +3x—-4=0 
Fatorando: 
x —-x+4x—4=0 
x(x? —1)+4(x—1)=0 
x(x— 1)\(xx+1)+4(x-1)=0 
(x—1)(x(xx+1)+4)=0 
(x—1)(x?+x+4)=0 
Encontramos uma raiz: 
x=1 
Vamos verificar se x? + x + 4 possui raiz: 
A=12-4:1:4=-15<0 
Logo, essa equação não possui raiz real. 
Como « é real, temos que a = 1. Portanto, a é racional. 


Gabarito: Demonstração 


29. (ITA/2005) 
Considere a equação em x E R. 
Vitmx=x+VI—-mx 
Sendo m um parâmetro real. 
a) Resolva a equação em função do parâmetro m. 
b) Determine todos os valores de m para os quais a equação admite solução não nula. 
Comentários 


Essa é uma questão difícil e podemos resolvê-la de diferentes maneiras. Vamos usar o que 
aprendemos até agora. 
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a) Inicialmente, vamos eliminar os radicais da expressão para encontrar as raízes: 
V1 +mx =x +vV1 -mx 
VIFma-vVi= ma =x 
Elevando ao quadrado: 
(VI+ mx-vV1- mx) =x? 
1+mx + (1-— mx) -— 2V1 +mxV1 -= mx = x? 
2 — 2/1 - m?x? = x? 
Isolando o termo com radical: 
2 — x? = 1 — m?x? 
Devemos analisar a condição de existência da raiz: 
24/1- m?x? >0>2-x >20 
2 >x? 
|x| < V2 
Elevando novamente ao quadrado: 
4 — 4x? + x4 = 4(1 — m? x?) 
xt — 4x? +4- 4+4m?x? = 0 
xt + 4x? (m? —1)=0 
x? (x? +4(m? —- 1))=0 
Encontrando as raízes: 
v=elorermso 
x + 4(m? — 1) = 0 > x? = 4(1 — m?) > x = +24 1 — m? 
> X; = 2/1- m? 
DX = -2V1-m? 
Devemos analisar as condições de existência das raízes x3 4: 
1-m? >0 
m? <1 
Im|<1 


Como não verificamos as condições de existência do problema e elevamos a equação ao 
quadrado, devemos verificar se essas raízes satisfazem ao problema: 


Parax, =x, = Q: 
VI +mx =x+vV1-mx >V1=0+V1>1=1(V) 
Para X34 = +2V1 = m?: 
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vVltmyx=x+VI-mr> 1 +2my1 — m? = +241 — m? + 1 F 2my 1 — m? 


Vamos fatorar as expressões, completando os quadrados: 


1- m? t+2my1- m? +m? = +2y1- m? + |1- m? F 2m1- m? +m? 
1—-m2)2+2my/l-m? +m? = 2 24+ VO- m)? F 2m/1- m? + m? 


a 1=m2+ |(mF Vim?) 
|m +1- m?| = 42/1 =m? + |m F V1- m?| 


Agora, devemos analisar cada possibilidade: 


10 <m < 1e ]m]| > V1 -= m?| 
|m + V1 = m?| = +21 -= m? + |m F V1 = m?| 
X3,4 


m+Ëy1-m?=+21-m? +mFy1-m? 


EL =+2/1-m? (V) 
anda e ni 


|m + V1- m?| = 2V1 =m? + |m - V1 = m?| 

m +V1-m? = 2V1- m? -m +V1- m? 
2m = 2/1 —- m? (F) 

|m -V1 = m?| = -2/1 = m? + |m + V1 = m?| 

-m + V1- m? = -2/1 - m? +m + V1 - m? 


-2m=-2/1-m? (F) 
Ill) —1 < m < 0 e |m] > |V1 — m?| 


|m + /1=m?| = +2V1 =m? + |m F V1 = m?| 
- (m + 1-m2) = +2 1-m-(mF 1=m?) 


-m F V1- m? = +21- m? -m+tNy1- m? 


F2 = +2/1-m? (F) 


Nessas condições, a igualdade não é satisfeita. 


IV)—1 <m < 0e |m] < |V1 — m?| 
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|m + V1 =m?| = 2V1 = m? + |m - V1 = m?| 
m+/l-m2=2/1-m?-(m-V1-m?) 
2m=2/1-m? (F) 
|m- V1- m?| = -2V1 =m? + |m + V1 = m?| 
—(m-/1-m2)=-2/1-m?+m+V1-m? 
-2m=-2/1-m? (F) 
Portanto, para |m| > V1 — m?, temos solução dada por: 
s=[0;+2/1-m?) 


b) Queremos solução não nula. Então, devemos verificar as raízes x = +2V1 — m?. 


Da condição de existência da raiz, temos: 
0O<m<1 


x] < 2 


Verificando a raiz: 


> |+2V1 = m?| < V2 


2/1- m? < V2 
4(1—- m?) <2 
1 


1-m? <- 
M 


<m? 


V2 


> |m| 2 — 
Im z= 


NI e 


Se m = 1, temos x34 = 0. Como queremos raízes não nulas, devemos ter m + 1. 
Portanto, m deve pertencer ao intervalo: 


V2 
2 


<m<1 


Gabarito: a) S = (o, +2V1 — m?} b) z <m<1 


30. (ITA/2005) 


Determine todos os valores reais de a para que (x — 1)? = |x — a| admita exatamente 3 
soluções distintas. 


Comentários 
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Vamos dividir o problema em casos. 
Para x >a: 
(x-1)2=x-a 
Desenvolvendo, obtemos a equação: 
x2-2x+1=x-—a 
x? —3x+a+1=0 (1) 


Encontrando as raízes: 


3+49—4(a+1) 3+V5-—-4a 
x = —— 
2 


7 = 
Para x < a: 
(x-1)2=-x+a 
x —-2x+1l=-x+a 
x-x+1-a=0 (ID 
Encontrando as raízes: 
1+V1-4(1-a) 1+vV4a-3 
SO O 
Para termos exatamente 3 raízes, temos 3 casos: 
1) Raiz única na equação (1). 
2) Raiz única na equação (II). 


3) Uma das raízes das equações (1) e (II) são semelhantes. 


Vamos resolver para cada caso: 
1) Devemos ter A = O: 
x? —3x+a+1=0 (1) 
A=9-—4(a+1)=5-—4a=0 
5 


sga- 
4 


2)A=0: 
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x —-x+1-0a=0 (ID 
A=1-4(1-0)=44-3=0 


= 
ga 


3) A maior raiz da equação II deve ser igual à menor raiz da equação I: 


Maior raiz da equação II: 


1l+v4a —3 
SD 
Menor raiz da equação I: 
3—-vV5-—4a 
E 


Igualando x, = x3: 
1+V44-3 3-V5-4a 
2 2 
V4a -3 +v5-4a=2 
Elevando ao quadrado: 
4a —3 +5 -— 4a +2V4a- 3V5- 4a =4 
24 (4a — 3)(5 — 4a) = 2 
V(4a—3)(5—4a)=1 
(4a — 3)(5 — 4a) = 1 
20a — 16a? — 15 + 12a = 1 
—16a? + 32a — 16 = 0 
a° —2a+1=0 
(a—1) =0 
saai 


Portanto, os valores de a são: 


Gabarito: a E (15,5) 


31. (ITA/2007) 


Sobre a equação na variável real x, 
|llx—11-3]-2/=0, 


Podemos afirmar que 
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a) ela não admite solução real. 


) 
b) a soma de todas as suas soluções é 6. 
c) ela admite apenas soluções positivas. 
d) a soma de todas as soluções é 4. 
e) ela admite apenas duas soluções reais. 
Comentários 


Vamos resolver a equação: 
|llx-11-3]-2[=0 
Como a igualdade da equação é zero, podemos remover o módulo mais externo: 
llx-1]-3|-2=0 
llx—1]-3|=2 
Agora, temos duas possibilidades: 
lx — 1|- 3 = 2 ou |x — 1| — 3 = -2 
Para o primeiro caso: 
Ix—1|-3=2 
Ix— 1|=5 


Temos mais duas possibilidades: 


II 
O 


x-1=553% 
Ou 
x-l=-53x=-—4 
Para o segundo caso: 
|x — 1|- 3 = -2 
Ix—1|=1 
Duas possibilidades: 
x-—1=1>5x=2 
Ou 
x-1=-13x=0 
Portanto, a equação possui 4 soluções dadas por: 
S =(6,-4,0,2) 
Analisando as alternativas: 
a) Falsa. Pois temos soluções reais. 
b) Falsa. A soma de todas assoluçõesés =6—-4+0+2=4 


c) Falsa. Temos a solução negativa —4. 
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d) Verdadeira. A soma de fato é 4. 
e) Falsa. Admite 4 soluções reais. 
Gabarito: “d”. 


32. (ITA/2007) 
Considere a equação: 4x? — p + 2Vx? -1 =x 


a) Para que valores do parâmetro real p a equação admite raízes reais? 
b) Determine todas essas raízes. 
Comentários 


a) Devemos verificar inicialmente as condições de existência da equação: 


yx? — p +24x?-1= x 
>0 >0 >0 


x -p>0 (xº>p x >p j 
2 > 4 y2 > as oap I 
xX —12>20?>\x >1?}x> 1o0oux< -1> eor 
x>0 x >0 x>0 J 
Agora, podemos resolver a equação. Elevando ao quadrado, obtemos: 


x? — p +4? — 1) + 4y x? — py x? — 1 = x? 
-p + 4x? — 4 + 4y x? - pyx? -1 =0 


44| (x2? — p) (x2 — 1) = p + 4 — 4x? 


Temos que verificar a condição de existência da nova equação: 
p+4-4xº>0 


Elevando ao quadrado a nova equação: 
16(x? —p)(xº- 1) =(p+4-—-4xº)? 
16(x*—-(p+Dx+p)=(p+4)2+16xº — 8x’ (p + 4) 
16%! — 16px? — 16xº + 16p = p? + 8p + 16 + 16x4 — 8px? — 32x? 
Isolando os termos com x?: 
—16px? — 16x? + 8px? + 32x? =p? + 8p + 16 — 16p 
16x? — 8px? = p° — 8p + 16 


Fatorando: 
(16 — 8p)x? = (p — 4)? 
2. P— 4 
-16 -— 8p 
p—4 p—4 


| E 2/4-—2p 
p-—4 


>Sx=+ 


“2/4-2p 
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O denominador deve ser diferente de zero e a parte interna ao radical deve ser positiva. Logo, 
a nova condição de existência é: 
4-2p>054>2p>p<2 
Vamos verificar quais valores de x satisfaz as condições de existência (I) e (ID): 


(D: 
a >p 
x>1 
Da condição x > 1, temos que a raiz deve ser positiva. Como p < 2, temosp — 4< 0e: 
—4 —(p—4 
p Ed) i 


=S 
24/4 -— 2p 24/4 -— 2p 


Logo, o valor de x deve ser: 
2. —(p-9) 0 4-p 


TE ———— 
2/4-2p 2/4-2p 


2 
(=) >? 
4-2p 


Verificando x? > p: 


Como 24/4 — 2p > 0, temos 4(4 — 2p) > 0. Então, podemos multiplicar a inequação por 
esse número: 
(4 — p}? > p(4(4 — 2p)) 
Resolvendo a inequação: 
16 — 8p + p? > 16p — 8p° 
> 9p? —- 24p +16 > 0 
Podemos fatorar a expressão: 


(3p-4} > 0 
Logo, qualquer p < 2 satisfaz a inequação. 
(ID: 
2 P+tH4 
-oa 


( 4-P e 
2/4-2p) 4 
(4-p} _p+4 
4(4-2p) 4 
(4 - p} < (p + 4)(4 — 2p) 
16 — 8p + p? < —2p?° — 4p +16 
3p? —4p<0 
p(G3p-4)<0 
Analisando o sinal de p(3p — 4): 
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Vemos que 0 < p < 4/3. 
Juntando com a condição p < 2, temos como solução para p: 


e [0,5] 
p 3 


4-p 


2/4 -— 2p 
b) As raízes para p E [o, à] são dados por: 
4-p 


24/4 -— 2p 


E a solução da equação é: 


4-p 
2/4-2p 


Gabarito: a) p E 0, à] b)x = 


33. (ITA/2008) 
Resolva a inequação V3x2 + 2x < x?. 
Comentários 
Vamos analisar a condição de existência: 
3x2 +2x>0 
x(3x+2)>0 


Analisando o sinal: 


SS= Mixo 


Vamos elevar a inequação ao quadrado: 
(3x2 + 2x) < x! 
xt — 3x? —2x>0 
Fatorando: 
= esra eea rahaa aAa) 
x(x(x —1)(x+1)-2(x+ 1)) = x(x + 1)(x(x — 1) — 2) = x(x + D(xº — x — 2) 
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x(x + D(x — 2)(x + 1) = x(x + 1)? (x — 2) 
Com isso, temos: 


x(x+1)2(x—2)>0 


Fazendo o estudo do sinal (lembrando que x = —1 é raiz dupla): 
+ + — + 
— >>> 
=l 0 2 7 


Dessa forma, encontramos: 
x<-lou-l<x<0O0oux>2 


Fazendo a intersecção com a condição de existência: 
2 
x<--oux>20 
3 
2 
AS LO SM So QU E 
2 
si g=(c0;-1)U (1-5 U (2, +0) 


Gabarito: S = (—œ, —1) U (-1, -Ż U (2, +00) 


34. (ITA/2012) 


3+x?, x>0 


é bijetora e, em caso afirmativo, encontre 
3-x2, x<0 


Analise se f:R > R, f(x) = l 
fR > R. 
Comentários 


Podemos provar que a função f é bijetora de dois modos: 
1) Analiticamente: 
Para x1, X2 2 0, x1% E R: 

X É X> 
Como ambos são positivos e diferentes entre si, podemos elevar ambos ao quadrado: 

x? IO 

3+x2 £x2+3 
flu) + x(x2), X1, X2 > 0 


Para x4, X2 < 0, x1, X2 E R: 
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X É X2 
Ambos são negativos e diferentes entre si, podemos elevar ao quadrado: 
LEX 
—x? + —x? 
3- x? #3- xó 
fl) + f(x) 
Portanto, f é injetora. 


Dado que f: R > R, vamos provar que Im(f) = R. 


rogii cm 
Se y E Rey = f(x). Para x > 0: 
y=3+x? 
x =y-3 
Ixl=/7—3 


x>20>5x=/y-3>205y-32053723 


Para x < 0: 
y=3- x? 
x? =3-y 
Ixl =43 -y 


x<0>x=-/3-y<053-y>057y<3 
Portanto, Im(f) = R. f também é sobrejetora. f é bijetora. 
2) Graficamente: 
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f é a união de duas parábolas. Uma com concavidade para cima (3 + x?) e outra com 


concavidade para baixo (3 — x2). 

O ponto que separa as duas equações é x = 0. Para x = O: 

f(O) =3 
O ponto de vértice das duas parábolas é: 

ob 

= 
Como b = O para as duas equações, temos x, = 0. Para x, = 0, temos f(0) = 3. 
A única equação que possui raiz é 3 — x2,x < 0. 

3-x2=05x=+V3 

Como x < 0, temos como raiz x = —3. 


Representando f no plano cartesiano: 


Percebemos pelo gráfico que f é uma função crescente (Hi E R, x > x% > f(x) > 
f(x5)) e Im(f) =R. 


Logo, f é bijetora e inversível. 
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Vamos encontrar a inversa de f: 


Se y = f(x): 
x >0 
y=3tr sr=;/y-35["")=V7-3,723 
x <0 
y=3-x >x =- 3-y > fy) =-/3-y,y <3 


Dessa forma, a inversa é dada por: 


Jy —3,y 23 


f~R>Ref o=f a 


Jy—-3,y 23 
—43 -y,y <3 


Gabarito: f~t: R > Ref !(y) = l 


35. (ITA/2015) 


$ a a 
Considere a equaçao Ig 
=x 


= — = 5, com a e b números inteiros positivos. Das afirmações: 
2 
l. Sea = 1e b = 2, então x = 0 é uma solução da equação. 
II. Se x é solução da equação, então x *5,X *-lex 1. 
WI. E df z não pode ser solução da equação. 
É (são) verdadeira(s): 
a) apenas Il. 
b) apenasle Il. 
c) apenaslelll. 
d) apenas Ile III. 
e) Lile lll. 
Comentários 


I. Verdadeira. 
Substituindo a = 1,b = 2,x = 0 na equação, obtemos: 


a b 
Ea 
= % yE 
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Il. Verdadeira. 
A condição de existência da equação implica: 


1-xº*0>5x=x+1 


PF a 
sé => = 
emg e 


Para a equação possuir x como solução, devemos ter x + +1 e x + 1/2. 


Ill. Verdadeira. 
Vamos substituir x = 2/3 e analisar a equação: 
a b 


1-x2 1 
L= T= 


a 
N 
l 
|= 
NI = 
II 
Sn! 


Q 
oello SIN 
II 
u 


Ep 
: E 


i 
= 


9a = 5(5 + 6b) 
9a = 25 + 30b 
9a — 30b = 25 

3(3a — 10b) = 25 


Como a, b E Z*, temos 3a — 10b E Z. Sabemos que 25 não é múltiplo de 3, logo é impossível 


haver valores para a e b inteiros positivos que satisfaçam a equação acima. 
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Gabarito: “e”. 


Essa ass 


36. (IME/1951) 


Determine todos os valores possíveis da relação p/h, onde p e h satisfazem as condições p > 
0,h > 0, de modo que seja real o valor de y dado pela expressão: 


y=vpº—2ph —hº 
Comentários 


Dadas as condições do problema, sabemos que 


p>0eh>05[5>0] 


Agora, vamos fatorar a expressão: 
y = yp? — 2ph— hº 


y = 4p? — 2ph + k? — 2h? 


j= Je —h)2— (N2h)) 


y = _|(p — h —VZh)(p — h + 2h) 
Se queremos que y seja real, a expressão dentro do radical deve ser maior ou igual a zero: 


(p —- h — V2h)(p — h + V2h) > 0 


Temos duas possibilidades: 


p 
p-h-v2h>0 (p>h+v2h nalea p 

> > >=> 1+vV2 
p-h+v2h>0 lp>h-v2h 212 h 

baisi 

p-h-v2h<0 fp<h+V2h p> p 

= > >-<1-vV2 
p-h+v2h<0 lp<h-v2h *<1-vZ h 


Logo, para y ser real, a relação p/h deve pertencer ao conjunto: 


+ E(-o,1-v2]u[1 + 2, +00) 
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Mas como p/h foi deve ser positivo, devemos ter 


Gabarito: A e [1 + v2, +) 


37. (IME/1983) 
Dada a equação: 
2mxº-2x-3m-2=0mER 
a) Calcule m tal que uma raiz seja nula. Calcule a outra raiz. 
b) Mostre que a equação tem sempre 2 raízes distintas. 
c) Determine m para que uma raiz seja inferior a 1 e a outra superior a 1. 
Comentários 
a) Queremos uma raiz nula, então vamos substituir x = O na equação: 
2mx? — 2x —3m-—-2=0 
-3m -2 =0 
>m= a 
Para encontrar a outra raiz, substituímos o valor de m na equação: 


4 
-3% 2x+2-2=0 


B E 
3 
4 
x($x+2)=0 
3 
>n = Dei 


b) Vamos analisar o discriminante da equação: 
2mxº—-2x-3m—-2=0 
A=(-2)?-4:2m:(-3m-—-2)=4+24m? + 16m 
A = 24m? + 16m + 4 
Se queremos que a equação tenha 2 raízes distintas, temos que provar que A > O: 
Isso pode ser feito calculando A’ da equação de A: 
A' = 16? — 4 : 24 : 4 = 256 — 384 = —128 < 0 
Como 4' < 0, temos A > 0,Ym E R. 
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Portanto, a equação 2mx? — 2x — 3m — 2 = 0 tem sempre 2 raízes distintas. 
c) Queremos que o número 1 esteja entre as raízes. Vamos usar o teorema a - f (a): 
afla)<0>3h4>0ex<a<x, 
O nosso a é 1, vamos calcular 2m - f(1): 
2mxº—-2x-3m—2=0 
afl(a)=2m(2m-2-3m-2)=2m(-m-—4) = -2mm+4) 
> -2m(m+4)<0 


Analisando o sinal da equação: 


Assim, temos: 


m < —4oum>0 


Portanto, para esses valores de m, o número 1 estará entre as raízes da equação. 


Gabarito: a) m = -Že x= -Ż b) Demonstração c) m < —4 oum > 0 


38. (IME/1989) 
Resolva o sistema para xe y E R: 
(o -3/xy=4 
x +y = 20 
Comentários 
O bizu nessa questão é fazer a = JETI Dessa forma, a primeira equação reescrita fica: 
7a? — 3a? = 4 
—3a? +7aº -4=0 
Fatorando a expressão: 
—3a? + 3a? + 4a? -4=0 
—3a? (a — 1) + 4(a? — 1) = 0 
(a — 1)(—3a? + 4(a + 1))=0 
(a — 1)(—3a? + 4a +4) = 0 
Encontrando as raízes de —3a? + 4a + 4: 


+ OO 2. 2 
a = = = =3 = ou 3 


Dessa forma, temos: 
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= 3a-1(a-2)(0+5)=0 


Raízes: 
2 
q = 1,a, = 2, a} = = 
Para q = 1: 
6 <n =: 
xy =1 >f xy=1 
x+ y= 20 x+ y= 20 
Substituindo uma equação na outra: 


z "e 20 
= === 
X X ai xX 


x? —20x+1=0 


Raízes: 
x = 10 + V100 — 1 = 10 + V99 = 10 + 3V11 
Para x = 10 + 3V11: 
1 1 10 — 3/11 


m oa os 
Para x = 10 — 3V11: 
1 1 10 +3V11 
sms oa 
Para a, = 2: 
day =2 xy = 64 
KA Pedune 
Substituindo uma equação na outra: 
64 64 
tida 
x2—-20x+64=0 
Raízes: 
x = 10 + V100 — 64 = 10 + 6 = 16 ou 4 
Para x = 16: 
64 
Vo 
Para x = 4: 
ye ai 
4 
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Para a3 = —2/3: 
a 
x+y = 20 
Não existe x,y E R que satisfaz o sistema, pois Vxy > 0. 
Portanto, os pontos (x; y) que satisfazem o sistema são: 
(10 + 3V11; 10 — 3/11) 
(10 — 3V11; 10 + 311) 
(16;4) 
(4; 16) 
Gabarito: (10 + 3/11;10 — 311), (10 — 311;10 + 3/11) , (16; 4), (4;16) 


39. (IME/2000) 


Considere a,b e c números reais tais que a < b < c. Prove que a equação a seguir possui 
exatamente 2 raízes reais x4 ex, tal quea < x, < b < x, <c. 


1 1 1 


Comentários 
Inicialmente, vamos desenvolver a equação para poder analisá-lo: 
1 1 1 
+— +—— =0 
x-a x-b x-c 
(x—-b)(x—- )+(x—a)lx— )+ (x — a)(x — b) o 
(x— a)(x— b)(x — c) E 


0 


Para x + a,b,c, temos: 
(x—b)(x—c)+(x—a)(x—c)+(x—-a)(x-b)=0 
> f(x) = (x — b)(x — c) + (x — a)(x — c) + (x — a)(x — b) 
> f(x) = 3x? — 2(a + b + c)x + ab + ac + bc 


Queremos provar que essa função possui 2 raízes reais distintas tal que a < x, < b < x, < 


Sendo x, e x,, as raízes da equação, devemos mostrar que o número b está entre as raízes. 
Vamos usar o teorema a * f (a): 


a fla)<0>hA>0ex<a<x 
Fazendo q = b: 
a fla)=3:f(b)=3(b-a)(b-—c) 
Do enunciado, temos a < b < c. Então: 
b-a>0eb-c<0>5(b-a)(b-c)<0 
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>3-f(b)=3(b-a)(b-c)<0 
Portanto, o número b está entre as raízes x, e x, e a equação possui 2 raízes distintas. 


Vamos usar novamente o teorema para provar que a e c estão fora do intervalo entre as 
raízes: 


3-f(a)=3(a-b)(a-—c) 
a-b<0ea-c<0>5(a-b)(a-c)>0 
>3-f(a)>0 
3- f(c) = 3(c — a)(c — b) 
c—a>0ec-—-b>0>(c-a)X(c-b)>0 
>3-f(c)>0 
“+ a,c estão fora do intervalo entre as raízes 
Comoa < b < cex < b < x, temos: 
a<x <b<x,<c 


Gabarito: Demonstração 


40. (IME/2007) 
Ser, e r são raízes reais distintas de x? + px + 8 = 0, é correto afirmar que: 
a) In +15] > 442 
b) Ir, +15] < V2 
cirl 2 2elnl| 22 
d) lnl 2 3eln|<1 
e)linl<1eln|<2 
Comentários 


O enunciado afirma que a equação possui 2 raízes reais distintas, então: 


A>0 
A=pº-4:1:8=p?-32>0 
p? > 32 
> |p| > 4V2 
Vamos analisar as alternativas. Devemos analisar o valor de cada raiz: 
_ p-p? -32 
n= 
„typ -32 
2z =— 5; 


Entre as alternativas, vemos que (a) e (b) analisam a soma das raízes. Vamos somá-las: 
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ri trn = -p 
Calculando seu módulo: 

In +75] = pl 
Da condição inicial, encontramos |p| > 4V2. Logo: 

Im + r| > 442 


Gabarito: “a”. 


41. (IME/2012) 
Seja a, b e c números reais e distintos. Ao simplificar a função real, de variável real, 
a? (x— b)(x—c) b?(x—c)(x—a) c?(x—a)(x— b 
Hs ( )( a (e = um ( MK ) 
(a = bla =) (b-— c)(b—a) (e= aep) 
Obtém-se f (x) igual a: 


a) x? — (a + b + c)x + abc 
= 


b) x? + x — abc 
c) x 

d) —x? 

e) x? — x + abc 


Comentários 
Perceba que f é uma função quadrática. Veja: 
a? (x—b)(x—c) b?(x—c)(x—a) c?(x—a)(x— b) 
o pe Gede- Aae 
Os termos em vermelho são expressões quadráticas e os termos em verde são números reais. 
A soma das expressões quadráticas resulta em uma expressão quadrática. Logo, podemos escrever: 


f(x) = ax? +Bx+y 
Vamos encontrar relações para f: 
a(a-b)(a-c) bi(a-c)la-a) cila-a)(a— b) 
(a-D(a-o) * b-b-a) * (eae) 
f(a) = a? 
o a (beb bib=eb=-a) Db=ab=b) 
be so * ao a 
f(b) = b? 
a? (c—b)(c—c) b?(c—c)(c—-a) ci(c-a)(c—b) 
"SO q-Da-d Aba) * CCD 
fc) =€ 


x=a> f(a)= 
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Dessa forma, substituindo x = a,b,c na função f(x) = ax? + Bx +y, encontramos o 
sistema linear: 


«a? +Bat+y=a? (1) 
ab? + pb +y = b? (ID 
ac? + pc +y = c (IN 
Resolvendo o sistema: 
(D — (IT): a(a — b)? + (a — b) = a? — b? 
(1) — (HT): a(a — c)? + b(a — c) = aœ? — c? 
Simplificando ambas as equações (lembrando (a — b)? = (a + b) (a — b)): 


a A (IT) 
a(la+c)+B=a+c (IV) 


Fazendo (ITI) — (IV): 
a(b—-c)=b-c>]q=1 
Substituindo a em (III): 
(D(a+b)+B=a+b>38=0 
Substituindo a, $ em (I): 
(1)a? + (0)a +y =a@°>y=0 
Portanto, encontramos a = 1,8 = 0,y = 0. f é dado por: 


fœ) =x? 


rh 


A 


Na hora da prova não precisaríamos realizar todas essas etapas para encontrar a 


resposta. Bastaria perceber a relação: 
x =a > f(a) = a? 
x = b > f(b) = b? 
x =c > f(c) = c? 
Poderíamos substituir x = a, b, c nas alternativas e encontrar nossa resposta. 


unn 
c. 


Gabarito: 
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6. Considerações Finais da Aula 


Chegamos ao final da nossa aula. Vimos tudo que precisamos para resolver as questões sobre 
funções, equações e inequações do 2º grau e modulares. Na próxima aula, veremos as outras 
funções que serão cobradas na prova. Tente agregar os métodos de resolução de exercícios 
abordados nessa aula. Ao longo do tempo, aprenderemos novos métodos que podem facilitar a 
resolução dos exercícios. 

Continue estudando e se esforçando! 

Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões entre em contato pelo fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 


o) /victorso /profvictorso © /profvictorso 
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Introdução 

Na aula de hoje, estudaremos as funções exponencial e logarítmicas, assuntos muito 
cobrados nas provas do ITA/IME. Tente fazer todos os exercícios dessa aula, pois é bem provável 
que caia no seu vestibular. Também aprenderemos a resolver equações funcionais e outras funções 


que podem ser cobradas na prova. 


Caso tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 


Estratégia ou se preferir: 
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1. Função Exponencial 


1.1. Potenciação e Radiciação 


1.1.1. Definição 


Vamos relembrar alguns conceitos de potenciação. Vejamos alguns exemplos: 


1)23=2:2-2 


3vezes 


2)4º=4:4:4:4:4 


5 vezes 


3) 310 = 3:3:3- ...3 


100 vezes 
Potenciação é usada para representar a multiplicação de um mesmo número várias vezes. 
Chamamos de expoente ou potência o número de vezes que esse número é multiplicado e base é o 
próprio número. No exemplo (1), o número 2 é a base e 3 é o expoente. No exemplo (2), 4 é a base 


e 5 é o expoente. No exemplo (3), 3 é a base e 100 é o expoente. 
Vamos ver a definição de potenciação: 
Paraa E R, n E N, temos: 


a” =a'ʻaʻa'.. na 
e e” 
nvezes 


a” representa o produto de n fatores iguais a a, onde n é o expoente e a é a base. 


Para n = 1, temos at. Como não temos um produto de mais fatores, consideramos a! = a. 
Disso, podemos extrair a definição indutiva de potenciação: 


ar+1 — aa” 


Como consequência da definição, temos: 


1.1.2. Propriedades da Potenciação 


P3) (ab)” = a” . bm 
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m m 
pa) (E) =.,b+0 
P5) (a™)" = qr 
P6ja>1>1<a<a?<. <aneEeN 
P7)0<a<1>1>a>a?> = >a"nEeEN 


A propriedade P1 nos diz que para multiplicação de potências de mesma base, conservamos 


a base e somamos os expoentes. 


Um detalhe para essa propriedade é se m = 0 en E N*, usando a propriedade, obtemos: 


Portanto, devemos considerar que um número elevado a 0 resulta no número 1. 


As propriedades vistas até aqui são válidas para um expoente n natural. Vamos ver o que 


acontece quando estendemos o conceito para expoentes reais. 


Começando pelos expoentes inteiros: 


Paraa E R, m,n E Z e m = —n, usando a propriedade P1, temos: 
a™ a” = a™” a" = go =a? = 
a"-a"=1 
saq "a= 
ar 


Usando esse resultado, podemos provar que todas as propriedades válidas para os expoentes 


naturais também são válidas para os inteiros. 
Agora, vejamos para expoentes racionais: 


Aqui, surge o conceito de radiciação. Além da potenciação, temos a operação chamada de 
radiciação. O que muda entre elas é a sua forma de representação. Tipicamente, a definição de 
radiciação é dada por: 

b=Vaob"=a 
Sendo a E R$,b E R}, n E N”. 


b é a raiz n-ésima de a. 
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n é o índice da radiciação. 
a é o radicando. 
v éo radical. 


Vejamos as propriedades para radiciação: 


1.1.3. Propriedades da Radiciação 
R1) Va: Vb = Va- b 


R3) (Va)” = (Yam) 

R4) Va = "Ya 

R5) Va” = “Vamp 

Essas propriedades decorrem daquelas válidas para a potenciação. 

Voltando ao conceito de potenciação de expoentes racionais, temos que sen = tal que p E 


Z,q E Z*,n E€ Q, temos: 


p 
= q 
a” = al = Va? 
Para expoentes racionais juntamos os conceitos de potenciação e radiciação. 


Usando a definição: 


Sendoa E R, n = am = 05 E Nº, temos: 


r P 
-a” = as -a1 = Va" Va? 


Aqui, devemos igualar os índices para conseguir juntar os números em um mesmo radical. 


am 


Para isso, basta fazer: 


r ar 
as = qqs 
p ps 
al = qaqas 
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Desse modo: 


qr ps qr+ps r p 


p p> r 
4 = qas : ag = “air : Naps = “Var - q?S = “Varas =a 98 = as" 


r r 


r p rp 
>as'al=qs 4 


Usando esse resultado podemos provar todas as propriedades da potenciação. 
Portanto, as propriedades são válidas para expoentes racionais. 


Não veremos o estudo dos expoentes irracionais, pois isso foge ao escopo do curso. Mas saiba 


que todas aquelas propriedades podem ser usadas para expoentes reais. 


1 


a+vb 
Como eliminamos o radical do denominador do número acima? 


Lembra da fatoração x? — y? = (x — y)(x + y)? Vamos usá-la. 


Para remover o radical, devemos multiplicar o numerador e denominador por a — vb. 
Com isso, obtemos: 
1 ab ab 
a+vb ab a-b 
Esse processo chama-se racionalização. 


Vamos ver 2 teoremas que nos ajudarão a resolver as questões da prova: 


1.1.4. Teorema 1 


Parane ReaeR: 
a>lea”>10on>0 
Demonstração: 


A prova desse teorema deve ser feita por etapas. Primeiro, provamos que é válido para os 


inteiros, depois os racionais e por último os irracionais. 
Vamos iniciar para os inteiros: 
Lema 1 


Sendoa ER, a>1eneZ,temos: 
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a” >16n>0 
Usando PIF, vamos provar que n > 0 > a” >1. 
Paran = 1, temos at = a > 1. Logo, ela é válida para n = 1. 
Para k € Z, precisamos provar que a¥ > 1 > ati > 1. 
Multiplicando a desigualdade a* > 1 por a > 1, temos: 


k.a>a 


a 
a“tt >a É 
= q" >1 
Portanto, é válida a implicação n > 0 > a” > 1. 
Usando o que acabamos de provar, vamos mostrar que a” >1>n>0. 
Supondo n < 0, temos: 
-n > 0 


Vimos que n > 0 > a” > 1, então:” 


-n> 0 >a" >1 


1 
P >1 
>a”<1 
Absurdo! Pois contraria a hipótese a” > 1! 
Portanto, a” >1>n>0. 
Agora, vamos mostrar a prova para n E€ Q: 
Lema 2 
Sendoa E R,a > 1en EQ, temos: 
>16n>0 


Vamos iniciar por n > 0 > a” >1. 


Fazendo n = p/q, com p E N e q E Nº, temos: 
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1\4 
Escrevendo a = (as) > 1 e usando o lema 1: 


Seg > 0: 


1 
Mas, se a1 > 1 e p > 0, temos: 


Portanto: n > 0 > a” > 1. 
Agora, para a segunda parte:a” >1>n>0 


Fazendo n = p/q, comp E Z e q E Z*, temos: 


1 
Supondo q > 0 e usando o resultado aí > 1: 


p 
Da hipótese a1 > 1, usando o lema 1, podemos escrever: 


Dessa forma: 


q>0ep>05n=7>0 


= Aj «ATP 
Supondo q < O, temos —q > 0.Sea 1>1elas = (a a) >1: 


>-p>0 
>p<0 
Portanto, concluímos: 


p 
q<0ep<0>n=->0 
q 
Uma consequência que decorre do lema 2 é: 
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SeaeR,a>1,x,y E Q, temos: 
q >a” Sx>y 
Demonstração: 
Supondo a” > a” e multiplicando a desigualdade por a”, obtemos: 
a*a > aa? 
SI sa'=1 
q >1 
Pelo lema 2, podemos concluir: 
x—-y>0>x>y 
Lema 3 
Vamos terminar a demonstração do teorema, provando que n pode ser irracional. 
Sendoa E R,a > 1ef ER- Q, temos: 
aÉ>1S8B>0 
Parte 1) >0>af>1 
Supondo x,y EQeßf ER-Q,se0<x<f<y: 
Pelo lema 2, como a > 1e x,y > 0, podemos escrever: 
a% >1lea%>1 
Pela consequência do lema 2: 
Comoa > 1ex < y, temos: 
1 <a” < a 
Sendo a função exponencial contínua em R, podemos escrever: 
1<a*<af <a” 
Portanto: 
af >1 
Parte 2)af >1>ß>0 


Supondo 8 < 0, com 8 E R — Q, temos —f > 0. 
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Então, usando o que acabamos de provar, podemos escrever: 

ÉS 
Multiplicando ambos os membros da desigualdade por af > 0, temos: 

a af > a? 
a? > af 
1> a? 

>af <1 
Absurdo! Pois, contraria a hipótese af >1. 
Portanto, p > 0. 


Assim, provamos que a > 1 e a” > 1 € n > 0 é válido paran E R. 


1.1.5. Teorema 2 


TOME NOTA! 


Essa propriedade costuma cair com bastante frequência nas provas do ITA/IME. 


Para a,x, y E Rea > 1, temos: 


Demonstração: 
a” > a? 
Dividindo a inequação por a” > O: 
a” 
w >1 
q“ >1 
Usando o teorema 1: 
x—y>0 
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x>y 
1.1.6. Teorema 3 
Parane Rea ER: 
Demonstração: 
Se0<a< 1, temos: 
Fi 
a 


Escrevendo b = 1/a e usando o teorema 1: 
bf >18 -ßf>0 
Substituindo b = 1/a na implicação acima, obtemos: 
1,7B 
(=) >1 
a 


aÉ>1SB<0 


1.1.7. Teorema 4 


TOME NOTA! 


Essa propriedade costuma cair com bastante frequência nas provas do ITA/IME. 
Paraa,x,y ERe0O<a< 1, temos: 
Demonstração: 

a” > q” 


Dividindo a inequação por a” > 0: 
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Usando o teorema 2, temos: 


1.2. Equações Exponenciais 


Aprendemos as operações básicas de potenciação e radiciação. Agora, somos capazes de 


resolver equações exponenciais. 
Vamos ver algumas equações e aprender a resolvê-las: 
1) 2* = 1024 
Como encontramos o valor de x que satisfaz a equação acima? 


A técnica, nesse caso, é escrever os números de modo a obter uma base em comum. Vamos 


fatorar o número 1024: 
1024 = 21° 
Assim, fazendo a substituição, obtemos: 
2x = 910 
Sabendo que a função 2* é injetora, para a igualdade ser verdadeira devemos ter: 


x = 10 


2)9 +31 =4 
Para essa equação, devemos ver que 9" = (32) = (3%)? e 3%t1 = 3%. 3 
Assim, fazendo as substituições na equação, temos: 

(3) +3-3* =4 
Vamos chamar y = 3º > 0,Yx E R: 

2 Es 
yt +3y=4 
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y2+3y-4=0 
vb =1)=0 
Com isso, vemos que y = —4 u y = 1 são soluções da equação acima. Vamos encontrar x 
para cada uma delas: 
Paray = —4: 
3* =—4 


Sabemos que 3* > 0, Vx E R. Então, Áx que satisfaz a equação. 


Paray = 1: 


Portanto, a equação possui apenas uma solução: 
S = {0} 

3) 4* +6% =2-9* 
Vamos reescrever a equação: 

(22)* + (2:3) = 2. (33 

(2%)? + 2% :3* = 2. (3%)? 
O bizu aqui é dividir a equação por (2%)? (poderia ser também (3*¥)?), já que esse número é 

diferente de zero para todo x real: 


(2%)? + 2X. 3% o (3%)? 


(2*)2 (2? 
3% 3%? 
he) 


X 
Agora, chamamos y = (5) : 
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Encontrando a solução: 


DEVEN 145, 1 
a e 


Para encontrar a solução em x, basta testar os valores de y: 


Paray = 1: 

ar 

(5) =1 

>x=0 

Para y = -5 

es; 

2 2 
> Áx € R que satisfaz a igualdade 
S= {0} 
33 = E 


ê 1 ; 
Nessa equação, perceba os fatores x + E Se elevarmos esse número ao quadrado, obtemos: 


Nom. d 
(x +=) =x ds +2 
x xX 


Temos que fazer surgir o fator 2 no expoente do número à esquerda. Vamos multiplicar a 


equação por 32: 
Pety 

3%+% 

gx tzt 729 
3x+ 

e 72 
32+ 

Substituindo y = x + - na equação: 
97º — 729 
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Dividindo por 3º: 


372+y 
36 


= 1 
377 +y=6 =30 
As potências possuem a mesma base. Desse modo, podemos igualar os expoentes: 
y? +y—-6=0 
YFG =2)=0 
>y=-30uy=2 


Testando os valores: 


Para y = —3: 
x+-=-3 
x? +3x+1=0 
= -34V9-4 —3+5 
"= e ~ q 
Para y = 2: 
x+-=2 


xº-2x+1=0 
(x— 1)2=0 
>x=1 
Portanto, a equação possui 3 soluções distintas: 


ai -3 - V5 -3 + V5 
s-h 5N] 
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1.3. Inequações Exponenciais 


Vamos aprender a resolver inequações exponenciais. O método de resolução deve seguir a 


seguinte ideia: 


x,y ER 
Sea>lea'>a'>x>y 


SeO<a<lea'>a”>x<y 


1)2%—-1>21-* 


Inicialmente, devemos organizar os números da inequação: 


2*2% —2*-—2 
2x 

(2%)? — 2* -2 
2x 


>0 


>0 


O denominador da inequação acima é sempre maior que 0, Vx E R: 
2* >0,vVx ER 
Então, devemos ter: 
(2)2-2*-2>0 


Fazendo a substituição 2% = y, encontramos a seguinte inequação do segundo grau: 
y 


y?-y-2>0 


Q@-2)@+1)>0 


Analisando o sinal: 


+ 


Assim, y deve pertencer ao intervalo: 
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y<-louy>2 
Agora, devemos retornar à variável x: 
2* < —1 0u 2* >2 
Sabemos que 2* > 0, Yx E R, então, a única solução é 2* > 2: 
2> 22> 
Como as bases da inequação acima são iguais e maiores do que 1, podemos comparar usar a 


mesma desigualdade e escrever: 
x> 
Portanto, a solução da inequação é: 


S = {x € Rix > 1} 


ESTA CAI 
NA PROVA! 


| 1. (ITA/1988) Paraa ER,0 <a < 1, resolva a inequação: 
| a°% -(a+a)a! +a? < 0 
| Resolução: 


i Perceba que a inequação dada é difícil de ser analisada nesse formato. Vamos substituir | 
qt = y > 0,Yx E R: 
| y? — (a +a?)y +a? < 0 

| Encontramos uma função do segundo grau na variável y. Vamos calcular A para verificar a | 
| forma dessa função: | 


A=b?-4ac=(a+a?)2-4:1:a? 
A=al+2aº + a4 — 4a? 
A = @? — 2a? + at 
| A=(a-a?)? 
| O enunciado afirma que0 < a < 1, então a + 1 ea + O. Disso, temos: | 
| A=(a-a?)2>0 | 
| A função na variável y sempre possui 2 raízes reais distintas. Vamos encontrá-las: | 


y= -b+VA  (ata?)+y(a-a2)2 _ (a+a?)+|a-a?| 
2 


2a 2 
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Da desigualdade O < a < 1, usando a < 1 e multiplicando ambos os lados por a, temos: 
a<a>s0<a-a?>a-al>0 
Assim, o número a — a? é sempre positivo, então, podemos remover o módulo: 


= (a+a?)+(a-a?2) 


2 

y2 
yj=4a 
y =a 


Como a? < a, o estudo do sinal da função fica: 


y? — (a +a?)y +a? <0 


Queremos os valores da função negativos, então y deve pertencer ao intervalo: 


a@ <y<a 
Retornando à variável x: 
a? < a < at 


Disso, concluímos: 


| Gabarito: S =]1,2[ 


1.4. Funções Exponenciais 


1.4.1. Definição 


A função exponencial é dada por: 


f:R> R$ 
fœ) =a% a>0ea+1 


Perceba que a condição da base da função é a > 0 ea + 1. Vamos ver a razão disso: 
Suponha a = —3, então: 
fœ) = (—3)* 


Se x = 1/2, temos: 
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f(j)=(32=V3eR 


O número resultante é irracional e não pertence ao conjunto dos reais! 
Agora, suponha a = 0 ou a = 1, nesses casos, temos as funções constantes: 
a=0>f(x)=0,vxEeR 
a=1>f(x)=1"=1,vxEeER 


Temos dois casos diferentes de função exponencial, vamos estudar cada um deles. 


1.4.2. Caso 1 
O primeiro caso é para base O < a < 1, vamos ver o que acontece com a forma da função: 
fa) = a? 
Verificando a monotonicidade da função: 
Vx,,X, E R, tal que x, < xı > x2 — xı <0 
Usando o Teorema 2, temos: 
0<a<lear>lilen<0 
Fazendo n = x, — x4: 
X — X1 < 0 > a%2™1 > 1 


a*2 


q 
> a% > q” 
Assim, encontramos a seguinte implicação: 
x < X, > Q% > a™! > f(x,) > f(x) 
Portanto, a função é estritamente decrescente para 0 <a < 1. 


Nesse caso, o gráfico da função fica: 
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f= OLan 


Note que f(x) > 0, Yx E R. A função exponencial nunca se zera! 


Chamamos de assíntota, a reta que limita o valor que a função admite. No exemplo acima, a 
assíntota é a reta y = 0 e coincide com o eixo x. Aumentando-se os valores de x, a função tende a 


se aproximar do valor 0! 


Tu = aque a 


Assintota 
y=0 


1.4.3. Caso 2 


O segundo caso é para a > 1. Vamos analisar a monotonicidade da função: 


Vx,,X4 E R, tal que x, > x4, temos x, — x, > 0. Usando o Teorema 1: 
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a>lea">10on>0 


Fazendo n = x, — x, > 0, podemos escrever: 


X—-x>0>59%2"*>1 


aq*2 > q 
Desse modo, temos a seguinte implicação: 
X > xı > a? > a”! > f (x) > f (xı) 
A função é estritamente crescente para o caso a > 1. 


Se gráfico é dado por: 


Perceba que o gráfico dessa função tende a zero quando x tende a menos infinito. 


q 


A função exponencial f(x) = a” é injetora, pois para a > 1, a função é estritamente 
crescente e para O < a < 1,a função é estritamente decrescente. Consequentemente, temos: 


X, = X4 > 4" = q! 
A imagem da função exponencial é o conjunto dos reais positivos: 


Im(f) = R$ 


4 Aula 05 - Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, Equações 
Funcionais 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 05: ITA/IME 2020 


Portanto, se o contra-domínio da função f for R}, ela é sobrejetora. Logo, é bijetora. 


HORA DE 


PRATICAR! 


| (Exercícios de Fixação) 

f 2. Resolva as seguintes equações: 
| a) 6:3 = 13-6% +6:2* =0 

| b) 4% — 3X-0,5 — 3x+0,5 _ 92x-1 


x2-4x-3 
52 


= 625 


| 2 
| d) x2x 7x+4 — x 


c) 


|e)1+3 +3? +3 +- +3*— 9841 =0 
x" +139x7* — 108x7%* = 32 
| Resolução: 
(a) 6:3% — 13:6% +6:2*=0 
| Perceba os termos 2” e 3”: 
6:3? — 13: (2%): (8359 +6:2™” =0 
Vamos dividir toda a equação por 2?*: 


6:3? —13- (2%) (3%)+6:2°* _ 
22X = 


eH- +6=0 
3 x 
Agora, basta substituir (5) =): 
6y2—-13y+6=0 


Encontrando as raízes na variável y: 


13+V25 1345 2 3 
= ———— = —— = - 0u- 
12 12 3 2 
Retornando à variável x, temos: 


U 
R 
H 

II 

l 
m. 
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S = {+1} 


| b) 4% — 3X-0,5 = 3X+0,5 — 22x-1 
| Vamos reescrever a equação: 
2X) 3% = «DX 22x 
Gaje n v3 -3 ; 
3 92X — 3x% o 
2 aa no (V3 +55) 
2x-1 — ox-1 (4 
pra mara (A) 
22x—3 = 3X-1,5 


(22 ret = 3X-1,5 
4¥71,5 = 3X-1,5 


Dividindo a equação por 31º > 0, Yx E R, temos: 


= 


Desse modo, encontramos: 


x— 1,5 =0 
x =1,5 
> S = (1,5) 
gs = 625 
| Fatorando 625, obtemos: 
garaia = 54 


Agora, basta igualar os expoentes: 
2x%°-4x-3 — 4 = 92 
Novamente: 
x? —4x -3 =2 
x? —4x—-5=0 
x=(2+V9)=2+3=-10u5 
> S = {-1;5} 


| 2. 
| d) x2* 7x+4 — x 


4 Aula 05 - Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, Equações 
Funcionais 


www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 05: ITA/IME 2020 


Nessa equação, se fizermos x = 1 ou x = 0, a equação sempre é verdadeira. Logo, x = 1| 
e x = 0 são soluções. | 


Para as outras soluções, devemos igualar os expoentes: | 
2xº =x +t4= 1 
2x? —7x+3=0 


7+V25 745 1 
=>" = — =- ou 3 


4004 2 
Portanto, a solução é dada por: 


| e) 1 +3 +32 +3? +- +3* — 9841 =0 
Vamos reescrever a equação: 
1+3 +3? +3? +- +3% = 9841 


Perceba que o lado esquerdo da equação é uma PG de razão 3. Sabemos que a soma de 
| uma PG é dada por: | 
| _ a(q”-1) 
SaF E 
Nesse caso, q4 = 3° eq = 3: 


Substituindo na equação, temos: 
| = 9841 
2 
| 3* = 19683 
| 3* = 3° 
| Ee 
> S = {9} 


" x* + 139x* — 108x7?* = 32 

Vamos multiplicar toda a equação por x?* 

x?* + 139x* — 108 = 32x?” 

x — 32x + 139x* — 108 = 0 
Fazendo x* = y, temos: 

y? — 32y? + 139y — 108 = 0 
Fatorando a equação: 

y? — 32y? + 108y + 32y — y — 108 = 0 
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| y? — y + 108y — 108 — 32y? + 32y = 0 
| y(y? — 1) + 108(y — 1) —-32y(y— 1) =0 
| (y — 1)(y(y + 1) + 108 — 32y) = 0 
(y — Dl? + y + 108 — 32y) = 0 
(y — DG? — 31y + 108) = 0 


Raízes: 
yı=1 
314+v961-432 31+v529 31+23 
Do ARS E A 


pn=15x=15%=1 

| y =4> x =4=27? >% =2 
melden == sms) 

| S=([1;2:3] 

| Gabarito: a) S = {+1} b) S = {1,5} c) S = {—1;5} d) S = {0 

523) 


a 
7 ri » 
2 


=:1;3] e) S = {9} ns= 


| 3. Resolva as seguintes inequações: 

| ai<3bé-x<g 

| b)V/92—- 35 > 37-09 

|c) 25-2% — 10* +5* > 25 

| d) (4x? + 2x + 1) > 1 

EE < 1 

|f) 8 +18% — 2:27” > 0 

| Resolução: 

| ajt<g3bê-x<g 

| ei E 
Podemos comparar os expoentes: 

0o<l|xº-x|<2 
Agora, temos duas inequações: 
x? —- x|>0 
Ix(x— 1)|>0 

Como o módulo de qualquer número é maior ou igual a zero, temos nessa desigualdade: 


>x+0ex+1 
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| lx? —- x|<2 

| -2<x2-x<2 

| Es 
x —-x<2 


E —x+2>0 
x/—x—2<0 

Resolvendo cada uma separadamente: 

x?—x+2>0>4=1-8=-7<0ə>x-x+2>0,vVxER 
x? —x—2<0 
(x—2)(x+1)<0 
Analisando o sinal dessa inequação, encontramos: 
—1<x<2 

Fazendo a intersecção das soluções, obtemos: 
| S=|]-20[U]0,1[U]1,2] 
| b) VI = 372 > 3% — 9 
| Substituindo 3” = y, temos: 

Jy? -9y >y -9 
Analisando a condição de existência: 
y? -9y >0 
yy-9)>0 

Estudando o sinal, encontramos: 
| y<00uy>9 
| Como y = 3* > 0, Yx E R, temos uma única condição: | 
| 3* > 3? >x>2 

Agora, vamos dividir a inequação em dois casos: | 


Caso 1) Se o lado direito for negativo, qualquer y que esteja na condição de existência será | 
| solução. | 


2 

v WI syge RD 
y—9<0 

Não convém, devido a condição de existência x > 2. 


Caso 2) Se o lado direito for positivo. Podemos elevar ambos os membros ao quadrado e | 
| analisar a inequação: | 
y= 9y => (y— 9) 
y? — 9y > y? — 18y + 81 
9y > 81 
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| y>953">3º>5>x>2 
| Portanto, x > 2 satisfaz a inequação: | 
| S = (2, +0) | 
| | 
| c) 25 -2% — 102 + 5% > 25 | 
| Fatorando as expressões: 

25.2% — 2*5% 4+5* -25>0 

2*(25 — 5%) — (25 - 5%) > 0 

(2* — 1)(25 - 5%) > 0 


Agora, basta analisar os dois casos possíveis: 


CE 

25-5% >0 

2% >22 >x>0 
25-5*>0 


5? >5%>x<2 


Nesse caso, temos o intervalo ]0, 2[. 


o 

25—5%<0 

2” <2? >x<0 
25-5*<0 


52 < 5% >x>2 
Não temos solução nesse caso, pois x < Ve x > 2. 
Portanto, temos a solução: 
S = ]0,2[ 


|d) (4x? + 2x > 
| Vamos verificar o discriminante da expressão quadrática 4x2 + 2x + 1: 
A=4-—-16=-12<0 
Portanto, essa expressão sempre resulta em valores positivos. 
Então, temos dois casos possíveis: 
(6 +2x+0)%-*>1 ai e +2x+D“-*>1 
4x2 +2x+1>1 0<4x2+2x+1<1 
Para o primeiro caso: 


(4x? +2x +)“: >1 
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Como 4x? + 2x + 1 > 1, temos: 
$ => 0 
x(x— 1) >0 
>x<00ux>1 
Sı =] — œ, 0[ u ]1, +oo[ 
4x? +2x>0 
2x(2x+1)>0 


1 
>x<-—-7o0ux>0 


Sa =] - %, -4 [U ]0,+of[ 


Fazendo a intersecção das soluções, encontramos: 
S = S N S, =] — œ, —1/2[ u ]1, +oo 
Para o segundo caso: 
(4x2 + 2x +1)Ž = >1 
Como 0 < 4x? + 2x + 1 < 1, temos: 


x? —x<0 
x(xx—1)<0 
>0<x<1 
S3 =]0,1[ 


4x2 +2x+1<1 
2x(2x + 1) <0 


Fazendo a intersecção das soluções: 
S = S NS, =Ø 
Portanto, a solução do problema é dada por: 
==] — œ, —1/2[ u |1,+00[ 


e) 2Y — 2l-VX < 1 
Analisando a condição de existência: 


x>0 


Substituindo 2% = y: 


2 
—- << 
y S1 
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y2-9=2 
y 


<0 


Temos apenas um caso possível, pois y = 2% > 0. 
Então, precisamos resolver apenas a inequação: 
y-y-2>0 
y-9)0W+1)>0 
>y<-louy2>22 
Como y > 0, temos: 
y>252*>27!54>1 
S =]1,+o0[ 


|f) 8% +18% -2:27*>0 
| Reescrevendo a inequação, temos: 
23x 4 2732x — 2-33% > 0 


Dividindo a inequação por 33*: 


Fazendo y = (2): 
+y-2>0 
Fatorando: 
y+y-1-1>0 
&?-1)+0-1)>0 
(y -1)%?+y+1+1)>0 
Y= 0G +7+2)>0 


Como y? + y + 2 possui A = —7 < 0, ela sempre será positiva. Então: 


y-1>05(2) >15(5) >15-1>0 


| x <0 
| 1 
Atente-se ao valor numérico da base, pois se a base for menor do que 1, a desigualdade é | 
| invertida! | 


S =|- 00,0] 


“Gabarito: a) S=|]-1,0[UJ]0,1[U]1,2] b) S=(2,+0) c) S=]0,2] d) TE 
|œ, —=[U]0, +o[ e) S =]1,+o[ f) S =] — 00,0] | 
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| 4. Resolva a equação para a E R: 
| 1441 — 2-12 +a = 0 
| Resolução: 
| Fazendo 12"! = y > 1 (|x| > 0,Yx ER): 
y? —2y+a=0 
Vamos dividir o problema em casos: 
1)A = 4-— 4a < 0 > 4a>4>a>1 
Para a > 1, nunca teremos solução. 
2)A4>205a<1 
Se a = 1, temos: 
y? —-2y+1=0>(y-1}=0ə>y=1 
P E 
Se a < 1, teremos 2 raízes distintas: 
y? —-2y+a=0 
ps E =1+V1-a 


12! =1+4vV1-a 
Ix] = logı2(1 + V1 =a) 
x = +logı2(1+V1-a) 


i Ainda não estudamos logaritmo, mas tente entender a solução da questão. Se você não | 
' sabe nada de logaritmo, tente resolver essa questão depois de estudar esse capítulo. 


Perceba que log,,(1 — V1 — a) devemos satisfazer a condição de existência: 
1-V1-0>051>V1-051>1-054>0 

Então, temos a solução dada por: 

a>1>5S=6 

a=1>5x=0 
O<a<1>S=([tlogo(1+V1i—a)) 
| a<0>S=[+logo(1+V1-—a)! 
| Gabarito:a > 1> S = Ø | 
| a=1>x=0 | 


O<a<1=5S=ftloga(1+V1I-—a)) 
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2. Função Logarítmica 


2.1. Definição 


DESPENCA NA 


PROVA! 


è 
os 


Iniciaremos o estudo das funções logarítmicas. Esse tema é muito explorado nos vestibulares 


do ITA/IME, então, preste bastante atenção! 
Preliminarmente, vamos ver como se deu sua criação. 


Aprendemos no capítulo anterior, como resolver equações funcionais de bases iguais, por 


exemplo: 
3% = 9 
37 = 32 
>x=2 


Mas o que aconteceria se as bases fossem diferentes? Como no exemplo abaixo: 
as 
Vimos que a função exponencial é contínua e injetora, então, podemos esboçar o gráfico da 


função e verificar qual intervalo que x pertence: 
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Se x = «, vemos que 2 < aq < 3. Podemos representar o valor de œ usando a definição de 


logaritmo: 
2% =5 & q =log,5 


Dizemos que q é o expoente que na base 2 resulta em 5. Perceba que a função logarítmica é 


a função inversa da função exponencial! 
Vejamos sua definição formal: 
Paraa,b,x € R,a,b > 0 eb + 1, temos: 
log, a lê-se: logaritmo de a na base b. 


a é o logaritmando ou antilogaritmo. 
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b é a base do logaritmo. 

x é o logaritmo. 

Exemplos: 

1) log, 16 = 4, pois 2! = 16 

2) logs; 125 = 3, pois 53 = 125 

3) log; 49 = 2, pois 7? = 49 

Decorre da definição as seguintes propriedades: 
)log,1=0 


Sabemos que qualquer base elevada a O resulta em 1. Logo, o logaritmo de 1 em qualquer 


base é 0. 
II) log, b = 1 
Ill) b282 t = a 
Essa propriedade é útil para resolver algumas questões do ITA/IME. 
Sabemos que: 
a = b° & c = loga 
Basta substituir c = log, a em a = b°: 


a= blosba 


IV)log;ga=logpcS a=c 
Vamos demonstrar essa propriedade: 
log, a = log, c 
Usando a definição de logaritmo, temos: 
a = lose 
Usando a propriedade III: 
>a=c 


Portanto, a função logarítmica é injetora. 
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a) cologab = — log, b ou colog,b = log, (5) 


Definição de cologaritmo. O IME já cobrou questão envolvendo esse número na prova 
objetiva de 2017/2018. O importante é saber que cologab = — log, b. 
b) ln b = log, b 


Essa é a definição de logaritmo natural de um número b > 0. Ele é o logaritmo de b na base 


e. 
e é um número e é chamado de número de Euler devido ao matemático Leonhard Euler. 
O seu valor aproximado é e = 2,71. 
c) log b = logio b 
Quando não dizemos qual base o logaritmo está escrito, subentende-se que a base é a 
decimal. 


d) antiloggx = a* 
Definição de antilogaritmo, em símbolos, sea, x E Rea >0ea £ 1: 


loga b = x © b = antilo gax 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 5. Calcule o valor de: 
| a) log, 32 

'b) logs 27 

| c) logs 625 

| d) log, 81 

| e) 7108749 

| f) 21+logp 11 


| g) 32-l083 1000 


' Resolução: 
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| a) log; 32 


Fatorando o número 32, obtemos: 


32 = 28 
Desse modo: 

| log, 32 =l0g,2º = 5 
' b) logs 27 

| logs 27 = loga 3? = 3 
| c) log; 625 

| logs 625 = logs 5! = 4 
| d) log, 81 

| log, 81 = 108,92 = 2 
| e) 7108749 


Usando a propriedade b!º8bº = a, temos: 
| 7108749 = 49 
| f) 21+1082 11 
| 21+l0g211 = 2.9l08211=9.11=22 
| g) 32-1083 1000 
2 2 
sueste = Too E tos = 0,009 


| Gabarito: a)5 b)3 c)4 d)2 e)49 f)22 g) 0,009 


eee ss t+ ss E | 


32-log3 1000 — 


2.2. Propriedades 


Paraa,b,c> 0ea + 1, as seguintes propriedades são válidas: 


P1) loga(bc) = logab + logac 


b 
P2) loga (=) = logab — log, € 


P3)log,bº = alog,b; «e R 


logç b 

P4)log, b = E 
Cc 

P5) loga b = log, a 
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1 
P6)log,e b = p 28a b: É E R* 


P7) qlºscd = blogca 


Demonstrações: 
P1) loga(bc) = logab + logac 
Vamos nomear os logs acima: 
loga (bc) = x 
loga b = y 
logaąc =Z 
Queremos provar que x = y + Z. 


Usando a definição de logaritmo: 


Fazendo as substituições b = a” e c = a” em bc = a*, temos: 
aa” 
altz = a* 

Como a função exponencial é injetora, concluímos: 


>x=y+z 


“ loga(bc) = logab + logac 


b 
P2) loga (=) = logab — log, € 


Podemos usar a mesma ideia da demonstração de P1. Nomeando os logs, temos: 
ogal—| =X 
Ba E 
loga b = y 
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loga Cc =Z 
Queremos provar: 
X=y—Z 
Usando a definição de logaritmo: 
Duas 
c 
b = a 
c =q" 


Substituindo b e c na primeira equação, temos: 


P3)log,bº = aloga b; a E R 
Fazendo log, b = x e loga b“ = y, queremos provar que y = ax. 


Usando a definição do logaritmo: 


b = a“ 
b* = q” 
Substituindo uma na outra: 
(a”)* = a? 
a* = q” 
>y =x 


logç b 
P4)1 = 
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TOME NOTA! 


Essa propriedade é muito útil na resolução de questões envolvendo logaritmos! Ela é 


conhecida como a propriedade da mudança de base. 


Vejamos sua demonstração: 
Considerando log, b = x, log. b = y e log, a = z, temos: 
loga b = x b = a* 
loge b = y > $b = œ 
logea =z a = 
Queremos provar x = y/z: 


Substituindo a = c? em b = a*, temos: 


b = od — Cc 


Mas b = c’, então: 


“logçd 
“logça 


“+ loga b 


*Podemos também escrever: 
log, b- log, a = log, b 


1 
P5) loga b = 


Vamos usar a propriedade P4 e escrever log, b na base b: 


log, b 
loga b = EE E 
> log, b = Dena 
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1 
P6)log,e b = p rtig E R* 


Nessa demonstração, temos que mostrar para dois casos: 


b=1lebz1 
Para b = 1, temos: 
log, 1=0 
log,g1=0 


Assim, temos a igualdade: 
1 
logs 1 = p 108a 1,6 ER 


Para b + 1, usando P5, temos: 


1 1 1 
= — loga b 


log,e b = —— = ——— 
Bat" = log, aP Bloga B 


P7) qlºgcd = blogca 
Vamos escrever a = b!º8bº, Dessa forma, temos: 
qlºgcb = (blog A OBc? 
qlºgcb = þ!°8b alogçb 
Usando a P4, podemos escrever: 
log, a “log; b = log, a 
Portanto, concluímos: 


alº8c b — blo8c a 


HORA DE 


PRATICAR! 


E SS 


| 6. Usando as propriedades dos logaritmos, resolva: 
| a) loga y2 
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| b) 3/0835 

| c) antilogs(—2) 
| d) Zi logi 

| e) eTinx 


| f) 510825 2 


| g) loglogY10 

| h) logs 7 - log, 5 -logs 4+1 

| i) logs 2 * log, 3 - logs 4 - logs 5 - log; 6 - logg 7 
| j) Calcule logs, 8 se log 5 = x elog3 = y. 

| k) Calcule logs 5 se log, 2 = a e log, 5 = b. 

| |) 210835 — gloga2 

| m) 3/1032 — 2vlog23 


| log(loga) 
| n) Simplifique a expressão: a loga 


| Resolução: 
| a) logar V2 
| Vamos simplificar os números envolvidos: 
1 2 3 
log 422 =4=- 
23 z 8 
3 
| b) 31083 5 
i 3l0g3 5 =5 


| c) antilogs(—2) 
| antilogs(—2) = x 


log;x=-2524=32=5 


| d) ra logi 
| log 1 + log2 +: + log 10 
log(1-2-3-...:10) 
log 10! 


10! É o número que fatorial do número 10. 
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'ejerinz 

| emlnx = enx" sal 

| f) Glogzs 2 

| blogzs 2 = logs 2 = Es? = 5logs 22 = V2 
| g) loglog V V10 


1 
log log V V10 = log log "V10 = loglog 101 = log Š = log 107! = —1 


| h) logs 7 - log; 5 -logs 4+1 
| log; 7 - log; 5 “log, 4+ 1 
loga 5 "logs 4 + 1 
log4 +1 
log; 4 + logs 3 
logs 12 


| i) logs 2 : log, 3 * logs 4: logs 5 * log; 6 logg 7 
| log, 2 “logs 4 “logs 6 
logs 2 : logg 6 
logg 2 


1 
log,3 2 = E 


| j) Calcule logs, 8 se log 5 = x elog3 = y. 
| Vamos trabalhar com os números. Reescrevendo o logaritmo na base 10: 


10 
log8 log 22 310g 2 3logl= 3(1-log5)  3(1-x) 
ES SS =— SENDA > Err 


log30 log(10:3) 1+0g3  1+log3 1+l0g3 1+y 


log30 8 = 


| k) Calcule logs 5 se log, 2 = a e log, 5 = b. 
| Reescrevendo o logaritmo na base 6: 
logs5 _ log6e5 log6s5 _ 


b 
loges 3 o logs(5) 1-logs 2 ~ 1-a 


loga 5 = 


Aula 05 - Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, Equações 
Funcionais 
www.estrategiavestibulares.com.br 


O) 


Professor Victor So 
Aula 05: ITA/IME 2020 


| 1) 210835 — 5logs 2 
Podemos usar a propriedade: 
al°8c P = blogca 


21083 5 L blogs 2 = blogs 2 = blogs 2 = 0 


| m) 3v1ogs 2 — 2vlog23 
| log; 2 = x > 2 = 3* 
avo? VS = 3V — 27E = 3V — (373 = 3—37 = 0 


i log(loga) 
| n) Simplifique a expressão: a loga 
| loga = x > a = 10* 


logx logx 
a (107) + = 10/08” = x = loga 


| Gabarito: 


a) 3/8 b)5 c) 1/9 d) l0g10! e) -1 f) V2 g)-1 h) logs12 i) 1/3 j) 
'mo n) log a 


2.3. Funções Logarítmicas 


2.3.1. Definição 


30172) k) Es 1) 0 | 
1+y 1-a | 


Definimos a função logarítmica do seguinte modo: 
f:R$>R 

f(x) = loga x 

A função logarítmica possui uma condição de existência: 

x >0 

a>0eaz1 

Vamos ver alguns exemplos de funções logarítmicas: 

1) f(x) = log x 

2) g(x) = Inx 

3) h(x) = log: x 
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2.3.2. Propriedades 
P1) Se f: R > R} e g: R} > R, tal que f(x) = a” e g(x) = loga x, paraa>0ea*1. 


Então, f e g são funções inversas. 
Demonstração: 
Se f e g são inversas, então, de acordo com o diagrama, temos: 


f 


A A sa B 


cx OND ud 


g 


f(a) = b = f(g(b)) = b 
gb) =a > g(f(a)) =a 
Com isso, temos que mostrar que flg) =xe galf) =y, 
Calculando fog e gof: 
fog =f =a ae 
gof (x) = g(f(x)) = loga f(x) = loga a” = x 
Chegamos à identidade que queríamos: 
flg) = x 
gf) = x 
Portanto, f e g são inversas! 
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P2) A função logarítmica f(x) = log, x é estritamente crescente para a > 1 e estritamente 
decrescente para O < a < 1. Logo, ela é uma função injetora. Ela também é sobrejetora, já que o 


contradomínio dessa função é o conjunto dos reais. Portanto, ela é bijetora e por isso é inversível. 


fæ) = log xS ( estritamente crescente o a >1 
= a 


estritamente decrescente > 0<a<1 

Demonstração: 
Vamos provar inicialmente para o caso a > 1: 
Temos que mostrar a ida: 

a> 13 (> x> had > loga xı) 
Se x, > x4, podemos usar a definição de logaritmo e escrever: 

alogaxz > ql°ga %1 
Vimos no capítulo de função exponencial que se a > 1 e a” > af, então, a > $B. 
Então: 
a > 1e gqal8a¥2 > ql8a > og, x, > log, X1 

Agora, devemos mostrar a volta: 

(loga x > logan > t >x >al 
Fazendo loga x, = y2 e loga x, = Yı, temos: 


Tod? 


X2 

x, =a 
Como log, x, > loga x1, escrevendo em termos de y: 

Y2 > yı 
Se y3 > yı, então, a72 > a1. Portanto x, > x4. 

loga X2 > loga x1 2X > xı paraa > 1 

Logo, para a > 1, a função logaritmo é estritamente crescente. 
Vamos provar o outro caso, para0 <a < 1: 


Podemos usar a mesma ideia usada no item anterior, o que mudará será a relação de 


desigualdade entre os números. 
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Ida: 
b<n<is (r >= gd < log) 
Se x, > x4, temos: 
alogaxz > glogax: 
Como 0 < a < 1, sabemos que a desigualdade acima resulta: 
loga X2 < loga X1 
Volta: 
(log, x> > loga >m <)> 0a 
Fazendo log, x, = y2 e loga x, = Yı, temos: 
X, = q” 
xı = a1 
Se loga x2 > loga X1, escrevendo em termos de y: 
Y2 > yı 
Sendo O < a < 1, podemos escrever: 
a”? < ar 
alogaxz < glogax 
> Xz < X1 
Portanto, provamos a ida e a volta da propriedade, logo a função logaritmo é estritamente 


decrescente para 0 <a < 1. 


2.3.3. Gráfico 

Vimos que a função exponencial é a inversa da função logarítmica. Pela definição de função 
inversa, essas funções são simétricas em relação à reta y = x. Também estudamos que a função 
logarítmica f(x) = log, x é crescente para a > 1 e decrescente para 0 <a < 1. 


Vamos esboçar o gráfico para esses dois casos: 


Para a > 1, temos: 
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Para0 <a < 1, temos: 


y Pá 
4 
0O<a<l Fá 
£ 
Pd 
g. 
z y= 2 
4 
A 
4 
£ 
Pd 
f(x) = a” z’ 
4 
+ 
L 
P 
d 
rA 
d 
(0,1) á 


7 g(x) = logax 


Vamos aprender a esboçar o gráfico usando exemplos: 
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1) f(x) = log, (2x + 8) 
Condição de existência: 
2x + 8 > 0 > 2x > -8 > x > —4 
Raiz: 
log, (2x + 8) = 0 


2x+8=2º=1 


es 


Para x = 0, temos: f(0) = log, 8 = 3. 
Devemos verificar a monotonicidade da função: 
Xz > X1 
2x > 2x1 
2x, +8 > 2x, +8 
log, (2x + 8) > log, (2x, + 8) 

> f(x,) > f(x) 

f é crescente. 


Para esboçar o gráfico, devemos traçar a reta que limita os valores de x, a reta assíntota x = 


4 Aula 05 - Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, Equações 
Funcionais 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 05: ITA/IME 2020 


Condição de existência 


Depois, colocamos os pontos (- z, 0) e (0,3): 


Condição de existência 


Como a função é crescente, temos o seguinte esboço (lembrando que a função nunca encosta 


na assíntota!): 
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Condição de existência 


2) f(x) = log, (—2x + 8) 
Condição de existência: 


—2x + 8 > 0 > —2x > -8 > 2x < 8 >x< 4 


Raiz: 
—2x+8=1 
—2x = —7 
Ee 7 
2 


Para x = 0, temos f (0) = log, 8 = 3. 


Verificando a monotonicidade: 


Xz > Xi 
—Xz < =X 
= < = 2 


= Ao. +8 < = 2% + 8 
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loga (—2x, + 8) < log} (—2xı + 8) 
> f (x2) < f(x) 


Logo, a função é decrescente. 


Esboçando o gráfico, obtemos: 


3) f(x) = log, (x? — 4x + 3) 


PRESTE MAIS „n 


ATENÇÃO!! 


O ITA já cobrou questões pedindo para esboçar um gráfico desse tipo de função. 
Condição de existência: 
x? —4x+3>0 


(x—-3)(x— 1) >0 
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>x<loux>3 
Raízes: 
f(x) =0 >x? -—4x+3=1 
x? —4x+2=0 


4 +8 
= = =2 


+ 2 
+ 2 


xX 


Para x = 0, temos f (0) = log, 3. 
Monotonicidade: 


Para x < 1, a função x? — 4x + 3 é decrescente, os valores da função diminuem ao se 
aproximarem de 1. Para x > 3, ela é crescente. A função logarítmica f seguirá a mesma 


monotonicidade da função interna a ela, isto é, x? — 4x + 3. Vamos esboçar o gráfico: 


O primeiro passo é traçar as retas assíntotas: 


O segundo passo é inserir os pontos de raízes e o ponto que cruza y: 
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(2 — 2,0) 
(2 +2,0) 


(0, log; 3) 


Sabendo que a função é decrescente para x < 1 e crescente para x > 3, basta traçar as 
curvas que passam pelos pontos marcados de modo a obedecer monotonicidade da função. Desse 


modo: 
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2.4. Equações Logarítmicas 


Aprendemos a usar as propriedades logarítmicas e o que é uma função logarítmica, agora, 


podemos proceder à resolução de equações logarítmicas. 
As equações logarítmicas podem ser divididas em 3 casos: 
Caso 1) loga f(x) = loga g(x) 


Para resolver esse tipo de equação, sempre devemos verificar as condições de existência do 


logaritmo. Desse modo, temos que: 
a>0eaz1 
f(x) >0 
g(x) > 0 
loga f Œœ) = loga g(x) > fŒ) = g(x) 
Veja o exemplo: 
1) Resolva a equação: 
log; (3x — 4) = log; (x + 1) 


Verificando as condições de existência, temos: 


4 
nd io na 


x+1>0>x>-1 
Fazendo a intersecção, obtemos x > 4/3. 


Resolvendo a equação: 


3x—4=x+1 
2x = 5 
BE 
EEE 


Como x = 5/2 > 4/3, temos que ela é solução da equação: 


Caso 2) log, f(x) = BB ER 
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Esse tipo de equação é resolvido fazendo: 
f(x) = aé 
Paraatlea>o0. 
Não precisamos verificar as condições de existência do logaritmo, pois: 
fl) =a?>0,vBER 
Veja o exemplo: 
2) Resolva a equação: 
log, (5x + 1) = 2 
Vamos proceder usando a definição de logaritmo: 


5x+1=42 = 16 


Caso 3) Incógnita auxiliar 


Esse tipo de equação se resume a substituir uma incógnita por outra de modo a facilitar o 
entendimento da equação. Lembre-se de prestar atenção às condições de existência quando fizer 


essa substituição! 
Vejamos um exemplo: 
3) Resolva a equação: 
(logs x)? — 2log; x = 3 


Condição de existência: 


x >0 
Nesse caso, basta fazer log; x = y: 
y*-2y=3 
y? —2y-3=0 


Essa é uma equação do segundo grau. Sabemos que suas raízes são dadas por: 
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Para y = —1, temos: 


1 
log; x = -1 >x =3 1 => 


Para y = 3, temos: 
log; x = 3 > x = 3? = 27 


Portanto, a solução é dada por: 


ESTA CAI 
NA PROVA! 


| 7. (ITA/1968) Sejam a e b E Ri; coma + 1e b + 1. Que relação devem satisfazer a e b para | 
i que a equação x? — (log, a)x + 2log b = O tenha duas raízes reais e iguais. } 


| Š 
| Resolução: 
| 


Para que a equação tenha duas raízes reais e iguais, devemos ter A = O: 


A= (log, a)? — 8log, b = (log, a)? __8 _ (og a)3-8 ad 


logpa logpa 
(loga)? -8=0 
(log, a)? = 2º 
logpa =2 
a = b? 
Para a = b?, temos duas raízes reais e iguais. 


| Gabarito: a = b? 


| 8. (ITA/1969) Resolva a equação a?” + a” — 6 = 0, coma > 1. 
| Resolução: 
| Fazendo a” = y: 
y +y-6=0 
Wy+3)y-2)=0 
Raízes: 
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| yı = —3 ou y, = 2 

| Retornando à variável x: 

| a” = —3 > impossível 
| a” =2>x=log,2 
| Logo, temos uma única solução: 

| S = (log, 2) 

| Gabarito: S = (log, 2) 


|9. (ITA/1970) Dados log 2 = a e log 3 = b, calcule logs 20. 
| Resolução: 
| Vamos reescrever o logaritmo na base 10: 


log 20 log(2:10 1+log 2 1+a 
logo 20 = = — m Mn TE 


log 9 log 32 2l0g3 2b 


| E l+a 
' Gabarito: — 
i 2b 


| 10. (ITA/1975) Resolver a equação 4“ + 6* = 9%. 

| Resolução: 

| Perceba os termos escondidos 2* e 3*, vamos dividir a equação por 2?*: 
4* + 6% = 9* 


wa 


3 Ea 
Fazendo y = (5) , temos: 


1+y-yº=0 
-y +y+1=0 
TVS 145 
= = 


-v5 a E 
Como mê < 0, temos uma única possibilidade: 


_ 1+5 


Portanto, a solução é: 
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| Gabarito: $ = flog: na) 
2 


2 
| 11. (ITA/1998) Resolver a equação log, 49 = log,2 7 + logzx 7. 
Resolução: 

Vamos reescrever todos os logaritmos na base 10: 


log72 _ log7 log7 
logx  logx? log2x 


2log7 _ log7 log7 
logx o 2Zlogx  1+log2+logx 
2 1 1 


logx  2logx ` 1+log2+logx 
Substituindo log x = y: 
2 = 1 1 
y 2y 1+log2+y | 
2(2y)(1 +log2 + y) = y(1 + log 2 + y) + 2y? | 
Podemos cortar y, pois y + 0. 


4(1 +log2 +y) = 1 +log2 +y +2y | 
4 + 4log2 + 4y = 1 +log2 +y +2y 
3 +3log2 = —y 
y = —3(1 + log 2) 
logx = —3(1 + log 2) 

x = 10"3(1+0g2) 


S= gr sta 


2.5. Inequações Logarítmicas 


Para resolver inequações logarítmicas, devemos lembrar que a função logaritmo é crescente 


para base a > 1 e decrescente se 0 < a< 1. 


Assim, podemos escrever: 


flO)>g(x)>0sea>1 
loga f (x) > loga g(x) € | ou 


o<f(x)<g(x)seO<a<1 


Vamos resolver algumas inequações: 
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1) Resolva a inequação: 
log (3x — 6) > logo (x — 1) 

Antes de resolver uma inequação, sempre devemos verificar sua condição de existência: 

3x—-6>0>5x>2 

x-—-1>0>3x>1 

>x>2 
Agora, podemos proceder à resolução: 
Como a base é 2 > 1, podemos escrever: 
log, (3x — 6) >log;(x—- 1) >3x-6>x-1 


2x > 5 


5 
Eeg 


Fazendo a intersecção com a condição de existência, temos: 


e >25 e 
X>58% x>; 


s=(.+e) 
nu = |— [0,0] 
2" 


ESTACAI 

NA PROVA! 
| 12. (ITA/1971) Resolva ainequação 2(In x)? — lnx > 6. 
| Resolução: 


Analisando a condição de existência, temos: 


x>0 | 


Substituindo y = In x: | 
2)2-y-6>0 | 
Raízes: | 


1+/49 17 3 
= = — = 2 ou — > 
4 4 2 


y 
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3 3 
G-D(y+5)>0>y<- ouy >2 


Assim, a solução da inequação é dada por: 


Para y < —3/2: 

lnx < — = 
| -3 
| x<ez 
| Para y > 2: 
| lnx >2 
| x>e? 
| 
| 
| 


3 
S=]0;e2[UJe?,+oo[ 


| -3 
| Gabarito: S = ]0;e 2[U Je?, +oo[ 
| 13. (ITA/1973) Resolva a inequação 


>1 


1 1 
lnx logye-1 


| Resolução: 


Sempre devemos analisar a condição de existência inicialmente: 


Dos logaritmos: 


x>0 
1 


Dos denominadores: 


inx+t0>x%1 
loge — 1 +0 >log,e+1>xÆ+e 


1 
Vamos reescrever log, e = —: 


Inx’ 


Fazendo ln x = y: 


1-y+y2-y(1-y) 
Y(1-9) 

2y2-2y+1 
V(1-y) 


>0 


>0 


Analisando as raízes de 2y? — 2y + 1: 


A=4-8=-4<0 


Como A < 0 ea parábola possui concavidade para cima, a expressão sempre é positiva. 


P 
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Logo, devemos ter: 


yY1-y)>0>0<y<1 
0<lnx<1 
e? <x<e! 


x E l1,el 


| Gabarito: 

| 14. (ITA/1977) Resolva a inequação | 

log:(log4 (x? — 5)) > 0 | 
3 


| Resolução: 
| Analisando a condição de existência: 
x2-5>0>I|x|>v5 
loga(x? — 5) >0 
x2-5>1>x2>6>|x|]>v6 


. a f : E 
Agora, podemos resolver a inequação. Como a base do logaritmo mais externo é x <1, 
| podemos escrever: | 


loga(x2 — 5) < Bi 
Xe-ss<sSx <9>|x|<3 
Fazendo a intersecção com a condição de existência: 
| V6 < |x| <3 
| Gabarito: V6 < |x| < 3 


| 15. (ITA/1991) Resolva a inequação 
| 3log x + log(2x + 3)? < 310g 2 
| Resolução: 
| Analisando a condição de existência: 

x >0 


2x +3>0 


3 
A 
2 


Vamos unir os termos logaritmos: 
3log x + log(2x + 3)? < 3log2 
log x? + log(2x + 3)? — log 2º < 0 
x’ (2x+3)? 
— | < 
og [EE] <o 
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| x(2x+3) 3 | 
À me DE 1 


x(2x+3) <1 


x(2x+3)<2 
2x? +3x-—-2<0 


Raízes: 


1 
x= = —— = —2 ou- 
2 


2(x+2)(x->)<0 
> —2 < x < 1/2 


Fazendo a intersecção com a condição de existência: 


| Gabarito: S = (0:5] 


EC ET E EE AR AAEE. E) 


2.6. Logaritmos Decimais 


Vamos estudar o sistema de logaritmos na base 10. 


2.6.1. Característica e Mantissa 
Qualquer número positivo pode ser comparado entre potências de base 10 de expoentes 


consecutivos. 

Exemplo: 

1) 0,012 > 107? < 0,012 < 1071 

2) 32 > 10t < 32 < 10? 

3) 1252 > 10º < 1252 < 10º 

Usando essa ideia, podemos escrever para x ER, ec EZ: 
10° < x < 10°+1 

log 10º < log x < log 10º*1 

c<logx<c+1 


Dessa desigualdade, temos: 
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= 


logx=c+tm0<m<1 


c é chamado de característica do logaritmo decimal x e m é chamado de mantissa do 


logaritmo decimal x. 
Vamos aprender a calcular a característica e a mantissa. 
Devemos dividir em dois casos: 
Caso 1)x >1 
x é um número com n algarismo na parte inteira. Então: 
c=n-1 
Caso2)0<x<1 


x é um número com n algarismo zero antes do primeiro algarismo significativo. 


c=-n 
Exemplos: 
1) 124,3 
n=353c=2 
2) 0,015 


A mantissa é obtida através das tabelas de logaritmos. Ela, geralmente, é um número 
irracional e por esse motivo as tabelas fornecem valores aproximados dos logaritmos dos números 


inteiros. 


2.6.2. Teorema da Mantissa 


Os logaritmos decimais x e x - 10? para x E€ R$ e p E Z, possuem a mesma mantissa. 
Demonstração: 
logx=c+m,ceZemel0,1) 


logx- 10?” =logx+p=c+p+m 
Z 


A característica de x : 10” é c' = c + p e a mantissa é a mesma de x. 


Exemplos: 
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log 2 = 0,3010 = 0 + 0,3010 
A mantissa de log 2 é 0,3010 e sua característica é c = 0. 


log3 = 0,4771 = 0 + 0,4771 


A mantissa de log 3 é 0,4771 e sua característica é c = 0. 


2.7. Sistemas de logaritmos usando sequências 


Seja uma PG da forma (a4, a3, ..., an) com aq; > 0eq >Q. 
Usando a forma geral, temos: 
an = uq" 
Aplicando logaritmo na base b: 
log, an = log (a,q"™*) 
log, an = log, a, + (n — 1) log, q 


Perceba que ao aplicar o logaritmo na forma geral da PG, obtemos uma PA de razão log, q. 


2.8. Cálculo de áreas usando logaritmos 


Podemos usar as propriedades dos logaritmos para calcular áreas. 


Para uma função y = 1/x, temos o seguinte gráfico: 
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A é a área da região colorida. 


Se integrarmos o gráfico entre os pontos a e b, obtemos a seguinte fórmula: 


b1 
a=] -dx = lnb — lna 
a 


Podemos usar essa equação para calcular o valor numérico de lnx. A área pode ser 


aproximada para um trapézio. Veja a figura: 


Parax > 1: 
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Nesse caso, a área é dada por: 
4=Inx-lnt=Inx 
>Inx=A 
Ainda não estudamos a área de um trapézio, veremos na aula de Geometria Plana. Saiba que 
a área do trapézio é dada por: 


B+b)h 
tio 


Onde B é a base maior, b é a base menor e h é a altura. 


Nesse caso, temos: 


Para0<x<1: 


AzIni-lInx=-—Inx 


lnx =-—A 
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Exemplo: 


1) Calcule o valor aproximado de In 3: 


Inx = 


32-1 


In3 = 


Esse valor é uma aproximação, o valor de In 3 é: 
In3 = 1,0986122887 


Perceba que são valores bem próximos. 


3. Função Piso e Função Teto 


Vamos estudar rapidamente duas funções que podem ser cobradas na prova, as funções piso 


e as funções teto. 


3.1. Definição 
A função piso é denotada por f(x) = |x]. Ele representa o maior inteiro que é menor ou igual 
a x. Na prática, o que fazemos é um “arredondamento para baixo”, de modo a obter um número 


inteiro que satisfaz os requisitos. 

Ao contrário da função piso, temos a função teto, denotada por g(x) = [x]. Ele representa o 

menor inteiro que é maior ou igual a x. Nesse caso, fazemos o “arredondamento para cima” e 

pegamos o menor valor inteiro que satisfaz os requisitos da função. Vamos ver a definição formal de 
cada um deles: 

f(x) = |x] = maxím E Z|m < x) 

g(x) = [x] = minfn e Z|n > x) 
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É possível representar a parte fracionária de x, usando a seguinte função: 


h(x) = {x} = x — |x] 


{x} representa a parte fracionária do número real x. 


Exemplos: 

1) [1,5] = 1 
23 v3] =2 
3) [v3] =1 


4) {3,14159} = 3,14159 — [3,14159] = 3,14159 — 3 = 0,14159 


3.1.1. Propriedades 
P1)x—1<l|x]<x 


P2)x<|x|<x+1 


3.2. Gráfico 


Vamos esboçar o gráfico das funções piso, teto e a fracionária. 


Para f:R > Z tal que f(x) = |x], temos: 
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y 
3 @G———e 
f(x) = [x] à A : 


g(x) = |z] à ö ô 


Para h: R > R tal que h(x) = {x}, temos: 
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HORA DE 
PRATICAR! 


| 16. Resolva as seguintes equações: 
ala? — 2f] -3 = 0 
| b) {x} + 2x] = 1, para x €E 13,4] 
| Resolução: 
a) [x]? - 2[x]-3 = 0 
| Vamos fazer a substituição y = [x]. Desse modo: 
y?-2y-3=0 
Q@Q-3)Q+1)=0 
Assim, encontramos as raízes: 
yı, =—1o0ouy, =3 
Retornando à variável x: 
[x] = —1 > -2 < x < —1 
x =3>2<x<3 
A solução é dada por: 


| S =] - 2,—1] U ]2,3] 
| b) (x) + E = 1, para x € ]3,4[ 
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AA 


sws- 


Vamos escrever {x} = x — |x]: 


Como x E ]3, 4[, temos |x] = 3. 


Para 1/x: 
3<x<4 
E 
4% 8 
Então: 


Substituindo na equação, obtemos: 
x-34+>-0=1 
xX 
x+>-4=0 
x 


x? —4x+1=0 
Encontrando as raízes: 


x=(24v3) 


Assim, a solução é dada por: 


| ce (pus 


| Gabarito: a) S =] — 2, —1] U ]2,3] b) S = {2 + v3} 


4. Equações Funcionais 
Equações funcionais são equações cujas incógnitas são funções, vamos estudar as principais 


e aprender a resolver algumas. As outras podem ser resolvidas usando a mesma ideia. 


4.1. Equações Funcionais Básicas 


4.1.1. Equações funcionais de Cauchy 


D fl +y) = fl) +f) 
IDfG +) =f): fO) 
HD fG 7) =f) +f) 
IV) fæ: y) =f): fO) 
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4.1.2. Equação funcional de Jensen 


(E) -m 


4.1.3. Equação funcional de D`Alambert 
fæ +y) +fæ-y)=2: fŒ: fO) 


4.1.4. Equações funcionais trigonométricas 
Dg +97) =FfO)- gl) +f): g(x) 
ID gx: 9) = FO) - 90) — FO) gx) 
HD fla +y) = FO): FO) -g 9(y) 
IV) fx- 3) = FO) FO) +g): g) 


4.2. Como resolver uma equação funcional 


1) Vamos resolver a primeira equação funcional de Cauchy: 


fe +) = f0)+fO) 
Para resolver esse tipo de problema, devemos usar o bom senso e ver quais informações 


conseguimos extrair dessa equação. 
Vamos verificar, inicialmente, o valor de x = y = O: 
f0 + 0) = f(0) + f0) = 2f (0) 
>f(0)=0 
Agora, podemos proceder verificando sua paridade, fazendo x E€ Rey = —x: 
fG — x) = f(x) + f(x) 
fO = f) + fx) 
TOJ = 0 => —f(x) = f(-x) 
Dessa forma, podemos afirmar que a paridade da função é ímpar. 


E o que acontece se fizermos y = x, 2x, 3x, 4x, ...? 
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fœ +x) = fx) + fl) 
f(x) = 2f (x) 
f(x + 2x) = f(x) + f (2x) 
fx) = 3f x) 
fC + 3x) = f(x) + f 3x) 
fx) =4f (x) 


Podemos deduzir que f (kx) = kf (x). Vamos provar por PIF: 
Para k = 1, temos f (x) = f(x). 
Para k E N, devemos provar que f (kx) = kf (x) > f ((k + Dx) = (k + Df (œ): 
Usando a equação funcional e fazendo y = kx, temos: 
f(x + kx) = f(x) + f (kx) 
f(k + 1)x) = fœ) + kf (x) 
> f((k +1)x) = (k + 1)f (x) 
Concluímos que a função também possui a forma f (kx) = kf (x). 
Podemos também usar a indução vulgar e provar que f (—kx) = —kf (x). 
Se f (—kx) = —kf (x), temos: 
f(x — kx) = f (~x) + f (kx) 
Como f é ímpar temos f (~x) = -f (x): 
fOCk + 1)x) = -f (x) -kf (x) 
> f(-(k + 1)x) = —(k + Df (x) 
Com isso, provamos que f (kx) = kf (x), k EZex ER. 
E se fizermos x = 1? 
f(k:1)=kfA) 
f(k) = kf) 
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Perceba que f(1) pode ser escrito como uma constante, vamos defini-la como a constante 


> f(k)=k-ckeZz 
Se tomarmos k = x E Z e substituir na equação acima, temos: 
f(x) = cx, xe Z 


Vamos verificar se x pode ser racional, fazendo x = p/q, comp E Zeq E Z*: 
p 
x=->q'x=p:'1 
q 


fla: x) =Ff(p-1) 
af) = pf(1) 


= 
Pora a 
> f(x) = xf(1) 


Portanto, f(x) = cx,x E Qe f(1) =c. 
Usando o Teorema de Dedekind, podemos provar que f(x) = cx,x E R. Não veremos essa 


demonstração nesta aula, pois ela foge ao escopo do curso. 


a f(x)=cx,x ER 


2) Vamos aprender a resolver a equação funcional de Jensen: 
s(ž Es 7) _fœ@+tfo) 
2 2 
Inicialmente, vamos verificar o que ocorre quando x E€ Re y = O: 


(H-A 


m aa 


Assim, vamos fazer f (0) = b e substituir na equação: 


> f È) -2 
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Usando essa equação, podemos escrever: 


f = TE E = 


Mas a equação funcional também pode ser: 


E =>) FO) +FfO) 
2 2 
Então, temos a igualdade: 


fæ +y)+b_ f) +fO) 
2 E) 


fæ +y) +b = fx) + fO) 
Olha o bizu! Vamos subtrair —2b nos dois lados da equação: 
fŒ +y) +b- 2b = f(x) + f(y) — 2b 
Jat -b= fG)-b]+IfG)- bl 
Tomando g(x) = f(x) — b e substituindo, temos: 
g& +y) = 90) + 907) 
A equação acima é a primeira equação de Cauchy, então, podemos escrever: 
g(x) = cx, x ER 
Retornando à função f: 
g(x) = f(x) —b 
cx =f(x)-b 
> f(x)=cx+b,xeR 


Portanto, a função que satisfaz a equação funcional de Jensen é a função linear acima. 
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5. Questões de Vestibulares Anteriores 


O LISTA DE 
QUESTÕES 


Questões ITA 


17. (ITA/2019) 


Sabendo que x pertence ao intervalo fechado [1, 64], determine o maior valor da função 


fO = (loga 2)! + 120108, x)? - loga (5) 


18. (ITA/2018) 


Se log, m = a e log; m = b, então 
1 1 1 
JF 

nesse) 
2 a b 

Gigas 

a b 2 

i eig ea 
2 a b 


ate ys 
a b 


19. (ITA/2018) 


Encontre o conjunto solução S c R da inequação exponencial: 


4 
1081 
3x-2 Ea 3x+k < 
+ a 18 


20. (ITA/2017) 
Esboce o gráfico da função f: R > R dada por 


f69 =|- 


21. (ITA/2017) 


Sejam a, b,c, d números reais positivos e diferentes de 1. Das afirmações: 
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l. qlºgcb = blºgca 


O NO TC 
Ill. Jogap (bc) = log, c 

É (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 

b) apenas Il. 

c) apenas le II. 

d) apenas le III. 


e) todas. 


22.(ITA/2017) 


Determine todos os valores reais de x que satisfazem a inequação 43%-1 > 34%, 


23. (ITA/2016) 


Se x é um número natural com 2015 dígitos, então o número de dígitos da parte inteira de Vx 
é igual a 


a) 285 
b) 286 
c) 287 
d) 288 
e) 289 


24. (ITA/2016) 


Considere as seguintes afirmações: 
à =D, 
|. A função f(x) = logo (=) é estritamente crescente no intervalo ]1, +oo[. 


II. A equação 2**2 = 3*-1 possui uma única solução real. 

Ill. A equação (x + 1)* = x admite pelo menos uma solução real positiva. 
É (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 

b) apenas le Il. 

c) apenas Il e III. 

d) I, le HI. 
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e) apenas III. 


25. (ITA/2016) 


Seja (a4, A2, a3, ...) a sequência definida da seguinte forma: a, = 1000 e a, = log,o(1 + 
An-1) para n > 2. Considere as afirmações a seguir: 


|. A sequência (a,) é decrescente. 
Il. a, > 0 para todon > 1. 

ll. a, < 1 para todo n > 3. 

É (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 

b) apenas e Il. 

c) apenas Il e III. 

d) 1, I e II. 


e) apenas III. 


26. (ITA/2016) 

Seja f a função definida por f (x) = log, ,1(x? — 2x — 8). Determine: 
a) O domínio Dp da função f. 

b) O conjunto de todos os valores de x E D, tais que f(x) = 2. 


c) O conjunto de todos os valores de x E€ Dș tais que f(x) > 1. 


27.(ITA/2015) 
Considere as seguintes afirmações sobre números reais: 


|. Se a expansão decimal de x é infinita e periódica, então x é um número racional. 


A — 2 
n=0 (42-1)V21 F= 1-2V2' 


Ill. In\/e2 + (log; 2) (log, 9) é um número racional. 
É (são) verdadeira(s): 

a) nenhuma. 

b) apenas Il. 

c) apenas le Il. 

d) apenas le III. 


e) 1, Ile ll. 
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28.(ITA/2014) 
Determine as soluções reais da equação em x: 
3logio 16x 


3 A 
(log, x) loga (x*) log100 16 


29. (ITA/2014) 
A soma 


4 n 
log1/2 V32 
dad. QUIZ 

- log1/2 8 


30. (ITA/2013) 

Considere as funções f e g, da variável real x, definidas, respectivamente, por f(x) = 
exrax+ a g(x) = ln (=) em que a e b são números reais. Se f (—1) = 1 = f(—2), então 
pode-se afirmar sobre a função composta gof que 

a) gof (1) = In3. 

b) Agof (0). 

c) gof nunca se anula. 

d) gof está definida apenas em {x E R: x > 0}. 


e) gof admite dois zeros reais distintos. 


31. (ITA/2013) 
Se os números reais a e b satisfazem, simultaneamente, as equações 
vavb = -e In(a? +b) +In8=1n5, 


4 a, 
Um possível valor de zÉ 
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VZ 
a)— 
2 
b) 1 


c) V2 
d) 2 


e) 3V2 


32.(ITA/2011) 


Resolva a inequação em R: 


a (E 
4 
33.(ITA/2008) 
Para x E R, o conjunto solução de |53% — 52%+1 + 4.5*|=|5"*-1]é 
a)(0,2+V5,2+3) 
b) [0, 1, logs (2 + 5)) 


c) (0, (+) logs 2 logs 3, logs = 
d) (o, logs (2 + V5) ,log5(2 + v3) logs (2 — v3)) 


e) A única solução é x = 0 


34. (ITA/2007) 


eX-2N5 .„ . f 
são todos racionais. A soma 
4-eYV5 


Sejam x e y dois números reais tais que e*,e” e o quociente 
x + y é igual a 

a) O 

b) 1 

c) 2logs 3 

d) logs 2 

e) 3 loge 2 


35. (ITA/2007) 


Sejam x, y e z números reais positivos tais que seus logaritmos numa dada base n são números 
primos satisfazendo 


loga (xy) = 49 
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Então, log, (xyz) é igual a 
a) 52 
b) 61 
c) 67 
d) 80 
e) 97 


36. (ITA/2005) 


Considere a equação em x 


1 
qr+1 = bx 


Onde a e b são números reais positivos, tais que ln b = 2lna > 0. A soma das soluções da 
equação é 


a) O 
5) =1 
E) 1 
d) In 2 
e) 2 


37.(ITA/2004) 
Para b > 1ex > 0, resolva a equação em x: 
(2x)!08b2 — (3x)!08b 3 =0 


38. (ITA/2004) 


Seja « um número real, com O < a < 1. Assinale a alternativa que representa o conjunto de 
todos os valores de x tais que 


a) ] — œ, 0] U [2,+00[ 

b) ] — æ, 0[ U ]2, +oo[ 

c) ]0, 2[ 

d)] — œ, 0[ 

e) ]2, +00] 
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39. (ITA/2003) 


AP 


Mostre que toda função f:R/f0) > R, satisfazendo f(xy) = f(x) + f(y) em todo seu 


domínio, é par. 


40. (ITA/2003) 


Considere uma função f: R > R não-constante e tal que f(x + y) = f()f(y), Vx,y E R. 


Das afirmações: 

f(x) >0,Vx E R 

lIl. f(nx) = [f (@)]", Vx ER, Yn E N* 
Ill. f é par 

É (são) verdadeira(s): 

a)apenas le Il. 

b) apenas II e III. 

c) apenas le III. 

d) todas. 


e) nenhuma. 


41. (ITA/2002) 
Seja a função f dada por 


f(x) = (logs 5): logs g*1 + logs q1+2x-x? — loga 2X(3x+1) 


Determine todos os valores de x que tornam f não-negativa. 


42.(ITA/2001) 


Sea E R é tal que 3y? — y + a = 0 tem raiz dupla, então a solução da equação 32**+1 — 3% + 


a=0é: 

a) log, 6 

b) — log, 6 
c) logs 6 

d) — logs 6 
e) 1 — log; 6 


43. (ITA/2001) 
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Sendo dado 

In (2V4/6V8 a VAN E ay 

In (V2/3N4....NY2n = b, 
então, 

In2 In3 In4 In5 B ln 2n 
2 3 4 5 2n 

É igual a: 
a) an= 2D; 
b) 2a, — bn 
C) bn 
d) ba — an 
e) an + bn 


44. (ITA/2000) 


Seja S = [—2, 2] e considere as afirmações: 


1 1? 
75 (>) < 6, para todo x ES. 


II. =. < = para todo x E S. 
(32-27 ` 37 

Ill. 2?* — 2* < 0, para todo x ES. 

Então, podemos dizer que 

a) apenas | é verdadeira. 

b) apenas III é verdadeira. 

c) somente le Il são verdadeiras. 


d) apenas Il é falsa. 


e) todas as afirmações são falsas. 


45. (ITA/1999) 
Seja S o conjunto de todas as soluções reais da equação 


loga (x + 1) = log; (x — 1) 
7 


Então: 
a) S é um conjunto unitário e S c ]2, +o]. 
b) S é um conjunto unitário e S c ]1,2[. 


c) S possui dois elementos distintos S c | — 2,2]. 
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d) S possui dois elementos distintos S c ]1, +oo]. 


e) S é o conjunto vazio. 


46. (ITA/1998) 
O valor de y E R que satisfaz a igualdade log, 49 = log,2 7 + log», 7, é: 


EN 3 
1 


d)= 


8 
e)7 


47.(ITA/1998) 
A inequação mostrada na figura adiante 


4xlogs(x + 3) > (x? + 3) loga (x + 3) 
E 


É satisfeita para todo x E S. Então: 
ajs=|-3,-2HU-L+ol 

b) S =| — 00,-3[U [—1, +oo[ 

c) S =] — 3, —1] 

d) S =] — 2, +20] 

e) S =] - œ, -3[Uu ]- 3, +o0[ 


Questões IME 


48. (IME/2019) 

Definimos a função f: N > N da seguinte forma: 
f(0) = 0 
fq)=1 


fm = fo n21 
flQn+1)=f(n)+2loenl n>1 


Determine f(f(2019)). 


Observação: |k] é o maior inteiro menor ou igual a k. 
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49. (IME/2018) 


Sejam a,b,c e d números reais positivos diferentes de 1. Temos que log, d log, d e log, d 
são termos consecutivos de uma progressão geométrica e que a, b e c formam uma progressão 
aritmética em que a < b < c. Sabendo-se que b = b!º8aP — q, determine: 


a) Os valores de a,b e c; 


b) As razões das progressões aritmética e geométrica, r e q, respectivamente. 


50. (IME/2017) 
Seja a equação ylº8: V37 = ylogs3) — 6,y > 0. 


O produto das raízes reais desta equação é igual a: 


d) 2 
e)3 


51. (IME/2017) 
Resolva o sistema de equações, onde x E Rey ER. 
logs (log 5 x) — log (loga y) = 1 
5) = 3143 


52. (IME/2016/Modificada) 
Sabendo-se que os números reais positivos a,b e c formam uma progressão geométrica e 


SE 3b a èi š Dis 
log (=) log (=) e log (=) formam uma progressão aritmética, ambas nessa ordem. Prove 
queb+c<a. 


53. (IME/2016) 


Quantos inteiros k satisfazem à desigualdade 2log1 k — 1 + 10 l0g;,0-1 ki +3 >0? 
a) 10 
b) 89 
c) 90 
d) 99 
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e) 100 


54. (IME/2015) 


Determine os valores reais de x que satisfazem a inequação: 


1 
e OD > 4 
log; x? — 2 “bro 


55. (IME/2015) 
Sejam x e y números reais não nulos tais que: 
logy y7” + log, x° = a 
1 1 


o qua 
log, xT logy, ye™ 


xatb+2e 


O valor de E 


a-b+27 e. 


56. (IME/2014) 

Sabe-se que vz dz Vx =x: y3 z = 
naturais. O valor de x + y + z é 
ajeé+e?+1 

b)je?+el+e 

c)e? +1 

deite? +e 


e)e? +e? +e! 


X : i 
= e, em e logaritm 
NTE , em que e é a base dos logaritmos 


57. (IME/2014) 


Resolver o sistema de equações 
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y 
am 
2+2 4 8% = 5-4 


58. (IME/2014) 

Qual é o menor número? 
a)r: 8! 

b) 9º 

c) 92 

d) 3% 

ej2 «5º 


59. (IME/2013) 


Considere a equação logs, Z + (logs x)? = 1. A soma dos quadrados das soluções reais dessa 
equação está contida no intervalo 


a) [0,5) 
b) [5,10) 

c) [10, 15) 
d) [15,20) 
e) [20, œ) 


60. (IME/2012) 


Se log4o 2 = x e logs, 3 = y, então log; 18 vale: 
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 


x+2y 


I=% 
x+y 
1-x 
2X+Y 

1+x 
Xx+2y 


1+x 
3x+2y 
(1-) 


61. (IME/2010) 


Seja f(x) = |3 — log(x)|, x E R. Sendo n um número inteiro positivo, a desigualdade 
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FO] |2f00] | |4f Go) z= 
4 12 36 3n-1 


T go 
4 


Somente é possível se: 

Obs.: log representa a função logarítmica na base 10. 
a)0 <x < 106 

b) 1076 < x < 108 

c) 10? < x < 10° 

dio Ss 10º 


e) 1076 < x < 10 


E, GABARITO 


<: d 


Gabarito das Questões ITA 


17.81 
18.e 


19.5 = [x € R|x < log; (5) 


20. Esboço 
21.c 


22.5 = fx E lx < logs 2} 
9 


23.d 

24.b 

25.e 

26.a) D; = {x E R|x > 4} b) S= Ø )Ss=fx E R|x > 
27.d 

28.5 = [5,64,5) 
29.d 

30.e 

31.a 

32.58 = (-00,-2) U (3, +00) 
33.e 

34.e 

35.a 

36.b 


26] 


2 
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1 
37.5 = {$} 
38.c 
39. Demonstração 


40.a 
41:<x<1 
42.d 
43.c 
44.a 
45.b 
46.d 
47.a 


Gabarito das Questões IME 


48. f(f(2019)) = 10 
logs 2 loga 2+1 logs 2 logs 2 
49.a)a=2 4+,b=2 4 ,c=3:2 4 b)r=2 4 eg=logs2 
2 


50.a 
51.5 = (v3; r = fx E Rx < logs 2} 


52. Demonstração 
53.c 


54.5 =[xER|i<x<10u3<x<9] 


55.a 
56. b 
57.x=y=2 
58.c 
59.c 
60.a 
61.d 
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7. Questões de Vestibulares Anteriores Resolvidas e 


Comentadas 


2/4 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


Questões ITA Comentadas 


17. (ITA/2019) 


Sabendo que x pertence ao intervalo fechado [1, 64], determine o maior valor da função 


8 
f@) = (log x)* + 120108, x)? - logo (=) 
Comentários 


Para analisar os valores dessa função, devemos simplificá-lo. 


Usando as propriedades do logaritmo, temos: 


log () = log, 8 — log, x = log, 22 — log, x = 3 — log, x 
Assim, encontramos: 
f(x) = (logo x)* + 12(log; x)? - (3 — log; x) 
Vamos fazer uma mudança de variável. Como x E [1, 64], fazendo y = log, x, obtemos: 
x =2 51<27<6452º<27<2º 
Sendo a função exponencial injetora e 2” crescente, temos: 
0<y<6>=> y€ [0,6] 
fO) = yt — 12y? + 36y? 
fO) =y Q? — 12y +36) 
fO) =y 0-6) 


> | f(y) = g? — 6y)” 


A expressão y? — 6y no plano cartesiano representa uma parábola com concavidade para 


cima. No intervalor y E [0, 6], essa expressão assume os valores [—9,0] conforme a figura: 
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Desse modo, a imagem da função f é: 


yel0,6] 


fO) = Q? — 6y) => |Im(f) e [0,81] 


Portanto, o maior valor da função é 81. 


Gabarito: 81 


18. (ITA/2018) 

Se log, t = a e log; m = b, então 
a-+5<> 

bi<=+5<1 
qi<i+5<> 
di<i+5<2 

e)2<1+5 


Comentários 


. . a , 1,1 
Analisando as alternativas, temos que encontrar alguma relação para o número m + m Usando 
os dados do enunciado, temos: 
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1 1 

a log;7 

1 1 

b logn 
Lt 4 1 


a Ele EA 


Vamos igualar a base dos logaritmos, fazendo: 


] _ logg r 
R log, 5 
Substituindo na equação, encontramos: 
1 1 1 1 1+ log, 5 
= t CARO 
log; Jlog;m log;m logon log, 7 
log, 5 
1+log,5 Jlog,2+l0g,5 log,(2:5) log, 10 
suis 825 log 825 _ log2(2:5) log, zion 
logs T logo T logọm log, 
1 1 
> : + ne log, 10 
Devemos analisar quanto vale o número log, 10. Fazendo x = log, 10, temos: 


*= 10 


r vale aproximadamente 3,14. Podemos dizer que TÊ < 10, então x deve ser maior do que 


Com isso, encontramos: 


2<x 
1 1 
x = log, 10 = — + 5 
p. 
ao ta 


Logo, o gabarito é a letra e. 


Gabarito: “e”. 


19. (ITA/2018) 


Encontre o conjunto solução S c R da inequação exponencial: 


4 


1081 
3x-2 4 > 3x+k < 
ael 18 


Comentários 


Reescrevendo a inequação, temos: 
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3x72 + 3x+1 + 3x+2 + 3x+3 + 3x+4 < in 
apaga 97.34 q ÍO8L 
32 8 
Fazendo y = 3*, obtemos: 
y 1081 
JOET S 
y(1 + 27 + 81 + 243 + 729) 1081 
9 — 18 
y1081 7 1081 
9 — 18 
Simplificando a inequação: 
9 1 
“Hg 
Voltando à variável x: 
YES E 
ae: 


Aplicando o log na base 3 na inequação: 
1 
logs 3% < logs 3 


1 
> x < logs 


O conjunto solução é dado por: 


S = [x E R|x < logs (5) 


Gabarito: S = [x E Rx < log; ©) 


20. (ITA/2017) 
Esboce o gráfico da função f: R > R dada por 


1 
= 27 — | 
fœ =| : 
Comentários 


Para esboçar o gráfico de uma função modular, devemos construir a função de dentro pra 
fora. Do enunciado do problema, temos: 


=| 


fl) = zx 2 


Vamos iniciar pela função mais simples: 


Esboçando (3): 
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Como a base é menor do que 1, a função é decrescente. 


o- 


y 


xX 


, i 1) xl 
Agora aplicando o módulo em x, (5) ; 


1 
oj = jato 
E 2% x <0 


2* é uma função crescente e 1/2% é uma função decrescente. O que muda no gráfico ao 
aplicar o módulo é a região do gráfico cujo x é negativo. 


Para esboçar esse gráfico, basta redesenhar a parte das abcissas negativas de acordo com a 
função abaixo: 


Agora, transladamos — 1/2 no gráfico. Vamos descer o gráfico 1/2 unidade verticalmente. 


Nesse caso, temos 2 raízes: 


4 Aula 05 - Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, Equações 
Funcionais 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 05: ITA/IME 2020 


1 1 
zi 270 
>x= +1 


Esboçando: 


Por último, aplicamos o módulo no gráfico acima. Basta espelhar o gráfico em relação ao eixo 


1 1 
21x] -3 


fœ) = 
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O esboço final é dado por: 


Gabarito: Esboço 


21. (ITA/2017) 


Sejam a, b,c, d números reais positivos e diferentes de 1. Das afirmações: 
|. qlº8cb E blogca 


li e E E pe 
Ill. Jogap (bc) = loga c 

É (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 


b) apenas Il. 
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c) apenas le Il. 
d) apenas Ile III. 
e) todas. 


Comentários 


|. Analisando a afirmação, para verificar a igualdade, devemos aplicar o log na base c em 
ambos os lados da igualdade: 


log. qlºscd = log. blogca 
log, blog, a = log. a loge b 
Portanto, a afirmação é verdadeira. 
II. Vamos usar a afirmação | para verificar essa afirmação. 
alºgcd Es blogca 


Da equação: 


Eai m E alºga € blogaa cloga b 
b c b'ºBa c clºBa a alºBa b 


Vamos escrever cada termo usando x, y, Zz para melhor visualizar o resultado: 
alga c = clºBa 4 =x 
blogac = cloga b =y 
qloga P = bloga a = 7 


Substituindo na expressão: 


Calculando o resultado, temos: 


“Verdadeira. 


IIl. Analisando a afirmação, se tentarmos escrever todos os logs na base 10, encontramos: 


logbc _ logc 


logab loga 
logb +logc _ logc 
loga +logb loga 


Vendo a equação acima, podemos perceber que é improvável que o lado esquerdo se iguale 
ao lado direito. Vamos pensar em um contra-exemplo: 


logap bc = loga c 
Paraa =2,b=2ec=1: 


log, 2 = log, 1 
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1 
> Go O (absurdo!) 


“Falsa. 


unn 
c. 


Gabarito: 


22. (ITA/2017) 
Determine todos os valores reais de x que satisfazem a inequação 43%71 > 3%, 
Comentários 
43x—1 > 34x 
Vamos aplicar log na inequação: 
log 4! > log 3** 
(3x — 1) log 4 > 4x log 3 
Isolando o x: 
3x log 4 — log 4 > 4x log 3 
x(3 log 4 — 4log 3) > log 4 
x(log 4º — log 3º) > log 4 


43 
x (io S) > log 4 


64 
x (iog =) > log 4 


64 64 à Rd . P 64 
Como < 1, temos log < 0. Assim, dividindo a inequação por log a encontramos: 


Simplificando: 
log ÉS = logos = log(5) = 21085 
"bgg ga” CEO) 25 
log 4 = log 2? = 210g2 
Dessa forma, temos: 
2log 2 
< 8 


2 log$ 
log 2 


log5 


x < logs 2 
9 


Portanto, a solução da inequação é: 
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S = fx E Rx < logs 2} 
9 


Gabarito: $ = fx E r|x < logs 2} 
9 


23. (ITA/2016) 


Se x é um número natural com 2015 dígitos, então o número de dígitos da parte inteira de Vx 
é igual a 


a) 285 
b) 286 
c) 287 
d) 288 
e) 289 
Comentários 
Vamos reescrever o número x. Seja a E€ R tal que a E [1,10]. 
Se x é um número natural com 2015 dígitos, podemos escrever: 
x=a: 102014 
2014 é porque a conta como 1 dígito. 


Agora, aplicando o radical: 


Vx = Va 4/10204 


Dividindo 2014 por 7, obtemos: 
2014 = 7:287 +5 


Substituindo na equação: 


x7 = (a: 105)7 - 10287 
Vx = 4 10a 10 
Definimos que 1 < a < 10. Então: 
10º < 10-a < 10° 


1< 105 < V105 -a < 4106 < 10 
1< Y105-a < 10 


4 Aula 05 - Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, Equações 
Funcionais 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 05: ITA/IME 2020 E i 


Portanto, o número V105 -a possui 1 algarismo. Logo, o total de algarismos do número é 
dado por: 


Vx= 10% - 10257 


Die pe 
1algarismo 287 algarismos 


287 + 1 = 288 
Gabarito: “d”. 


24. (ITA/2016) 


Considere as seguintes afirmações: 
|. A função f(x) = log, (=) é estritamente crescente no intervalo |1, +00]. 


II. A equação 2**2 = 3*-1 possui uma única solução real. 
Ill. A equação (x + 1)* = x admite pelo menos uma solução real positiva. 
É (são) verdadeira(s) 


a) apenas |. 


) 
b) apenas le Il. 
c) apenas Il e III. 
d) 1, Ile IH. 
e) apenas III. 
Comentários 


|. Vamos verificar se a função é crescente comparando dois números a, b. Seja a,b E ]1, +o0[ 
talquel <a < b. Então: 


1<a<b 
1 
a 


< 
1 
ma 
1 
b 


b á a 
f(b) > f(a) 
Portanto, a < b > f (a) < f (b). f é estritamente crescente. 
“ Verdadeira. 


II. Vamos resolver a equação: 
2x+2 — 3x71 
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Isolando x: 


Aplicando log na base 3/2: 


logs 12 = x 
2 
Encontramos uma única solução real. 
“Verdadeira. 
IIl. Verificando a equação: 
(x+1)* =x 


Aplicando log na base x: 
log, (x + 1)* = log, x 

xlogi(x+1)=1 

Vamos ver se existe algum x real positivo que satisfaz a equação: 

Se 0 < x < 1, temoslog,(x + 1) < 1 e consequentemente: 
xlog,(x+1)<1 

Se x > 1, temos log, (x + 1) > 1 e consequentemente: 
xlog,(x+1)>1 


Vx E R,, a expressão xlog,(x + 1) resulta em uma desigualdade. Portanto, não temos x 
que satisfaz a equação. 


“Falsa. 
Gabarito: “b”. 


25. (ITA/2016) 


Seja (a4, A2, a3, ...) a sequência definida da seguinte forma: a, = 1000 e a, = log,o(1 + 
An-1) para n > 2. Considere as afirmações a seguir: 


|. A sequência (a,) é decrescente. 
Il. a, > 0 para todon > 1. 

ll. a, < 1 para todo n >3. 

É (são) verdadeira(s) 


a) apenas |. 


) 
b) apenas e Il. 


c) apenas Ile III. 


) 
d) |, Ile Il. 
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e) apenas III. 
Comentários 
l. Para n = 2, temos: 
a> = logyo(1 + a1) = logyo(1 + 1000) = logio 1001 
Vamos comparar a, com a4. Aproximando qa»: 
a> = logio 1001 = logio 1000 = 3 < 1000 = a 


Então, encontramos a, < a4. Vamos supor que an+1 < an € provar essa propriedade usando 
PIF. 


Paran = 1, já sabemos que a, < a. 
Para k E€ N, temos que provar que a; < dk, > psy < Ak- 
Usando a definição para ay: 
ag = logyo(1 + des) 
10% = 1 + apa 


dk-1 = 10% — 1 


Para ag41: 
Ak+1 = logyo(1 + ap) 
10%+1 = 1 + ak 
ag = 10°k+1 — 1 
Da hipótese: 


ak < ak-1 
Substituindo a, € ag-1: 
10%+ — 1 < 10°%k — 1 
10%k+1 < 10% 
> Qu+1 < Ak 
Portanto, encontramos que an+1 < q, logo, a sequência (an) é decrescente. 
«Verdadeira. 
II. a, = 1000 >0 
Se a, > 0, temos: 
An41 = logyo(1 + an) > logio 1 = 0 
Portanto, a, >0> a,,, > 0. Logo, a, >0,VYn E N. 
“Verdadeira. 
III. Para n = 3: 
az = l0g10(1 + a2) 
Usando a aproximação a, = 3 < 4, temos: 
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ds = logyo(1 + az) < logio (1 + 4) = log1o 5< logio 10=1 
Como a sequência é decrescente e a; < 1, temos que a, < LVYn >3. 
“Verdadeira. 


Gabarito: “e”. 


26. (ITA/2016) 

Seja f a função definida por f(x) = log, , (x? — 2x — 8). Determine: 

a) O domínio D, da função f. 

b) O conjunto de todos os valores de x E D, tais que f(x) = 2. 

c) O conjunto de todos os valores de x E Dș tais que f(x) > 1. 
Comentários 


a) Analisando as condições da função, encontramos os seguintes requisitos: 
x+1>0 
x+1#1 
x? —2x—-8>0 
x>—lex+0 
Resolvendo a inequação: 
x? —2x—8>0 
(x—-4(x+2)>0 


>x <-—2o0oux>4 
Juntando as condições, encontramos: 
x>4 
Portanto, o domínio da função é dado por: 
Ds = {x E€ Rx > 4} 
b) Fazendo f(x) = 2, temos: 
log,+1(x? — 2x — 8) = 2 
x? — 2x —8 = (x + 1)? 
xº—-2x—-8=xº+2x+1 


4x = —9 
9 
x = E) 
Como o domínio de f é x > 4, temos que x = —9/4 não pode ser solução do problema. Logo: 
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S=0 


c) Fazendo f(x) > 1, temos: 
logen(xº— 2x — 8) > 1 
Como x > 4, temos que a base do logaritmo é maior do que 1, logo a função é crescente. 
Dessa forma, podemos escrever: 
x? —2x—8>(x+1)! 
x? —3x—-9>0 
Raízes: 


3+vV9+36 (34+V45) 3+3V5 
xXx = —— DD 


2 2 2 
3- 3v5 3+3v5 
> 2 


A solução dessa inequação é dada por: 
3 — 3V5 „3+ 3V5 
< —— ou x > ———— 
2 2 
Devemos fazer a intersecção dessa solução com o domínio de f. Para isso, precisamos saber 
se esses números são maiores ou menores do que 4. Comparando o maior valor: 


IrIS 3432 O 


X 


2 >— 3 =m issa 
3 + 3V5 
> —— >4 

2 
Agora, para o menor valor: 
3- 3V5 3-3:2 E 

2 Bom a 
3 — 3V5 
GR 


Colocando os números no eixo x, temos: 
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O RR 
4 


Fazendo a intersecção da solução, encontramos: 


s= fx e r > 2125) 


Gabarito: a) D; = {x E Rix > 4} b)S = Ø c) S = [x E R|x > > 2) 


27.(ITA/2015) 
Considere as seguintes afirmações sobre números reais: 


|. Se a expansão decimal de x é infinita e periódica, então x é um número racional. 


[pi — 2 
n=0 (42-1)V2h r= 1=2V2" 


Ill. In Ve? + (logs 2) (log, 9) é um número racional. 
É (são) verdadeira(s): 
a) nenhuma. 
b) apenas Il. 
c) apenas le Il. 
d) apenas le III. 
e) |, Ile II. 
Comentários 

l. Do enunciado da afirmação: 


A expansão decimal de x é infinita e periódica, então x é uma dízima periódica. Portanto, x é 
racional. 


“Verdadeira. 


II. A sequência é uma PG infinita de razão q = 1/42. Veja: 
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1 Er 1 (rd ) 
E Ts Et ca Po 

Veda vV2-1\V? vV? vZ 

Lembrando que a soma de uma PG infinita é dada por: 

g= 1 
EF 

1 E 1 1 )- 1 S DO v2 2 

2-1 2-1 1-5 “(V2-0(N2-1) 3-242 
2 


EE 
v2 2 s2 
O resultado que encontramos é diferente da afirmação. 


“. Falsa. 


IB Vamos simplificar o número: 
Infe? + (logs 2)(log, 9) 


2 
a + (log; 2)(log,> 3°) 


= log; 2 -l0g, 3 
2 „log2 log3 
3 log3 log2 
2 5 
gha ER 
“Verdadeira. 
Gabarito: “d”. 


28.(ITA/2014) 


Determine as soluções reais da equação em x: 


3 logio 16x 
] ei] Pa SET o 
(log, x) oga(x*) l0g100 16 
Comentários 
Como condição de existência: x > 0. 
Simplificando a equação, temos: 
3 logio 16x 
l 3] ta ON T 
(log, x) og4(x*) log,099 16 0 
3 log, 16x 
log, 10 
É E DLC quê 
(log, x)? — 4 log, x log, 16 
log, 100 
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3(log, 42 + log, x) 
(log, x)? — 4 log, x — e a =0 
log, 102 
3(2 + log, x) 
(log, x)? — 4log, x — = 
2log, 10 


=0 


(log, x)? — 4log, x — 3(2 + log, x) = 0 

Fazendo log, x = y: 

y? — 4y —3(2+y)=0 

y? —-7y-6=0 
Fatorando a equação: 
y? —y-—-6y-6=0 

y? -1)-6(y+1)=0 

Q+DOQQ-1)-6)=0 

Q+)’ -y-6)=0 

@Q+1DQ-3)Q+2)=0 


Encontrando as raízes: 


yı =-1 
y2 =3 
Y3 = -2 
Encontrando os valores de x: 
y = log, x 
1 
yı = -1 > x, = 4 


Y2 = 3 > x, = 4 = 64 
= -2 > ee 
Ya = X3 = = 16 


Portanto, a solução é dada por: 


Gabarito: S = E, 64, = 


29. (ITA/2014) 


A soma 
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- log1,2 V32 


n+2 
- log1/2 8 


É igual a 


Comentários 


Simplificando a expressão, temos: 
4 i 4 5 4 4 
log1/2 V32 logz-12n + > Tna > 5 
— log; 2 8"+? E = logp-1(28)"+2 E - 3(n+2) — = 3n(n + 2) 
—1 
Calculando o valor da soma: 


e sta tos ta) 
ED 311:3 2-4 3:5 4-6 


ERNE GT R 68 68 17 
313 8 15 24) 120 3 3 To 


Gabarito: “d”. 


30. (ITA/2013) 
Considere as funções f e g, da variável real x, definidas, respectivamente, por f(x) = 
ex +ax+b o g(x) = In (=), em que a e b são números reais. Se f(—1) = 1 = f(—2), então 


pode-se afirmar sobre a função composta gof que 


a) gof(1) = In 3. 
b) Agof (0). 
c) gof nunca se anula. 


) 
d) gof está definida apenas em {x E R: x > 0}. 
e) gof admite dois zeros reais distintos. 
Comentários 


O enunciado nos dá f (—1) e f(—2). Vamos encontrar os coeficientes a e b de f: 
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f1) = el-a+b =1 
f(—-2) = g472a+b = 1 


PT —1 
Dividindo E 
el-a+b 
es2a+b — 1 
e%73=1 
et =e? 
>a=3 
Substituindo o resultado em f(—1): 
e1-3+b — 1 
e2 =1 
e! = e? 
>b=2 


Portanto, as funções f e g são dadas por: 


fœ e ex +3x+2 


g(x) = In (=) =]n (5) 


Encontrando gof: 


x EX +3x+2 
gof (x) = gf) = In (£>) =]n (=) = miler teto) —n2=x2+3x+2-In2 

Vamos analisar as alternativas: 

a) Devemos calcular gof(1): 

gof(1)=1+3+2-In2=6-In2 + In3 
b) gof (0) = 2 — In 2. Existe gof (0). 
c) Vamos verificar se gof possui raízes: 
gof(x) = O 
x? +3x+2-In2=0 


-3+/9-4Q2-—-In2) —-34+v1+In2 
=D DD 

2 2 

gof possui 2 raízes distintas. O que nos leva à alternativa e. 


Gabarito: “e”. 


31. (ITA/2013) 


Se os números reais a e b satisfazem, simultaneamente, as equações 
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4 a, 
Um possível valor de ne 


ai 


2 
b) 
c) 
d) 
e) 3V2 


Comentários 


1 
y2 
2 


Do enunciado, temos o sistema: 


ln(a? +b)+In8=1In5 
Simplificando: 


1 1 
1 a2b = — a&b = — 
avb = p 16 “> e 
In(a?+b)=In5-—-In8 In(a? + b) = In (5) a +b=5 
Vamos encontrar os valores de a e b substituindo a primeira equação na segunda: 
= 
16b 
1 > 
16b 8 
16b? —10b+1=0 
pa EN CA 1 
= je "44 "28 
Das condições da equação com radical, temos que necessariamente a > 0e b > 0. Então: 
1 1 V2 
= e Ao A 
1 1 V2 
= fes = 
b = 8 > a 7 >a 2 
Possíveis valores para a/b: 
V2 
a q _ v2 
b 1 2 
2 
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Analisando as alternativas, encontramos a resposta em a. 


uam 
a. 


Gabarito: 


32.(ITA/2011) 


Resolva a inequação em R: 


logi(x2?-x+19) 


16 < (5) i 
4 


Vamos simplificar a inequação: 


Comentários 


m g 
4 
42 < (4-1)logg-1(22-2+19) 
42 < (4-1) Dlogs(x2-x+19) 
42 < qlogs(x2-x+19) 
> 2<logs(x? — x + 19) 
52<xº-x+19 
0<xº—-x—6 
0 < (x — 3)(x + 2) 
Raízes: 
x = 3 oux = —2 


Estudo do sinal: 


x <—2oux>3 


Gabarito: S = (—00, —2) U (3, +œ) 


33. (ITA/2008) 


Para x E R, o conjunto solução de |53% — 52%+1 + 4. 5*| = |5% — 1| é 
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a)(0,2+5,2+3) 

b) {0, 1, logs (2 + 5)) 

c) fo, (5) logs 2,5 1085 3, logs = 

d) [0,10gs(2 + V5), logs (2 + 3), logs(2 — 3): 


e) A única solução é x = 0 
Comentários 
Inicialmente, devemos simplificar a equação: 
[53x — 5241 4 4. 5%] = |5% — 1| 
|5*(5?7* - 5:52 + 4| = [5% -1| 
|5%(5?* - 5:5% + 4)| = [5% -1| 
|5*(5* — 1657 — 49)] = |5* — 1] 
157 — 1](15*(5* — 4)] - 1) = 0 
Possibilidades: 
5*-1=055*=15x=0 
Ou 
|5*(5* —-4)]-1=0 


5“(5" —- 4) =1 E 

X(EX = 
|5 (5 4)| Do Wo O a 
Resolvendo cada equação separadamente, temos: 


57x —4:5%—1=0 
5* = (2+V4+1)=2+vV5 


Como 5* > 0e 2 — V5 < 0, nesse caso, a única solução é 5* = 2 + V5. O que resulta: 


x = logs(2 + V5) 
Resolvendo a outra equação: 


5% 4.5*41=0 
52&=(2+V4—-1)=2+3 
2-/3>0 
>5"=2+3 
=x = log; (2 +vV3) 


Portanto, encontramos 4 soluções: 


S = {0, logs (2 + V5),logs(2 + 3)) 


Gabarito: “e”. 
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34. (ITA/2007) 
Sejam x e y dois números reais tais que e*,e” e o quociente 
x — 2V5 


ão todos racionais. A soma x + y é igual a 


d) logs 2 
e) 3 loge 2 
Comentários 
Vamos eliminar o termo radical do denominador do número: 
(e* — 2V5) (4 + e” V5) 
4e* — 8V5 + e V5 — 2e5 


16 — 5e? 
4e* — 2875 — 8V5 + e*t? V5 
16 — 5e? 


O enunciado afirma que o número é racional, então necessariamente os radicais do 
numerador devem ser iguais a zero: 


-8V5 + e**9 V5 =0 
E = 8 
>x +y = ln2? =31n2 
Com isso, encontramos a resposta no gabarito e. 


Gabarito: “e”. 


35. (ITA/2007) 


Sejam x, y e z números reais positivos tais que seus logaritmos numa dada base n são números 
primos satisfazendo 


logn (xy) = 49 
x 
log, C) = 44 
Então, log, (xyz) é igual a 
a) 52 
b) 61 
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c) 67 

d) 80 

e) 97 
Comentários 


O enunciado afirma que log, x, log, y, log, Z são números primos. Vamos procurar alguma 
informação usando os dados fornecidos: 


log (xy) = 49 
log, x + log, y = 49 


Como os logs envolvidos são números primos e a soma é ímpar, temos que um número deve 
ser par e o outro ímpar. O único par que é primo é 2, então: 


l logn x = 2 x=47 
logn y = 47 H logn y = 2 


Usando a outra equação: 


logn (5) = 44 
log, x — log, z = 44 
Testando os valores dos logs, temos: 
logn x = 2 > 2 — log, Z = 44 
log, Z = —42 
—42 não é primo 
Vamos testar o outro valor: 
logn x = 47 > 47 — logn Z = 44 
lognz = 3 
3 é primo 


Então, os logs que satisfazem o problema são: 


log, x = 47 
logn y = 2 
lognz =3 


A questão pede log, (xyz): 
loga (xyz) = log, x + log, y + log, z = 52 
Portanto, encontramos o gabarito na letra a. 


Gabarito: “a”. 


36. (ITA/2005) 


Considere a equação em x 


4 Aula 05 - Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, Equações 
Funcionais 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 05: ITA/IME 2020 


T 
a¥tı = bx 


Onde a e b são números reais positivos, tais que ln b = 2lna > 0. A soma das soluções da 
equação é 


a) O 
b)—1 
c)1 
d) In 2 
e)2 
Comentários 


Aplicando In na equação, temos: 
1 
lna*tt = nha 
1 
(x+1)lna = qnd 
Substituindo ln b = 2lna: 


1 
(x+ Dlna = 2lna 


Como lna > 0: 


2 
x+1=- 
x 
x? +x—-2=0 
-1+V1+8 -1+3 
mmn a m 
xı =-2ex,=1 


A soma das raízes é dado por: 
xi tX = —2 + 1 = —1 
Gabarito: “b”. 


37. (ITA/2004) 
Para b > 1e x > 0, resolva a equação em x: 
(2x)!08b2 — (3x)l08b3 = 0 
Comentários 
Reescrevendo a equação do enunciado: 
(2x)!08b2 = (3x )lo8b 3 
Aplicando log na base b, temos: 


log, (2x)!º8b2 = log, (3x)!08b2 
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Simplificando: 
log, 2log, 2x = log, 3 log, 3x 
log, 2 (log, 2 + log, x) = log, 3 (log, 3 + log, x) 
(log, 2)? + log, 210g, x = (log, 3)? + log, 3 log, x 
log, 2log, x — log, 310g, x = (log, 3)? — (log, 2)? 
log, x (log, 2 — log, 3) = (log, 3 — log, 2)(log, 3 + log, 2) 
log, x = — (log, (3 : 2)) 
log, x = log, 671 
add 
Portanto, encontramos uma única solução dada por: 


= 


Gabarito: S = E 


38. (ITA/2004) 


Seja « um número real, com O < a < 1. Assinale a alternativa que representa o conjunto de 
todos os valores de x tais que 


ji 2x 
aT Em <1 
a) ] — œ, 0] U [2,+400[ 
b) ] — œ, 0[ u ]2, +o0[ 
c) ]0,2[ 
d) ] — œ, 0[ 
e) |2, +00] 
Comentários 
Simplificando a inequação, temos: 
(O <1 
TA <1 
az 
q?X < ax? 
> 2x < x’ 
0 < 2x- x? 
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x(2—-x)>0 


Vamos fazer o estudo do sinal da inequação acima: 


Portanto, os valores de x que satisfazem a inequação é: 
x<00oux>2 
S =] — 00,0[U ]2, +00] 
Gabarito: “c”. 


39. (ITA/2003) 


Mostre que toda função f:R/{0} > R, satisfazendo f(xy) = f(x) + f(y) em todo seu 
domínio, é par. 


Comentários 
Vamos analisar a equação funcional dada: 
FG) = f) +FfO) 
Fazendo x = y = k E€ R/(0), temos: 
fd) = f(k) + f(k) 
f(k?) = 2f (k) 
Para x = y = —k: 
f((K)(=k)) = f(k) + f (=k) 
f(k?) = 2f (-k) 
Desse modo, encontramos a igualdade: 
2f (k) = 2f(—k) 
f(k) = f (=k) 
Portanto, a função f é par em todo o seu domínio. 


Gabarito: Demonstração. 


40. (ITA/2003) 

Considere uma função f: R > R não-constante e tal que f(x + y) = fFQf O), Yx, y E R. 
Das afirmações: 

I. f(x) >0,Vx E R 

Il. f(nx) = [f(x)]",vx E€ R, Yn E€ Nº 

Ill. f é par 
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É (são) verdadeira(s): 


a 


) 
) 


) 
d) 
) 


apenas e Il. 
b) apenas Il e III. 
c) apenas le III. 


todas. 


e) nenhuma. 


Comentários 


O bizu nessa questão é fazer: 
x x 
osre) 


Usando a equação funcional, encontramos: 


ror ENG-F zo 
>f0)>0 


Devemos provar que f(x) + O: 


Parax=y=0: 


f0) = (f00)) 
f@(1- f(0)) =0 
f(O) = 0 ou f(0) = 1 
Para y = 0, temos: 
fl + 0) = fœ)f 0) 
fœ@(1-f0)=0 
Se f (0) = 0: 
fœ) =f&œ)f0)=0 
f(x) = 0,Vx E R 
O enunciado diz que a função f não é constante, logo essa igualdade não pode ser válida. 
Com isso, nos resta f(0) = 1. 
Portanto, f(x) > 0,Vx E R. 
“Verdadeira. 
Vamos provar por PIF que essa equação é válida: 
Paran = 1, temos: 
fx) = FO 
fœ) =f) 
Paran = k E N*, temos que provar que f (kx) = [f (0)]® > fI(k + 1)x] = [f(a)]1. 
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Usando a equação funcional do enunciado: 
fl +y) =fC)f0) 
Fazendo y = kx: 
f(x + kx) = fO)fCkx) 
Da hipótese, temos f (kx) = [f(x)]*, logo: 
fik + Dx] = fO] 
> fik + 1)x] = [GO] 
Portanto, a equação da afirmação é válida. 
“Verdadeira. 
WII. Para x = k e y = —k, temos: 
f(k — k) = f (k)f (=k) 
f0) = ff (k) 


Da afirmação I, sabemos que f (0) = 1. Logo: 


1 
ff = 15 [00 = 
Portanto: 

f(k) + f(=k) 
A função não é par. 
“Falsa. 


Gabarito: “a”. 


41. (ITA/2002) 
Seja a função f dada por 
f(x) = (logs 5) "logs 8%! + logs 41+2x=x? log; 288255) 
Determine todos os valores de x que tornam f não-negativa. 
Comentários 
Inicialmente, vamos simplificar a função: 
f(x) = (logs 5) “logs 8%! + log; 41+22-x* — Jog, 2*6x+D) 
f(x) = (logs 5) “logs (231 + loga (22)1+2-*º — Jog; 226240) 
logo 23(x-1) 
g3 D 
f(x) = log; 238-1) 4 loga q2(1+2x-x2) — loga 2X(3x+1) 


23(x-1) q2(1+2x-x2) 
f(x) = logs Jer 


22(1+2x-x?) 2x(3x+1) 


f(x) = (log; 5) - + logs — logs 
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f(x) = log; 23x-3+2+4x-2x2 3x2 x 
f(x) = log; 2 (—5x? + 6x — 1) 
Queremos que f seja não-negativa, então f(x) > 0: 
log; 2(-5x2 + 6x — 1) >0 
Como logs 2 > 0, temos: 
—5x2 +6x—-12>0 


Fazendo o estudo do sinal: 


Raízes: 
—6 + v36-20 —6+4 1 
X12 = = =1ou 
' —10 —10 5 


Portanto, o intervalo de solução é dado por: 
l <x<1 
e X < 
5 


Gabarito: Z <x<1 


42. (ITA/2001) 


Se a E R é tal que 3y? — y + a = 0 tem raiz dupla, então a solução da equação 32*+1 — 3% + 
a=0é: 


a) log, 6 

b) — log, 6 

c) logs 6 

d) — logs 6 

e) 1 — log; 6 

Comentários 

Se a equação tem raiz dupla, então A = O: 
A=1-4:3:a=0 


>a = — 
“42 


Substituindo a na equação de variável x: 
3a O 
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1 
32x+1 ET 0 
3: B9237 +} =0 
12 
Fazendo z = 3*: 
3z? — 2 + Es = 0 
12 
Encontrando as raízes: 
1+V1-1 1 
Ps a 26 
Desse modo: 
e z 
6 


x = log; 61 = — log; 6 
Gabarito: “d”. 


43. (ITA/2001) 


Sendo dado 

In (2V4V6V8 ... V2N = a, 

In (V2 V3 V4 ...NY2n = b, 
então, 

m2 m3 m4 m5, ,In2n 
2 3 4 5 2n 

É igual a: 
a) ar 2D, 
b) 2a, — bn 
Ed = ba 
d) ba = an 
e) an + bn 


Comentários 
Vamos calcular o valor de a, e b,: 


Expandindo os logs: 


In4 ln6 1In8 In2n 
Qa=nit tata te = 
In2 In3 In4 In2n 
dE 
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Se fizermos a, — bn, encontramos: 
“nz In3 In4 ln 2n 


TE A n + —.. 


2 3 4 2n 
Perceba que essa é exatamente a expressão pedida. Logo, encontramos o gabarito na letra c. 


unn 
c. 


Gabarito: 


44. (ITA/2000) 


Seja S = [—2, 2] e considere as afirmações: 


i H7 
hos (+) < 6, para todo x E S. 


1 1 
la Te 
Ill. 22% — 2* < 0, para todo x E S. 


para todo x E S. 


Então, podemos dizer que 


a) apenas | é verdadeira. 


) 
b) apenas Ill é verdadeira. 

c) somente | e Il são verdadeiras. 
d) apenas Il é falsa. 

e) todas as afirmações são falsas. 


Comentários 
1 x 
|. Basta comparar os valores de (5) , para x E [—2,2]: 


Como - < 1, temos a seguinte relação de desigualdade para —2 < x < 2: 


2 


Fa 


2 


Portanto, a afirmação é verdadeira. 
|. 2” > 0 para qualquer valor de x. Logo: 
v32 — 2* < V32 
1 1 
>—— > — 
v32—-2* 32 
Portanto, falsa. 
Il. 2*(2* = 1) <0 
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Temos 2* > 0, Yx E R. Então: 
2*-1<0 
2” <a 
x <log,1=0 
> x<0 
Como S = |—2,2] e x < 0, a afirmação é falsa. 


uam 
a. 


Gabarito: 


45. (ITA/1999) 
Seja S o conjunto de todas as soluções reais da equação 


loga (x + 1) = loga (x — 1) 
4 


Então: 


a) S é um conjunto unitário e S c ]2, +o]. 


) 

b) S é um conjunto unitário e S c ]1,2]. 
c) S possui dois elementos distintos S c ] — 2,21. 
d) S possui dois elementos distintos S c ]1, +oo]. 
e) S é o conjunto vazio. 

Comentários 


Inicialmente, devemos analisar a condição de existência dos logs: 
x+1>0ex-1>05x>1 


Resolvendo a equação, temos: 
logy-=1 (x + 1) = log, (x — 1) 
log, (x + 1)! = loga(x — 1) 


=x—1 


x+1 


2 
x= +42 
Como x > 1, a única solução possível é x = V2. 
Analisando as alternativas, vemos que 1 < V2 < 2. Então: 
S = {2} c ]1,2[ 
Encontramos o gabarito na letra b. 
Gabarito: “b”. 


46. (ITA/1998) 
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O valor de y E R que satisfaz a igualdade log, 49 = log,> 7 + log», 7, é: 


Comentários 
Simplificando a equação, temos: 
log, 49 = log,,2 7 + log»y 7 
log7?  log7 | log7 
logy  2logy log2y 
2log 7 _ log7 n log 7 
logy  2logy log2+logy 


Substituindo log y = x: 
2log7 _log7 log 7 


x 2x log2+x 
2log7 log7 log 7 
x “2x log2+x 
3log 7 log 7 
2x “log? +x 
3 1 
2x log2+x 


3(log2 + x) = 2x 
3log2 + 3x = 2x 
> x = —3 log 2 
Retornando à variável y: 
logy = —3 log 2 = log 27° 
1 
>y=2? = 5 
Gabarito: “d”. 


47. (ITA/1998) 
A inequação mostrada na figura adiante 


4xlogs(x + 3) > (x? + 3) loga (x + 3) 
5 
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É satisfeita para todo x E S. Então: 
a)S=|-3,-2]U [-1, +œ[ 
b) S =] — œ, —3[ u [-1,+o00[ 
c) S =|-3,-1] 
d) S =] — 2, +] 
e) S =] — œ, —3[ u ] —-3,+oo][ 
Comentários 
Inicialmente, temos que verificar a condição de existência do log: 
x+3>0>x>-3 
Agora, vamos simplificar a inequação: 


4xlogs(x + 3) > (x? + 3) logı (x + 3) 
5 


4xlogs(x + 3) > (x? + 3) logs-ı(x + 3) 
4xlogs(x + 3) — (x? + 3) log;-ı (x +3) > 0 
4xlogs(x + 3) + (x? + 3) logs (x +3) 2 0 
logs (x + 3) (4x +x? +3) > 0 
Fazendo f(x) = logs (x + 3) e g(x) = x? + 4x + 3. Vamos construir o gráfico de f e g: 


Raízes de f: 
fœ) = 0 > log;(x+3)=0 
x+3=5º 
x =—2 
Gráfico de f: 
Raízes de g: 


gx) =0>x+4x+3=0 
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(x+3)(x+1) =0 


>x = —3 ou x = —1 


Gráfico de g: 


Dessa forma, para satisfazer a inequação logs (x + 3) (4x + x? + 3) > 0 devemos ter: 


e >0 pi <0 
u 

90)z20  W&)<O0 

Construindo a tabela de sinais de f e g, temos: 


dt) + do dos 
fesa) — i +o i = i + 


Portanto, para f (x) - g(x) > 0, temos: 
—3 < x < —2 ou x > —1 
> S =] — 3, —2] u [-1, +%æ[ 


Gabarito: “a”. 
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Questões IME Comentadas 


48. (IME/2019) 


Definimos a função f:N > N da seguinte forma: 


f(O) = 0 
fa)=1 
fQn)=f(n), n21 
fQn+D=f(n)+a2lcenl n>1 


Determine f(f(2019)). 
Observação: |k] é o maior inteiro menor ou igual a k. 


Comentários 


Inicialmente, devemos analisar a lei de formação da função. Para um número par, temos que 
f(2n) = f(n) e para um número ímpar, f(2n + 1) = f(n) + 2!!°82”1, A função está determinada 


paran = 1 oun = 0, vamos usar esses valores para encontrar o que se pede. 
Usando a lei de formação, obtemos: 
f(2019) = f(1009) + 211082 1009] 
f(1009) = f(504) + 2ll082504] 
f(504) = f(252) 
f (252) = f(126) 
f(126) = f(63) 
f(63) = f(31) + 21108231 
f(31) = f(15) + 2ll082 15] 
f(15) = f(7) + 210827] 
f(7) = f(3) + 2!°823] 
f(3) = f(1) + 200221 
fost 


Vamos somar as equações para cancelar os termos de f: 
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f (2019) = f (1009) + 2!°82 1009] 
f(1009) = f(504) + 210825041 


[(504) = f (252) 
[(257) = [(126) 
[(426) = [(63) 


1.63) = (3T + 21083 4 
{BT = [57 + 2108215 


LSJ = f7) + 210607 

FETS = FEY + 210823] 

FEJ = f + 2llog> 1] 
fæ =1 


f, (2019) = 210821009] 4 2llog2504] 4 2ll0g2311 4 2llog215] 4 2ll0g271 4 210823] 4 2llog211 4 q 
Agora, precisamos encontrar os valores de 200821009] ņ2llog2504] | gllogz1] Das 
propriedades dos logaritmos, sabemos que 2!º82º = q. 
Analisemos o valor de [log, 1009]. Seja log, 1009 = x: 
log, 1009] = [x] 
Como 2 é uma base maior que 1, temos que a função logarítmica é crescente. Então, podemos 


escrever: 
log, 512 < log, 1009 < log, 1024 
log; 2º < x < log; 21º 
9<x<10 
[k] é o maior inteiro menor ou igual a k, desse modo: 
lx] = [log, 1009] = 9 
Analogamente, para os outros valores: 
log, 256 < log, 504 < log, 512 > 8 < log, 504 < 9 > l|log, 504] = 8 
log, 16 < log, 31 < log, 32 > 4 < log, 31 < 5 > |log, 31] = 4 
log, 8 < log, 15 < log, 16 > 3 < log, 15 < 4 > |log, 15] = 3 
log, 4 < log, 7 < log, 8 > 2 < log 7 < 3 > [log 7] = 2 
log, 2 < log, 3 < log, 4 > 1 < log, 3 < 2 > |log} 7] = 1 
log; 1] = 0 
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Assim, obtemos: 
f(2019) = 9llog> 1009] | 9llogz 504] | 2llog231] 4 9llogz 15] 4 2llog27] 4 9ll0g23] 4 9llogz1] 4 q 
f(2019) = 2? + 28 + 24 + 2? 422421 42041 


f(2019) = 512 +256 +16 +8+4+2+1+1 


Queremos o valor de f (f (2019)), usando o mesmo raciocínio: 
f(f(2019)) = f (800) = f (400) = f (200) = f(100) = f(50) = f (25) 

ren = fá) 2mm 
f2) = f (6) 
f6) = f8) 

f3) = f1) +2081 =1 42° =2 
> f(12) = f(6) = f3) = 2 
> f (25) = 2 + 2!°82 121 
log, 8 < log, 12 < log, 16 > 3 < log, 12 < 4 > |log, 12] = 3 
s f(25)=2 +2 = 10 


Portanto: 
f(f(2019)) = 10 


Gabarito: f(f(2019)) = 10 


49. (IME/2018) 


Sejam a,b,c e d números reais positivos diferentes de 1. Temos que log, d , log, d e log. d 
são termos consecutivos de uma progressão geométrica e que a, b e c formam uma progressão 
aritmética em que a < b < c. Sabendo-se que b = b!º8aP — q, determine: 


a) Os valores de a,b e c; 
b) As razões das progressões aritmética e geométrica, r e q, respectivamente. 
Comentários 
a) Do enunciado, temos: 
a,b,c,d > O0ea,b,c,d +1 
(loga d,log, d, log, d) é uma PG 
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(a,b,c) éuma PA, coma<b<c 
b = bab — q 
Vamos analisar a PA, usando os dados fornecidos, podemos escrever: 
a+c 
2 
>2b=a+c (1) 


Analisando a PG: 
(log, d)? = (loga d) (log. d) 


- E Sileä (Ba 2) o (log, d)? 


loga b loga € loga € 
> (log, b) = loga c (II) 
Agora, vamos usar a equação para encontrar alguma informação entre a e b: 
b = blºoab —q 
a+b=bloab (IIT) 


O bizu agora é fazer b = a!°8a? para o lado direito da equação (III): 


aibs (alogab)'º8a = qlogab)? 
Usando a equação (II): 
(loga b)? = loga c 
= qlogab)? — glogac = c 
Perceba que o termo encontrado é igual àquele encontrado na equação (III): 
a + b = alogab* = 
Dessa forma, usando as equações encontradas, podemos escrever: 


e 
2b=a+c 
Encontrando b e c em função de a: 


2b=a+c>52b=ata+b. 


> b= 2a 
a+b=c 
>= 3a 


Substituindo esses valores na equação (III), temos: 
a+b = blº8ab (JIN) 
a + 2a = (2q)lº8a2a 
3a = (2a)0°8a2+1) 
Aplicando log na base a na equação: 
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loga 3a = (log, 2 + (log, 2a) 
loga 3 + 1 = (log, 2 + 1)(log, 2 + 1) 
loga 3 + 1 = (log, 2)? + 210g,2+1 
> log, 3 = (log, 2)? + 2log, 2 
Escrevendo os logs na base 2: 
logz 3 (2E I Í 2 log, 2 


log, a E log, a 


log, a 


Fazendo x = log, a, temos: 


log)3 /1\? 2l0g,2 
EA 


x x 
log, 3x = 1 + 2x 


x(log, 3- 2)=1 


o 1 
ro log, 3 — 2 
Retornando à variável a: 
1 1 1 
eos Ric O e 
082 3 — 082 3 — 1082 log, E Z 
logs 2 
DS qa= 4 
b = 2a 
q ic di 
c= 3a 
loga 2 
>c= 4 
b) Temos as sequências: 
(loga d,log, d, log, d) é uma PG 
(a,b,c) éuma PA, coma<b<c 
l l 1 1 
a di o oga z PQ 1) E 9 8º 
log, d 
logd log,b loga 
loga d log log, b 
log, a 
l 
log,2 4  log32 1 1 1 1 
— 1082 = e eM =lo0g32 
z log32+1 ` z T Ee E = 2 
od» PERL jg 1+ log, 7 log, 2 + log, 5 log> 5 í 


logs 2 
4 


Aula 05 - Funções Exponenciais, Logarítmicas, Piso e Teto, Equações 
Funcionais 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


hE 


Professor Victor So 
Aula 05: ITA/IME 2020 


loga 2 
Portanto, r =2 41 eq = log:2. 
2 


Questão trabalhosa pessoal, para encontrar os valores de a,b,c, temos que ir pelo método 
da tentativa e erro até achar alguma informação relevante. 


logs 2 log3 2+1 logs 2 logs 2 
Gabarito:a)a=2 1,b=2 4 ,c=3:2 4 b)jr=2 41 eg=log:2 
2 


50. (IME/2017) 
Seja a equação ylº8: 3 = ylogs3) — 6,y > 0. 


O produto das raízes reais desta equação é igual a: 


Dg a 
No AIW nje Wie 


o 
— 


e)3 
Comentários 
Vamos simplificar a equação do problema: 
yl083 3) = ylog33y — 6 


1 
y1º83(37)2 = y!°83 3y — 6 


10g33 
y2 083 9y — y!°83 3y _ 6 


Chamando x = yz!°83 3Y temos: 
x=xº-— 6 
xº-x—6=0 
(x—-3)(x+2)=0 


Raízes: 


l 
w 


xı = —2 ou x, = 


Encontrando os valores de y: 
1 
y21°83 3y — 2? 
O enunciado diz que y > 0, então a equação acima não é válida. Então, temos que usar a 
outra raiz: 
1 
y2!°83 3y a 


Aplicando log na base 3: 
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1 logs 3y 
log y2 = log; 3 
1 
3 (1 + log; y) logs y = 1 
Substituindo z = logs y: 


(1+2z)z=2 
z2+z-2=0 
_-1+vV9 -1+3 
=a a 
Z4 = —2 > log; y4 = -2 
1 

= 372 = — 

yı 9 

Z, = 1 > log; y, = 1 


y2=3 


= —2 ou 1 


Multiplicando as raízes, temos: 


3 1 
Yi = 973 


Portanto, encontramos a resposta na letra a. 
Gabarito: “a”. 


51. (IME/2017) 
Resolva o sistema de equações, onde x E Rey ER. 
logs (log y3 x) — log (loga y) = 1 
(yx) = 3143 
Comentários 

Inicialmente, devemos analisar a condição de existência dos logs: 

loøggzx>0>x>1 

logy >0>y>1 
Vamos usar a primeira equação: 

logs (log 5 x) — log (log; y) = 1 

Fazendo log; x = z e logs y = w, temos: 

loga z — log ıw = 1 

32 
log z = 1 + 2log w 
log; z = log; 3 + logs w° 


log; z = log; 3w? 
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= Ué 
Agora, vamos usar a segunda equação: 
2 
(yNx) = 3143 
Aplicando log na base 3: 


logy Va) = log; 3143 


1 
2 (log; y + logs x3) = 143 


2 
2 loga y + 71083 x = 143 
Substituindo z = log ; x e w = log; y: 
z = log 3x = 2log; x 
> 2w + : = 143 
6w +z = 143:3 
Substituindo z = 3w: 
6w + 3w? = 143:3 
2w + w° = 143 
w? + 2w — 143 = 0 
w = (—1 + V1 + 143) = —1 Ł 12 = -13 ou 11 


Mas pelas condições de existência, temos w = logs y > 0. Então, a única solução é w = 11. 
Desse modo: 


w = 11 > log; y = 11 > y = 31 
z = 3w? = 3 : 11? = 363 
2log; x = 363 
Ee ea” 


Portanto, a solução é dada por: 


Gabarito: S = (v3; 311) 


52. (IME/2016/Modificada) 

Sabendo-se que os números reais positivos a,b e c formam uma progressão geométrica e 
log (E) 1og (>) e log (=) formam uma progressão aritmética, ambas nessa ordem. Prove 
queb+c<a. 


Comentários 
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Do enunciado, temos: 


(a,b,c) é uma PG 


> b? = ac 


(log (=) log (>) log (=) é uma PA 
3b 5c a 
> 2log (=) = log (5) + log (55) 


2 


los (50) =108 (7) (55) 


(É) 5c 
>(|—) =— 
5c 3b 
(3b)? = (50)? 
3b = 5c 
> b= E 
Usando a informação da PG: 
b? = ac 
5 2 
(že) = ac 
m 25 
a = e 


Dessa forma, somando b + c, temos: 
nd add DE sei 
3 3 9 
“«b+c<a 
Gabarito: Demonstração 


53. (IME/2016) 


1 
Quantos inteiros k satisfazem à desigualdade 24/log1o k — 1 + 10 log4o-1 k4 + 3 > 0? 
a) 10 


b) 89 

c) 90 

d) 99 

e) 100 
Comentários 


Resolvendo a inequação: 
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Da condição de existência do log: 
k>0 


1 
24/ logio k — 1+10lo0g,9-1k4+3>0 
1 1 
24/l0giok — 1 + 10: 7° Z71810 k +3 > 0 


Substituindo logo k = x: 


5 
S a 


4yx—1>5x-—6 
Possibilidades: 
6 
5x —- 6<0 TT 
R k 5 
5x —-6>0 
| x—1>0 
16(x — 1) > (5x — 6)? 
Ps 
-5 
x>1 
sgae 
5 


16(x — 1) > 25x? — 60x + 36 
25x? — 76x +52 < 0 


Raízes: 


„ — 88 £ V387 — 25:52) _ 38 + V144 _38+12_, 26 
25 25 25 25 
Com isso, temos: 
26 
25 <x<2 
Juntando com as outras condições, temos: 
26 


6 
l 2 
3 SESA<S 


N <2 
z x 


Unindo os intervalos de soluções, temos: 


bJ 
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> x E [1,2) 
Dessa forma, temos os valores de k: 
logok =x 
1<x<2 
logo 10! < log,o x < log4o 10? 
> 10<x< 100 
Então, os valores inteiros de x pertencem ao intervalo [10,100). A quantidade é dada por: 


n=99-10+1=90 


Com isso, encontramos o gabarito na letra c. 


um 
c. 


Gabarito: 


54. (IME/2015) 
Determine os valores reais de x que satisfazem a inequação: 


1 
a ed 
log; x? — 2 8x 9 


Comentários 
Simplificando a inequação, temos: 


1 
—— ~ +log,->1 
Pao 08x 9? 


~ +1 32? >1 
Ro i 


=~ -2l 3>1 

2log; x — 2 Ape 
4 2 

Z2log;x — 2 log;x 


Fazendo log; x = y: 


OO Dm 
2y — 1) 

—2y? +2y+4 i 
2y(y — 1) 
—y? +y +2 


yy — 1) ai 
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2 G+DG-2 
ps) 
(y + Dly—2) 
yQ-1) 
Estudando o sinal das funções acima, temos: 


>0 


<0 


(v+D(y—-2) + 7 = ! = | E | + 
y(y — 1) +i +i- +i+4 
(+ D(y=2) ! | | 
y(y — 1) + Poa + Loc T 


Analisando a tabela, vemos que y deve pertencer ao intervalo: 


—1<y<0o0oul<y<2 


1 
-1 < logax <0>737<x<1 


1 < logx <2 >3<x<9 


Portanto, a solução é dada por: 
S=fxer|ġ<x<10u3<x<9} 


Gabarito: S = {x € R|Ż < x < 10u3 < x < 9} 


55. (IME/2015) 
Sejam x e y números reais não nulos tais que: 
logy y7” + log, x° =a 
1 k 
log, x logy ye” 


xatb+2e , 


O valor de ya-brzm e: 


a) 1 


o [E 
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ae 
c) = 
b-t 
d)a — b 


e 


e) (a+b) 


T 
Comentários 
Simplificando o sistema, temos: 
logy y7” + log, xº =a 
1 1 o 
logy x" log yo 
mlog y + elog,x = a 
1 1 
= =b 
m/08yX log) 
mlog, y + elog,x = a 
o —elog,x =b 
Somando as equações, encontramos: 


2r log, y =a +b 


a+b 
lge y S= 
logy a+b 
logx 2r 


Subtraindo as equações: 
2elog, x =a-— b 
2elogx = (a — b) log y 
log x?º = log y"7” 
> x2e = yae 
Queremos calcular: 


x2tb+2e xaıtb . 


a-b+2m 
y 


x2e 
yab 5 ver 
Usando as relações que encontramos, temos: 
xatb .x2e 
ya . y2n T ya : y2n 
Portanto, o gabarito é a letra a. 
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Gabarito: “a”. 


56. (IME/2014) 


Sabe-se que y:z'Vz:Vx=x"yº-2º = a =e, em que e é a base dos logaritmos 
naturais. O valor de x +y + z é 
a)e? +e? +1 
b)e?+el+e 
c)e3 +1 
d)e? +e? +e 
e)e? +e? +e! 
Comentários 
Analisando as condições de existência dos radicais, encontramos: 
x,y,z > 0 
Vamos usar as equações dadas para encontrar os valores de x, y, Z 
x 
Z'NY'Z 
xy? = 
x 
=e 
z- Jyzz Z 


Simplificando: 


z2 . (y . Z) = 
efe ge (T) 
xy g =e (I) 
yy egz =p" (I) 
Elevando a equação (III) ao quadrado e multiplicando por (1): 
4 


xt.y 2.7 8-(yt-zº-x)=et-e 
ep =p" (IV) 
Dividindo a equação (I) pelo cubo da equação (IT), temos: 
x e 
x3-y9-76; e 
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gs (V) 


Elevando (IV) ao quadrado e (V) à quinta e multiplicando ambos, temos: 
4 — e16 


Substituindo em (V): 


>x = te? 
Mas da condição de existência, x > 0. Então, x = e”. 
Substituindo x e y na equação (II): 
yr =e (ID 


e?-e™°.z? =e 
Ze =p? 
> 2=e 


Portanto, a soma pedida é dada por: 
x+y+z=e° +e +e 
Encontramos a resposta na letra b. 


Gabarito: “b”. 


57. (IME/2014) 
Resolver o sistema de equações 
y 
= Vy = logs a 
2+2 4 8% = 5.4 
Comentários 


Das condições de existência iniciais, temos: 


Dos radicais: 
x>20ey2>0 
Do logaritmo: 
Z>o 
x 
Fazendo a intersecção entre eles: 
> x,y >0 
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Analisando a primeira equação: 
vx- JF log * 
Sex >y, temos * = < 1 e consequentemente log; * <0. 
x>y>vx—-/7>0 
y 
log^= < 0 
83 E 


Nesse caso, é impossível ter valores de x e y que satisfaçam as condições acima. 


Sex < y: 
Z> 1> log>>0 


x<y=>vx—-/y<0 
Também temos um sistema impossível. 
Portanto a única solução é x = y: 
Vx — Vx = 0 = log 1 
Substituindo x = y na segunda equação, temos: 
2%+2 4 89X = 5-4% 
4- 2* + (28)* =5-(22)* 
Fazendo 2* = z, temos: 
4z + z? = 52? 
3 — 5z? +4z=0 
z(z2? —-5z+4)=0 
z(z—- 4)(z—- 1) =0 
Dessa forma, encontramos as raízes: 
z=00uz=40uz=1 
z = 0 > 2* = 0 > impossível 
z=4>2*=2>x=2 
z = 1 > 2* = 2° > x = 0 (impossível, pois x > 0) 
Portanto, a única solução é x = y = 2. 


Gabarito: x = y = 2 


58. (IME/2014) 

Qual é o menor número? 
a) m: 8! 

b) 9º 
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c) a 


d) 3% 
e) 283.53 
Comentários 
Ainda não estudamos fatorial, mas o número n! = n: (n— 1): (n= 2); ...: 1. 
Vamos comparar os números: 
m':8!=m:8:7:6:5:4:3:2:1=rm:2":3?:5:7 
9º = (32)º = 318 
22% = 22^ = 7216 
9º = 98) 
213 4 53 
Analisando os valores acima, temos: 
216 < 318 < 327 
213 r (23)? E 213 é 53 < 313 í 53 = 313 é 125 < 313 n 35 = 318 
216 zZ 219 < 213 . 53 < 318 
Dessa forma: 
216 < 213 é 53 < 318 < 327 
Resta saber se m > 27 -32 -5 -7 é menor que 21º: 
Testando 21º < m:27:32.5-7: 
216 < m: 27:32?:-5:7 
2? < m:3?:5:7 
23.20 < 34m 35 
8-64<9-105<9-m:35 


A desigualdade acima é verdadeira, logo o menor número é 21º. Encontramos o gabarito na 
letra c. 


Gabarito: “c”. 


59. (IME/2013) 

Considere a equação logs, - + (logs x)? = 1. A soma dos quadrados das soluções reais dessa 
equação está contida no intervalo 

a) [0,5) 

b) [5,10) 

c) [10, 15) 
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d) [15,20) 

e) [20,00) 
Comentários 


Inicialmente, devemos verificar a condição de existência: 


x>0 


Simplificando a equação, obtemos: 


3 
log3x = + (log; x)? = 


logs (5) 


| 2=1 
log; 3x + (logs x) 


1 — logs x 
— + ( = 1 
Elo aN 


Substituindo logs x = y: 


eme oro. 
1+y 
1-y+y? +y’ =1+y 
y” +y*-2y=0 
yQ’ +y-2)=0 
yQ+2Q-1)=0 
Encontrando as raízes da equação, temos: 


1 


yı = 0 > log x4 =0> x% =W=1 

1 

Y2 = -2 > log; x2 = -2 > %2 = 
Yy; = 1 > log; x; = 1 > x; =3 


O problema pede a soma dos quadrados das soluções, então: 


xi +x + x; = 1º poa 32 = 14L49 = 10 ++ 
RAS TS 92 81 81 
Analisando as alternativas, encontramos: 


1 
1 10 += <1 
0 < E 5 


1 
=> 10 + z7 [10,15) 


O que nos leva à alternativa c. 
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Gabarito: “c”. 


60. (IME/2012) 


Se log4o 2 = x e logo 3 = y, então log. 18 vale: 
a) x+2y 


Tey 


t=% 
2x+y 


c) 
d) 
e) 


Comentários 


1+x 
x+2y 


1+x 
3x+2y 
(1-x) 


Vamos manipular logs 18 de modo a obter os fatores log 2 e log3. Mudando a base e 
fatorando os números: 


log2-3º  (log2 + 2log 3) 


log; 18=-—A. = 
10 1 — log 2 
log (7) E 
Substituindo log 2 = xe log3 = y: 
x + 2y 
> log; 18 = e 


Dessa forma, encontramos o gabarito na letra a. 


Gabarito: “a”. 


61. (IME/2010) 


Seja f(x) = |3 — log(x)|,x E R. Sendo n um número inteiro positivo, a desigualdade 
fœ) A 2f(x) A 4f (x) ma 
4 12 36 Sug 


Somente é possível se: 


9 
4 


+e < 


Obs.: log representa a função logarítmica na base 10. 
a)0 <x < 10º 

b) 1076 < x < 108 

c) 10? < x < 10° 

d) 10° < x < 10° 

e)107f <x < 10° 


Comentários 


Vamos verificar a desigualdade para vermos se encontramos alguma relação para f: 
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F| |2f09] | |4f Go) 2" f(x) 
4 12 36 gu 


F ao 
4 


1 2 Ada 9 
GAS HEO + SFA e ST 


IFI TEET so) + a 
P 36 413 “a 

O número em vermelho é a soma de uma PG infinita de razão 2/3 e a, = 1/4. Desse modo, 
podemos usar a fórmula da soma infinita da PG: 


1 1 
S= a -. 4 ão 
1-q 1-2 1 4 
3 3 
> IF] e pt a + r 
f 36 243 s% 
3 9 
= 
TOR 
> |/@I<3 


> -3<f(x)<3 
Substituindo f(x) = [3 — log x|, temos: 
—3 < |3 — log x| < 3 
Das propriedades do módulo, sabemos que |3 — log x| > 0. 
Então: 
0<|3-logx|< 3 
> |3 — logx| < 3 
—3 < 3 — logx < 3 
—6 < —logx < 0 
0 <logx<6 
> 10º <x< 10º 
Portanto, encontramos a resposta na letra d. 


Gabarito: “d”. 
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8. Considerações Finais da Aula 


Chegamos ao final da nossa aula. Agora, você deve saber como resolver problemas 
envolvendo exponencial e logaritmos. O mais importante nessa aula é que você tenha entendido 
como aplicar as propriedades de cada um desses temas. 

Na próxima aula, estudaremos funções trigonométricas, outro assunto muito cobrado no 
ITA/IME! 

Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões entre em contato pelo fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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Introdução 


Olá, 


Vamos iniciar o estudo sobre trigonometria. Esse tema é muito cobrado nos vestibulares do 
ITA/IME. Veremos todos os conceitos fundamentais que precisamos para resolver as questões dos 
vestibulares e vamos aprender a resolver cada tipo de questão das provas anteriores! 


Se você já se sente confortável com esse tema, vá direto para a lista de exercícios e pratique! 


Caso tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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1. Elementos Básicos da Trigonometria 


1.1. Conceitos Fundamentais 


1.1.1. Arcos de Circunferência 


Tomando-se dois pontos 4 e B em uma circunferência, esta fica dividida em duas partes. Cada 
uma dessas partes é um arco de circunferência. 4 e B são as extremidades desses arcos. 


1.1.2. Medida de um arco 


Para medir arcos de circunferência, precisamos estabelecer uma unidade de medida. Vamos 
definir a nossa unidade de medida como o arco a. Então, a medida de um arco AB é determinada 
pela quantidade de arco a que cabem nela: 


Nesse exemplo, o arco ÁB equivale a 6 arco a: 
AB =6-arcoa 


Usando termos mais genéricos, temos: 
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E" comprimento de AB 
AB=————————— 
comprimento da unidade 


1.1.3. Ângulo 


Dados duas semirretas QA e OB de mesma origem O, a diferença de direção entre elas 
determina um ângulo: 


B 


a é o ângulo AÔB. 


Geralmente, usamos o alfabeto grego para nomear os ângulos: « (alfa), 6 (beta), y (gama), 0 
(teta). 


1.1.4. Medida de um ângulo 


O ângulo central AÔB é igual à medida do arco AB: 
AÔB = AB 


Perceba que a medida do arco AB não depende do raio da circunferência: 


€ Aula 06 — Trigonometria I 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 06: ITA/IME 2020 


1.1.5. Classificação dos ângulos 


Os ângulos podem ser classificados nos seguintes tipos: 


ângulo agudo ângulo obtuso 


— Mi. 


ângulo reto ângulo raso 


1.1.6. Ângulos suplementares 


Dois ângulos são suplementares quando sua soma é 180º. 
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a e P são ângulos suplementares: 
a + B = 180º 


1.1.7. Ângulos complementares 


Dois ângulos são complementares quando sua soma é 90º. 


a e P são ângulos complementares: 


a + B = 90° 


1.1.8. Ângulos replementares 


Dois ângulos são replementares quando sua soma é 360°. 
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A 


a e P são replementares: 
a + B = 360º 


1.1.9. Unidades usuais de medidas 


Vimos que para medir um arco de circunferência, precisamos estabelecer uma unidade de 
medida como referência. Atualmente, temos três unidades de medidas mais famosos: grau, grado e 
radiano. Vamos estudar cada um deles: 


Radiano Grau 


Grado 


I) Grau: 


Um grau (1º) é a unidade de medida determinada pela divisão de uma circunferência em 360 
partes iguais. Assim, se dividimos uma circunferência no meio, cada arco que obtemos terá a medida 
de 180º. 
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180º 


180º 


O grau pode ser subdividido em duas outras: 
Definimos um minuto por 1" e ele equivale a 1/60 do ângulo de um grau. 
Um segundo é representado por 1” e equivale a 1/60 do ângulo de um minuto. 
Dessa forma, temos as seguintes relações: 
je qtind 
60 60 


1º = 60" (60 minutos) 


1º = 60” (60 segundos) 


II) Grado 


Um grado (1 gr) é a unidade de medida determinada pela divisão da circunferência em 400 


partes iguais. Dessa forma, se dividimos a circunferência no meio, cada arco terá a medida de 
200 gr. 
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200gr 


200gr 
III) Radiano 


Um radiano (1 rad) é a unidade de medida igual ao comprimento do raio da circunferência. 
O comprimento total de uma circunferência é dado por: 


C = 20r 
Onde r é o raio da circunferência e C é o seu comprimento total. 
T, lê-se “pi”, e seu valor numérico é aproximadamente: 

m = 3,14 
Então, usando a fórmula: 


S comprimento de AB 
AB = —— >>>» >—>—>—>»>+»>—— 
comprimento da unidade 


E tomando AB como o arco de uma volta completa na circunferência, temos: 


Assim, o arco de uma volta completa corresponde a 27 rad. 
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trad 


trad 


Veja o exemplo: 


1) Um arco de circunferência AB mede 10 cm e o raio da circunferência mede 5 cm. Calcule 
a medida do arco em radianos: 


Temos a seguinte figura: 


10cm 


Vamos usar a fórmula da medida do arco: 


— comprimento AB 


AB = - 
comprimento raio 
a 10 cm 
AOB = —— = 2 rad 
5 cm 


Vimos os três principais tipos de medidas usadas para os ângulos. Podemos estabelecer a 
seguinte equivalência entre elas: 
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2m rad = 360º = 400 gr 


A tabela abaixo esquematiza essas relações: 


360º 400gr 2r rad 
180° 200gr mrad 


1.1.10. Conversão de unidades de medida 


Para converter ângulos em sistemas de medidas diferentes, podemos aplicar a regra de três. 
Sendo G a medida em graus e g a medida em grados, a conversão de graus em radianos é dada por: 


360º — 400 gr 
G-g 
Aplicando a regra de três, temos: 
360g = 400G 
10 


s-i 
I= 


Para converter graus em radianos, podemos usar a mesma ideia. Sendo r a medida em 
radianos: 


360º — 2r rad 
G-r 
360r = 2TG 


T 
r=——G 


Vejamos um exemplo: 
Vamos fazer a conversão de 240º em grado e em radianos: 


Chamando de x e y os valores que queremos calcular, temos: 


360º — 2r rad 
240º — x 
Aplicando a regra de três: 
360x = 240 - 27 
4 
x= z" rad 

Analogamente para grados: 

360° — 400gr 
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240º — y 
360y = 240 - 400 
800 
Y=- 7 


1.1.11. Triângulo 
Um triângulo é determinado por 3 pontos não colineares (que não estão em uma mesma 
reta): 


B a C 


No triângulo temos os seguintes elementos: 

a) Vértices: 4,B,C 

b) Medida dos lados: AB = b,BC = a,AC =c 

c) Ângulos internos: BÂC = Â =«,ABC=B=B,ACB=Ê=y 
Temos também a seguinte propriedade: 

Veremos a sua demonstração na aula de Geometria Plana. 


1.1.12. Semelhança de Triângulos 


Dois triângulos são ditos semelhantes quando os seus lados forem proporcionais entre si e os 
seus ângulos correspondentes forem congruentes. 


Veja: 
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B a C E d F 


Os triângulos ABC e DEF são semelhantes: 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 1. Transforme para radianos os seguintes ângulos dados em graus: 
| a) 120° 
| b) 135° 
c) 150° 
d) 210° 
€) 225° 
| f) 240° 
8) 300° 
| h) 315º 
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| i) 330° 

| j) 360° 

| Resolução: 

Arco em graus Arco em radianos 

120º 120º = 120°. Erag - aad E= Trad 
par 135º = 135°. 2 za = °135". a rad 
150º 150º = 150°: Z - L aa = 5150" - ag- = rad 
210º 210º = 2100. Te = = ad = Trad 
fas 225º = 2250. 1a = =5 Ts F rad 
ini 240º = 240°: ma = t40". es — E Trad 
300º nd is = = 5390". = = = rad 
aa 315º = g1se To = - as = T rad 
330° 330º = 330°- e = "gaor aras = Z rad 
360° 360° = 360° - aci a E =2r rad 


Gabarito: a) “rad b) Trad JF rad d) Z rad eJTrad grad gSrad h) Erad 


i) ZT rad j) e rad 


2. Razões Trigonométricas no Triângulo Retângulo 


Um triângulo é classificado como triângulo retângulo quando um de seus ângulos for igual a 
90°: 
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V 


a [N 


No triângulo retângulo, chamamos de hipotenusa o lado BC e de catetos os lados AB e AC. 
Na trigonometria temos as razões trigonométricas seno, cosseno e tangente. Além dessas, 
temos as razões secante, cossecante e cotangente. Elas são dadas por: 
cateto oposto AC b 

Sie lM 
hipotenusa BC a 
cateto adjacente AB c 
cosa ="———— = = 
hipotenusa Ca 

cateto oposto AC b 


to a= E 
a cateto adjacente AB 


a 
seca = =— 
cosa c 
1 a 
cosseca = ma 
sena b 
1 c 
ota =— = 
g tga b 
Perceba que também podemos escrever tangente como: 
b 
7 sena 
tga =— Z ra = 
& cosa 
a 
i sena 
q = 
g cosa 
Para a cotangente, temos: 
c 
i c q cosa 
cotga=-=—= 
> b sena 
a 
cosa 
cotga = 
sena 
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Ainda, das relações do triângulo retângulo, temos o Teorema de Pitágoras: 


O Teorema de Pitágoras afirma que o quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados 
dos catetos. 


Demonstração: 


Considere o seguinte triângulo ABC: 


B D C 


ps 


Note que os triângulos ABC, ABD, CAD são semelhantes: 


A A A 
N Fa N 
B 
C 
ha (tente B m D D n C 


Assim, podemos escrever a seguinte razão de proporção entre os triângulos semelhantes: 


a b 
ABC~ADC > == bº an 


b 
a c > 
ABC~ABD > — = — > c^ = am 
c m 
Somando essas duas relações, temos: 
b? + c? = an + am 
b2+c?=a(n+m) 
Como m + n = a, substituindo na equação, obtemos: 
b? + ce? = Qa? 
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2.1. Relação Fundamental 


Dado o seguinte triângulo retângulo, temos: 


C 
> 
a 
b 
E D 
A é B 
b 
sena = 7> b =a sena 
c 
cosa = — > c = a cosa 


Usando o Teorema de Pitágoras, encontramos a relação fundamental entre seno e cosseno: 
a? = b? + c? 
a? = (asena)? + (acosa)? 
a? = a° sen?a + a? cos? a 
Podemos, então dizer que a soma dos quadrados do seno e cosseno de um ângulo vale 1. 
Se dividirmos a equação da relação fundamental por cos? æ, obtemos: 


sen?a 1 
oa e 
cos? q cos? q 
tg’a +1 = sec? qa 
Se dividirmos por sen?a, obtemos: 
cos? q 1 
sen?a sen?a 
1+cotg?a = cossec’ a 
Essas relações são muito úteis para resolver as questões do ITA/IME. Então, decore! 


Além dessas apresentadas, temos mais duas que podem ajudar a resolver a questões da 
prova: 
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Demonstração: 


Sabemos que seca = 1/cosa, assim, temos: 


Í ; 1 
cost = —— > cos“ à = 2 
Sec“ a 


Usando a relação fundamental sec? a = 1 + tg?a, obtemos: 


5 1 
cosa = —— 7 
1+tg’a 
Para cosseca: 
1 , À senta r E ' 
senqa = ——— > sen‘ qa = cos a: 37 > sena = cos & 'tg'a 

cosseca cos“ à 
E tg?a 

Ste a 

l+tg'a 


2.2. Ângulos Complementares 


Das relações do triângulo, temos: 


C 
> 
a 
b 
E o, 
Á+B+ê=7m 
Na figura, À = T /2. Substituindo na equação acima: 
T a a 
z+B+C=m 
2 
Bls: 
2 


> Ê e Ĉ são complementares 


Dessa relação, temos as seguintes consequências: 


b 
sena = — e cosp = -— 
a a 
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> sena = cosp 
c c 
senf = — e cosa = — 
a a 

> senf = cosa 


b b 
tga = m e cotgB =— 


c 

>t tgB 1 
æ = CO =Z 

g g tgB 

c E 

tgb =, ecotga = 
>t = cot = a 
9B = co Cida 


ES, ESQUEMATIZANDO 


TT 
aR 


sena = cosp 


senf = cosa 


A 1 
ga = —; 
tgf 


2.3. Ângulos Notáveis 


Os ângulos m7/6,n/4ern/3 são considerados ângulos notáveis. Vamos calcular o valor do 
seno, cosseno e tangente desses ângulos. 


1)m/4: 


Considere o seguinte triângulo isósceles: 
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Através do Teorema de Pitágoras, podemos escrever: 
a” = b? + b? 
a? = 2b? 
a = V2b 


Usando a definição de seno, cosseno e tangente, obtemos: 


2)n/6erm/3: 


Agora, considere o triângulo equilátero: 
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A 


z D a B 
- 2 
Usando o Teorema de Pitágoras no triângulo ABD, temos: 
a? 
2- h2 ne 
q = hn +(5) 
2 
p 
4 
V3 
h = — 
74 
Calculando o valor do seno, cosseno e tangente dos ângulos 7/6 e 7/3: 
(=) h V3 
sen |=) =-= — 
3 a 2 
5 1 
FinZos 
cos (5) yau 
TT h V3 
to(g)=7=3 
2 


Podemos construir a tabela dos ângulos notáveis: 
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Kà ATENÇÃO 
DECORE! 


TT TT TT 
6 4 3 
Seno — v2 v3 
2 2 
Cosseno v3 v2 1 
2 2 2 
Tangente E 1 V3 
I 
HORA DE 
PRATICAR! 


| Exercícios de Fixação 


| 2. Dados os triângulos abaixo, calcule o valor dos lados que faltam: 


a 
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| Resolução: 


| a) Conhecemos o valor do sen(m/4), podemos calcular o valor dos catetos usando a seguinte | 
| razão: | 


sen E) = Z > AB = 2sen (=) 


4 
AB = 22 = 42 
| b) Basta aplicar o Teorema de Pitágoras: 
| AC? = 4? +3? 
AC = 25 = 


3. Ciclo Trigonométrico 


3.1. Definição 


O ciclo trigonométrico ou círculo trigonométrico é a representação de uma circunferência de 
raio 1 em um plano cartesiano ortogonal, onde o eixo horizontal é o cosseno e o eixo vertical é o 
seno: 
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No ciclo trigonométrico, o sentido de rotação positivo é o anti-horário e a origem se dá no 
extremo à direita: 


Tomando-se um ponto qualquer na circunferência, a projeção horizontal desse ponto é o 
cosseno do ângulo entre o ponto e a reta horizontal. A projeção vertical desse ponto resulta no seno 
do ângulo. Veja: 
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sen 


3.2. Ângulos Notáveis 


A seguinte figura ilustra os principais ângulos do círculo trigonométrico: 


0 rad 


1 raio 


27 rad 
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3.3. Quadrantes 


Dividindo o ciclo trigonométrico em 4 partes iguais, obtemos 4 quadrantes. Elas recebem a 
seguinte denominação: 


O rad 
1 2r rad 


cos(0) 


Cada quadrante possui os seguintes intervalos de valores: 


1° Quadrante: 0, z] 
2° Quadrante: [Em] 
3º Quadrante: |r, a 


4º Quadrante: ES 2n| 
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E 
3.4. Ângulos Congruentes 
LEITURA 2 
OBRIGATORIA 


O que acontece quando consideramos um arco maior do que 27? 


Sabemos que no círculo trigonométrico, os arcos variam de O a 27. Para calcular os valores 
do seno e cosseno de ângulos maiores do que 27, devemos encontrar o seu ângulo congruente no 
intervalo de 0 a 27. 


Vamos ver a definição de ângulos congruentes: 

a e P são congruentes se, e somente se, satisfazem a relação acima. 

Essa relação é importante para encontrar todas as raízes de uma equação. 

Vejamos um exemplo: 

Determine os arcos positivos, menores do que 6r, congruentes a 1/3. 

Podemos aplicar diretamente a fórmula dos ângulos de congruência e variar os valores de 


k E Z: 


= pk 
kmg TU 


TT 7T 
k=1>a=73+2r > =- 


TT 137 
WE A A = 
TT 197 
Sd di FSS 
T 257 
kareda pir Sia- 
De acordo com o que acabamos de calcular, Lo e = são arcos côngruos a 1/3. 


Assim, podemos afirmar: 


TT 7T 137 197 257 
sen (E) = sen (E) = sen (E) = sen (28) = sn (88 
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3.5. Redução ao Primeiro Quadrante 


Conhecendo apenas as razões trigonométricas do primeiro quadrante, podemos encontrar o 
valor do seno e cosseno dos outros quadrantes. Essa técnica é conhecida como redução ao primeiro 


quadrante. Vejamos para o caso do arco de 30º: 


- rad = 30° 


5r y 3 
cosi — | = — —— 
j 2 


O rad 


cos(0) 


x rad 


| 27 rad 


sent 
6 2 


6 2 des rad = 210º lir rad = 330 
6 6 


4. Funções Trigonométricas 


4.1. Funções Periódicas 


Vimos que as funções seno e cosseno repetem seus valores a cada volta completo no ciclo 
trigonométrico. Antes de estudar as funções circulares, vamos ver o que é uma função periódica. 


Definição: 
Uma função f: A > B é periódica se vale a relação: 
f(x+7T) = f(x), Vx EA 
Onde T > 0, o menor valor de T que satisfaz essa relação é chamado de período fundamental 


da função f. 
Exemplo gráfico: 
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Note que a função se repete a cada período T. 


4.1. Função Seno 


4.1.1. Definição 
Seja f:R > [—1, 1], a função seno é dada por: 
f(x) = senx 
O domínio da função é o conjunto dos reais e sua imagem é o intervalo [—1, 1]. 


A função seno é periódica e seu período vale 2m. A cada volta completa no ciclo 
trigonométrico os valores do seno se repetem. 
Para uma função do tipo g(x) = sen(ax), o período fundamental é definido por: 
27 


lal 


4.1.2. Estudo do sinal 


Como o seno é o eixo vertical do ciclo trigonométrico, todos os pontos que estiverem no 
intervalo [0,7] resultam em um seno positivo e no intervalo [7, 2r] temos seno negativo. 
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sen 
q D l 


4.1.3. Ângulos Notáveis 


Usando a seguinte figura, podemos ver o valor do seno dos ângulos notáveis: 
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z rad O rad 


Note que: 


sen(0) = sen(m) = sen(2r) = 0 


2 
"e 
aa 
"e 
a. 


2 
aË) 
(a 
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4.1.4. Paridade 


A função seno possui paridade ímpar, veja: 


Pela figura, podemos ver que sen(—a) = —sen(a). Isso caracteriza uma função ímpar. 


4.1.5. Gráfico 


A função seno possui o seguinte gráfico: 
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4.2. Função Cosseno 


4.2.1. Definição 


Seja f:R > [—1, 1], a função cosseno é dada por: 
f(x) = cosx 
O domínio da função é o conjunto dos reais e sua imagem é o intervalo [—1, 1]. 


A função cosseno é periódica e seu período vale 2m. A cada volta completa no ciclo 
trigonométrico os valores do cosseno se repetem. 


Para uma função do tipo g(x) = cos(ax), o período fundamental é definido por: 
o 21 
lal 


4.2.2. Estudo do sinal 


Como o cosseno é o eixo horizontal do ciclo trigonométrico, todos os pontos que estiverem 
E T 31 sas E mT 3T 
no intervalo [o z] U E 2n| resultam em um cosseno positivo e no intervalo ES) temos cosseno 
negativo. 


sen 
CI) 
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4.2.3. Ângulos Notáveis 


Usando a seguinte figura, podemos ver o valor do cosseno dos ângulos notáveis: 


z rad O rad 


Note que: 


cos (5) = cos 5) =0 


cos(0) = cos(2r) = 1 


cos(r) = —1 
oG) = cos (158) = "7 
TETOR. 
aea 

oG) 
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4.2.4. Paridade 


A função cosseno possui paridade par, veja: 


Podemos ver que cos(—a) = cos(a). Isso caracteriza uma função par. 


4.2.5. Gráfico 


A função cosseno possui o seguinte gráfico: 
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4.3. Função Tangente 


Podemos representar a reta tangente no ciclo. Essa reta é paralela ao eixo do seno e é 
chamada de eixo das tangentes. Veja a figura: 


Tomando-se um ponto P na circunferência, a reta que passa pela origem e por P resulta na 
projeção da sua tangente no eixo das tangentes. 


Perceba que os triângulos POC e TOA são semelhantes. Pela figura, podemos escrever: 


BC TA 
OC OA 
sena tga 
cosa 1- 
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Assim, verificamos a relação fundamental da tangente. 


4.3.1. Estudo do sinal 


Como a tangente é a razão entre o seno e cosseno, o sinal resultante será o produto dos sinais 
do numerador e denominador dessa razão. 


Assim, temos a seguinte ilustração: 


Um fato a se notar é que quando P percorre a circunferência, passando em cada quadrante, 
a tangente vai aumentando seu valor indefinidamente. Assim, podemos ver que ela assume 
qualquer valor real, diferentemente do seno e cosseno. Ainda, como a tangente é a razão entre seno 
e cosseno, sabemos que o denominador não pode ser nulo, caso contrário, o valor da tangente fica 
indefinido. Assim, todos os ângulos que resultam em cosseno nulo não pertencem ao domínio da 
tangente: 


4.3.2. Intervalo de valores 


TT 
tga E€] - œ, +o[,æ + + kr 


A função tangente também é periódica e seu período vale m. 


Para uma função do tipo g(x) = tg(ax), o período fundamental é definido por: 
On 
lal 
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4.3.3. Paridade 
Vamos verificar a paridade da função tangente: 


sen(—a) o sen(a) 


cos(—0) E cos(a) m. 


tg(—a) = 


Podemos concluir que a função tangente é ímpar. 


4.3.4. Gráfico 


A função tangente possui o seguinte gráfico: 


' ' tgx i i 
i 1 ! ) 
i i 137 
—27 ! -r ' ' r 2 
TE E | 27 : 
2 2| 2i i 
i i —1 i i 


4.4. Função Cotangente 


O eixo da cotangente também pode ser representado no ciclo trigonométrico. Veja a figura: 
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Os triângulos POC e OTA são semelhantes, assim, podemos escrever as seguintes razões: 


AT PC 
AO OC 
cotga cosa 
1 sena 
cosa 1 
> cotga = = 


sena tga 
O que nos mostra que a relação fundamental é satisfeita 
4.4.1. Estudo do sinal 


Como a cotangente é o inverso da tangente, o seu sinal seguirá o mesmo padrão: 
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cotg 


A cotangente também assume valores no conjunto dos reais, a sua única limitação é quando 
o seno é nulo. Assim, temos: 


4.4.2. Intervalo de valores 


cotga E|-c0,+00[,a + kr,k € Z 


4.5. Funções Secante e Cossecante 


4.5.1. Estudo do sinal 


As funções secante e cossecante são o inverso do cosseno e seno, respectivamente. Desse 
modo, o sinal dessas funções seguirá o mesmo padrão das funções a elas relacionadas: 
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csc sec 


4.5.2. Intervalo de valores 


As funções seno e cosseno variam entre os valores —1 e 1. Então, as funções secante e 
cossecante, sendo inversas, assumirão os seguintes intervalos de valores: 


1 1 
—1 < sena < 1 > —— > 1 ou < -—1 
sena sena 


1 
Z1 < cosa S1> aliou Si | 


cosa 
seca E€ (—œ,—1] U [1, +00) 
csca E (—œ,—1] u [1,+00) 


TOME NOTA! 


Temos que observar a condição de existência da secante e cossecante. Para cada um dos 
casos, temos: 


T 
seca = —— > cosa 4+0 >a +—+tkr,kezZ 
cosa 2 


csca = —— > sena +0 >a +kr,keZ 


Atente-se a isso! O ITA já cobrou questões com pegadinha sobre esse assunto. 
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5. Funções Inversas 


Iniciemos o estudo das funções inversas. Devemos lembrar que uma função possui inversa 
se, e somente se, for bijetora. Assim, temos que restringir o domínio das funções circulares de modo 
que elas sejam bijetoras. 


5.1. Função Arco-Seno 


Seja f : |- zz] > [-1,1], se f(x) = senx a função arco-seno é dada por: 


Ea T T 
f+: [-1, 1] > [-5:5] 
f(x) = arcsenx 


P Tr a z E 
Note que no domínio |- zz], a função seno é bijetora: 


O gráfico da função arco-seno é dado por: 
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arcsena 


T 
2 


5.2. Função Arco-Cosseno 


Seja f: [0,7] > [—1, 1], se f(x) = cosx a função arco-cosseno é dada por: 
f~: [-1,1] > [0,7] 
ftx) = arccosx 


Note que no domínio [0,7], a função cosseno é bijetora: 
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O gráfico da função arco-cosseno é dado por: 


5.3. Função Arco-Tangente 


Seja f: |] — o [> R, se f(x) = tgx a função arco-tangente é dada por: 


€ Aula 06 — Trigonometria I 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 06: ITA/IME 2020 


Edi ese 
f~ R >] A! 
f(x) = arctgx 


A função tangente é bijetora no domínio | — is |: 


tgr 


SE 


O gráfico da sua inversa é dado por: 
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arctga 


6. Transformações 


Vamos estudar as principais transformações que podem ser cobradas no vestibular. Tente 
decorar pelo menos as fórmulas de soma e diferença de arcos. Assim, se você esquecer as outras, 
você saberá deduzi-las na hora da prova. 


6.1. Soma e diferença de arcos 


É) ATENÇÃO 
E, DECORE! 


Esse assunto é muito cobrado nas questões de trigonometria do ITA/IME! Então, tente 


decorar todas elas! 


sen(A — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A) 


tg(A) + tg(B) 
1 — tg(A)tg(B) 


tg(A + B) = 
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tg(A) — tg(B) 


tglA -B) = 7 tgo) 


Demonstração: 
1) cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B) 


Vamos usar o ciclo trigonométrico para demonstrar essa propriedade e a fórmula da distância 
da geometria analítica. 


Sejam dados os pontos A, P, Q, R conforme ilustra a figura abaixo: 


Os pontos P, Q, R possuem as seguintes coordenadas no plano: 
P(cosb, senf) 
Q(cos(a — 6), sen(la — B)) 
R(cosa, sena) 


Note que os triângulos O4Q e OPR são semelhantes: 
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Q 


O 1 A 


O 


Como os arcos Ô são iguais, podemos afirmar que AQ = PR. Usando a fórmula da distância 
da geometria analítica (dia = (x4 — xp)? + (Ya — Yg)?), temos: 


(Estudaremos com mais detalhes na aula de Geometria Analítica) 


AQ? = (xa = xo) + (ya — 90) 
AQ? = (1 — cos(a — 8))? + (0 — sen(a — B))? 
AQ? =(1-2cos(a-— f) + cos? (æ — B)) + sen? (a — B) 
AQ*=1-—-2cos(a-B)+1 
> AQ? = 2 — 2 cos(a — f) 
PR? = (xp — XR)? + (Yp — YR)? 
PR? = (cosh — cosa)? + (senf — sena)? 
PR? = cos? 6 — 2cosacoshp + cos? œ + sen?B — 2senasenp + sen’ a 
PR? 


cos? P + sen? p + cos? a + sen?a — 2cosacosh — 2senasenf 
a B mi 
1 Ki 


> PR? = 2 — 2cosacosf — 2senasenB 
Igualando AQ = PR, temos: 
AQ? = PR? 
2 — 2 cos(a — 6) = 2 — 2cosacosB — 2senasenf 
> cos(a — 8) = cosacosf + senasenf 

2) cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB 
Para demonstrar essa propriedade, podemos usar a fórmula acima e inserir 8 = — f": 

cos(a — (—89) = cosa cos(—B") + senasen(—B”) 
A função cosseno é par: cos(—B") = cos(B'). 
A função seno é ímpar: sen(—B”) = —sen(B”). 

> cos(a + B') = cosacosB' — senasenB' 

3) sen(A + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A) 
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Vamos usar a relação de ângulos complementares: 
T T 
sen(a + f) = cos G — (a + p) = COS (G — a) — p) 
Usando a fórmula da diferença de arcos do cosseno, temos: 


cos (G — a) — 8) = cos 5 = a) cosp + sen E — a) senf = senacosp + cosasenf 


> sen(a + B) = senacosp + cosasenf 
4) sen(A — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A) 
Podemos obter o seno da diferença usando o seno da soma: 
sen(a + (=6)) = sena cos(—B) + cosasen(—B) 


> sen(a — B) = senacosf — senficosa 


tg(A)+tg(B) 


5) tg(A +B) = estacao) 


Vamos usar o seno e o cosseno da soma: 


sen(a +p) senacosB + cosasenf 


t + = eee 
gute) cos(a +ß) cosaæcosß — senasenB 
senacosb + cosasenB 
o cosacosp 
tala +f) = cosacosB — senasenf 
cosacosf 
tga + tgf 
> tg(a + B) = ———— 
ga +B)=-— tgatgh 
— tg(A)-tg(B) 
eA =e Dae 
Podemos usar a fórmula da demonstração 5: 
tga +tg(-B) 
tgla + (—8)) = ——— = 
gla + CA) =5 egg) 
Como a função tangente é ímpar, temos: 
tga — tgB 
>tg(a-p)=-""——5 
gl p) 1+ tgatgßf 


6.2. Arco duplo, arco triplo e arco metade 


Agora que conhecemos as fórmulas da soma e diferença de arcos, podemos expandir o 
conhecimento para arco duplo, arco triplo e arco metade. 
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6.2.1. Fórmulas de arco duplo 


cos(24) = cos? A — sen? A 


sen(24) = 2senAcosA 
tg(2A) = A 
Demonstrações: 
1) cos(24) = cos? A — sen? A 
Usando a fórmula da soma do cosseno, temos: 
cos(A + 4) = cosAcosA — senAsenA 
> cos(24) = cos? A — sen? A 


Também podemos representar essa identidade de outras formas. Usando a relação 
fundamental sen? A + cos? A = 1: 


cos(24) = (1 — sen?A) — sen? A 
> cos(24) = 1 — 2sen? A 
cos(24) = cos? A — (1 — cos? A) 
=> cos(2A) = 2 cos? A — 1 
2) sen(24) = 2senAcosA 
Usando a fórmula da soma do seno, temos: 
sen(A + 4) = senAcosA + senAcosA 


> sen(24) = 2senAcosA 


—_ 2tgA 
3) tg(2A) = ET 
Usando a fórmula da soma da tangente, temos: 
tgA + tgA 
to(A+A)=——— 
BoA ado 1-tgAtgA 
Z2tgA 
> tg(24A) = ———— 
904) = — TT 


6.2.2. Fórmulas de arco triplo 


cos(34) = 4 cos? A — 3cosA 
sen(34) = 3senA — 4senĉ?A 


3tgA — tgêA 


tg(3A) = 319A 
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Demonstrações: 

1) cos(34) = 4 cos? A — 3cosA 

Podemos usar as fórmulas de arco duplo e soma: 

cos(24 + A) = cos(24) cosA — sen(24)senA 
cos(34) = (2 cos? A — 1)cosA — (2senAcosA)senA 
cos(34) = 2 cos? A — cosA — 2sen? AcosA 
cos(34) = 2 cos? A — cosA — 2(1 — cos? A)cosA 
> cos(34) = 4 cos? A — 3cosA 


2) sen(34) = 3senA — 4sen? A 
Usando as fórmulas de arco duplo e soma, temos: 
sen(24 + 4) = sen(2A4)cosA + senAcos(24) 
sen(34) = (2senAcosA)cosA + senA(1 — 2sen? A) 
sen(34) = 2senAcos?2A + senA — 2sen? A 
sen(34) = 2senA(1 — sen? A) + senA — 2sen?A 
> sen(34) = 3senA — 4senºA 


= 3 
3) t9(3A) = ea 
tg(2A) + tgA 
2A + A) = — 
AtA SAIDA 
2tgA 
I—tg?A +tgA 
tg(3A) ZEgA 
E (z mA) ‘gA 
3tgA — tgêA 
> tg(34) = 1- 3tg2A 
Observações: 


Vale a pena decorar as fórmulas de arco triplo do seno e cosseno, pois eles já foram cobrados 
em provas anteriores. 


6.2.3. Fórmulas de arco metade 
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p £ a 1 — cosA 2 senA 
g ~ senA  1+cosA 


Demonstrações: 


gos (9) = + [EE 


Podemos usar a fórmula do arco duplo do cosseno: 
cos(24) = 2 cos? A — 1 


Fazendo 4 = a /2, temos: 


cos (2 (5) = 2 cos? (5) =i 


cos? 3 (1+ cos a) 


a cos (5) a4 eer 
2) sen (£) = a [E 


Sabemos que cos(24) = 1 — 2sen?A, assim, temos: 
2a 04 
Ea RR 2(. 
cos(=) =1 2sen (5) 
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A [1-cosa 
3) tg (5) = t 1+cosA 


A 1—cosA senA 
a) tg ($) = a 


senA 


o 1+cosA 
Usando as fórmulas de arco duplo, temos: 


1-cosA E (1 — 2sen? ©) 2sen? (5 


senAÃ 


2sen(5)cos(5) — 2sen(5)cos(5) cos(5) 


2 
sena 2sen(G)cos(5) sen(5) — (8) 
1+cosA | 1493c0s? (5)=1 cos (5) I 
A o 1— cosA E senA 
Tg (5) ~ senA  1+cosA 


Para deduzir essa fórmula, podemos usar o seno do arco duplo e usar A = 


sen (5) = 2sen(5) cos (3) 


2 
die 2sen (5) cos? (5) 


cos (5) 
2 
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o A sen (5) 1 
E os (E) (e (5) 


a 
> sen(a) = ala) 


A 
6) tgA = a 


1=t02(3) 


Usando o arco duplo da tangente e fazendo 4 = q /2, temos: 


2tgA 
tg(2A) = A 


—tg?°A 


[04 
ii (3) 


7) cos(A) = trt") 


1+t92(5) 
; sena 
aq = 
9 cosa 
sena 
cosa = 
tga 
Substituindo sena e tga na relação do cosseno, encontramos: 
q 
2tg (5) 
q 


1-ta? (2) 

[94 

> cosa = ia i (3) 
1+tg” (5) 


6.3. Fórmulas de Werner 


As fórmulas de Werner são a transformação de produto em soma. Elas estão listadas abaixo 


2cosAcosB = cos(A + B) + cos(A — B) 
—2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B) 
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2senAcosB = sen(A + B) + sen(A — B) 


2senBcosA = sen(A + B) — sen(A — B) 


Demonstrações: 
1) 2cosAcosB = cos(A + B) + cos(A — B) 
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB 
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB 
Podemos somar as duas identidades: 
cos(A + B) + cos(A — B) = 2cosAcosB 


2) —2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B) 
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB 
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB 
Podemos subtrair as duas identidades: 
cos(A + B) — cos(A — B) = —2senAsenB 


3) 2senAcosB = sen(A + B) + sen(A — B) 
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA 
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA 
Somando as duas identidades: 
sen(A + B) + sen(A — B) = 2senAcosB 


4) 2senBcosA = sen(A + B) — sen(A — B) 
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA 
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA 
Subtraindo as duas identidades: 
sen(A + B) — sen(A — B) = 2senBcosA 
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6.4. Fórmulas de Prostaférese 


LEITURA 


OBRIGATÓRIA 


Esse assunto é muito cobrado nas provas do ITA/IME. Tente decorá-las! 


Essas fórmulas são a transformação de soma em produto: 


)cos( (= = 


sen(p) + sen(q) = 2sen ( 


sen(p) — sen(q) = 2sen se 


cos(p) + cos(q) = 2 cos ( = 5) ) cos ( 


cos(p) — cos(q) = —2sen E 5 5) sen = 


2 


Demonstrações: 


1) sen (p) + sen(q) = 2sen (PEL cos (= 1) 

Vamos usar as fórmulas da soma e diferença de arcos do seno: 
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA 
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA 

Somando essas duas identidades, temos: 

sen(A + B) + sen(A — B) = 2senAcosB 


Agora, vamos fazer as seguintes substituições: 


A+B=p 
A-B=q 
Assim, podemos escrever: 

p+q 
A = —— 

2 
p-q 
B = — 

2 


Substituindo na identidade sen(A + B) + sen(A — B) = 2senAcosB, encontramos: 


sen(p) + sen(q) = 2sen (E > 1) cos = 
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2) sen(p) — sen(q) = 2sen (= 1) cos = 
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA 
sen(A — B) = senAcosB — senBcosA 
Vamos subtrair essas identidades: 
sen(A + B) — sen(A — B) = 2senBcosA 


Substituindo A e B em função de p e q, temos: 


sen(p) — sen(q) = 2sen (É S) cos = 


3) cos(p) + cos(q) = 2 cos (= T) cos (= 2) 
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB 
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB 
Somando as duas identidades, temos: 
cos(A + B) + cos(A — B) = 2cosAcosB 
Substituindo 4 e B: 


cos(p) + cos(q) = 2 cos ( > 1) cos = 


4) cos(p) — cos(q) = —2sen (PEL 2) sen (= 1) 
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB 
cos(A — B) = cosAcosB + senAsenB 
Subtraindo as duas identidades e escrevendo 4 e B em função de p e q: 
cos(A + B) — cos(A — B) = —2senAsenB 


cos(p) — cos(q) = —2sen (E 1) sen = 


ORA DE 
PRATICAR! 


| 3. Calcule: 


| a) sen (arctg(V2)) 


| b) tg (2arctg (5) 
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| c) tg (arcsen (5) — arctg (5) 


| Resolução: 


| a) Vamos fazer æ = arctg(v2), assim, temos: 


tga = 2 


Queremos calcular sena, podemos a seguinte identidade: 


tg2a 

sen?a = 2 
1+tg2a 

2 

V2 
sena = + z 
1+v2 

sena = + |- 

6 


| b) Fazendo q = Zarctg (5): 


| = 290) 
| De (9) 
| a 
| tga = 9, 
| -(5) 
É vã 
! 2 
| 
| c) Fazendo g = arcsen (5) e f =arctg (È) temos: 
| 
| 3 
sena =- 
5 
5 
tgb = 5 


Queremos calcular tg (a — f). Podemos usar a diferença de arcos da tangente: 


_ tga-tgB 
tg(a = p) = 1+tgatgB 


Conhecemos o valor de tgB, vamos encontrar tga: 


tg?a 
1+tg2a 


(E) _ tga 
5) — 1+tg?a 


9 + 9tg°a = 25tg°a 


sen?a = 
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Para tga = 3/4, temos: 


Para tga = —3/4, temos: 


i 12 
Dos 
tgla — B) = 33 "3 
48 
1 56 


| Gabarito: a) sena = +— b)tgaæ =z; dtgla-B)=coutgla-B)= -7 


| 4. Calcule a soma das soluções da equação arctg (5) + arctg (5) = arctg (5). 


| Resolução: 


| Fazendo q = arctg (E) = arctg (5) ey =arctg (5), temos: 


tga =— 
tgß => 

1 
res 


Aplicando a tangente na equação, obtemos: 
tg(a + p) = tgy 


tga+tgf _ 
1-tgatgB Ee toy 
Substituindo os valores das tangentes: 
Co PE 
XX OT 
1-73 
5x —1ı1 
6-x2 5 
| 
25x = 6 — x? 


x? +25x—-6=0 


e -25+V625+24 _ —-25+V649 
2 2 
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A soma das soluções é dada por: 
| X1 + X2 = —25 
| Gabarito: x, + x, = —25 


| 5. Se cos(2x) = 3 onde x E (0,7), calcule o valor de y = (sen(3x) — sen(x))/cos (2x). 
| Resolução: 
| 

Vamos transformar a subtração em produto usando a fórmula de Prostaférese: 


senp — senq = 2sen (= COS (= 
_ sen(3x)-sen(x) 


cos(2x) 
2sen (#5) cos) 
cos(2x) 


y = 


_ 2senxcos(2x) 
o cos(2x) 


y = 2senx 


Usando a informação cos(2x) = 1/3, temos: 


cos(2x) = 1 — 2sen?x = z 
Como x E (0,7), senx > 0, então: 


| 
| Gabarito: y = 2V3/3 


| 6. Transformando-se sen40º + cos10º em produto, obtemos: 


a) E sendo? 
| b) V3sen20º 
| c) 3cos20º 
| d) V2sen20º 
| Resolução: 
| Podemos usar o ângulo complementar e escrever: 


cos 10º = sen80º 
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Assim, podemos usar a fórmula de Prostaférese: 


senp + senq = 2sen (= cos (= 


sen40º + sen80º = 2sen (N cos (A 
2 2 
sen40º + sen80° = 2sen60ºcos20º 
> sen40º + sen80º = V3cos20º 


| Gabarito: “c”. 


7. Resumo 


7.1. Medidas Usuais 


360º 400gr 2r rad 
180° 200gr mrad 


7.2. Razões Trigonométricas 
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Principais Razões 


Cateto Oposto _ b 


Hipotenusa a 


Cateto Adjacente c 
Hipotenusa a 


Cateto Oposto b 


Cateto Adjacente c 


t sena 
O = 
9 cosa 
cosa 
cotga = 
sena 


sen?a + cos? a = 
tg’a +1 = sec?’ q 
1+cotg?a = cossec’ a 


' 1 
costa = ——— 
1+tg’a 
2 
> _ tg'a 
sena 
1+tg’a 
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7.4. Ângulos Complementares 


TT 
CERT 


sena = cosp 


7.5. Transformações 


7.5.1. Soma e Diferença de Arcos 


cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(A)sen(B) 
cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sen(A)sen(B) 
sen(A + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A) 


sen(A — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(A) 


EZOETO 
AB = igAtg(B) 
tg(A) — tg(B) 
1 + tg(A)tg(B) 


tg(A — B) = 


7.5.2. Arco Duplo 


cos(24) = cos? A — sen? A 


sen(24) = 2senAcosA 


2tgA 
tg(2A) = RE] 
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7.5.3. Arco Triplo 


cos(34) = 4 cos? A — 3cosA 
sen(34) = 3senA — 4sen?A 


3tgA — tgêA 
1- 3tg?A 


tg(3A) = 


7.5.4. Arco Metade 


i (5) 1 — cosA a senA 
g ~ senA  1+cosA 


7.5.5. Fórmulas de Werner 
2cosAcosB = cos(A + B) + cos(A — B) 
2senAcosB = sen(A + B) + sen(A — B) 


2senBcosA = sen(A + B) — sen(A — B) 
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7.5.6. Fórmulas de Prostaférese 


sen(p) + sen(q) = 2sen (É E n cos - 3 J 


sen(p) — sen(q) = 2sen (£ E Jcos (É E 5) 


2 


cos(p) + cos(q) = 2 cos (E > 5) cos (£ z 1) 


cos(p) — cos(q) = —2sen (É E; n) sen (E) 


2 


8. Lista de Questões 
QUESTÕES PARA a 
à EE 


Lista de Questões Sem Comentários 


7. (Espcex/2018) 
Sendo M = arctg(X),N = arctg ( ) e P = tg(M — N), o valor de 30P para X = 15 é 


1 
X 


8. (Espcex/2018) 

Considere o triângulo com ângulos internos x, 45º e 120°. O valor de tg? (x) é igual a 
a) v3 =2 

b) 4V3 -7 

c) 7 — 4V3 

d) 2 — V3 

e) 2 — 4V3 


9. (Espcex/2015) 
O valor de (cos165° + sen155° + cos145° — sen25° + cos35° + cos15°) é 


a) V2 
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b)—1 
c) O 
d) 1 
e) 1/2 


10. (Espcex/2012) 

O valor numérico da expressão 
a)—1 

b) O 

c) 1/2 

d) 1 

e) —V3/2 


sec 1320° 


ini (=) + (tg 2220°)? é: 


11. (Espcex/2012) 
O cosseno do menor ângulo formado pelos ponteiros de um relógio às 14 horas e 30 minutos 
vale 


a) — SED 
b) — SED 
o) E2 


12. Exercício de Fixação 
Num triângulo retângulo ABC, a hipotenusa BC mede 10 cm e cos Ê = 0,6. Calcular a soma 
dos catetos. 


13. Exercício de Fixação 
Num triângulo ABC tem-se BC = 6, AÊC = 30º e BÊA = 45º. Calcular a medida da altura 


relativa ao lado BC. 


14. Exercício de Fixação 


Obter M tal que cosx = qe senx = ——. 
15. Exercício de Fixação 
b 
Calcular secx sabendo que senx = a a>b>o0. 


2+b2" 


16. Exercício de Fixação 
Simplifique: 
y = (tgx — senx)2+ (1 — cosx)? — (secx — 1)? 


17. Exercício de Fixação 
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Simplifique: 

costx — sentx cossecx — senx 

PEC ar PT 
1-tg'x secx — cosx 

18. Exercício de Fixação 

Prove as seguintes identidades: 

a) tg(—-2734º) = — tg 34º 


b) cos (- e) = — cos (=) 


19. Exercício de Fixação 

Utilizando um triângulo retângulo de hipotenusa igual a 1 e um dos ângulos agudos de medida 
0 encontre tg (>) em função de senos e cossenos. 

20. Exercício de Fixação 

Se y = 2 — 3senx, então o valor máximo que y assume quando variamos x em R é: 

a) 5 

b) 1 

és 

d)—=1 

e)6 


21. Exercício de Fixação 

Sendo dado que senx + cosx = a, calcule: 
a) senxcosx 

b) sentx + costx 

c) sentx + cos? x 


22. Exercício de Fixação 
senx-seny T È pá 
——— = 2 e tgx = = então tg) é igual a: 
cosx-cosy g 3 gy elg 


a) 3 

b) 1/6 
c) O 

d) —4/3 
e) —3 


23. Exercício de Fixação 
Prove as identidades abaixo, válidas para todo x onde as expressões estão definidas: 


1-tg2x 
a) = = 1 — 2sen?x 
1+tg?x 
cosx—senx 1-tgx 
b)————— = 


cosx+senx 1+tgx 


24. Exercício de Fixação 
Sabendo que tgx + secx = 3/2, calcular senx e cosx. 
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25. Exercício de Fixação 
Sabendo que sen?x + senx = 1, provar que cos! x + cos? x = 1. 


26. Exercício de Fixação 


k f f . 
Para x + = k E Z, prove as identidades abaixo: 
secx 


a) ——— = senx 
tgx+cotgx 
tgx-cotgx 

b) OS = 2sen?x — 1 
tgx+cotgx 


27. Exercício de Fixação 


Elimine o arco x na equação: 
a — cosx =a 


cos2x = b 


28. Exercício de Fixação 
Verifique a seguinte identidade: 
1 1 T 
Zarctg (=) + arctg (=) a 
29. Exercício de Fixação 
Sabendo que O < x <7/2, analise as proposições e classifique-as como verdadeiras (V) ou 
falsas (F). 
a) Se a + x =27,então, tgx = —tga 
b) Se æ + x = 3 então, secx = cosseca 
c) Sendo sen E — x) = :, então, cos(m — x) = : 


d) A função f(x) = sen (x — 3) + 2 é idêntica a função g(x) = 2 — cos x 


30. Exercício de Fixação 

Sobre a função f definida por f (x) = cos? x + cos? E + x) + cos? (E — x), podemos afirmar 
que: 

a) f não é limitada. 

b) f é constante. 

c) f é injetora. 

d) f é ímpar. 

e) f(x) = cos? x, para todo x real. 


31. Exercício de Fixação 
O valor numérico da expressão 


É 
a) 1/2 
b) 1/3 
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c) 1/4 
d) 1/6 
e) 1/8 


32. Exercício de Fixação 
Prove que se A, B e C são ângulos de um triângulo, então: 
cos? A+ cos? B + cos? C = 1 — 2cosAcosBcosC 


33. Exercício de Fixação 
Calcular a soma 


34. Exercício de Fixação 
Prove que: 


35. Exercício de Fixação 
Calcular a soma abaixo, cujos arcos estão em PG: 
S =tga-sec(2a) + tg(2a) : sec(4a) + tg (4a) : sec(8a) + --- + tg(2™ta) sec (2”a) 


7. d 
8. c 
9. c 
10.d 
11.d 
12.8 = 14 
13.h = 3V3 - 3 
14.M =-1ouM =2b 

2 2 
15.secx = + 
16.y = 0 
17.y = cost x + cotg?x c 
18. Demonstração 
19. Demonstração 


20.7 = 5 

a2-1 4 4 —at+202+1 6 6 -3at+6a2+1 
21.a) senxcosx = e b) senºx + cos” x = = c) senºx + cos? x = D E 
22.e 


23. Demonstração 
24. senx = 5/13 e cosx = 12/13 
25. Demonstração 
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26. Demonstração 
27.b? = a“(2 — a?) 
28. Demonstração 
29.a)V b)V c)F d)V 
30.b 

31.c 

32. Demonstração 


TT 
33.S = sen E) 
34. Demonstração 
35.S=tg(2"a) — tga 


Lista de Questões Comentadas 


7. (Espcex/2018) 


Sendo M = arctg(X),N = arctg (=) e P = tg(M — N), o valor de 30P para X = 15 é 


Comentários 
De acordo com o enunciado, temos: 


tgM =X 
uNa? 
l E N 
tgM — tg 
P = tg(M — N) = — Z 
gl ) =F tgMtgN 
X-F x -1 
Pan E > 
1+1 2X 
Para X = 15: 
gps a 
= 0 2 


Gabarito: “d”. 
8. (Espcex/2018) 
Considere o triângulo com ângulos internos x, 45º e 120º. O valor de tg? (x) é igual a 
a) v3 -2 
b) 4V3 —7 
c) 7 — 4V3 
d) 2 — V3 
e) 2 — 4V3 


Comentários 
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De acordo com o enunciado e as relações de um triângulos, temos: 
x + 45º + 120º = 180º 
x = 15° 
Queremos calcular tg? (15°). Vamos usar a fórmula do arco metade: 


Assim, temos: 


= 7 — 4V3 


„B0 1-cos30º 1-5 2-3 (2-v3) 
(F) ires V3 2+v⁄3 1 
2 
Gabarito: “c”. 
9. (Espcex/2015) 
O valor de (cos165° + sen155° + cos145° — sen25° + cos35° + cos15°) é 
a) V2 
b) —1 
c) O 
d) 1 
e) 1/2 
Comentários 
Vamos reescrever os senos e cossenos: 
cos165° + sen155° + cos145° — sen25° + cos35° + cos15° 
cos(180° — 15°) + sen(180° — 25°) + cos(180° — 35°) — sen25° + cos35° + cos15° 
— cos(15º) + sen(25º) — cos(35º) — sen25º + cos35° + cos15° = 


un 
C. 


Gabarito: 
10. (Espcex/2012) 
O valor numérico da expressão Sui — 2: cos (E) + (tg 2220º)? é: 
a)-1 
b) 0 
c) 1/2 
d) 1 
e) —V3/2 
Comentários 
Vamos reescrever a expressão, usando arcos côngruos: 
sec 1320° 537 5 
——— — 2: cos (= + (tg 2220º) 
57 
— 2: cos (8: 27 +) + tg?(6 - 360º + 60º) 
sec(240º) 
2 


sec(3 : 360º + 240º) 


5 
2-cos (= + tg? (60°) 


2 1 2 
gr a =1 
T (v3) 
Gabarito: “d”. 
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11. (Espcex/2012) 
O cosseno do menor ângulo formado pelos ponteiros de um relógio às 14 horas e 30 minutos 
vale 


a) —- SED 
b) — SED 
cy CS 

g ma 


4 
Comentários 


Desenhando o relógio do problema, temos: 


6 
No relógio, temos 12 horas. Cada hora possui um ângulo de 30°: 
360º — ao 
12 


No momento em que o ponteiro dos minutos percorre 30 minutos, o ponteiro das horas 
percorrerá metade do ângulo de cada hora: 


Então, o ângulo a é dado por: 
æ = 3 : 30° + 15° = 105° 
Queremos calcular o cosseno desse ângulo: 


cos 105º = cos(60º + 45º) = cos60°cos45° — sen60ºsen45º = =: — — —: 


vVZ-v6_ V6-V2 
Ao 4 
Gabarito: “d”. 


12. Exercício de Fixação 
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Num triângulo retângulo ABC, a hipotenusa BC mede 10 cm e cos É = 0,6. Calcular a soma 
dos catetos. 
Comentários 
Temos o seguinte triângulo: 


C 
10 
A B 
Usando os dados do enunciado: 
p= AB 
cos B = BC 
0,6 ad AB 
= = 
í 10 


Aplicando a relação fundamental: 
AB? + AC? = BC? 
AC = 410? — 62 = 8 
A soma dos catetos é dada por: 
S=AB+AC=6+8=14 
Gabarito: S = 14 


13. Exercício de Fixação 
Num triângulo ABC tem-se BC = 6, AÊC = 30° e BÊA = 45°. Calcular a medida da altura 
relativa ao lado BC. 
Comentários 
Temos o seguinte triângulo: 


æ Aula 06- Trigonometria I 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 06: ITA/IME 2020 


A 
Queremos calcular h. Perceba que o triângulo ADC é isósceles: 
DÃC + 45º + 90º = 180º > DÃC = 45º 
Assim, podemos afirmar que x = h. Usando a razão tangente no triângulo ADB: 
; (6 — h)V3 6/3 

t9G0)=-"—.>h=—5 (revien aie a "E 3 
Gabarito: h = 3/3 — 3 

14. Exercício de Fixação 


vM+1 


Obter M tal que cosx = Ze senx = 


Comentários 
Usando a relação fundamental, obtemos: 
sen?x + cos? x = 1 


M+1 1 
m tm) 
Mº-M-2= 
As raízes são dadas por: 
1+9 
= E = —1 ou 2. 


Gabarito: M = —1 ou M = 2 
15. Exercício de Fixação 
Calcular secx sabendo que senx = co a> b >o. 
a2+b2 


Comentários 
1 à é 
Sabemos que secx = Toe Então, devemos calcular cosseno. Usando a relação fundamental: 


sen?x + cos? x = 1 
cosx = +4 1 — sen?x 


at + 2a2b? + bt — 4a? b2? 
(a? + b2)2 
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n (a? o b2)2 
cosx = t———— 
— a2+b? 
a? E b? 
cos x = +-——— 
~ a? + b? 
Assim, o secante é dado por: 
a° +b? 
secx = + a_p? 
š a? +b? 
Gabarito: secx = + -zz 
16. Exercício de Fixação 


Simplifique: 
y = (tgx — senx)? + (1 — cosx)? — (secx — 1)? 
Comentários 
Vamos desenvolver a expressão: 
y = tg?x — 2tgxsenx + sen?x + 1 — 2cosx + cos? x — (sec? x + 1 — 2secx) 
Usando a relação tg?x = sec? x — 1, temos: 


y = sec? x — 1 — 2tgxsenx + sen?x + cos? x + 1 — 2cosx — sec? x — 1 +2secx 
1 


y = —2tgxsenx — 2cosx + 2secx 
2sen?x 2 
y = ———— = 2cosx + — 
Cosx Cosx 
—2sen?x — 2 cos? x + 2 
= —2 
4 Cosx 
> y= 0 
Gabarito: y = 0 
17. Exercício de Fixação 
Simplifique: 


cost x — senºx cossecx — senx 
y = ——— + === 

1-tg'x secx — cosx 
Comentários 


Vamos simplificar a expressão, escrevendo tudo em função de seno e cosseno: 


4 4 1 senx 


y= sentx 1 
- — —— — cosx 
cost x cosx 
E F 1 — sen?x 
cost x — sentx 1 -— cos? x 
cost x COSX 


E P cosx(cos? x) 


senx(sen?x) 
cos? x 


4 
= cos'x + 
y sen?x 
> y = cost x + cotg?x 


Gabarito: y = cos! x + cotg?x 


18. Exercício de Fixação 
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Prove as seguintes identidades: 
a) tg(—-2734º) = — tg 34º 


37m 21 
b) cos (- Er) = — cos (=) 
Comentários 
a) Sabemos que os valores da razão tangente repetem para cada k : 180º,k E Z. Assim, vamos 
encontrar o valor do arco congruente a —2734º: 
tg(—-2734º) = tg(—-34º — 15 - 180º) = tg(—34º) 
b) A função cosseno repete seus valores para cada k : 2m, k E Z. Desse modo: 


e z m= ( m= 5 
cos 7 = COS T 7 = cos | -T 7]= cos 7 


Gabarito: Demonstração 


19. Exercício de Fixação 
Utilizando um triângulo retângulo de hipotenusa igual a 1 e um dos ângulos agudos de medida 
9 E 
0 encontre tg (>) em função de senos e cossenos. 
Comentários 


A figura inicial é dada por: 


sen6 


A cos B 


SE LIGA 


NO BIZU 


Podemos estender o lado AB de forma a obter um triângulo isósceles BCD: 
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sen6 


A cos B D 


Pelas propriedades do triângulo isósceles, como BD = BC, temos Î = Ĉ = a. 
O ângulo externo O é a soma dos ângulos adjacentes É e D. Veja: 
0+ Ê =ru 
aw 
a+r+a+B=7 
o+(m-—-(a+a))=7 
0 = 2a 
0 
a=- 
2 
Assim, temos a seguinte figura: 


sen6 


A cos B 1 D 


Podemos escrever: 


i (5) o 1+ cos 
9 — senð 
Gabarito: Demonstração 


20. Exercício de Fixação 
Se y = 2 — 3senx, então o valor máximo que y assume quando variamos x em R é: 
a) 5 
b) 1 
c) 3 
dj=1 
e) 6 
Comentários 
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Sabemos que a imagem da função seno é dada por: 
—1 < senx <1 
Então, o valor máximo que y assume ocorre quando senx é mínimo, isto é, senx = —1: 
y=2-3(-1)=5 
Gabarito: y = 5 


21. Exercício de Fixação 
Sendo dado que senx + cosx = a, calcule: 
a) senxcosx 
b) sentx + cosx 
c) sentx + cos* x 
Comentários 
a) Podemos elevar a equação dada ao quadrado: 
(senx + cosx)? = q? 
sen?x + cos? x + 2senxcosx = a? 


gl 
1 + 2senxcosx = a? 


a? — 1 
senxcosx = 7 
b) Vamos escrever a relação como um quadrado perfeito: 
sentx + cos! x = sentx + cos! x + 2sen?xcos?x — 2sen?xcos?x 


2 
sentx + cost x = (sentx + cos? 1) — 2(senxcosx)? 
a 
+ 
Substituindo o valor calculado de senxcosx: 


a2—1 
2 
2(a* — 2a? + 1) 


sentx+costx=1-2 


sentx + cost x = 1 — a 
-q + 2a? +1 


sentx + cos! x = ; 


c) Usando a fatoração clássica: 


sentx + cos x = (sentx + cos? 1) (sentx — sen?xcos?x + cos! x) 

Ss, 
1 

Substituindo os valores de senxcosx e sen!x + cos! x, obtemos: 


“at+202+1 [a2- 1 
2 2 
—2a* + 4a? +2 (af -— 2a? +1) 


senfx + cos x = 


senfx + cos x = 


4 4 
E é 2a AG =" 20º =1 
senºx + cos? x =——— > > >> 


4 
r r —3a* + 6a? +1 
sen? x + cos? x = ———— 
—at+202+1 
2 


-3a!+6a2+1 


c) senfx + cos* x = > 


; a2-1 
Gabarito: a) senxcosx = —— b) sen!x + cos! x = 


22. Exercício de Fixação 
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senx-seny 1 3 fa 
———— = 2 e tgx = =, então tg) é igual a: 
cosx—-cosy g 3” gy eig 


Comentários 
Podemos usar o triângulo: 
C 


B 
is 3 


BC foi obtido usando o teorema de Pitágoras: 
BC? = AC? + AB? 
BC=vV1+9=v10 


Assim, temos as seguintes razões: 


1 
senx = —— 
10 

3 
cosx = —— 
v10 


Substituindo os valores na expressão, obtemos: 
senx — seny 


COSX — COSY 


senx — seny = 2(cosx — cosy) 
1 
— — seny = —— — 2cos 
v10 7 v10 d 


5 
2cosy — seny = —— 
A SED TT 

Dividindo a equação por cosy: 

Tams 5 1 

IY — JTO cosy 
5 
2 — tgy = —— sec 
gy JIO y 


Elevando a equação ao quadrado e usando a relação sec? y = 1 + tg?): 


25 
4 + tg°y — 4tgy = T (1+tg?y) 
8+2tg?y — 8tgy =5+5tg?y 
3tg?y + 8tgy -3 =0 
Encontrando as raízes: 
—4 + V25 1 
tgy = D -3 ouz 
Não podemos ter tgy = 1/3, pois: 


€ Aula 06- Trigonometria I 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 06: ITA/IME 2020 


1 1 
tgy = 5 > seny = —— > Cosy = —— 


3 v10 V10 
senx — seny 0 À f 
——— = — (valor indeterminado) 
cosx — cosy 0 
Portanto: 
tgy = —3 
Gabarito: “e”. 
23. Exercício de Fixação 
Prove as identidades abaixo, válidas para todo x onde as expressões estão definidas: 


a) 
b) = 
cosx+senx 1+tgx 


Comentários 
a) Vamos escrever a tangente em função do seno e cosseno: 


1-tg2x 


1+tg?x 
cosx-senx  1-tgx 


= 1 — 2sen?x 


2 1-sen2x 
1—tg°x — osy cos? x — sen’x cos“ x 
SO As a =D a 
1+tg?x 1+4 sen?x cos” a cos? x + sen?x 
cos? x 1 
b) Vamos dividir a expressão à esquerda por cosx: 


q — Senx 
cosx — senx cosx _ | — tgx 


cosx +senx q, SNX 1+tgx 
cosx 


Gabarito: Demonstração 

24. Exercício de Fixação 

Sabendo que tgx + secx = 3/2, calcular senx e cosx. 
Comentários 


3 
tgx + secx = 2 


tgx = z7 secx 
Elevando a equação ao quadrado, obtemos: 
2 9 2 
tg‘ x m 3secx + sec” x 
Usando a relação sec? x = 1 +tg?x: 


2 9 2 
sec x— |=— 3secx + sec x 


3 am 
secx =7 
1 2. AS 
cosx 12 
Ee 
cosx = 73 


Testando os valores: 
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ap dio q 
gx 22 
t =>—>0 
gx = 72 


Como a tangente é positiva, temos que o seno deve ser positivo: 


cosx > 0 > senx >00 
5 


+ senx = 5 
Gabarito: senx = 5/13 e cosx = 12/13 
25. Exercício de Fixação 
Sabendo que sen?x + senx = 1, provar que cos? x + cos? x = 1. 
Comentários 
Vamos calcular o valor da expressão cos! x + cos? x: 
cost x + cos? x = cos? x (cos? x + 1) 
Usando a relação fundamental: 
cost x + cos? x = (1 — sen? x) (1 — sen? x + 1) 
cos! x + cos? x = 2 — sen?x — 2sen?x + sentx 
cost x + cos? x = 2 — 3sen?x + (sen? x)? 
Usando o dado do enunciado: 


sen?x = 1 — senx 
> cost x + cos? x = 2 — 3(1 — senx) + (1 — senx)? 
cost x + cos? x = 2 — 3 + 3senx + 1 + sen?x — 2senx 
> cost x + cos? x = sen?x + senx = 1 
Gabarito: Demonstração 
26. Exercício de Fixação 


k . ; . 
Para x + e k E Z, prove as identidades abaixo: 
secx 


—— = senx 
tgx+cotgx 
tgx-cotgx 

b)—— = 2sen?x — 1 
tgx+cotgx 


Comentários 
a) Vamos simplificar a expressão: 


secx 
tgx + cotgx 
Escrevendo tudo em função de seno e cosseno: 
1 1 
Tosx _ Tosx _ 1  COSXSENX _ o 
senx | COSX  sen?x +cos?x cosx 1 
cosx senx "cosxsenx 
b) Simplificando a expressão: 
tgx — cotgx 
tgx + cotgx 


Escrevendo tudo em função de seno e cosseno: 
senx cosx sen?x — cos? x 


cosx Senx cosxsenx 2 2 2 
om =——"""""—. E sen’ x — (1 — sent x) = 2sen^x — 1 
SeEnx CON  sen?x + cos? x ( ) 

cosx senx —cosxsenx 


Gabarito: Demonstração 
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27. Exercício de Fixação 


Elimine o arco x na equação: 
a — cosx = q 


cos2x = b 
Comentários 


Analisando a segunda equação, temos: 
cos? x — sen? x = b 


(cosa — sena) (cosx + senx) = b 
Ny 
-4 
b 
cosx + senx = — — 
a 
Somando a equação acima com a primeira equação do sistema, temos: 
Zsenx =a—— 
a 
a? — b 


a 
Substituindo o valor do seno na primeira equação: 


cosx = senx — a 


senx = 


a? — b 
cosx = — 
2a 
-q? — b 
cosx = 
2a 


Usando a relação fundamental: 
sen?x + cos? x = 1 


b? = a? (2 — a?) 
Gabarito: b? = a? (2 — a?) 
28. Exercício de Fixação 
Verifique a seguinte identidade: 


2arctg (5) + arcto (5) = 
arctg 3 arctg 7) = à 
Comentários 


Fazendo «æ = arctg (5) eb = arctg (5), temos para æ, fp E] — m/2,n/2]: 


tga = 


tgf = 

Vamos calcular o valor da seguinte expressão: 
tg(2a) + tgB 

tg (2 De 

gaut) 1 — tg(2a)tgß 


yI ewj e 


Calculando tg (2a): 
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1 
2tga 2 (=) 3 
ruana 1-tg'a | jl 4 
9 
Substituindo os valores na expressão: 
G+7) z 
tg(2a +£) EF a O 1 
=) G) 28 
+ 24 + B = 4 


Gabarito: Demonstração 
29. Exercício de Fixação 


Sabendo que 0 < x <7/2, analise as proposições e classifique-as como verdadeiras (V) ou 
falsas (F). 


a) Se æ + x = 2r, então, tgx = —tga 


b) Se æ + x = > então, secx = cosseca 
c) Sendo sen E — x) = :, então, cos(m — x) = - 

d) A função f(x) = sen (x — 3) + 2 é idêntica a função g(x) = 2 — cos x 
Comentários 

a) Verdadeira. 


x=20n— 4a 
sen(2r — a) sena 
b) Verdadeira. 
T 
x= 2 — q 
secx = sec (> — a) = Rs = a = cosseca 
2 oS (5 - a) sen(a) 
c) Falsa. 
TT 3 
sen (5 — x) = CoS X = 
cos(mt — x) = — cos x = -z 


d) Verdadeira. 


T 
fœ =sen(x->) +2 = -sen (>— x) +2 = —cosx +2 = g(x) 
Gabarito: a) V b) V c)F d) V 
30. Exercício de Fixação 
Sobre a função f definida por f (x) = cos? x + cos? (= + x) + cos? (E — x), podemos afirmar 
que: 
a) f não é limitada. 
b) f é constante. 
c) f é injetora. 
d) f é ímpar. 
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e) f(x) = cos? x, para todo x real. 
Comentários 


Desenvolvendo a função, obtemos: 


f(x) = = cos? x + [cos (5 ) cosx — sen (5) senx| + [cos =) cosx + sen (5) senx| 


— e = 2 
f(x) = cos? x + 2 cos? (5) cos? x + 2sen? () sen x 
ENa V3 
f(x) = cos? x + 2 (5) cos? x + 2 (5) sen?x 
fa) = 3 cos” x + a senêx 


3 
f(x) = 2 
Portanto, f é constante. 
Gabarito: “b”. 


31. Exercício de Fixação 
O valor numérico da expressão 


e) 1/8 
Comentários 
Reescrevendo a expressão: 


TA 
[-sen (l-5 o 
sen (5) cos (15) 

sen (32) _ A 


2 
Gabarito: “c”. 


32. Exercício de Fixação 
Prove que se A, B e C são ângulos de um triângulo, então: 
cos? A + cos? B + cos? C = 1 — 2cosAcosBcosC 


Comentários 
Se A, B,C são ângulos de um triângulo, temos a seguinte relação: 
A+BA4+C=T 
A=7-—-(B+C) 
Desenvolvendo a seguinte expressão: 
cos? A + cos? B + cos? C 
cos? (r — (B + C)) + cos? B + cos? C 
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[— cos(B + C)]º + cos? B + cos? C 
cos?(B + C) + cos? B + cos? C 
[cos B cos C — senBsenC]? + cos? B + cos? C 
cos? B cos? C + sen? Bsen? C — 2cosBcosCsenBsenc + cos? B + cos? C 
cos? B cos? C + (1 — cos? B)(1 — cos? C) — 2cosBcosCsenBsenC + cos? B + cos? C 
cos? B cos? C + 1 — cos? B — cos? C + cos? B cos? C — 2cosBcosCsenBsenC + cos? B + cos? C 
1 + 2 cos? B cos? C — 2cosBcosCsenBsenC 
1 + 2 cos? B cos? C — 2cosBcosCsenBsenC 
1 + 2 cos B cos C (cosB cosC — senBsenC) 


1 + 2 cos B cos C (cos E + c)) 
T-A 
1 + 2 cos B cos C cos(r — A) 


1 — 2 cos A cos B cos C 
Gabarito: Demonstração 


33. Exercício de Fixação 
Calcular a soma 


g= E ) A 5 P (5) nr: = 
= sen T sen TE sen TE sen TE 
Comentários 
Temos a seguinte soma: 

5 = sen (E) + sen (E) + sen (6) sen (R0 

= sen 15 sen 15 sen 15 sen 15 
E 5 n (+=) n (=) 4 5 A (+=) 
sen 15 sen 15 sen 15 sen 15 sen 15 

S= n(=)+ en (2 =) + se (5) + =) + sen n (=) 

me ETR AE E 


+ mea (2 o (2 a (2 L) + (2r +2) 
sen ( TT =) sen TU =) sen 1-5) sen == sen TU 15 


15 15 
3 9 5 
-sen( 5º) -sen(35) -sen(75) -sen(75) sen(5) 
Os termos coloridos se cancelam, logo: 
T 
S = sen (=) 
5 
Gabarito: S = sen (5) 
34. Desafio 
Prove que: 


Comentários 
Vamos aplicar Prostaférese na diferença: 


cos (3) — COS A + cos 5) 
ri T 7 
ne = z) )+ G a 
= 2sen TA sen T senis 5 


= 2sen (5) sen (Z) + sen (Z) 
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Colocando seno em evidência: 


= cena) |sen (5) + 1| 


= sen (Z) [cos 5 + 2 cos? oj 


= sen (2) cos 6 + 2sen (5) cos? (5) 


Agora, vamos escrever o seno dessa forma: 


da 
sen (5) = 2sen (2) cos (Z) > 2sen (Z) = E 
14 
Assim, temos: 
= sen (>) cos 6 + — () cos? (=) 
14 7 TT (14) 7 
Somando as frações: 
cos (1%) 
_ 2sen(5) cos (7) + 5 sem (F) cos (7) 
i os) 


1 | E) E) e 6 (5) 
=>———— = |sen |>} cos |->] + sen |->] cos (> 
2 cos (1%) 7 4 7 7 
Perceba que os termos em evidência são a soma do seno: 
i ($5) 
sen |= 


2 cos (14) 
Usando a propriedade de arco complementar: 
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Gabarito: Demonstração 
35. Desafio 
Calcular a soma abaixo, cujos arcos estão em PG: 
S =tga-sec(2a) + tg(2a) - sec(4a) + tg(4a) - sec(8a) + -+ tg(2™ta) sec (27a) 
Comentários 
Geralmente, somatórios nesse formato devem ser transformados em soma telescópica. 
Vamos verificar se encontramos um padrão. Analisando tga : sec(2a): 


tga 
tga: 2a) = 
ga sec(2a) C 
Usando a seguinte identidade: 
1-tg?a 
2a) =——— 
gas(2a) 1+ tg?°a 


Temos: 


tga(1 +tg?a 
tga sec(2a) = malas) 


1—tg°a 
tga(2 — 1 + tg?°a 
tga sec(2a) = RR 
2tga — tga(1 — tg°a 
tga: sec(2a) = = io 
2tga 
tga: sec(2a) = RE — tga 


tga-sec(2a) = tg2a — tga 
Portanto, temos o seguinte somatório: 
S = tg2a — tga + tg4a — tg2a + tg8a — tg4a + -+ tg(2"a) — tg(2™ta) 
Os termos coloridos se cancelam, logo, temos o seguinte resultado: 
S = tg(2”a) — tga 
Gabarito: S = tg(2”a) — tga 


9. Questões de Vestibulares Anteriores 


© LISTA DE 
QUESTÕES 


Questões ITA 


36. (ITA/2019) 
Seja f: [-1,1] > [-2,5] a função definida por f(x) = arcsen(x). Então, a soma 


rd (cos 6) é igual a 
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a)—1 
162 
245 
b) — 
162 
152 
c) —— T 
81 
82 
d)—— r 
81 
79 
e)-—T 
162 


37.(ITA/2019) 


Considere um retângulo ABCD em que o comprimento do lado AB é o dobro do comprimento 
do lado BC. Sejam M o ponto médio de BC e N o ponto médio de CM. A tangente do ângulo 
MÂN é igual a 


38. (ITA/2019) 
Sejam a, b e c três números reais em progressão aritmética crescente, satisfazendo 
cosa + cosb + cosc = 0 e sena + senb + senc = 0. 


Encontre a menor razão possível para essa progressão aritmética. 


39. (ITA/2017) 


z 1 3 | z 
O maior valor de tgx, com x = zarcsen E) ex E [o z], é 


O: g. o 
NIe wje ẹle 


2 a 
Ww N 
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40. (ITA/2016) 


Setgx=V7 exe |r, zj, então sen(3x) é igual a 


V14 
ape 
b) É 

V14 
O 
d- É 
V14 
ed 


41. (ITA/2015) 


Os valores de x E [0,27] que satisfazem a equação 2sen (x) — cos x = 1 são 


3 
a) arccos (5) er 
3 
b) arcsen >) en 
er 
er 


( 
c) arcsen ( 
d) arccos ( 


4 
e) arccos 6 er 


42.(ITA/2014) 


2ab A 1 Z 
Sabendo que senx = T 4 É 0e b + 0, um possível valor para cossec(2x) — 519% é 


43.(ITA/2013) 


Ki ds ; cotgx—1 
Se cos 2x = =, então um possível valor de — > é 
2 cossec(x—-)-sec(m—x) 
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v3 
a 
Did 
c) V2 


d) 3 
e) 2 


44. (ITA/2012) 


Seja S = [x E Rjarcsen (— < ) + arccos (é — ) = a Então 


a)S= 6 
b) S = {0} 
c) S = R*\{0} 
d) S = R* 
e)S=R 


45. (ITA/2012) 

A soma È k-o cos(a + kr), para todo « E [0,27], vale 
a) —cos(a) quando n é par. 

b) —sen(a) quando n é ímpar. 

c) cos(a) quando n é ímpar. 

d) sen(a) quando n é par. 


e) zero quando n é ímpar. 


46. (ITA/2012) 


š 2 a a: 
Seja x E [0,27] tal que sen(x) cos(x) = z Então, o produto e a soma de todos os possíveis 
valores de tg(x) são, respectivamente, 


a)1e0 
b)1e2 
2 
c)-1 eo. 
d)1e5. 


5 
e) “LE 
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47.(ITA/2011) 


Entre duas superposições consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um relógio, 
o ponteiro dos minutos varre um ângulo cuja medida, em radianos, é igual a 


48. (ITA/2011) 


a) Calcule (cos? (=) — sen? (=)) cos E — 2sen (=) cos © sen (=). 


b) Usando o resultado do item anterior, calcule sen (=) cos (=) 


49. (ITA/2010) 
A equação em x, arctg(e* + 2) — arccotg >) = 3 e R\{0} 
a) admite infinitas soluções, todas positivas. 


b) admite uma única solução, e esta é positiva. 
; A R . 53 
c) admite três soluções que se encontram no intervalo | — a |. 


d) admite apenas soluções negativas. 


e) não admite solução. 


50. (ITA/2010) 


O valor da soma Tas (=) sen (=), para todo « E R, é igual a 
$ a 

a) 2 [cos (5) = cosa] 

b); [sen (5) = sen G35) 

c) [cos (145) — cos (17, 

a) 5 [eos (535) — cos (s)| 
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51. (ITA/2008) 

O conjunto imagem e o período de f(x) = 2sen?(3x) + sen(6x) — 1 são, respectivamente, 
a) [-3,3] e 27 

b) [-2, 2] e £ 

c) [-v2, v2] e 

d[=1,3]e5 


e) [-1,3] e = 


52. (ITA/2008) 


Tm T P E ~ Fai ~ 
Sendo |- zz] o contradomínio da função arco-seno e [0,7] o contradomínio da função arco- 


cosseno, assinale o valor de 


arcsen(5) + arccos (5) 
cos jarcsen (5) arccos (=) 


53.(ITA/2007) 


Assinale a opção que indica a soma dos elementos de A U B, sendo: 


k?n 
= =: 2 — s = 
a= [a sen EE ale 


3k + 5 
B = pr = sen” (E) = 12) 


a) O 
b) 1 
c) 2 


d) (2 — y2 +7V3)/3 
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eJ(2+V2-V3)/3 


54. (ITA/2004) 
Considerando as funções 
T T 
arcsen: |—1, 1] > RA e 
arccos: |—1, 1] > [0,7], 


i 3 4 
Assinale o valor de cos [arcsen 9 + arccos 6). 


a) 6/25 
b) 7/25 
c) 1/3 
d) 2/5 
e) 5/12 


55. (ITA/2004) 
Prove que, se os ângulos internos g, 8 e y de um triângulo satisfazem a equação: 


sen(30) + sen(36) + sen(3y) = 0, então, pelo menos, um dos três ângulos «, } ou y é igual 
a 60º. 


56. (ITA/2003) 


é 2 = Tm MK 
Considere os contradomínios das funções arco-seno e arco-cosseno como sendo [2,5] e 
[0,7], respectivamente. 


Com respeito à função f:[—1,1] > [-2,E 


| f(x) = arcsenx + arccosx, temos que: 
a) f é não-crescente e ímpar. 

b) f não é par nem ímpar. 

c) f é sobrejetora. 

d) f é injetora. 


e) f é constante. 


57. (ITA/2003) 


Considere um quadrado ABCD. Sejam E o ponto médio do segmento CD e F um ponto sobre 
o segmento CE tal que m(BC) + m(CF) = m(AF). Prove que cosa = cos2ß, sendo os 
ângulos œ = BÂF e = EÂD. 
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58.(ITA/2003) 

Para todo x E R, a expressão [cos(2x)]2 [sen(2x)]?senx é igual a: 
a) 2 *[sen(2x) + sen(5x) + sen(7x)]. 

b) 274 
Ed 
dj 2-* 
e) 2-4 


2sen(x) + sen(7x) — sen(9x)]. 


— = 


—sen(2x) — sen(3x) + sen(7x)]. 
—sen(x) + 2sen(5x) — sen(9x)]. 


E = 


sen(x) + 2sen(3x) + sen(5x)]. 


59. (ITA/2002) 

Seja f:R > P(R) dada por f(x) = {y ER; seny < x). 
Se A é tal que f(x) = R, Yx E A, então 

a) A = [—1,1]. 

bAä=l@vo)]va> i, 

dA lao) Vaz il. 

d) A = (—%,a], Ya < —1. 

e) A = (—%,a],Va < —1. 


60. (ITA/2002) 


Se x,y ez são ângulos internos de um triângulo ABC e senx = (seny + senz)/(cosy + 
cosz), prove que o triângulo ABC é retângulo. 


61. (ITA/2001) 


Considere as funções 


sw =" gw 
Se a é tal que h(f(a)) + h(g(a)) = 1/4, então f (a) — g(a) vale: 
a) O 
b)1 
c) 7/4 
d) 7/2 
e)7 
62. (ITA/2001) 


e h(x) = arctgx 
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Sendo « e ß os ângulos de um triângulo retângulo, e sabendo que sen?2ß — 2cos2B = 0, 
então sena é igual a: 


a) 2/2 
b) Y2/2 
c) V8/2 
d) V8/4 


e) zero 


63. (ITA/2000) 

Considere f:R > R definida por f(x) = 2sen3x — cos [=] Sobre f podemos afirmar que: 
a) é uma função par. 

b) é uma função ímpar e periódica de período fundamental 47. 

c) é uma função ímpar e periódica de período fundamental 47/3. 

d) é uma função periódica de período fundamental 27. 


e) não é par, não é ímpar e não é periódica. 


64. (ITA/1999) 


Seja a E R com )O<a<rmn/2. A expressão [sen (= + a) + sen (= = a)| sen E = a) é 
idêntica a: 
) V2cotg?a 
1+cotg2a 


) V2cotga 
1+cotg2a 
V2 


1+cotg?a 


c) 
1+3cotga 


d — 


) 1+2cotga 
1+cotga 


65. (ITA/1999) 

Se x E [0,7/2| étal que 4tg!x = 
a) V15/4 

b) V15/8 

c) 3V5/8 


= + 4, então o valor de sen(2x) + sen(4x) é: 
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d) 1/2 
e)1 


66. (ITA/1996) 


Seja æ um número real tal que æ > 2(1 T V2) e considere a equação x? — ax +a +1 = 0. 
Sabendo que as raízes reais dessa equação são as cotangentes de dois dos ângulos internos de 
um triângulo, então o terceiro ângulo interno desse triângulo vale: 


a) 30° 
b) 45° 
c) 60° 
d) 135° 
e) 120° 


67. (ITA/1996) 


Seja æ E [0.7] tal que sena + cosa = m. Então, o valor de y = sen2a/(senêa + cos? a) 
será: 


2(m2-1) 
a) m(4-m?2) 


2(m2+1) 
m(4+m?2) 
2(m2-1) 
m(3-m?2) 
2(m2-1) 
m(3+m2) 


b) 


c) 


d) 


2(m?+1) 


m(3-m2?) 


e) 


68. (ITA/1995) 
Seja a função f:R > R definida por: 


2 

f(x) = TU a TU 
== E eaS 

2 = SR 


Onde a > 0 é uma constante. Considere K = {y E R; f (y) = 0). Qual o valor de a, sabendo- 
TE 

se que f (E) EK? 

a) 1/4 

b) 1/2 
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E) T 
djn”/2 


e) m? 


69. (ITA/1995) 
Um dispositivo colocado no solo a uma distância d de uma torre dispara dois progéteis em 
trajetórias retilíneas. O primeiro, lançado sob um ângulo 0 E (0, z), atinge a torre a uma altura 


h. Se o segundo, disparado sob um ângulo 20, atinge-a a uma altura H, a relação entre as duas 
alturas será: 


a) H = 2hd?/(d? — h?) 
b) H = 2hd?/(d? + h) 
c) H = 2hd?/(d? — h) 
d) H = 2hd?/(d? + h?) 
e) H = hd? /(d? + h) 


70. (ITA/1995) 
A expressão sen0/(1 + cos), 0 < O < m, é idêntica a: 


see 
b) cossec (5) 
c) cotg (5) 
adta (3) 


e) cos (£) 


Questões IME 


71. (IME/2019) 


Os ângulos 84, 05, 03,..., 0100 São OS termos de uma progressão aritmética na qual 041 + 056 + 
TT Z 
975 + 050 = 7. O valor de sen% 12? 0;) é 


a)-1 
b- E 
c) O 
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a É 


e)1 


72. (IME/2017) 


senta+tcosta 


1 
Calcule o valor de > , sabendo-se que senacosa = E 


enta+cost a 


73. (IME/2017) 


cosx senx 
Se — + — = —1, calcule o valor de S. 
cosy seny 


s= a e ii a 
o cos x sen x 


74. (IME/2015) 


Os lados a, b e c de um triângulo estão em PA nesta ordem, sendo opostos aos ângulos internos 
A, B e C, respectivamente. Determine o valor da expressão: 


cos (EO) 
cos (EO) 
a) V2 
b) 2 
c) 2V2 
d) 3 
e)4 


75. (IME/2014) 


Seja f:R > R uma função real definida por f(x) = x? — mx. Sejam também a,b,c e d 
números reais tais que: 
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a = sen G) b = tan! (3) Cs cos (- >) ed=cotg! (- 5) 
A relação de ordem, no conjunto dos reais, entre as imagens f (a), f(b), f(c) e f(d) é 
a) f(b) > fla) > fd) fe 
b) f(d) > fla) > f(c) > f(b) 
c) f(d) > fla) > fCb) > f(c) 
d) fla) > f(d) > f(b) > flc) 
e) fla) > f(b) > f(d) > f(c) 


76. (IME/2014) 

Sejam f(x) = sen(logx) e g(x) = cos(log x) duas funções reais, nas quais log x representa 
o logaritmo decimal de x. O valor da expressão f(x) - f(y) — = |a (5) — g(x: y)| é 

a) 4 

b) 3 

c) 2 

d)1 

e)0 


77. (IME/2014) 


Sabe-se que uma das raízes da equação y? — 9y + 8= 0 pode ser representada pela 


as 2 4 6x+.. TT z cos x 
expressão e(sen?x+sentx+sentx+--)ln2 Sendo 0 < x < Z, o valor da razão ——=— 
2 cos x+sen x 


Observação: In 2 representa o logaritmo neperiano de 2. 


v3-1 
a) T 


b) v3 — 1 


c) V3 


V3+1 
2 


d) 
e) v3 +1 


78. (IME/2013) 


Assinale a alternativa que representa o mesmo valor da expressão [4cos?(9º) — 
3][4 cos? (27º) — 3]: 


a) sen(9º) 
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b) tg (9º) 
c) cos(9º) 
d) sec(9º) 


e) cossec (9º) 


79. (IME/2012) 


š 3T RE P É 
Seja arcsenx + arcseny + arcsenz = EE onde X,Y e z sao numeros reais pertencentes ao 
9 
x1014y10147101º 


intervalo [—1, 1]. Determine o valor de x10º + y100 + 7100 — 
a) —2 

b)-1 

c) O 

d) 1 

e) 2 


80. (IME/2012) 
O valor de y = sen70ºcos50º + sen260ºcos280º é: 
a) V3 
b) É 
2 


dr 


4 


v3 
e) 


81. (IME/2010) 


Considere a sequência a, = 


... Determine o produto dos 20 primeiros termos dessa sequência. 


82. (IME/2001) 


Calcule o valor exato de: 
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4 5 
sen [zarccotg È) + cos [arccossec e) 


83. (IME/1997) 


Se tga e tgb são as raízes da equação x? + px + q = 0, calcule, em função de p e q, o valor 
simplificado da expressão: 


y = sen? (a + b) + psen(a + b) cos(a + b) + qcos? (a + b) 
Considere p,q E Rcomq = 1. 


84. (IME/1991) 
Mostre que se num triângulo ABC vale a relação: 
cos(B — C) 
senA + sen(C — B) 


Então o triângulo é retângulo com ângulo reto em A. 


= tgB 


85. (IME/1991) 
Sejam A, B, C os ângulos de um triângulo. Mostre que: 


sen(24) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC 


86. (IME/1989) 
Provar que, se os ângulos de um triângulo ABC verificam a relação: 
sen(44) + sen(4B) + sen(40C) = 0 


Então, o triângulo ABC é retângulo. 


10. Gabarito 


GABARITO 


e 


Gabarito das Questões ITA 


36.b 
27.6 
38.” min = 20/3 
39.b 
40.b 
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41.a 

42.e 

43.a 

44.b 

45.e 

46.b 

47.c 

48.a)0 b) sen (=) cos © E T 
49.b 

50.a 

51.c 

52. b 

53.c 

54. b 

55. Demonstração 
56.e 

57. Demonstração 
58. b 

59. b 

60. Demonstração 
61.d 

62.c 

63. b 

64.a 

65. b 

66.d 

67.c 

68.d 

69.a 

70.d 


Gabarito das Questões IME 
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82.17/25 

83.7 =q 

84. Demonstração 
85. Demonstração 
86. Demonstração 


11. Questões de Vestibulares Anteriores Resolvidas e 
Comentadas 


ip 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


Questões ITA Comentadas 


36. (ITA/2019) 
Seja f: [-1,1]>[-2,5] a função definida por f(x) = arcsen(x). Então, a soma 


nei (cos =) é igual a 


Comentários 


Vamos calcular o valor de cada termo: 


Paran =0: 
27 T 
cos (57) =1>f(1) = arcsen(1) = 3 
Paran =1: 
TT 1 1 1 TT 
cos( $) = -3> (-3) = aresen(-3) = -5 
Paran =2: 


~ TT 
Temos que usar a relação cosa = sen (E — a); 
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(55) = (5) = G m (5 em o G em T 21 
cos 32 = cos 9 = sen 279 sen 279 = arcsen | sen dE 279 


Paran=3 

27 T 2T T 2T T 2T T 2T 
cos (55) = sen (5 — =) >f (sen (5 E 5) = arcsen (sen (5 — a) =2" 27 
Paran=4 


(55) = E ma E ia o E aa T 21 
cos 34 = sen SM f \ sen 2 Bi = arcsen | sen z al) o pi 


A soma desses valores nos dá: 


SE el =) + (5 ape 5) + (5 = 
“2 e A 5 2 77) V 8 wW” 


Gabarito: “b”. 
37. (ITA/2019) 


Considere um retângulo ABCD em que o comprimento do lado AB é o dobro do comprimento 
do lado BC. Sejam M o ponto médio de BC e N o ponto médio de CM. A tangente do ângulo 


MÂN é igual a 


2 


35 

e) 2 

35 
Comentários 

Pelos dados do enunciado e para simplificar nossos cálculos, vamos escrever AB = 8L, BM = 


2L e MN = L. Queremos descobrir p que é o ângulo de MÂN. Assim, temos a seguinte figura: 


D C 
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Vamos aplicar a tangente nos triângulos ABM e AMN: 
AABM: 


2L 1 
o= AR 
AABN: 


3L 3 
tgla + B) =L 8 


Usando a fórmula da soma da tangente: 


tga+tgf 3 
t z= — =-— 
MEER) 1-tgatgb 8 
Substituindo o valor de tg(a) na equação, obtemos: 
1 
qrigê 3 


tab 8 
Lea 


1+4tgb 3 
4-tgb 8 
8 + 32tgB = 12 — 3tgB 
35tgB = 12 
Portanto, a tangente de MÂN é dada por: 


4 
tgP = 37 


Gabarito: “c”. 


38. (ITA/2019) 
Sejam a, b e c três números reais em progressão aritmética crescente, satisfazendo 
cosa + cosb + cosc = 0e sena + senb + senc = 0. 
Encontre a menor razão possível para essa progressão aritmética. 
Comentários 


(a,b,c) é uma PA crescente, vamos escrevê-lo como (b — r,b,b + r), com r sua razão. 
Para as condições do problema, temos: 

cosa + cos b + cosc = 0 > cos(b — r) + cosb + cos(b +r)=0 
Aplicando as transformações trigonométricas: 

cos b cosr + sen b sen r + cos b + cos b cosr — sen b senr = 0 


2 cosb cosr + cosb = 0 > cosb (2cosr+1)=0 
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1 
cos b = 0 oucosr = -3 


sena + senb + senc = 0 > sen(b — r) + senb + sen(b+r)=0 
sen b cosr — sen r cos b + sen b + sen b cosr + senr cosb = 0 


2 sen b cosr + senb = 0 > senb (2cosr + 1)=0 


1 
sen b = 0 ou cosr = E 
Se cosb = 0, temos sen b + 0, logo, cosr = —1/2. Se sen b = 0, temos, analogamente, 


cosr = —1/2. 


Como a PA é crescente, devemos ter r > 0, desse modo: 


1 TT 
cosr = -7> r=ntz+2kr,k EZ 
O menor valor possível é: 
TT 21 
Tmin > 05 Tmin=T— 35 [min 3 


. 21 
Gabarito: rnin = = 


39. (ITA/2017) 


z 1 3 T| z 
O maior valor de tgx, com x = zarcsen (5) ex E 0, z], é 


2 E S 


Nn NIe wie BIA 


a 
— 


e)3 
Comentários 


O bizu nessa questão é usar a fórmula da tangente em função de seno e cosseno: 


sen2x 


tgx = ——— 
ua 1 + cos2x 


O enunciado nos dá: 
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> 2x = arcsen (5) 


3 

sen2x = z 

4 

cos2x = z 

Substituindo em tgx, encontramos: 
E 1 
5 

tgx = — — = — 
4 3 

1+ (5) 


Gabarito: “b”. 
40. (ITA/2016) 


Se tgx = V7ex E€ |r, aj, então sen(3x) é igual a 


VIA 
a) =- 
VI 
ii 
VIZ 
c0- 
d- É 
VIZ 

e) 


Ea 

Comentários 

Devemos trabalhar com os ângulos. 
Usando a identidade sec? x = 1 + tg?x: 


sec? x = 1 + tg?x 


——=1+7 
cos“ x 
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cos? x = E > sen'x = 7 
8 8 
Calculando sen (3x): 
sen(3x) = sen(2x + x) = sen(2x) cos(x) + sen(x) cos(2x) 
2sen(x) cos?(x) + sen(x)(1 — 2sen?(xº)) 
> sen(3x) = 3sen(x) — 4sen? (x) 


7 31 
Como sen?x =-ex €ElIr,—|, temos: 
8 2 


= 7 v14 
senx = E i 
V14 VETA 
sen(3x) = 3 -F — a(- =$) 
4 4 
3 V14 
sen(3x) = -7V ta: 14:- 


3 14 
sen(3x) = q Ad 


2 V14 
sen(3x) = via RE: 


Gabarito: “b”. 


41. (ITA/2015) 


Os valores de x E [0,27] que satisfazem a equação 2sen (x) — cos x = 1 são 


3 
a) arccos (>) er 


) arcsen (É Jem 


(Hen 
id 


4 
e) arccos Jem 


Comentários 


A equação possui seno e cosseno do mesmo ângulo. Vamos elevá-lo ao quadrado (lembrando 
que devemos verificar as raízes): 


2sen(x) — cos (x) = 1 
cos(x) + 1 = 2sen(x) 
cos? (x) + 2 cos(x) + 1 = 4sen? (x) 
cos? (x) + 2 cos(x) + 1 = 4(1 — cos? (x)) 
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5 cos? x + 2cosx—3=0 
As raízes são dadas por: 


(—1 v16) 3 
=a ME 


cosx=-153x=T 


COSX = 


3 3 
cosx = = = x = arccos (5) 


Testando os valores: 
x = T > 2sent — cost = —(—1) = 1 


3 4 4 3 
cosx = — > senx = — > 2senx — cosx = 2(5)-== 1 
5 5 5 
Gabarito: “a”. 


42. (ITA/2014) 


2ab P 1 : 
Sabendo que senx = n É É 0e b + 0, um possível valor para cossec(2x) — 519% é 
a-b 
a- 


ab 

a+b 

b) >= 

2ab 
a2-p?2 


ab 


a2+b2 
4ab 
a2-b2 


4ab 


d) 


Comentários 
Vamos analisar a expressão: 
1 1 1 tg(x) 
cossec(2x) — -t tg(x) = g 


1 
T sen(2x) 2 2sen(x) cos(x) 2 
Do enunciado, temos: 


2ab 
a? + b2 


2ab y’ (a? — b?)2 a? — b? 
ines is q a‘ 
cos(x) = +y 1- sen? (x) = t |1- (Fp? Laer (E) 


Encontrando o valor da expressão: 


sen(x) = 


1 tgx) 1 sen(x) 1 1 
2sen(x)cos(x) 2  2sen(x)cos(x) 2cos(x) somo — sent) ) 
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1 1 2ab 
a? — þ2 2ab — a@ +b? 
2 (e (Gras) FP 


Vamos simplificar a expressão: 


i 1 (a? + b?) /((a? + b?)? — 4a? b?) 
= 2 (a? — b?) ( 2ab(a? + b?) ) 


n 1 (at + bł + 2a?b? — 4a?b?) 
“2(a2 — b?) 2ab 


1 (a? — b?)? 
* = =l 2ab ) 


a? — b? 
4ab 


Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra e. 
Gabarito: “e”. 


43. (ITA/2013) 


Se cos 2x = = então um possível valor de SOS q 
2 cossec(x—1)-sec(m—x) 

v3 

a)— 
2 

b) 1 

c) V2 

d) V3 

e) 2 


Comentários 


Analisando o cosseno dado, temos: 


nje Elm 


u 
Q 
3 
R 
II 

I+ 


o 
5] 
R 
II 
I+ 


ado 


Calculando o valor da expressão: 
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cosx 


cotgx— 1 o ET 
cossec(x — T) — sec(m — x) 1 o 1 
sen(x — 1) cos(m-— x) 
*sen(x — T) = senxcosT — senticosx = —senx 
*cos(m — x) = costicosx + senntsenx = —cosx 
COSX — senx 1 
( senx ) 1 = 


—Ssenx  cosx 
(= = DS ( sSenxcosx ) 


senx COSX — senx 


cosx 


Sabemos que cosx = + —. Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra a. 
2 
Gabarito: “a”. 


44. (ITA/2012) 


—X 6X 


X 6X 
2 ) + arccos (é é ) = o Então 


Seja S = at E Rjarcsen (é 


a) S 

b)S = a 
c) S = R*M0) 
d)S=R* 
e)s 


Comentários 


Fazendo a = arcsen ( =) e ß = arccos (=), 
a+B=5 
T 
Sap 


sena = sen E — B) = cosp 


Conhecemos os valores de sena e cosßp. Dessa forma: 


et-e* e — e 
2 CB 
2e™* = 2e“ 

s=] 
2x=0>x=0 
:S=(0) 
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Gabarito: “b”. 
45. (ITA/2012) 


A soma Èf_o cos(a + kr), para todo a € [0,27], vale 


a) —cos(a) quando n é par. 
b) —sen(a) quando n é ímpar. 
c) cos(a) quando n é ímpar. 


) 
d) sen(a) quando n é par. 
e) zero quando n é ímpar. 
Comentários 

Vamos analisar a expressão cos(a + kr): 

cos(a + kr) = cosa cos(km) — senasen(kr) = cosa cos(kr) 
Para os valores de k, temos: 
k par > cos(a + km) = cosa 
k ímpar > cos(a + km) = —cosa 


Portanto, a soma depende do valor de n: 


n 
s= >. cos(a + kr) = cosa — cosa + cosa — --: + cosa 
k=0 
cosa,n par 
E ( 0,n ímpar 


Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra e. 


Gabarito: “e”. 


46. (ITA/2012) 


2 » A 
Seja x E [0,27] tal que sen(x) cos(x) = = Então, O produto e a soma de todos os possíveis 
valores de tg(x) são, respectivamente, 


a)1e0 


Comentários 


Do enunciado: 


sen(x) cos(x) = z 
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2sen(x) cos(x) = £ 


2x) =— 

sen(2x) z 
Usando a fórmula sen(2x) = a temos: 

2tgx 4 

1+tg?x 5 


10tgx = 4+4tg?x 
2tg?x — 5tgx +2 = 0 


Raízes: 


Encontrando o que se pede: 


S = tgx, + tgx, = 


pa 


1 
2 
1 
P=tgxtgx, = 2 (=) = 
Gabarito: “b”. 


47. (ITA/2011) 


Entre duas superposições consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um relógio, 
o ponteiro dos minutos varre um ângulo cuja medida, em radianos, é igual a 


Comentários 


Supondo a situação inicial dada pela figura: 
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Após a segunda superposição, temos a seguinte figura: 


Quando os ponteiros dos minutos percorrerem 27 radianos, o ponteiro das horas percorrerá 
m /6 radianos. Assim, podemos calcular o ângulo œ usando a regra de 3: 


27 +4 o 21 
a L 
6 
2m +a = 12ga 
21 
“e 
Portanto, o ponteiro dos minutos após 2 superposições, percorrerá 27 + a radianos: 
2m 241 
2m +a = 2n + TI = EEE 


unn 
c. 


Gabarito: 


48. (ITA/2011) 


a) Calcule (cos? (=) — sen? 8) cos — 2sen (=) cos (=) sen (=). 


b) Usando o resultado do item anterior, calcule sen (=) cos (=) 


Comentários 


a) Vamos calcular o valor da expressão: 


cos: (8) - er (8) cs 25e (2) cos EJs GG) 
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> (cos (5) — sen? ©) cos 5 — 2sen (5) cos (5) sen (5) = 
b) Usando o que acabamos de mostrar em a): 
(cos (5) — sen? (5) cos — 2sen (5) cos (5) sen (5) =0 
(cos (5) — sen? ©) cos 5 = 2sen (5) cos (5) sen (o) 


my m _ s (5) cos (5) 
sen (10) cos (=) = ER E) 
T cos (=) cos (10) 
sen (To) cos (=) = mm (E )os(E) 
my  1c0s (2º) 
sen (To) cos (=) dor (E) 
Agora, basta perceber que = + o = - 
2M T T 
EO 
Tm T 27 
10 2 5 
21 
o 1 cos (=) 
sen (75) cos (5) il m) 


1 


Gabarito: a) 0 b) sen (=) cos (5) =. 
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49. (ITA/2010) 


A equação em x, arctg(e* + 2) — arccotg (- kal -) = R e R\{0} 
a) admite infinitas soluções, todas positivas. 

b) admite uma única solução, e esta é positiva. 

c) admite três soluções que se encontram no intervalo | — =z l 


d) admite apenas soluções negativas. 
e) não admite solução. 


Comentários 


Fazendo « = arctg(e* +2)e Bb = arccotg (- Ra J 


a =ẹ%+2 
cotg(P) = q > t9@) = 
A— B = = 


Aplicando a tangente na equação acima, temos: 


T 
tgla - P) = tg (5) 
tga -tgp 
1+tgatgb 
Substituindo tga e tgB: 


(et +) - (É rrea =] 


e?” + 2e% — e?” +1 = e” +e?” — e” +2e”™ -2 
e?* + 2e?™ —2e*-3=0 


Fazendo y = e*: 


y? +2y? -2y -3=0 


Fatorando: 
y? +y’ +y’ -2y-2-1=0 
y? (y +1)+y?—-1-2(y+1)=0 
yYO+tD+O-DY+1)-2y%+1)=0 
Q+)?’ +y-1-2)=0 
Q+)?’ +y-3)=0 
Raízes: 


pe =] 
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_—1+7v13 
Poa 
Como y = e* > 0, temos uma única solução: 
_—1+7v13 
2 


Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra b. 


Gabarito: “b”. 


50. (ITA/2010) 


O valor da soma Zé. sen (=) sen (Z), para todo q E R, é igual a 
a) + [cos (=) — cosa] 
ae sen] 
e) [cos (155) — eos G35) 
d); [cos (55) — cos (s)| 
e) [cos (=) — cosa] 


Comentários 


Podemos escrever o produto do seno dessa forma: 


sen 6 sen (5x) = z [cos (=) Boi (Gal 
S= T [(cos (5) — cos(a)) T G 5) — =G )) aids (cos (55) - ii S) 


S= z [cos E) cos(a)] 


Gabarito: “a”. 


51. (ITA/2008) 


O conjunto imagem e o período de f(x) = 2sen?(3x) + sen(6x) — 1 são, respectivamente, 
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a) [-3,3] e 27 
b) [-2,2]e5 
c) [-vZ v2] e 
Ge 
e) [-1,3] e £ 
Comentários 


Perceba que temos o termo escondido cos(6x) = 1 — 2sen? (3x). 
Assim, podemos escrever: 
f(x) = sen(6x) — (1 — 2sen? (3x) ) 
f(x) = sen(6x) — cos(6x) 


Agora, encontramos uma equação clássica. Veja o pulo do gato: 


fx) = E (sen(6x) — cos(6x)) 


fœ) = V2 (sentoo E — 2 cos(6x) 


fœ) = v2 (sen(6x) cos (5) — sen (5) cos(6x)) 


Essa é a fórmula da diferença do seno: 


T 
f(x) = V2 (sen (6x — 5) 
Sabemos que a função seno pertence ao intervalo [—1; 1], dessa forma: 


T 
-1 < sen (6x -7) < 1 
-V2 < V2sen (6x - 7) < V2 


—vV2 < f(x) < V2 
> Im(f) = [-V2; v2] 
Para encontrar o período da função, podemos usar a definição: 
fœ +T) =f) 
V2sen (6 + T) — =) = V2sen (6x — =) 
Sabemos que o período da função seno é 2kr,k E Z: 


ARE E pics 
X ros X 4 TU 
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O período é dado pelo menor valor positivo de T: 


T T 

>T =- 
3 

Com isso, encontramos o gabarito na letra “c”. 


unn 
c. 


Gabarito: 


52. (ITA/2008) 


T T 1o ~ 1o ~ 
Sendo |- A z] o contradomínio da função arco-seno e [0,7] o contradomínio da função arco- 


cosseno, assinale o valor de 


[eresen (5) + arccos (5) 
cos jarcsen (=) arccos (=) 


T 


245 
Comentários 


e) 


3 4 
Fazendo «a = arcsen (5) e 6 = arccos (5), temos: 


sena = 


ale alw 


cosB = 


Perceba que podemos usar a relação fundamental: 


sen?a + cos? q = 1 


1. As S Tn 
Como o contradomínio da função arco-seno é |- zz]: 


3 T 4 
sena = a «e (0,5] > cosa = z 
O contradomínio da função arco-cosseno é [0,7], então: 
4 T 
cosB = z? BE (0,5] 
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Dee 


Assim, podemos afirmar que « = fp, pois cosa = cosB = 4/5. 
Calculando o valor da expressão: 


Ro 
cos(a + £) = cos(2a) = 1 — 2sen?a = 1 — 2 (5) a 
Gabarito: “b”. 


53.(ITA/2007) 


Assinale a opção que indica a soma dos elementos de A U B, sendo 
A= = a = k =1,2 
= 3 Xęg = sen z4 | K5 L e 
3k + 5)m 
B = pr = sen” (E) = 12) 


a) O 

b) 1 

c) 2 

d) (2 — V2 + V3)/3 
e) (2 +42 -v3)/3 


Comentários 


Vamos encontrar os elementos de cada conjunto: 


k2m 
= = 2 — o e 
A= fx; sen (a) 12) 


3k + 5 
B = fy: = serë (SETET) 4 12) 


= sen” Cra aid sen? 5 
m= 24 JO 24 


Os elementos de A U B são dados por: 


AUB = {x1, X2} U {y y2} = fsen? (=) sen? (= 


23) ser (5) ser (5) serê (59) 


24 
Queremos a soma dos elementos desse conjunto: 
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S = sen? (55) + sen? (5) + sen? (5) + sen? = 


Perceba que temos ângulos complementares: 


11 11 
= =- Ea > sen” (==) = cos? (55) 
= = =- ʻ > sen? (5) = cos? (5) 


unn 
C. 


Gabarito: 


54. (ITA/2004) 


Considerando as funções 
T T 
arcsen: |—1, 1] > [55] e 
arccos: |[—1,1] > [0,7], 


. 3 4 
Assinale o valor de cos jarcsen (5) + arccos 6). 


Comentários 


3 4 
Fazendo «a = arcsen (5) e 6 = arccos (5), temos: 


uij e 


3 
sena = z > cosa = + 


Como q E |-7,7] e sena = 3/5, temos cosa > O: 


4 
cosa = = 
5 


Para $: 
4 3 
cosB = z > senf = Is 


Como £ €E [0,7], temos seng > 0: 
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e 
senp = 


Queremos calcular o valor da expressão: 
cos(a + B) = cosacosfB — senasenf 


Substituindo os valores: 


cos(a +£) =z E sea aL 


Gabarito: “b”. 


55. (ITA/2004) 
Prove que, se os ângulos internos «, 6 e y de um triângulo satisfazem a equação: 


sen(3aæ) + sen(36) + sen(3y) = 0, então, pelo menos, um dos três ângulos «, 8 ou y é igual 
a 60º. 


Comentários 
Se æ, P, y são os ângulos internos do triângulo, temos: 
a+B+y = 180° 
y = 180º — (a + 6) 


Vamos transformar a soma sen(3a) + sen(38) em produto e substituir y = 180º — 
(a + B): 


Lembrando que: 


sen(p) + sen(q) = 2sen (E > 1) cos E) 
sen(3a) + sen(36) + sen(3y) = 0 
2sen (=) cos (=) + sen(3 : 180° — 3(a + £)) = 0 


Sabemos que sen(3 -180º — 3(a + B)) = sen(3a + 36), usando a fórmula do arco 
metade: 


2sen (243 T P co EF — P + 2sen (E P cos (=) =0 


2sen (SÉ P (co s( É =r ah + cos (E > Py) =0 
F < + dentro) (eos ( Es )cos( Ea idk 5 sen Es + cos (= cos (5) 


E) 
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3a +3 
> sen ( 2 f) = 
Para sen = = 
3a +3 
Satse = k180° > a + p = k120° 


Como g, £, y € (0, 180°), temos: 
æ + ß = 120° 
Substituindo a + 6 = 180º — y: 
180º — y = 120º > y = 60º 


3a 
— = 90° > q = 60º 
2 

Para cos (£) = 0: 


3p 
7 =90 = = 60º 


Portanto, em qualquer uma das situações temos que um dos três ângulos é 60º. 


Gabarito: Demonstração 


56. (ITA/2003) 


A Kas As Tm rn 
Considere os contradomínios das funções arco-seno e arco-cosseno como sendo |-7,7] e 
[0,7], respectivamente. 


mr 31 


Com respeito à função f:[—1,1] > |- zaj f(x) = arcsenx + arccosx, temos que: 


a 
b 


) f é não-crescente e ímpar. 
) f não é par nem ímpar. 
c) f é sobrejetora. 
d) f é injetora. 
e) f é constante. 
Comentários 
Fazendo a = arcsenx e 8 = arccosx tal que a E |-7,7] e p E [0,7], temos: 
sena =x 
cosB =x 
Igualando os dois valores de x: 


sena = cosp 
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sena = sen E B) 
E 2 


Devido às restrições dos intervalos, podemos escrever: 
OT 
& = 2 = B 
a 
a + p = 2 


TT 
arcsenx + arccosx = 2 
VIA 


fO)=5 


“ f é constante 


Gabarito: “e”. 


57. (ITA/2003) 


Considere um quadrado ABCD. Sejam E o ponto médio do segmento CD e F um ponto sobre 
o segmento CE tal que m(BC) + m(CF) = m(AF). Prove que cosa = cos2B, sendo os 
ângulos «a = BÂF e = EÂD. 


Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 


| 
D 2 E F z cœ 


Usando o teorema de Pitágoras nos triângulos EAD e GAF: 
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2 
2 l 2 
AE‘ = 2 +1 


v5 
AE = 


AF? = P + (l — x)? 


Do enunciado, temos: 
m(BC) + m(CF) = m(AF) 
AF =l+x 
Sto = P + (l -— x)? 
P + 2lx +x? = P + P- 2x + x? 
F +2lx +x =Y +P -2l +x 


[2 —-4lx=0 
I(l — 4x) = 0 
Como l Æ O: 
l=4r=1= 
aid 
Assim, os valores dos cossenos são dados por: 
31 
AG 4.3 
cosa = AF = 3I 5 
4 
ol 5 
cosB = ZE VE OS 
2! 
Calculando cos(26): 
2 
2V5 8 3 
cos(28) = 2cos?B — 1 -2(5) —1 RE == 


- cos(28) = cos « 
Gabarito: Demonstração 


58.(ITA/2003) 

Para todo x E R, a expressão [cos(2x)]2 [sen(2x)]?senx é igual a: 
a) 2“ [sen(2x) + sen(5x) + sen(7x)]. 

b)27*[2sen(x) + sen(7x) — sen(9x)|]. 

c)2"*[-sen(2x) — sen(3x) + sen(7x))]. 

d)27*[-sen(x) + 2sen(5x) — sen(9x)]. 

e) 2"*[sen(x) + 2sen(3x) + sen(5x))]. 


= — 
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Comentários 


Podemos simplificar a expressão: 


[cos(2x) sen(2x)]2senx = pa senx = cen (Er) sen (tr) sena 


Analisando as alternativas, devemos transformar o produto em soma. Usando a seguinte 
fórmula de Werner: 


—2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B) 
2senAsenB = cos(A — B) — cos (A + B) 


sen(4x)sen(4x)senx o 2sen(4x) |sen(4x)senx] 


4 8 
sen(4x) [cos(3x) — cos(5x)] E 2sen(4x) cos(3x) — 2sen(4x) cos(5x) 
8 E 16 
Usando a outra fórmula de Werner: 


2senAcosB = sen(A + B) + sen(A — B) 


sen(7x) + sen(x) — [sento + seno) 
—sen(x) 


16 


= (sen + sen(x) — sen(9x) — (-sen(x))) 


= (2sen) + sen(7x) — sen(9x)) 


Gabarito: “b”. 


59. (ITA/2002) 
Seja f: R > P(R) dada por f(x) = {y E R; seny < x). 
Se A é tal que f(x) = R, Vx E A, então 
a) A = [-1,1]. 
b) A = |a,œ); va > 1. 
gr= lao) vaz 1 
d) A = (—%, a], Va < —1. 
e) A = (—%,a],Ya < —1. 
Comentários 
Analisando a função e de acordo com o enunciado: 


f(x) =R,YxEA 
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f(x) = {y E€ R; seny < x} 
> {y E R; seny < x} = R 
Para todo real y, temos seny < 1, então, se x > 1 a igualdade acima torna-se verdadeira. 
Portanto, x EA € x> 1. 
A = [a, ©],Va > 1 
Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra b. 
Gabarito: “b”. 
60. (ITA/2002) 


Se x,y ez são ângulos internos de um triângulo ABC e senx = (seny + senz)/(cosy + 
cosz), prove que o triângulo ABC é retângulo. 


Comentários 
Como x, y, Z são os ângulos internos do triângulo ABC, temos: 
Xx+y+Zz=T 
yYy+Z=ZT-X 
Vamos transformar as somas em produto, usando as seguintes transformações: 


sen(p) + sen(a) = 2sen (P3) cos = 


7) cos (E 
2sen (7 E) cos (Ef 
2 cos (172) cos (1, 


senx = tg = 5) 
2 


cos(p) + cos(q) = 2 cos = 


senx = 


Miaa | Ne 


Substituindo y + Z = Tī — x: 
senx = tg G — 5) = cotg (5) 


Usando a fórmula de arco metade do seno: 


sen (o (5) = SS 


2 sen (5) 


Sabemos que x < m, então, - < i > cos(x) + 0. Assim, temos: 


2sen (5) co 21 (5) 
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sen (5) = e 


Como x é um ângulo do triângulo, temos x > 0, então: 


sen (Z) NA 


Portanto, o triângulo ABC é retângulo. 


Gabarito: Demonstração 


61. (ITA/2001) 
Considere as funções 


5 x BA 
ro =" 9) = 


Se a é tal que h(f(a)) + h(g(a)) = 1/4, então f (a) — g(a) vale: 


e h(x) = arctgx 


e) 7 
Comentários 


Usando os dados do problema, temos: 


arctg(f(a)) + arctg(g(a)) = = 


Fazendo a = arctg(f(a)) e 6 = arctg(g(a)) e aplicando a função tangente na equação 
acima: 


tga = f (a) e tgp = g(a) 
tg(a +p) = tg (5) 
tala) +ta(B) _ 
1— tg(a)tg(B) 
tg(a) + tg(B) = 1 — tgla)ta(B) 
fla) + gla) = 1 — f (a)g (a) 
Substituindo os valores das funções: 
5+7º 5-7º 5+7% /5- 7º 
4 toa (CS) 
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10 25 — 724 
4 16 
10 72-9 
4 16 
49 = 72a 


a=1 


Calculando o valor da expressão f (a) — g(a): 
5+7 


O Ora 3 


1 
g(a) = g(1) aan 


1 7 
f(a) — g(a) = 3-(-5) => 
Gabarito: “d”. 
62. (ITA/2001) 


Sendo « e ß os ângulos de um triângulo retângulo, e sabendo que sen?2ß — 2cos2ß = 0, 
então sena é igual a: 


a) 2/2 
b) V2/2 
c) V8/2 
d) V8/4 
e) zero 
Comentários 
Substituindo sen?2B = 1 — cos” 26: 
1-—cos?28 — 2cos2B = 0 
cos?26 +2cos28-1=0 
Encontrando as raízes: 
cos26B =-1+ v2 
Como —1 < cos 28 < 1, temos: 
cos28 =V2-1 
Reescrevendo o cosseno: 
2cos? f — 1 = V2 -1 
V2 


2R 
cos” fp 7 


cos p é positivo, pois é ângulo de um triângulo. Então: 
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V2 
sa 
cof e 


Queremos calcular o valor de sena, sendo « e p ângulos de um triângulo retângulo, temos a 
seguinte relação: 


T 
sena = cos(>- a) = cos f =— 


unn 
c. 


Gabarito: 


63. (ITA/2000) 


Considere f: R > R definida por f(x) = 2sen3x — cos [=] Sobre f podemos afirmar que: 
a) é uma função par. 
b) é uma função ímpar e periódica de período fundamental 4r. 
c) é uma função ímpar e periódica de período fundamental 47/3. 
d) é uma função periódica de período fundamental 27. 
e) não é par, não é ímpar e não é periódica. 
Comentários 


Como a função cosseno é par, podemos escrever: 


— +] = 2sen3x — sen (5) 


id = 2sen3x — cos [ 2 2 


X — 
f(x) = 2sen3x — cos | 3 
Analisando a paridade da função: 


f (=x) = 2sen(—3x) — sen (- Z) 


f(-x) = —2sen(3x) + sen (5) 


fx) = -f (x) 
“ f é ímpar 
O período da função sen(3x) é: 
A 27 
“as 
i a X\ z 
O período da função sen (5) é: 
27 
T, = T = 4r 
2 


Perceba que T, = 4r = 6 (=) = 67T,. Portanto, o período fundamental da função f é: 
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Gabarito: “b”. 


64. (ITA/1999) 


z 3 3 ; 
Seja aE R com 0 <a<m/2. A expressão [sen (= + a) + sen (= — a)| sen E E a) é 
idêntica a: 
a) n 

l+cotg“a 
V2cotga 
1+cotg2a 


v2 


1+cotg2a 


b) 
c) 
d) 


e) 


Comentários 


1+3cotga 
2 

1+2cotga 

1+cotga 


TT 
Perceba que sen (E — a) = cosa. Vamos transformar a soma do seno em produto, usando a 


seguinte fórmula: 
q p-a 
) cos (=) 


+ 
sen(p) + sen(q) = 2sen (E 


A expressão fica: 


Mhapa LATE 
2sen|—-————— | cos | —— |lcos a 
2 2 
31 

[25en (=) cos a| cosa 
2V2 , 
2 cost a 
V2cos?a 


Analisando as alternativas, vemos que devemos escrever o cosseno como cotangente: 


V2 cos? a * v2cotgta  V2cotg?a 
en2a ~ cossecta 1+ cotg?a 


2 


V2 cos? a = 


sena 


Gabarito: “a”. 


65. (ITA/1999) 


Sex E [0,7/2| é tal que 4tg*x = 
a) V15/4 
b) V15/8 


E + 4, então o valor de sen (2x) + sen(4x) é: 
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c) 3V5/8 

d) 1/2 

e)1 
Comentários 


Usando os dados do enunciado, temos: 


a 1 
Eid cos! x 


4sentx 1+4cos!tx 
cost x cost x 


4sentx — 4costx = 1 


4(sen?x — cos? x) (sentx + cos? 1) =1 

1 

4(— cos(2x)) = 1 

1 
2x) = —- 
cos(2x) i 

Aplicando o teorema fundamental: 

1 v15 
sen(2x) = +41 — cos? (2x) = + |1 Era Br 


O enunciado afirma que x pertence ao intervalo: 
T 
O<x<550<2x<m 


Para esses valores, temos sen(2x) > 0, desse modo: 


v15 
sen(2x) = —— 
4 
Calculando o valor da expressão: 
sen(2x) + sen(4x) = sen(2x) + 2sen(2x) cos(2x) 
Substituindo os valores: 
v15 n a 5) o v15 
4 4 4) 
Gabarito: “b”. 


66. (ITA/1996) 


Seja « um número real tal que q > 2(1 + V2) e considere a equação x? — ax +a +1=0. 
Sabendo que as raízes reais dessa equação são as cotangentes de dois dos ângulos internos de 
um triângulo, então o terceiro ângulo interno desse triângulo vale: 


a) 30° 
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Comentários 
Seja 0, p, y os ângulos internos de um triângulo ABC. Vamos calcular as raízes da equação: 
xº-axta+1=0 


æ +a? — 4la +1) 
e 


2 
æ + Va? — 4a -— 4 
ueg 
æ — Va? — 4a —4 a+va? — 4a -— 4 
aen a o SR 


Definindo cotgB = x, e cotgy = x, temos da propriedade do triângulo: 
0+6+y = 180º 
+y =180° -90 
cotg(B + y) = cotg(180º — 0) = —cotg(0) 
cotg(0) = —cotg(B +y) 
Calculando cotg (0): 
1  _tgftgy-1 


oae Eme RED a FF 


1 
(iar E 1) “1 —-cotgBcotgy 
= 


tg(0) = 
sorgte) 4 1 cotgß + cotgy 
cotgB cotgy 
Sabemos que: 
æ — Va? — 4a — 4 æa + Va? — 4a —4 
cotgB = — z *! cotgy = D 


> cotgbB +cotgy = a 
a? — (a? — 4a — 4 


*Poderíamos ter aplicado diretamente as relações de Girard na equação para encontrar esses 
valores. Ainda estudaremos esse tema na aula de Polinômios. 


> cotgBcotgy = 


Substituindo esses valores na equação da cotangente: 
1-(a+1) a 
A q 


cotg(0) = = —1 
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Logo: 
0 = 135º 
Gabarito: “d”. 


67.(ITA/1996) 
Seja æ E [0.7] tal que sena + cosa = m. Então, o valor de y = sen2a/(senêa + cos? a) 
será: 


a) 


2(m2-1) 


m(4-m?2) 


2(m2+1) 
m(4+m2) 


b) 


2(m2-1) 


m(3-m?2) 


c) 


2(m2-1) 
m(3+m2) 


d) 


2(m2+1) 


m(3-m?2) 


e) 
Comentários 
Usando os dados do enunciado, temos: 


sena + cosa = m > sen?a + cos? a + 2senacosa = m? > sen(2a) = m? -—1 
1 sen(2a) 
Vamos fatorar a expressão: 
o sen(2a) 
~ sena + cos? q 

o sen(2a) 

da (sena + cosa)(sen2a — senacosa + cos? a) 
sen(2a) 


o sene) 


y = —— > —>—>——— AT 
(sena + cosa) (1 > 


Substituindo os valores das variáveis, obtemos: 


unn 
C. 


Gabarito: 


68. (ITA/1995) 
Seja a função f:R > R definida por: 
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Onde a > 0 é uma constante. Considere K = {y E R; f (y) = 0). Qual o valor de a, sabendo- 
se que f (E) E K? 
a) 1/4 
b) 1/2 
Cc) x 
d)m?/2 
e) m? 
Comentários 


De acordo com o enunciado, temos: 


Hger=r(1)=0 


Calculando f (5); 


TT 2a 
Temos que calcular f (E — =), 


Como a > 0, temos: 


2a 
—a < 0> -— <0 
TT 


Então: 
TT ai 
2 TT 2 
E SE E 2a) 
Hana MO Ro 
(> a = 
2 TT TT 
E SETE ( SE 
f m) o ga E 
Como a > 0: 
2a 
=) 
T 
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Gabarito: “d”. 


69. (ITA/1995) 
Um dispositivo colocado no solo a uma distância d de uma torre dispara dois progéteis em 
trajetórias retilíneas. O primeiro, lançado sob um ângulo O € (o, =), atinge a torre a uma altura 


h. Se o segundo, disparado sob um ângulo 20, atinge-a a uma altura H, a relação entre as duas 
alturas será: 


a) H = 2hd?/(d? — h?) 
b) H = 2hd?/(d? + h) 
c) H = 2hd? /(d? — h) 
d) H = 2hd? / (d? + h?) 
e) H = hd? / (d? + h) 
Comentários 


De acordo com o enunciado, temos o seguinte triângulo ABC: 


C 


| 


Assim, temos as seguintes razões: 


"L 

q 

H 

tg(20) = — 
9020) J 
2tg) _H 
1-tg9?0 d 
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unn 
a. 


Gabarito: 


70. (ITA/1995) 

A expressão sen /(1 + cos0),0< 0 < r, é idêntica a: 
a) sec (>) 

b) cossec (>) 
c) cotg (=) 
aa) 


e) cos (5) 


Comentários 


Vamos simplificar a expressão: 


senB O 


1+coso | 1 + 2 cos? (5) —1 cos (5) 


Gabarito: “d”. 


Questões IME Comentadas 


71. (IME/2019) 


Os ângulos 0, 05, 03, ..., 0100 são os termos de uma progressão aritmética na qual 0,, + 056 + 
Tr Z 
075 + 090 =. O valor de sen% 1 0,) é 


a)—1 
pj- 
2 
c) O 
a) 2 
2 
e)1 
Comentários 


Calculando o valor do somatório usando a fórmula da soma de uma PA: 
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0 
(0, + 8,00)100 
> a Cttee 


2 = 50(0; + 0100) 


i=1 
O bizu nessa questão é perceber que os termos 6, + 0,00 = 044 + Ooo = 056 + O75 são 
equidistantes. Assim, basta substituir: 
T 
011 + 026 + 055 + Ooo = 4 
T 


2(01 + 0100) = Z 
T 


(9, + 0400) = 


8 
100 
507 T my v2 
sen È o) = sen(50(0, + 0100)) = sen (5) = sen (6m + 7) = sen (5) a 


i=1 
2 VZ 
“* sen > 0, |= 2 


Gabarito: “d”. 
72. (IME/2017) 


senta+tcosta 
Calcule o valor de 
senta+cost a 


1 
, sabendo-se que senacosa = E 


22 


a) — 
b) — 
23 
12 
e) 


21 

23 

22 

25 

E 

13 

d)— 

26 

25 
Comentários 


Vamos fatorar a expressão: 


senta + cost a 
senta + cost a 
(senZa+cos? a) 
senta + costa + 2sen?a cos? a — 2sen?a cos? a 
(sen?a + cos? a)(senta — sen?a cos? a + cost a) 
1 — 2sen?a cos? a 
(senta + cost a — sen?a cos? q) 
1 — 2sen?a cos? qa 
1 — 2sen?a cos? a — sen?a cos? q 


€ Aula 06- Trigonometria I 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 06: ITA/IME 2020 p 


1 — 2(senacosa)? 
1 — 3(senacosa)? 


Usando a informação dada no enunciado: 


1 
senacosa = z 


1 — 3(senacosa)? | 


1 — 2(senacosa)? -2 1=2(5) 
=3( 


Gabarito: “b”. 
73. (IME/2017) 


cosx senx 
Se — + — = —1, calcule o valor de S. 
cosy seny 


3 cos y + cos 3y 7 3sen y — sen 3y 
E cos x sen x 
Comentários 


Essa questão é trabalhosa e para resolvê-la, temos que usar o método da tentativa e erro. 
Inicialmente, tentamos simplificar a expressão e depois usamos a informação dada no enunciado 
para obter algum resultado numérico. 


Para os termos cos3y e sen3y, temos: 
cos(3y) = 4 cos? y — 3cosy 
sen(3y) = 3seny — 4sen?y 
Substituindo na expressão: 


o S COR) eos ay. Saem sendo 


cos x sen x 
_ 3cosy + 4cos? y — 3cosy E 3sen y — (3seny — 4sen?y) 
= cos x sen x 


E cos? y R 4sen?y 


cos x sen x 
4 3 3 
S = ————— (senxcos?y + sen?’ ycosx) 
senxcosx 
Vamos expandir os termos cúbicos: 
4 2 2 
S = ———— (senxcosy(cos* y) + (sen*y)senycosx) 
senxcosx 
4 2 2 
S = ———— (senxcosy(1 — sen’ y) + (1 — cos? y)senycosx) 
senxcosx 
S=—————— (senxcosy — senxcosysen?y + senycosx — senycosxcos*?y) 


Senxcosx 
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4 
S = ———— (senxcosy + senycosx — senxcosysen?y — senycosxcos?y) 
senxcosx y y y y y 7 


=——— (sen(x + — senycosy(senxseny + cosxcos 
ag lne +y) ycosy( y y)) 


4 
D OT a GR) 
~ senxcosx RERI z y)coslx -y 


Agora, vamos analisar a informação dada no enunciado: 
cosx senx 


cosy seny 
senycosx + senxcosy 
senycosy EE 
sen(x +y) 
senycosy 


sen(x + y) = —senycosy 
1 
= —asen(2y) = sen(x + y) 
Substituindo essa informação na soma, obtemos: 


4 
S = coa Sen +y) + sen(x + y)cos(x — y)) 


Vamos transformar o produto sen(x + y) cos(x — y) em soma: 
Usando a seguinte identidade, temos: 
sen(A + B) + sen(A — B) = 2senA cos B 


1 
sen(x + y) cos(x — y) = a [senta +y+x-y)+sen(x+ty-—-x+9)] 


> sen(x + y) cos(x — y) = >[sen(2x) + sen(2y)|] 


1 
RE (sen +y) + 3 [sen(2x) + sen(2y)]) 


Substituindo sen(x + y) = — =sen(29): 


1 1 
S= maal aota + z [sen(2x) + sen(2y)]) 
EF z ) ——— (sen(2x)) 
«S=4 


Gabarito: S = 4 
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74. (IME/2015) 


Os lados a, b e c de um triângulo estão em PA nesta ordem, sendo opostos aos ângulos internos 
A, B e C, respectivamente. Determine o valor da expressão: 


cos (2 3 £) 
cos (55) 
a) V2 
b) 2 
c) 2V2 
d)3 
e)4 


Comentários 


De acordo com o enunciado, (a, b, c) estão em PA. Temos a seguinte figura: 


Se r é a razão da PA, podemos reescrever os seus termos dessa forma: 


a=b-r 
c=b+4r 
(b-r,b,b+r) 


Vamos calcular o valor da expressão: 


cos (2 3 £) Ea (5 — £) CoS G) 
2 


cos (2H) cos(5+5) cos( ) 


cos 
cos 
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E e f A c 
Dividindo o numerador e o denominador por cos (5) cos (£), encontramos: 


raa) 
rua) 


f A c : A 
Precisamos calcular o valor de tg 6 e tg (£), vamos encontrar essa informação no 
triângulo dado: 


Usando a Lei dos Cossenos em A e C: 
a? = b? + c? — 2bccos(A) 


b? +c? —a? b?+(b+r)}?-—(b-r)? 
E E a EO (b-7) 


2bc a 2b(b +17) 
b? + b? + 2br +r? — b? + 2br —r? 
gosta N= 2b(b +r) 
E T SO 
2b(b +r) 
b+4r 
cos(A) = 2(b +r) 


Analogamente para C: 
c? = aè + b? — 2abcos(C) 
(b —- r}? + b? — (b +r}? 


cos(C) = =D 
b? — 4b 
cos(C) = ME 
b— 
cos(C) = TT 
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Vamos usar a identidade: 
; (5) = $ 1 — cosA 
g 2 1+ cosA 


Como 0< A<m (das condições do triângulo), temos O <i<ã Assim, podemos 


i (5) = 1 — cosA 
I2) IF cosA 


escrever: 


Substituindo cosA na equação: 


1- (0555) TE [5755] 
i (5) = 2(b+r) E b -= 2r b—2r 
I2) 7 maa 1+( Ea 3b+6r |3(b+27) 
2(b +r) (26 +) 


E 


= ( b — 4r ) 
2(b-r))_ | b+2r 
+ b— 4r J 3(b — 2r) 
2(b — 7) 
Substituindo esses valores na expressão, obtemos: 
A C 
1+ tg (5) ta (3) 
A C 
1- tg (3) ta (3) 
1+4 b— 2r b+2r 
N| 3(b + 27) NETO = 2r) 
ds b— 2r b+2r 
N 3(b + 27) NETO — 2r) 
1 
1+ 3 


> — E 2 
2 


Portanto, encontramos o gabarito na letra b. 


Gabarito: “b”. 


75. (IME/2014) 


Seja f:R > R uma função real definida por f(x) = x? — mx. Sejam também a,b,c e d 
números reais tais que: 
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q= sen! (5) ;b = tan (2) p= cos (- z) ed=cotg! (- 5) 
A relação de ordem, no conjunto dos reais, entre as imagens f (a), f(b), f(c) e f(d) é 
a) f(b) > f(a) > f(d) > f(c) 
b) f(d) > fla) > f(c) > f(b) 
c) f(d) > fla) > f(b) > flc) 
d) fla) > f(d) > f(b) > fc) 
e) fla) > f(b) > f(d) > fc) 


Comentários 


) 
) 


Inicialmente, vamos analisar a função: 
f(x) = x? — nx 


Esboçando o gráfico dessa função: 


~ z H TT 
A função f é decrescente para x < ze crescente para x 2 —. 


Vamos analisar os ângulos da questão: 
Devemos usar o círculo trigonométrico para fazer as comparações. 


Para cada ângulo, devemos analisar o domínio da função arco: 
(5) T T 
a = arcsen | — >a € |-5 — 
3 2 2 


b = arctg (3) > b E (5.5) 


1 
c = arccos (- 5) >c E [0,7] 


5 
d = arccotg (- >) >d E (0,7) 


Perceba que temos ângulos complementares: 
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1 1 TT 
senga aran Tae 


PE a e 
m A aE 4 = 2 


Colocando os ângulos no círculo, temos: 


Para comparar os valores de f(a), f(b),f(c) e f(d), devemos lembrar que a função f é 


simétrica em relação à reta x = 1/2. Assim, temos que escolher um lado da parábola para fazer as 
comparações: 


fla) f(b) f(c) f(d)? 


Vamos escolher o lado crescente da função e comparar os valores x > 1/2. De acordo com o 
círculo, 0 < a < b < 7/2. Devemos pegar o simétrico de a e b. Assim, temos: 


fla) = fí- a) 
f(b) = fm —b) 


Usando o círculo trigonométrico: 
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cotgax 


psvssssssvsevsabess 


cce dele bene da 


G 
=.. =.. 4 
+ 


cost 


Agora, com os ângulos no segundo quadrante, basta comparar os valores: 
fC- a) > f(d) > f(m — b) > f(c) 
fla) > f(d) > f(b) > f(c) 
Gabarito: “d”. 
76. (IME/2014) 


Sejam f(x) = sen(log x) e g(x) = cos(log x) duas funções reais, nas quais log x representa 
o logaritmo decimal de x. O valor da expressão f(x): f(y) — - E (5) — g(x: y)| é 

a)4 

b) 3 

c) 2 

d) 1 

e)0 

Comentários 


Se f(x) = sen(log x) e g(x) = cos(log x), temos: 
g 5) = cos (iog (5) = cos(log x — log y) 


g(x: y) = cos(log(x - y)) = cos(log x + log y) 
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Calculando o valor da expressão: 
1 x 
fœ): FO) — zlo (=) — g(x | 
y 
1 
sen(log x) : sen(logy) — 3 [cos(log x — log y) — cos(log x + log y)] 


1 
sen(log x) : sen(log y) — = [2sen(log x)sen(log y)] = 
(log x) (logy) z l2 (log x)sen(logy)] = 0 


Portanto, o valor da expressão é zero. 


Gabarito: “e”. 


77. (IME/2014) 


Sabe-se que uma das raízes da equação y? — 9y +8 = 0 pode ser representada pela 


5 2 4 Gaias T = cos x 
expressão elsentx+sentx+senêx+--)ln2 sendo O < x < Z, o valor da razão — EX — 
2 cosx+sen x 


Observação: In 2 representa o logaritmo neperiano de 2. 


3-1 


abs 


V3+1 
2 


e) v3 +1 


Comentários 


d) 


Vamos encontrar as raízes da equação: 


y? —-9y+8=0 

_9+vV49 
Ha 

Yyi=1ey=8 


Agora, vamos analisar a expressão: 
e (sen2x+sentx+sentx+-:-)In 2 


Como 0 < x < 7/2, temos 0 < senx < 1. Então, a soma sen?x + sen*x + é uma soma 
de PG infinita de razão sen?x. Dessa forma, temos: 
sen?x 


sen?x + sen!x +- = -a 
1 — sen“x 


2 
( sen?x ) ab sen x sen2x sen2x 2 
e\1-sen?x = elogeZi-sentx — 2]-sen?x = 2cos?x = 2t9ºx 


De acordo com o enunciado, uma das raízes é o valor dessa expressão: 


2t9ºx — 1 ou 2+9" = 8 
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Para 29x = 1: 
tg?x = 0 > não tem solução 
Para 29x = 8; 
29% = 23 > tg?x = 3 > tgx = +V3 


Como 0 < x < 7/2, temos: 


tgx = V3 
T 
>x=— 
sog 
Calculando o valor da razão, temos: 
T 1 
cos x o cos (3) o> Z _ 1 Ai 
cosx +senx cos tsen O 1.43 1448 2 
OOE 


uan 
a. 


Gabarito: 


78. (IME/2013) 


Assinale a alternativa que representa o mesmo valor da expressão [4cos?(9º) — 
3][4 cos? (27°) — 3]: 


sen(9°) 
tg (9°) 
) cos(9º) 
d) sec(9º) 
) 


e) cossec (9º) 


a) 
b) 


(0 


Comentários 
Perceba que os termos da expressão são muito próximos da fórmula do arco triplo: 
[4 cos? (9°) — 3][4 cos? (27°) — 3] 
Lembrando que o arco triplo é dado por: 
cos(34) = 4 cos? A — 3cosA 


Como cos(9°) > 0 e cos(27°) > 0, podemos multiplicar a expressão por cos(27°) cos (9°) e 
obter: 
[4 cos? (9º) — 3][4 cos? (27°) — 3] = T a A C E CA 
cos(27º) cos (9°) 
cos(27º) cos(81º) sen(9º) 
cos(27º) cos(9°) E cos(9º) 


= tg(9º) 


Gabarito: “b”. 


79. (IME/2012) 
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; 3T z j n 
Seja arcsenx + arcseny + arcsenz = Eu onde X,Y e z sao numeros reais pertencentes ao 


intervalo [—1, 1]. Determine o valor de x10? + y100 + 7100 — n 
a) —2 

b) —1 

c) O 

d) 1 

e) 2 


Comentários 


Do enunciado, temos: 
T 
arcsenx + arcseny + arcsenz = 2 
Sabemos que a imagem da função arco-seno é: 
T T 
arcsen(x) € [-5:5] 


Então, a única possibilidade é quando a função arco-seno assume seu valor máximo: 


T 
arcsenx = arcseny = arcsenz = — 
TT 
>x=y=2z=sen(5)=1 
Substituindo esses valores na expressão, obtemos: 
x100 + 100 + z100 — 9 = 1100 + 1100 + 1100 — 9 — 3 = 0 
y x101 + y101 + z101 T 1101 4 1101 4 1101 = 3 T 


Gabarito: “c”. 


80. (IME/2012) 


O valor de y = sen70°cos50° + sen260°cos280° é: 
a) V3 


Comentários 
Vamos calcular o valor da expressão: 


y = sen70°cos50° + sen260°cos280° 
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y = sen70°cos50° + sen(180° + 80°)cos (180° + 100°) 
*sen(180º + 80º) = sen(180º) cos(80°) + sen(80°) cos(180º) = —sen (80°) 
* cos(180° + 100°) = cos(180°) cos(100º) — sen(180°) sen(100º) = —cos(100°) 
y = sen70°cos50° + (—sen(80º))(—cos(100º)) 
y = sen70°cos50° + sen80°cos100° 


Vamos transformar o produto em soma usando a fórmula de Prostaférese: 


1 
senAcosB = 5 (sen(A + B) + sen(A — B)) 
1 
sen70ºcos50º = > (sen(120°) + sen(20°)) 
1 1 
sen80°cos100° = 7 (sen(180°) + sen(—20°)) E (sen(180º) — sen(20º)) 


27 >(sen(120º) + sen(20º)) + >(sen(180º) — sen(20º)) 


1/N3) 3 
= y z= =| — z2 — 
2\2 4 
Gabarito: “d”. 
81. (IME/2010) 
Considere a sequência a, = dotada = +5 


... Determine o produto dos 20 primeiros termos dessa sequência. 
Comentários 


Vamos analisar cada termo da sequência: 


1 1 
a = zt% 
2a? lda 


A relação acima nos lembra da seguinte fórmula do cosseno: 
cos(20) = 2 cos? (0) — 1 
2 cos? (0) = 1 + cos(26) 


Vamos escrever os termos em função do cosseno: 
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V3 E )= E 1 Z) 
a = —— = COS = COS 
= 2 6 3 21 


2aĉŻ = 1 + cos (5) = 2 cos (5) > A = COS (5) = cos E =) 


Analogamente para os outros termos, encontramos: 


az = cos (55) = cos E 5) 


m 1 
a29 = COS E =) 


Queremos calcular o produto dos 20 primeiros termos da sequência: 


P=q'd,'..' A20 
P = cos (=) cos (15): cos (55): n. * COS G =) E =) 
20 termos 


Podemos usar a fórmula do arco duplo do seno: 


sen(20) = 2senacosa 


Vamos multiplicar essa expressão por 22º sen (E. =): 
m 1 
22ºsen (5 s =) P 
T m 1 m 1 mo 1 
= cos (=): cos (5) cos (55): .* COS E | - COS E . =) -sen (5 =| a 


20sen (5 =) P = cos (5) co s(5)- cos (55): si COS E : 5) “sen E : =) dd 


2?ºsen E . =) P=cos E) cos (a) cos (55): a sen E . 5) . 218 


1 v3 
20 w = — | = — 
2 sen (= 5a) P = sen( Js 2 
v3 1 
>ra 


Gabarito: P = a, 


E. 
7 oi 


82. (IME/2001) 


Calcule o valor exato de: 


4 5 
sen [arccotg $) + cos [arccossec e) 
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Comentários 
Fazendo as seguintes substituições: 


Para æ E ]0,7|: 


4 4 16 
a = arccotg (=) > cotga =7 > cotga = T cossec?a — 1 = T 


Como q E |0,7|, temos sena > O: 


Para p €E]-7n/2,0[U ]0,7/2]: 


5 5 5 
B = arccossec (5) > cossecB = z > senh E > senf = z 
Queremos calcular: 

sen(2a) + cos(28) = 2senacosa + 1 — 2sen?B 


aca (5) =% 717 
5/15 As) 25 25 25 
17 
~ sen(2a) + cos(2B) = ZE 


Gabarito: 17/25 
83. (IME/1997) 


Se tga e tgb são as raízes da equação x? + px + q = 0, calcule, em função de p e q, o valor 
simplificado da expressão: 


y = sen? (a + b) + psen(a + b) cos(a + b) + qcos? (a + b) 


Considere p,q E Rcomq = 1. 
Comentários 


Vamos encontrar as raízes da equação: 


X12 = 


xı +x, = tga + tgb = —p 
XıX, = tgatgb = q 
Agora, dividindo a expressão por cos? (a + b): 


y 


=gh 
AES tg'(a+b)+ptgla+b)+q 
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“tgCa+b) +ptgla+b) +q 
y= sec? (a + b) 
_tg’(a+b)+ptg(a+b)+q 
1+tg?(a +b) 
Calculando tg(a + b): 


_ tga+tgb _ pop 
O tga 1-q q-1 


Substituindo o valor na expressão: 


p 
e 
pv? +pêCq — 1) + alg — 1)? 
(q —1)2+p? 


Prpq=p bo =20 + 
O p qrip 
q" + q" =29+1) 
~ p+q-Z+1 
>y=q 
Gabarito: y = q 


84. (IME/1991) 
Mostre que se num triângulo ABC vale a relação: 
cos(B — C 
ED ala 
Então o triângulo é retângulo com ângulo reto em 4. 
Comentários 
Se A, B,C são os ângulos internos de um triângulo ABC, temos: 
A+B+C=n54=1-(B+4C) 


Vamos simplificar o lado esquerdo da expressão: 


cos(B — C) 
sen(m — (B + C)) + sen(C — B) 
cos(B — C) 


sen(B + C) + sen(C — B) 
cos B cos C + senBsenC 
senBcosC + senCcosB + senCcosB — senBcosC 
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cosBcosC + senBsenC 
2senlcosB 
cotgC + tgB 
2 
Usando a relação do enunciado: 
cotgC + tgB 
E E 
cotgC = tgB 
cost _ senB 
senC cosB 
cosBcosC — senBsenC = 0 


tgB 


cos(B+C)=0 
Usando a relação dos ângulos internos do triângulo: 
cos(r — A) = 0 
— cos(A) = 0 
Como 4 E |0,7|, temos: 
Tt 
ama 


Portanto, o triângulo é retângulo em A. 
Gabarito: Demonstração 
85. (IME/1991) 
Sejam A, B, C os ângulos de um triângulo. Mostre que: 


sen(24) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC 


Comentários 
Se A, B, C são ângulos internos de um triângulo, temos: 
A+BA4C=T 
2A = 2r — 2(B + C) 
Calculando o valor da expressão: 
sen(24) + sen(2B) + sen(2C) 
sen(2r — 2(B + C)) + sen(2B) + sen(2C) 
—sen(2(B + C)) + sen(2B) + sen(2C) 
—(sen(2B) cos(2C) + sen(20) cos(2B)) + sen(2B) + sen(2C) 
sen(2B)(1 — cos(2C)) + sen(20)(1 — cos(2B)) 
2senBcosB(2sen2C) + 2senCcosC(2sen2B) 


4senBsenc (senlcosB + senBcosC) 
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4senBsenCsen(B + C) 
4senBsenCsen(m — A) 
4senAsenBsenC 
Portanto: 
sen(24) + sen(2B) + sen(2C) = 4senAsenBsenC 


Gabarito: Demonstração 


86. (IME/1989) 
Provar que, se os ângulos de um triângulo ABC verificam a relação: 
sen(44) + sen(4B) + sen(40) = 0 
Então, o triângulo ABC é retângulo. 
Comentários 
Como A, B,C são ângulos de um triângulo ABC, temos: 
A+BA4C=T 
44 =47-4(B+C) 
Vamos calcular o valor da expressão: 
sen(44) + sen(4B) + sen(4C) 
sen(41 — 4(B + C)) + sen(4B) + sen(4C) 
—sen(4B + 4C) + sen(4B) + sen(4C) 
—sen(4B) cos(40) — sen(4C) cos(4B) + sen(4B) + sen(4C) 
sen(4B)(1 — cos(4C)) + sen(4C)(1 — cos(4B)) 
2sen(2B) cos(2B) (2 sen?(2C)) + 2sen(2C)cos (20)(2 sen? (2B)) 
4sen(2B) sen(2C) (sen(2C) cos(2B) + sen(2B) cos(2C)) 
4 sen(2B) sen(2C) (sen(2B + 26)) 
4 sen(2B) sen(2C) sen(27 — 24) 
—4sen(24) sen(2B) sen(2C) 
Usando a relação do enunciado: 
—4 sen(2B) sen(2C) sen(24) = 0 


Como A, B,C são ângulos internos de um triângulo, temos A, B,C E (0,7). Então: 
T 
sen(2A) =0=>24=1 54 = 
Ou 
T 
sen(2B)=052B=1=B=-> 


Ou 
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sen(2C)=0>2C=rmr>C= 


T 
2 


Para qualquer um dos casos, temos que o triângulo possui um ângulo reto. 


Gabarito: Demonstração 
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12. Considerações Finais da Aula 


Chegamos ao final da nossa aula de trigonometria. Esse assunto possui uma alta taxa de 
incidência nas provas do ITA/IME. Tente resolver todos os exercícios dessa aula. 


O melhor jeito de estudar trigonometria é resolver uma grande quantidade de exercícios e 
pegar todos os bizus da aula. Na hora da prova, não teremos surpresas pois já saberemos resolver 
cada tipo de problema que possa cair. 

Lembre-se! A prática leva à perfeição! Conte comigo na sua preparação! 


Se ficar com dúvidas ou tiver alguma sugestão e/ou crítica, nos procure no fórum de dúvidas 
ou fale diretamente comigo: 
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INTRODUÇÃO 


Olá! 


Vamos continuar o estudo de trigonometria. Nessa aula, veremos como resolver equações e 
inequações trigonométricas. Também estudaremos o valor de algumas razões trigonométricas não 
triviais que podem ser cobradas na prova. 


Se você já possui um bom conhecimento de trigonometria, vá direto para a lista de questões 
e treine! 


Sempre que você tiver dúvidas, críticas ou sugestões nos procure no fórum de dúvidas ou 
entre em contato comigo: 
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1. ALGUNS ARCOS IMPORTANTES 


Vamos estudar o valor do seno e cosseno de alguns ângulos que podem ser cobradas nas 
provas. 

I) 7/8 (22, 5°) 

Esse arco é o arco metade de 1/4. Vamos usar as fórmulas de arco metade: 


(5) = + 1 — cosA 

sen 2) = E 7 
(5) = + 1+cosA 

cos 2) — E 7 


Sabemos que o seno do primeiro quadrante é positivo. O arco 1/8 está localizado no primeiro 
quadrante. Assim, podemos escrever: 


2 


2 
Simplificando essa razão, obtemos: 
T 2-2 X42 -v2 
(g) = RR DSR 
T 2 — V2 
t9 (5) “NV 
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II) 77/12 (15º) 
EA, ATENÇÃO 
SJ 4 > DECORE! 


Decore os valores de seno e cosseno para esse ângulo. Ela já foi cobrada na prova do ITA! 


1/12 é o arco metade de 7/6. Assim, usando as seguintes transformações, podemos 
escrever: 


Simplificando a tangente, temos: 
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Podemos também escrever seno, cosseno e tangente de outra forma para esse ângulo. 


Usando a subtração de arcos, temos: 


cos(7—=) = cos (5) cos (=) + sen (Z) sen (Z) 
my V2 N3 421 
o ao 


111) 77/10 (18º) 
2- 18° + 3 -18° = 90° 


Usando a propriedade de arco complementar, podemos escrever: 


ee do) eng) e 


Aplicando as fórmulas de arco duplo e triplo: 
T 


2sen (5) cos (5) = 4 cos? (15) — 3 cos (o) 


Como cos (=) + 0, podemos simplificar: 


2sen (=) = 4 cos? (o) -3 


10 
2sen (5) =4 (1 — sen? 5) -3 
4sen? (o) +2sen (5) —-1=0 
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Encontrando as raízes da equação de segundo grau: 


Ty —1+V5 
sen (To) RES E 
Como 18º pertence ao primeiro quadrante, podemos afirmar: 
TT V5-1 
sen (—) = 
10 4 


Para o cosseno, podemos usar a relação fundamental: 


cos (5) = |1 — sen? (o) 


IV) 1/5 (36°) 


36º é arco duplo de 18º, usando a fórmula de arco duplo, temos: 


cos (5) = 1 — 2sen? (o) 


cos (5) =1-2 to =) 


a. (ITA/2016) 
| Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0,7]. Determine todos os pares ordenados (x, y) tais | 
que i 
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| VZcosx =- sen y => 
1 


V2sen x + V3 cos y => 


2 


| Comentários 
| 


| Se x,y E [0, z], temos 0 < senx < 1e 0 < seny < 1. | 
Isolando senx e cosx: i 


| VZcosx = sen y + 


1 
V2sen x = —V3 cos y E 
Elevando as equações ao quadrado e somando, temos: 


2 (cos x + senz) = (sen?y + seny + +) + (3 cos? y + V3cosy + +) 
1 


2 = sen?y + 3 cos? y + seny + V3cosy + - 
TÁ” 
1+2 cos? y 
2 = 1 + 2 cos? y + seny + V3cosy +- 
| seny = -— 2 cos? y — V3cosy | 
| *Sempre que elevamos uma equação trigonométrica ao quadrado, devemos tomar o | 


| cuidado de verificar se as raízes encontradas satisfazem ao problema. 
Elevando a equação ao quadrado: 
2 
sen?y = E — 2 cos? y — V3cosy) 
1 — cos? y = £ + 4 cost y + 3 cos? y — 2 cos? y — V3cosy + 4V3 cos? y 
4 cost y + 4V3 cos? y + 2 cos? y — V3cosy — = = 0 
16 cost y + 16V3 cos? y + 8 cos? y — 4V3cosy — 3 = 0 
Substituindo a = cos y, temos: 
| 16a! + 16/3aº + 8a? — 4V3a —-3=0 | 
| Nesse momento, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini para simplificar a equação. | 
| Mas, perceba os termos coloridos: | 
| 16a* + 16V30º + 8a? —4/3a-3=0 
12a2-4a? 
16a! + +16/3aº + 12a? — 4a? — 4/34 —-3=0 
Podemos fatorar: 
4a2(4a2 + 4V3a + 3) — (4a? + 4/34 +3) =0 
(4a? — 1)(4a? + 4/34 +3) =0 
Com isso, basta resolver as duas equações quadráticas: 
4a? -1=0>a=+} 
4a? + 434 +3 = 0 > a =DÉ 

Agora, devemos testar os valores para encontrar x e y. 
Para a = 1/2: 


=— s (raiz dupla) 


TT 
3 


V2sen x = -V3 cosy —Ż 


1 
cosy =7 > y = 
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vV2sen x = — = — - 
V6+/2 
senx = -— 
| Mas senx > 0, então, não convém. | 
| Para a = —1/2: | 
i 1 27 i 
i cosy ==; 2 yS i 
| v2senx = —V3cosy —- | 
| vV2sen x = É — - | 
V6-V2 11m | 
senx=" Px=— 0UX=-—— | 
T j 
Para x = —: i 
| 12 i 
| V6+v2 | 
| cosx = — | 
| 3 | 
| seny = > | 
| cosy = -> | 
V2 cosx = seny +7 
V2sen x = —vV3 cos y -+ 
| V6+VD) _ v3+1 | 
| 7 (822) = 8 | 
| “lr, ? > 0K! | 
| va (2) _ v3-1 i | 
| 4 J` 2 | 
! T 2), as : | 
| Logo, o par (E: =) é solução do sistema. 
117 
| Para x = Er 
| -v7 (£5) o (=) a V3+1 
| 4 Do 2 2 
| se NBA 
| vZ( 4) 2 m i 
| Como a primeira equação não foi satisfeita, x = ET não é solução do sistema. | 
| Paraa = -2, 
cosy = -2 > y= = 
| v2sen x = -V3 cos y —- | 
| vV2senx = z — - =1 | 
| | 
| emm sks ours | 
| 2 4 4 | 


Testando os valores: 
TT 
Para x = —: 
4 


VZcosx = sen y +: 
vV2sen x = —V3cosy — > 
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Bi y 
26-1- 


T ST, Š 
Portanto, x =7e€y = é solução. 
37 
Para x = —: 
4 
1 1 1 
V2 cosx Sem yo —1 A T 


i Não convém, devido a primeira equação. 
| Dessa forma, temos apenas dois pares ordenados que satisfazem ao sistema: | 


(6,9) = (5,5) ou (4,9) = (5,5) 


senA senB senC 


A lei dos senos afirma que a razão entre cada lado do triângulo e o seno do ângulo oposto é 
igual à 2R, sendo R o raio da circunferência que a circunscreve. 


Demonstração: 


Seja ABC um triângulo qualquer representado pela seguinte figura: 
A 
B 
C 
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Podemos traçar um triângulo 4'BC tal que 4' seja a o ponto da intersecção da reta que passa 
pelo centro da circunferência: 


Perceba que o triângulo 4'BC é retângulo em C, essa é uma propriedade do triângulo inscrito 
em uma semicircunferência. Ainda pela figura, como os ângulos A e 4' enxergam a mesma corda 
BC, podemos afirmar que elas são iguais A = A’. Aplicando o seno no triângulo 4'BC, encontramos: 


A! = és 
sen =R 
T T, 
E senA 


Analogamente para os outros lados. 


2.2. LEI DOS COSSENOS 


Seja ABC um triângulo qualquer e a, b, c são seus lados. A lei dos cossenos afirma que: 


= b? + c? — 2bc cosA 


= @ + c? — 2ac cosB 
= aÊ + b? — 2ab cosC 


Demonstração: 


Devemos dividir em dois casos, um para o triângulo com ângulo agudo e outro para o 
triângulo com ângulo obtuso. 


1) Considere o triângulo ABC dado pela figura abaixo: 
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Podemos ver que o triângulo ADC é retângulo, então podemos aplicar o Teorema de 
Pitágoras: 


b? =k? +r? (D 
Analogamente para o triângulo ADB: 
c? =m? +k? (ID 
Também, de acordo com a figura, temos: 
n=a-m (IID) 
De (II), temos h? = c? — m?. Substituindo (IT) e (II) em (I), obtemos: 
b? = c? — m? + (a — m)? 
b? = c? — m? + a? — 2am + m’? 
b? = @? + c? — 2am (IV) 
Observando o triângulo ADB, podemos escrever a seguinte relação: 
m = c cosB 
Substituindo em (IV), obtemos a lei dos cossenos: 
b? = @? + c? — 2ac cosB 


Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia. 


2) Seja ABC um triângulo dado pela figura abaixo: 
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Os triângulos BAD e BCD são retângulos, desse modo, podemos escrever: 
c? =m +k >k =c? -m? (1) 
a? =n? +h? (ID 
Observando o triângulo BCD, temos a seguinte relação: 
n=m+b (HD 
Substituindo (IHT) e (1) em (IT), obtemos: 
a? = (m + b)? + c? — m? 
a? = m? + 2bm + b? + c? — m? 
a? = b? +c? —2bm (IV) 
No triângulo BAD, temos: 
m = c cos(r — A) = —c cos A 
Substituindo essa identidade em (IV): 
a? = b? + c? — 2bc cos A 


Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia. 


3. EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


3.1. EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS 


Vamos aprender a resolver equações trigonométricas. A maioria das equações 
trigonométricas podem ser resolvidas se conhecermos as equações fundamentais. Vamos 
apresentá-las: 
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al een | 
Ko tga = tgf 


Para resolver essa equação, temos que considerar dois casos: 


(1) sena = senf 


1) æ e P são congruentes, então æ = p + 2kr,k E Z. Perceba que temos que somar o termo 
2kr para encontrar todos os ângulos que tornam essa igualdade verdadeira. 2kr é o termo que 
representa k voltas completas na circunferência trigonométrica. 


2) æ e P são suplementares, então a = m — p + 2kr,k E Z. Nesse caso, devemos lembrar 
que a função seno repete seu valor no primeiro e segundo quadrantes e, por isso, temos que 
considerar o caso desses ângulos serem suplementares um do outro. 


Vamos usar o ciclo trigonométrico para melhor visualização: 


sen(m — ßB)| sen(8) 


CII) cosa = cosB 
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Nesse caso, também temos duas possibilidades: 
1) æ e P são congruentes, então a = p + 2kr,k E Z. 


2) æ e P são replementares (replementares são ângulos que a relação a = 27 — B). Assim, 
temos a = 217 — p + 2kr,k E Z. Perceba que podemos incluir o termo 27 em 2kr,k E Z. Dessa 
forma: 

a=-B+2knr,k EZ 


Ciclo trigonométrico dos casos: 


(IT tga = tgp 
A função tangente repete seu valor para dois casos: 
1) æ e P são congruentes, então, œ = p + 2km 


2) æ e 6 têm imagens simétricas em relação ao centro do ciclo, então, æ = m + p + 2kr,k E 


Essas duas soluções podem ser escritas em uma só: 
x=fp+kr,kezZ 


Ciclo trigonométrico dos casos: 
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tg(m + 8) = tg(8) 


RESUMINDO 


comentado | e O 
sena = senf a=bB+2ktoua=m-B+2kn,kEZ 
cosa = cosh a = +P +2kr,kEzZ 
tga = tgf a=bB+kn,kez 


3.2. EQUAÇÕES CLÁSSICAS 


Além das equações fundamentais, temos as equações clássicas. Vamos aprender a resolvê- 
las. 
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(D) asenx + bcosx = c (a,b,c E R*) 
(ID a(senx + cosx) + bsenxcosx = c (a,b,c € R*) 
(HD) sentx + cosf x = a (a E€ R) 
(IV) senĉx + cosê x = a (a E R) 


(I) asenx + bcosx = c 


Método 1: 
Se Va? + b? + 0, podemos dividir essa equação por Va? + b2: 


asenx i bcosx T c 


Essa divisão se baseia no seguinte triângulo retângulo: 


a 


ô2 


E N 


Assim, podemos escrever: 


b 
sen = ——— 
va? + b? 
9 a 
cosh = ——— 
va? + b? 
Substituindo na equação, obtemos: 
c 
cosĝsenx + senfcosx = ————— 
va? + b? 
A expressão à esquerda é a fórmula da soma do seno, assim, temos: 
c 
sen(x + 0) = ——— 
a? + b? 


Com essa equação, basta encontrar o valor dos ângulos que satisfazem essa equação. 


A solução é dada por: 
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x +0 = arcsen( )+zkmrez 


c 
Jer 
Ou 


c 
x+0 = n arcsen(-) + 2kn, k EZ 
a? + b? 


(o) O FIQUE 
va ATENTO! 


Para usar esse método, devemos nos atentar à condição de existência: 


[6 
= 


Que é o mesmo que dizer: 


<1 


Método 2: 


Podemos usar as seguintes identidades: 


u 
MQ 
3 
es 
II 
N 
+ 
Q 
N| x 
Pe 
op R| 
— 


pa 
l 
+ 
Ka 
N 


a 
Q 
Q 
R 
II 
TA | Aa 


NI S| NIS 
yur | Ne 
id 


Fazendo t = tg E): 


2t 
senx = 14e 
1-— t? 
CoOsSX = 14e 


Substituindo na equação: 


( 2t +b 1- t? o 
“+ Er) ~ 
2at +b — bt? = c + ct? 


(b+ot?-2at+c-b=0 


Para encontrar as soluções, basta resolver a equação do segundo grau acima. 


UT) a(senx + cosx) + bsenxcosx = c 


Podemos fazer z = senx + cosx e, assim, obtermos: 
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Z = senx + cosx 
Elevando ao quadrado: 


z2-1 


Zz? = sen?x + 2senxcosx + cos? x > z? = 1 + 2senxcosx > senxcosx = 


2 


Substituindo na equação: 
b(z? — 1) 


az + — ~ =c 
2 


bz? + 2az—b-2c=0 
Dessa forma, a solução é dada pelas raízes da equação do segundo grau acima. 
Para encontrar a solução em x, devemos resolver sen(2x) = z? — 1. 
A solução é dada por: 
2x = arcsen(z? — 1) + 2kn,k € Z 
Ou 
2x = m —arcsen(z? — 1) + 2kr,k E Z 


(III) sentx + costx = a 
Podemos fatorar essa equação: 


2 

(sentx + cos? 1) — 2sen2xcos?x = q 

a 
1 


1 — 2(senxcosx)? = a 
sen(2x) É ie: 
2 2 


|sen(2x)| = 42(1 — a) 


sen(2x) =+V2(1— a) 


Devemos analisar a condição de existência: 
Condição do radical: 
l-a>2034a<1 


Condição do seno: 


1 
O<y2l-a<isaz> 


Intersecção das condições: 


A solução é dada por: 
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2x = arcsen (+/2a — a)) +2kr,k E Z 


Ou 


2x = mt — arcsen (+/2a — a)) +2kn,k E Z 


(IV) senfx+ cosêf x =a 
Podemos usar a seguinte identidade: 
sentx + cos x = (sentx + cos? x) (sentx — sen?xcos?x + cos! x) 
Cu, 
1 


senêx + cos x = sentx + cost x — sen? xcos?x 
1-2sen2xcos2x 


sentx + cos x = 1 — 3sen?xcos?x 


Assim, substituindo na equação, obtemos: 
1 — 3sen?xcos?x =a 
sen(2x) : 
1~a = 3| 
É, 
4(1— a) 
3 
( 


|sen(2x)| = E 
3 
sen(2x) = + E 


Devemos analisar a condição de existência: 
1-a>0>a<1 


0< L 
] 3 
3 1 


41-0)<351-a<-54a2>- 
( a) <3 asg a27 


sen? (2x) = 


Intersecção das condições: 


A solução é dada por: 
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4(1— a) 
2x = arcsen | + E +2kr,k EZ 
Ou 
4(1— a) 
2x = mt — arcsen| + a +2kr,k EZ 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 2. Resolva as seguintes equações: 


i v3 

a) senx = 

| b) cosx = 1 

: c) tgx = V3 

| d) cossecx = 2 

| tolo 

| e) tg(5x) = tg (5) 

| f) sen?°x = 1 + cosx 

| g) 4cosx + 3secx = 8 

| h) 2 — 2cosx = senx : tgx 
| i) 1 +3tg°x = 5secx 

| j) cos3x — cosx = 0 

| |) sen3x + cos3x = z 
| Resolução: 

i v3 

| a) senx = E 


T V3 E E 
Sabemos que sen (5) Rr então a solução é dada por: 
Tr 


x => + 2kr oux =n ->+ 2kr,k € Z 


| >x=7+2kroux=® +2kr,kE€Z 
| b) cosx = 1 
| Sabemos que cos(0) = 1, então: 
| x=2kn,k E Z 
| c) tgx = V3 

| Sabemos que tg (5) = V3, desse modo: 

| x=>+kr,k €Z 
| d) cossecx = 2 
| cossecx = 2 > — = 2 > senx => 


| x=E+2kmoux=T+2km,k ET 
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| e) tg(5x) = tg (2) 


| 5x =74+kr,k EZ | 


TT km 

| x = J + zok EZ 
| f) sen? x = 1 + cosx 
| 1 — cos? x = 1 + cosx | 
| cos? x + cosx = 0 | 

cosx(cosx + 1) = 0 

cosx =0>x=7+kr,k €Z 
Ou 

| cosx = —1 > x = mt + 2kr 
| g) 4cosx + 3secx = 8 
Condição de existência: cosx + 0 > x + - +kr,kEZ 


4cosx + 2 8 
cosx 


4 cos? x — 8cosx + 3 = 0 
4+V4 3 1 
cosx = = => ou- 
4 2 2 


Sabemos que —1 < cosx < 1, então: 
| cosx =Ż>x=+7+2kr,k E Z 
| h) 2 — 2cosx = senx : tgx 


Condição de existência: cosx + 0 > x + E +kmr,k E Z 
senx 


2 — 2cosx = senx * 
cosx 


sen2x 


2 — 2cosx = 


cosx 
(2 — 2cosx)cosx = 1 — cos? x 
2cosx — 2 cos? x +cos2x—-1=0 
— cos? x + 2cosx — 1 = 0 
cos? x — 2cosx + 1 = 0 
(cosx — 1)? = 0 
| cosx = 1 > x = 2kr,kE€Z | 
: i) 1 +3tg?x = 5secx i 
| Podemos usar a identidade: 


sec? x = 1 + tg?x 
1 + 3(sec? x — 1) = 5secx 
3 sec? x — 5secx — 2 = 0 
5+vV1 2 
secx =" = 1 ou 
Como secx > 1,Yx E R, temos: | 
| secx=1>cosx=1l>x=2kr,kEzZ | 
| j) cos3x — cosx = 0 i 
| Usando a fórmula do arco triplo do cosseno, temos: | 
| cos3x = 4 cos? x — 3cosx | 
| 4 cos? x — 3cosx — cosx = 0 | 
4 cos? x — 4cosx = 0 
cosx(cos? x — 1) = 0 
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cosx=05x=>+kr,k €Z 
Ou 
costx=1>cosx=+1>x=kr,kEZ 


ES 


| |) sen3x + cos3x = 
| 
Essa é uma equação clássica. Vamos multiplicá-la por V2/2: 
v2 v2 1 
— sen3x + — cos3x = -= 


sen3xcos (E ) + sen (E ) cos3x = z 


sen (3x +7) =+ 
3x +7 = T4 2k >3x=-Ż+2kr>x=-Ż+*, keZ 
u 


3x+7= S 4 kr > 3x = 2+ 2kr> x= 247, kez 


| Gabarito: 
|a) x =+ 2km ou x =“ + 2kr, k € Z 
bx=2kmkEZ 
dx=T+kmkeZ 
dx=T+2kmoux=T + 2km,k € Z 
er=E+, kez 

f) x=7+kroux= nr + 2kr,k E€ Z 
lex =+7+2km, keZ 

h) x= 2kr,k € Z 

x= 2kr,kezZ 


i) x= kr,k €Z 
rss e ou “p ET 
6 3 36 3 


4. INEQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Para resolver inequações trigonométricas, devemos aprender a resolver os 6 tipos diferentes 
de inequações. 


Seja a um número real dado: 


Inequações Fundamentais 
(1) senx >a 
(D senx <a 
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(ID) senx >a 


Sempre que resolvemos inequações, podemos usar o gráfico para nos ajudar a ver o 
resultado. Vamos usar o ciclo trigonométrico e inserir sena = a: 


Observando o ciclo, podemos afirmar que os valores do seno que são maiores ou iguaisa a 
devem pertencer ao intervalo: 


arcsen(a) + 2kr < x < m — arcsen(a) + 2kr,k € Z 


CII) senx <a 


Sendo sena = a, podemos usar o ciclo trigonométrico: 
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Observando a figura, podemos afirmar que os valores de x que satisfazem a inequação são 
dados por: 


0 + 2kr < x < arcsen(a) + 2kr,k €Z 
Ou 


m — arcsen(a) + 2kr < x < 2n + 2kn,k E Z 


CII) cosx 2a 
Usando o ciclo trigonométrico e considerando cosa = a, temos: 


SENT 
cosT 


DA 
ND 
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Pela figura, podemos ver que as soluções em x são dadas por: 


—arccos(a) + 2kr < x < arccos(a) + 2kr,k E€ Z 


(IV) cosx <a 


Usando o ciclo trigonométrico e considerando cosa = a: 


Podemos ver que a solução é dada por: 


arccos(a) + 2kr < x < 21 — arccos(a) + 2km 


(V)tgx>a 


Fazendo tga = a e usando o ciclo trigonométrico, temos: 
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Analisando a figura, podemos ver que as soluções são dadas por: 
T 
arctg (a) + 2km < x < J7 2kr,k E Z 
Ou 
31 
m +arctg(a) + 2kr < x < a + 2km 
Podemos resumir essas duas soluções: 


TT 
arctg(a) + kr < x < > +km,k €Z 


(VD tgx <a 


Fazendo tga = a e usando o ciclo trigonométrico: 
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Pela figura, podemos ver que a solução é dada por: 


T 
z tkr < x< n + arctg(a) +kr,k € 7 


HORA DE 


PRATICAR! 


! 3. Resolva as seguintes inequações: 


| a) |senx| > É 

| b) senx + cosx > z 
| c) cos? x >> 

| d) tg?x + 3 > 3tgx + tg?°x 
| e) senêx + cos x < Z 

| Resolução: 
| a) |senx| > = 
| Vamos us 


w 


r o círculo trigonométrico para nos auxiliar: 


T v3 E 
Sabemos que sen 5) = 5» então, temos: 
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sena 


<V 


Podemos ver que os valores de x que satisfazem essa inequação é: 
2 
q tlhtexs + 2kn,kEZ 


C+lknsx<T+2kmkEZ 


| b) senx + cosx > z 


Vamos multiplicar a inequação por v 2/2: 
V aeia + V on > 
2 2 2 
TT TT 
senxcos (=) + sen E) 
4 4 
sen (x + =) > 


Usando o ciclo trigonométrico: 


Assim, a solução é dada por: 
T+2kn<x+7<Ē+2kr,keZ 
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-Z 4+2kr<x<Z+2kr,kEZ 
12 12 


1 
c) cos? x > : 


Como ambos os lados são positivos, podemos escrever: 


| coz > | i 
| | 


VZ VZ 
cosx > 7 OU cosx < a 
Esboçando o ciclo trigonométrico: 


A solução é dada por: 


-3+ 2kr <x So +2kr,k ET 
Ou 
T 422kn <x <% +2kr,keZ 


| Podemos resumir essa solução em uma única: | 


| = Fiesa +HkTkEZ 
| d) tgx +3 > 3tgx + tg°x 
| Vamos fatorar as expressões: 
tg?x — tg?x +3 -—3tgx > 0 
tg?x(tgx — 1) +3(1—tgx)>0 
(tgx — 1)(tg?x— 3) > 0 
Possibilidades: 
tgx—-1>0 tgx—1<0 
e ei 
Para o primeiro caso: 
tgx-1>0>5tgx>1 
tgx-3>0>tgx>vV3outgx<-V3 
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Fazendo a intersecção das condições, temos: 
tgx > v3 


A solução é dada por: 
| StkT<x<+kTk ET | 
| Para o segundo caso: | 
tgx<1 
| E | 
| —3 < tgx < v3 | 

Fazendo a intersecção: 

-V3<tgx<1 
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A solução é dada por: 
-StkT<x<0+hke,kEZ 
Portanto, a solução completa é: 
| S +kn<x<>+krou -S+kT<x<O+kmk ET 
7 
| e) senºx + cos x < T | 
| Vamos usar a identidade: | 
| senx + cosî x = 1 — 3sen?xcos?x | 
| 1 — 3sen?xcos?x < - | 
9 <3 eo 
16 2 
3 sen? (2x) 
16 4 á 
sen?(2x) > : 


sen(2x) > E ou sen(2x) < -2 


Usando o ciclo trigonométrico para visualizar a solução: 


| Assim, podemos concluir: 

| Crhn<2a<E+kmheto + E cr<]rThEZ 
| Gabarito: 
a) Z+ 2kr <x < © + 2kn ou T+2kn<x<T+2kn,kEZ 
b)-T+2knsx<T+2km keZ 

|) -f+kr<x<*+kr,kEZ 
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aS+km<x<T+kmou -7+kn < x<?+kr,k EZ 


bans eee se eee ee em ess ss, 


5. SOMATÓRIO TRIGONOMÉTRICO 


Uma questão que é passível de cair no IME é o somatório trigonométrico. Vamos aprender a 
resolvê-la. 


Veja o seguinte somatório: 


n 
S = ba sen(A + ri) 


i=1 
A é um ângulo dado e r é a razão do somatório. 


Para resolver essa soma, devemos usar a seguinte fórmula de Werner: 


—2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B) 
SE LIGA 
NO BIZU 


~ à Z E m Fue T 
Então, o bizu é multiplicar o somatório por 2 sen (E): 


r 
S = Zan sen(A + ri) 
2sen (5) = 


= > 2sen (5) sen(A + ri) 
E Er 2sen (5) 


Assim, transformamos a soma em uma soma telescópica: 


E ce ii a 
2sen (5) 


Organizando os termos, encontramos a soma telescópica: 


n cos (A + SEDE) cos (a + H4 9r) 


S 


n 
i=1 


2 2 
E A 2sen (5) 
S = — lcos(A +5) - cos (A +5) + cos (4 +5) 
2sen (5) 2 2 2 
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onfa) atona t TD (a) 


sgel pot] 
= ——aa [cos =>) —co a | + cos = 
2sen (5) 2 2 2 

(2n (2n + Dr 
—co +5 +: +cos| 4 7 — COS At | 


cos (A +5) — COS (4 + n DN) 


ji 2sen (5) 


Não é necessário decorar essa fórmula, basta que você saiba como chegar à ela. 


6.1. TABELA DE ÂNGULOS NOTÁVEIS 


ES o o 


e Anei. 

10 4 V10 +2v5 
a Jit- 
a 
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N 


DR 


270º = —1 0 Não existe 


6.2. LEI DOS SENOS E COSSENOS 


A 


6.2.1. Lei dos Senos 


a. b c = 
senA senB senC |. 


6.2.2. Lei dos Cossenos 


a? = b? + c? — 2bc cosA 


b? = a@æ + c? — 2ac cosB 
c? = aè + b? — 2ab cosC 


6.3. EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
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sena = senf a=bB+2ktoua=r-B+2kn,kEZ 


cosa = cosp æ = +P + 2kr 
tga = tgf a= p+kr,kEZ 


6.4. INEQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Inequações 


) Ciclo Trigonométrico 
Fundamentais 8 


arcsen(a) + 2kr < x 


e 


senx >2a 
x < m — arcsen(a) + 2kr 
kez 
0 + 2kr < x < arcsen(a) + 2kr 
Ou 
senx <a m — arcsen(a) + 2kr < x 


x < 2m + 2kr 
kez 
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— arccos(a) + 2kr < x 


e 
cosx 2 q 
x < arccos(a) + 2kr 
kez 
x > arccos(a) + 2km 
e 
cosx <a 
x < 271 — arccos (a) + 2km 
kez 
T 
tgx za arcig(a) + kr <x< + km, k E Z 
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T 
tgx <a z tkr <x <n +arctg(a) + kr 


7. LISTA DE QUESTÕES 
QUESTÕES PARA - 
CREA 


LISTA DE QUESTÕES SEM COMENTÁRIOS 


4. (Espcex/2019) 
O número de raízes da equação 2 cos? x + 3cosx + 1 = 0 no intervalo ]0, 27[ é 


a) O 
b) 1 
c) 2 
d) 3 
e)4 


5. (Espcex/2018) 
O conjunto solução da inequação 2sen?x — cosx — 1 > 0, no intervalo 10, 27] é 


es 
fps 
as 
apaes 
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6. (Espcex/2017) 
A soma das soluções da equação cos(2x) — cos(x) = 0, com x E [0, 27), é igual a 


7. ii 

logio 3 E ~ E cos (x) 3 P . 
Seja 6 = E ET O conjunto solução da desigualdade 3 Z (>) no intervalo 
[0, 27), é igual a 


a) |o, z) 


b) [EE 

o [52a] 
a Ec 
o EE. 


8. (Espcex/2015) 
A soma de todas as soluções da equação 2 cos? (x) — cos? (x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estão 
contidas no intervalo [0, 27], é igual a 


a) 27 
b) 37 
c) 47 
d) 57 
e) 67 


9. Exercício de Fixação 
Resolver a equação na variável x 


TT 
x? sena — 2xcosa — sena = 0,com O < a < 5 
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10. Exercício de Fixação 


. . , . E TT 
Determine o conjunto dos números reais x tais que sen (2x — 3) = 0. 


11. Exercício de Fixação 
Resolver em R: 


a) sen?x = 1 
TT 
b) sen (3x = z) =0 


1 cosx 


c) =1- 


sen2x senx 


d) sen(4x) — cosx = 0 

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) = 0 
f) V3cosx + senx = 1 

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x) 


h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x) 


12. Exercício de Fixação 
Resolver em [0, 27]: 


sen(x+5) + sen (x 5) = 2 


13. Exercício de Fixação 
Para que valores de m,m E R, a equação m : senx + cosx = m tem solução? 


14. Exercício de Fixação 
Resolver em [0, 27|: 


sen?x : cosx — senxcos?x = 


15. Exercício de Fixação 
Resolva as seguintes equações: 


a) sec? x = 2tgx 


b) (1 + cosx)tg (=) = (0 


1+senx 1 


c) =- 


1+cosx 2 
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16. Exercício de Fixação 
Resolva as seguintes inequações: 


a) ltgx| > 3 


b) cosx 


c) aan = V8tgx) <5 


1+cos2x 


> 
d) coget EE 0 
cos?(2x) 
> 
e) cos? x 2 3tgx 


17. Exercício de Fixação 
Calcular sen (=). 
10 


o a 


GABARITO 


no go N (oa Om da 


=( 
10.8 = [E+ = kez) 
11. ee E 


a 


b)x=2+T T kez 


cotga — cosseca; cotga + cosseca) 


Jx=ErkmkEZoux=-E+krkET 


Zkm 


„kez 


dx= 5 -r „k E€ Zou x =% -= 
ns kEZoux=kr-—, kez 


f)x =Z + 2kr,k € Z ou x=-Z+2km,keZ 


gx=5, keZoux=kr,k ez 


T kez 


h) x = 2kr,k E€ Zou x == + 


12.8 = (55) 


13.ym E R 


3m 7m 11n 157 
asel ma 
8 8 4 8 


15.x = 2kr ou x = —2a + 2kr,k E€ Z e æ = arccos (=) 


16.a) 7+ kr < x<% +kr,kEZ 
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b)5+2km<x<T+2km 
JE+2km<x<T+2km,kEZ 
d) m + 2k < x < © + 2kr,k € Zou 2kr < x <” + 2kr,k € Z 


e) kr < x < Č + kr,k € Z ou T tkr<x<m+kr,kEeZ 
17. Demonstração 


LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


4. (Espcex/2019) 
O número de raízes da equação 2 cos? x + 3cosx + 1 = 0 no intervalo ]0, 27[ é 


a) O 

bji 

c) 2 

d) 3 

e)4 
Comentários 


Vamos encontrar as raízes da equação: 


-3+v1 1 
cosx = ———— = —lou — > 
4 
Para cosx = —1 e x E ]0,27]: 
cosx=-15x=T 
Para cosx = —1/2: 
1 21 41 
= == => = = = — 
cosx PA Qua 


Portanto, temos 3 raízes distintas. 
Gabarito: “d”. 


5. (Espcex/2018) 

O conjunto solução da inequação 2sen?x — cosx — 1 > 0, no intervalo 10, 27] é 
21 4T 

155] 


m 5T 


b) |5 a 
o [2,2 57 


3 
d) EE. = U == 5m 
e) E, =| U [Em 107 


6 
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Comentários 
Reescrevendo a inequação, obtemos: 
2(1 — cos? x) — cosx — 1 > 0 
—2 cos? x — cosx + 1 > 0 
2 cos? x +cosx—1<0 


Encontrando as raízes: 


SELU. 


coSx = 4 2 


1 
2(cosx + 1) (cosx — >) <0 


Estudando o sinal dessa função, temos: 


1 
—1 < Z 
< cosx S3 


Usando o ciclo trigonométrico: 
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Assim, podemos ver que: 


TT 57 
q+2hn Srs + 2kn,kEZ 


Queremos as soluções no intervalo [0,27], assim, temos: 


TST 
eli 


Gabarito: “c”. 


6. (Espcex/2017) 
A soma das soluções da equação cos(2x) — cos(x) = 0, com x E [0, 27), é igual a 


5 
aj 


3 
b) 271 


Comentários 
Desenvolvendo a equação, obtemos: 
2 cos? x — 1 — cosx = 0 
2 cos? x — cosx— 1 = 0 
Encontrando as raízes dessa equação: 


TEN a. 
T 


coSx = 


Para x E [0, 27): 


cosx=1>x=0 


1 21 4T 
cosx = — > > x = — 0u x = — 
2 3 3 
Somando as raízes: 
denis) 
= — + — T 
3 3 
Gabarito: “b”. 
7. (Espcex/2015) 
2 Z 1 s logio 3 E Š E cos (x) 3 B ; 
Seja 6 = RS O conjunto solução da desigualdade 3 < (>) no intervalo 


[0, 27), é igual a 


ao) 
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T =] 


Jz 

T 
d) |Z, 2x] 
a Ea 


Comentários 
Simplificando f usando as propriedades do logaritmo, temos: 


Substituindo na inequação: 


1 
3005% < 32 


Como a função exponencial é injetora, temos: 


NI e 


cosx < 


Usando o ciclo trigonométrico: 
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Para x E [0,27): 


Gabarito: “b”. 


8. (Espcex/2015) 
A soma de todas as soluções da equação 2 cos? (x) — cos? (x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estão 
contidas no intervalo [0, 27], é igual a 


a) 21 
b) 37 
c) 47 
d) 57 
e) 67 
Comentários 
Vamos fatorar a expressão: 
2 cos(x) (cos? (x) — 1) — (cos?(x) — 1) = 0 
(2cosx— 1)(cos? x — 1) = 0 
As raízes são dadas por: 


1 
cosx = 3 oucosx = +1 


Para x E [0,27]: 
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1 T 57 
srez Sre 0UX=-— 
cosx = 1 > x = 0 oux = 2T 

cosx=-1>5x=T 


Somando as raízes, temos: 


E E E 


Gabarito: “d”. 


9. Exercício de Fixação 
Resolver a equação na variável x 


x? sena — 2xcosa — sena = 0,com0 < a < 7 


Comentários 
Encontrando as raízes: 


cosa + Vcos2a + senta cosa+1 
x = ———— = — = cotga + cosseca 
sena sena 


Portanto, as raízes são dadas por: 
S = {cotga — cosseca; cotga + cosseca} 


Gabarito: S = {cotga — cosseca; cotga + cosseca} 


10. Exercício de Fixação 
Determine o conjunto dos números reais x tais que sen (2x = z) =0. 


Comentários 
Sabemos que sen(kr) = 0,k E Z. Então: 


ma Ek 
X 3 


kr 


kr 
2 


2x 


a 
aa 


Portanto, a solução é dada por: 


Gabarito: S = E + = k E z} 


11. Exercício de Fixação 
Resolver em R: 
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a) sen?x = 1 


b) sen (3x = z) =0 


1 cosx 


= - 


sen2x senx 


d) sen(4x) — cos x = 0 

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) = 0 

f) V3cosx + senx = 1 

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x) 

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x) 
Comentários 


a) sen?x = 1 


T 
senx =ł}1>x=7+kr,kezZ 


é 1 1- cosx 
sen2x senx 


cossec?x = 1 — cotgx 
Usando a relação fundamental: 
1+cotg?x = 1 — cotgx 
cotg? + cotgx = 0 
cotgx(cotgx+1)=0 


Raízes: 


T 
cotgx=05x=>+kn,k E Z 


T 
cotgx = -1 >x =-7tkr,kezZ 


d) sen(4x) — cosx = 0 


sen(4x) = cosx 
TT 
cos (5 — 4x) = COSX 


T 
z7 4x=tx+2kn,keZ 
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5x = 37 2kr >x =g g KEZ 
ae ses n am 
x=; dia de= E 


e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) = 0 
Vamos transformar as somas dos senos em produto: 
senx + sen(6x) + sen(3x) + sen(4x) = 0 


7 (2) (3) E3 (5) (5) E 
sen 7 cos 7 sen 7 cos J 


en (e) re) 


Temos as seguintes raízes: 


RENO 
Eca a “i 


GO a na a 
ea 
m 2kr 
RD SI q 


T 
ctg =m —2kr >x=kr-;,kE€zZ 

f) V3cosx + senx = 1 

Vamos dividir a equação por 2: 


pad 
2 Cosx da = 2 
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cos (=) cosx + sen (5) senx = cos (5) 


cos (x-3) = cos (5) 


TK 


tz t+2kr,kez 


T 
ea 
p 
— + 2kn,k EZ 
t3 

+2kr,k EZ 
Ou 


TT 
x=- t2krkez 


g) sen(5x) + senx = 2sen(3x) 


Fazendo a transformação de soma em produto, temos: 
6x 4x 
2sen (5) cos (5) = 2sen(3x) 
2 2 
sen(3x)(cos(2x)— 1) = 0 
kr 
sen83x) = 0 > 3x = kr > x = —,k EZ 


Ou 
cos(2x) = 1 > 2x = 2kn > x=kr,kE€Z 


h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x) 
Isolando seno e cosseno: 
senx — sen(2x) = cos(2x) — cosx 


Usando a fórmula de Prostaférese: 


2 sen (5 cos (5) = —2sen (5) sen (5) 
sen) 


Raízes: 


sen(5)=05>=kr>1=2km, ke 


Ou 


PR Aula 07 — Trigonometria II 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 07: ITA/IME 2020 


Gabarito: a) x = +kr,keZ 
bx=2+E, ke Z 
6 3 


dx=)+kmkeZoux=-*+kmr,kEZ 


d) x= 2-7, ke Zoux=7-*, kez 


ex =7- 4E, kE€Zoux=kn->7, kez 


f) x =3 + 2kr,k € Zou x=-C+2km,k €Z 
kr 
gx=.keZoux=krm,k e Z 


h) x = 2k, k € Zou x = 7+ *, keZ 


12. Exercício de Fixação 
Resolver em [0, 27]: 


T T V2 
sen (x + 7) +sen(x——) Ria 
Comentários 
Transformando a soma em produto, temos: 
T 
2sen ( ) cos 2 = E 
2} 2 
2 (5) nao 
senxcos (5) 2 
2senxv2 2 
2 2 
1 
Sen 5 = — + 2kr ou x = — + 2kn,k E Z 


Para x E [0,27]: 
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Gabarito: S = E; = 


13. Exercício de Fixação 

Para que valores de m,m E R, a equação m : senx + cosx = m tem solução? 
Comentários 

Vamos isolar m: 
m(1 — senx) = cosx 
Ccosx 
m=———— 

1 — senx 

Usando as seguintes identidades: 


G-E) 
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Isolando a tangente: 


mmtg(5)=1+tg(5) 


2 

ta(S)d+m=m-1 
=i 
aei 


Como a função tangente possui imagem no conjunto dos reais, temos que a única restrição é 
1+m £0: 


1+m#+0=>m#+-—1 
Para m = —1, temos: 


—senx + cosx = —1 
Esse caso possui solução para: 


TT 
x=7t2krkez 


Portanto, Ym E R, a equação possui solução. 
Gabarito: Vm E R 


14. Exercício de Fixação 
Resolver em [0, 27|: 


1 
sen?x cosx — senxcos?x = A 


Comentários 


Vamos fatorar a expressão: 


senx : cosx [sen — cos? ) = 

sa a pe. 
sen(2x) — cos(2x) 

2 


e| e 


sen(2x) cos(2x) A 
2 4 

2sen(2x) cos(2x) = —1 

sen(4x) = —1 


As raízes são dadas por: 


31 
4x =" + 2km,k EZ 


3n kr 


> 
t= 


„kez 


Para o intervalo determinado: 
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31 7T 11r 157 

a RR o a 
31 7m 11m 157 
E 


Gabarito: S = (= 7m 117 a 


"8" 


15. Exercício de Fixação 
Resolva as seguintes equações: 


a) sec? x = 2tgx 


b) (1 + cosx)tg (=) = () 


) 1+senx o 1 


1+cosx 2 


Comentários 
a) Vamos usar a relação fundamental sec? x = 1 + tg?x: 
1 + tg?x = 2tgx 
tg?x—2tgx+1=0 
(tgx—1)} =0 
T 
tgx=15x=,+kn,kEZ 


b) Escrevendo cosx em função de tg (5): 


>x=kn,kEeZ 
c) Desenvolvendo a equação: 
2 + 2senx = 1 + cosx 
2senx — cosx = —1 


cosx — 2senx = 1 
Dividindo a equação por V5: 
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1 2 1 
—= cost — —— SeEnx = = 


v5 v5 v5 


Vamos usar o seguinte triângulo retângulo: 


C 


v5 


A B 


Assim, podemos escrever: 
COSQCOSX — senasenx = cosa 
cos(a + x) = cosa 

As raízes são dadas por: 

at+x=+ta+2kr,k €EZ 

x=-ata+2kn,keZ 

x= 2kr,k EZ 
Ou 


1 
x = —2qa + 2krn,k E€ Ze æ = arccos (=) 
V5 


Gabarito: x = 2kr ou x = —24a + 2kr,k € Z e æ = arccos (=) 


16. Exercício de Fixação 
Resolva as seguintes inequações: 


a) ltgx| > 3 
COSX 
b) 1+cos2x 
c) 2cosx(cosx — V8tgx) <5 
>0 


cosx—2 


senx 


d) cotgx + 


cos? (2x) 


cos? x 


e) 


Comentários 


> 3tgx 


a) Sempre que resolver uma inequação trigonométrica, recomendo usar o ciclo trigonométrico 
para visualizar as raízes do problema: 


ltgx| > 3 
tgx > V3 ou tgx < —V3 
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Ciclo trigonométrico: 


Assim, as raízes são dadas por: 


TT 21 
qthm<a<+kmkeZ 


b) Vamos escrever cos(2x) = 2 cos? x — 1: 
cosx 
— r << 
1+ 2cos?x-— 1 
cosx 


0 


2 cos? x 
Para cosx + Q: 


2cosx 
cosx < 0 


Os valores que pertencem ao terceiro e quarto quadrante satisfazem essa inequação: 
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TT 31 
qt2kn<a<+2kn,k€Z 


c) 2cosx(cosx — V8tgx) < 5 
2 cos? x — 2W8senx < 5 
2(1 — sen?x) — 4N2senx — 5 < 0 
—2sen?x — 4V2senx — 3 < 0 
2sen?x + 4V2senx +3 > 0 
Encontrando as raízes da inequação: 


—2V2 + V2 2 u 3⁄2 


senx = 2 2 u 2 


Como —1 < senx < 1,VYx E IR, temos: 


Assim, devemos ter: 


—1 < senx < = 


Usando o ciclo trigonométrico: 
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Portanto, as raízes são dadas por: 
57 7T 
q t2kt<x <y t 2km k EZ 
d) Desenvolvendo a inequação, obtemos: 


PA senx i 
cotgx + —— > 
g cosx — 2 


cosx senx 


——>—>—— >0 
senx cosx—2 


cosx(cosx — 2) + sen2x 
— senx(cosx—2) ° 
cos? x — 2cosx + sen?x 
© senx(cosx—2) 
1 — 2cosx sö 

senx(cosx — 2) — 
Como —1 < cosx < 2, temos: 

—3 < cosx—2 <0 
Assim, o termo (cosx — 2) é sempre negativo. 
Então, temos as seguintes possibilidades: 


( senx < 0 ( senx > 0 
1 — 2cosx > 0 1 — 2cosx < 0 
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Para cada um dos casos: 


( senx < 0 1 
1-—-2cosx >0 cosx < 2 


Usando o ciclo trigonométrico: 


Para esse caso, temos: 


5m 
T + 2kr <x <- +2kr,kE€zZ 


Para o outro caso: 


( senx > 0 SENNA A 
> 


1— 2cosx < 0 cosx > 2 


Usando o ciclo trigonométrico: 
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T 
2kr < x S 7+ 2kr,k EZ 
2 
) Ee > 3tgx 


Como cos” x > 0, temos: 


3senx 
cos? (2x) > 


cos? x 
1 — sen? (2x) > 3senxcosx 
3 
1 — sen? (2x) — a Sen(2x) >0 


2sen? (2x) + 3sen(2x) —- 2 > 0 
Encontrando as raízes: 


(2x) = —3 +v25 o 1 
sen(2x) = r = ous 
Estudando o sinal: 


Assim, temos: 


1 
—1 < sen(2x) < 7 
So 
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Usando o ciclo trigonométrico: 


Portanto, as raízes são dadas por: 


T T 
2kr < 2x Sç t2kr > kr <x s< yztkr,kEez 


57 5m 
q t2kn < 2x < 2r + 2kr > zttk sxsn+kr,kez 


Gabarito: 

aitkt<r<S+kn,kEZ 

b) = +2kr < x<% + 2kr 

c) Z+ 2kr < x< +2kr,kezZ 

d) m + 2km < x < Ë + 2kr,k € Zou 2kr < x <? + 2kn,k € Z 


e) kr < x < Č + kr,k € Z ou Ctkn<rx<n+kmkeEZ 


17. Exercício de Fixação 
TT 


Calcular sen (=). 
10 


Comentários 
2:18º4+3-18º = 90º 
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Usando a propriedade de arco complementar, podemos escrever: 


sen (2:5) = sen (Z - 3. To) = cos (3; Z) 


Aplicando as fórmulas de arco duplo e triplo: 


2sen (5) cos (o) = 4 cos? (5) — 3 cos (5) 
2sen (o) = = 4 cos? (5) = 
2sen (To) = 4 (1 TSEN (5) - é 


4sen? (5) + 2sen (15) - 1 = 0 


Encontrando as raízes da equação de segundo grau: 


Ty 145 
sen (19) = E 
Como 18º pertence ao primeiro quadrante, podemos afirmar: 
ao je 
10 4 


Gabarito: Demonstração 


8. QUESTÕES DE VESTIBULARES ANTERIORES 


O LISTA DE 
QUESTÕES 


QUESTÕES ITA 


18. (ITA/2019) 


E m às 7 
Determine todas as soluções da equação senfx + cos? x = Tm 


19. (ITA/2019) 
Sejam A, B,C os vértices de um triângulo. Determine sen 2, sabendo que 


A A 


do Sê 4 
sen(Â + Ê) = z = sen(Â — Ĉĉ). 
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20. (ITA/2018) 


pat ~ tgix-3tgx 
Com relação à equação ———— 


EEE + 1 = 0, podemos afirmar que 


a) no intervalo | — | a soma das soluções é igual a 0. 


J 


b) no intervalo ] — | a soma das soluções é maior que 0. 


rd 


NIJ NIAN 
NIJ NIA 


c) a equação admite apenas uma solução real. 


š ks ~ š TT 
d) existe uma única solução no intervalo 10,5 |. 


. ~ 5 TT 
e) existem duas soluções no intervalo | — E oL 


21. (ITA/2017) 

O número de soluções da equação (1 + sec 0)(1 + cossec) = 0, com 0 E |—-r, mT], é 
a) O 

b) 1 

o) 

Ea 

e) 4 


22.(ITA/2017) 


Determine o conjunto das soluções reais da equação 3cossec* (5) —tgx=1. 


23.(ITA/2016) 


Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0,7]. Determine todos os pares ordenados (x, y) tais 
que 


1 
V2cosx -seny = 


1 
vV2senx + V3 cos y = -3 


24. (ITA/2015) 


2-3 


Seja n um inteiro positivo tal que sen ( ) = PE 


TE 
2n 
a) Determine n. 


b) Determine sen (=). 
24 
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25. (ITA/2015) 


Sejam « e p números reais tais que æ, p, æ + F € ]0, 27| e satisfazem as equações 


cos? (5) = É oost (5) E 


Então, o menor valor de cos(a + £) é igual a 


a) —-1 
TE 
2 
V2 
d= 
1 
d) -5 
e)0 


26. (ITA/2014) 
Determine o conjunto de todos os valores de x E [0,27] que satisfazem simultaneamente, a 


2sen?x + senx — 1 
— <0 
cos x — 1 


E 
tgx + V3 < (1 + V3cotgx)cotgx 


27.(ITA/2013) 

Determine o maior domínio D c R da função f: D > R, f(x) = log £ y) senecasa — 1). 
4 

28.(ITA/2013) 


Sejam a um número real e n o número de todas as soluções reais e distintas x E€ [0,27] da 
equação cos? x — senêx + 4sen*x = a. Das afirmações: 


l. Se a = 0, então n = 0; 

ll. Se a = 1/2, então n = 8; 
IIl. Se a = 1, então n = 7; 
IV. Se a = 3, então n = 2, 
É (são) verdadeira(s) 


a) apenas |. 
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b) apenas III. 
c) apenas le III. 
d) apenas II e IV. 


e) todas. 


29. (ITA/2013) 


Encontre os pares («, 6) € J0,5 [x Jos | que satisfazem simultaneamente as equações 


(tga + cotgb)cosasenB — 2 cos? (æ — F) = —1 e V3sen(a + B) + cos(a + £) = v3. 


30. (ITA/2012) 


Determine os valores reais de x de modo que sen(2x) — V3 cos(2x) seja máximo. 


31.(ITA/2010) 
Se os números reais a e 6, coma + £ = (=) ;/0<ax< B,maximizam a soma sena + senf, 


então a é igual a 


32.(ITA/2010) 


Considere a equação 


(3 — 2 cos? x) (1 +tg” ©) — 6tg (5) =0 


a) Determine todas as soluções x no intervalo [0, r|. 


b) Para as soluções encontradas em a), determine cotgx. 


33. (ITA/2008) 
Determine todos os valores de q E | — >= Ltais que a equação (em x) x4 — 243x? + tga = 
O admita apenas raízes reais e simples. 
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34. (ITA/2008) 
A soma de todas as soluções distintas da equação 


cos 3x + 2 cos 6x + cos 9x = 0, 
Que estão no intervalo O < x < 7/2, é igual a 
a) 21 


23 
b) e 


35. (ITA/2007) 
Seja x um número real no intervalo O < x < z Assinale a opção que indica o comprimento do 
menor intervalo que contém todas as soluções da desigualdade 


TREE 


2 os 


T 
Gja Ola SIS wia NIN 


36. (ITA/2006) 
TT 


Determine para quais valores de x E (- 2,5) vale a desigualdade 


logcosy(4sen?x — 1) — logcosy(4 — sec? x) > 2. 


37.(ITA/2006) 
5 ens TT è r 
Seja f: R > R definida por f(x) = v77sen [5 (x +5)] e seja B o conjunto dado por B = 


{x € R: f(x) = 0}. Se m é o maior elemento de B N (—00,0) en é o menor elemento de B N 
(0, +00), então m + n é igual a 
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E 
d= 
j- 


38. (ITA/2006) 
O conjunto solução de (tg?x — 1)(1 — cotg?x) = 4,x + E T kEZ,é 


a (6) +) xez) 


39. (ITA/2005) 
O intervalo I c R que contém todas as soluções da inequação 


arctan É =| + arctan É E = = 
É 
a) [=1,4] 
b) [-3,1] 
c) [-2,3] 
d) [0,5] 
e) [4,6] 


40. (ITA/2005) 
Obtenha todos os pares (x,y), com x,y E [0, 27], tais que 


1 
sen(x + y) + sen(x — y) = z 
senx + cosy = 1 


41. (ITA/2004) 


O conjunto de todos os valores de æ, «æ E | — 7/2, T /2[|, tais que as soluções da equação (em 
x) 


bo Aula 07 — Trigonometria II 
www.estrategiavestibulares.com. br 


« 


Professor Victor So 
Aula 07: ITA/IME 2020 


x* — (V48)x? + tga = 0 são todas reais, é 


42.(ITA/2004) 
Determine os valores reais do parâmetro a para os quais existe um número real x satisfazendo 


vi-x?>a-x. 


43. (ITA/2003) 
Encontre todos os valores de a E | — 7,2,7/2| para os quais a equação na variável real x, 


arctg [v2 =L 6) +arctg [v2 Spe (5) = a, admite solução. 


44. (ITA/2000) 


s TT E ~ š ~ 
Para x no intervalo [o, z], o conjunto de todas as soluções da inequação 


sen(2x) — sen [3x + G) >0 


É o intervalo definido por 

TT TT 
a)—<x<- 
10 2 


b) ><x<7 
12 4 
TE 


TT 
SSL 
6 3 


d) <x <7 
4 2 


T T 
U SAN 


45.(ITA/2000) 
Sabe-se que x é um número real pertencente ao intervalo ]0, 27 [ e que o triplo da sua secante, 
somado ao dobro da sua tangente, é igual a 3. Então, o cosseno de x é igual a 


a) 3/5 
b) 2/7 
¢) 5/13 
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d) 15/26 
e) 13/49 


46. (ITA/1998) 


A soma das raízes da equação V3tgx — V3sen(2x) + cos(2x) = 0, que pertence ao intervalo 
[0,27], é: 


a) 177/4 
b) 167/3 
c) 157/4 
d) 147/3 
e) 137/4 


47.(ITA/1997) 
Seja S o conjunto de todas as soluções reais da equação 


35 


ji 
sec farctg (7 T =) — arctg(1 — e] is + 


Então 

as =Ø 
b)S =R 

c) S c [1,2] 
d) S c [-1,1] 
eJS=[-1,2] 


QUESTÕES IME 


48. (IME/2019) 

Seja um triângulo ABC com lados a, b e c opostos aos ângulos Â, Ê e É, respectivamente. Os 
lados a,b e c formam uma progressão aritmética nesta ordem. Determine a relação correta 
entre as funções trigonométricas dos ângulos dos vértices desse triângulo. 


a) 2sen(Â + É) = sen( Â) + sen(É) 
b) 2cos(Â + É) = cos(Â) + cos(É) 
c) 2sen(Ã — É) = sen(Ã) — sen(É) 
d) 2cos( À — É) = cos(Â) — cos(ĉĈ) 
e) 2cos(Â + É) = sen(Â) + sen(É) 
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49. (IME/2019) 
O número de soluções reais da equação abaixo é: 
xX 2 
(cos x)??t8 = 2 — 2(5) 
a) O 
b) 1 
E) 2 
d) 3 
e) 4 


50. (IME/2019) 
Determine todas as soluções da equação 


4sen? (7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen? (x) + 5 cos(2x) + 2sen(5x) = 4 


E 37 
no intervalo E, 2). 


51. (IME/2018) 
A menor raiz real positiva da equação arctg (x "tg (arcsen ©) = — encontra-se no 


intervalo: 
a) (0,1] 
b) (1,2] 
c) (2,3] 
d) (3,4] 
e) (4,5] 


52. (IME/2018) 
Sabendo que |x| < =e que x satisfaz a equação abaixo 


3 — cosx(4cosx + senx) 1 
10sen?x — 8senxcosx 2. 
Determine os possíveis valores de x. 


53. (IME/2016) 
Determine o conjunto solução da equação: 
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x 
(sen x) (1 +tgxtg ©) = 4 — cotgx 


54. (IME/2015) 
A função f: R > R é definida por: 


8 + 3senx — sen3x 


f(x)= ln 


Marque a opção verdadeira: 


8 — 4senx + 2sen2xcosx 


a) f não tem raízes reais 
b) f é uma função ímpar 
c) f é uma função par 

d) |f) <1 


e) f é sobrejetora 


55. (IME/2015) 
O número de soluções da equação cos(8x) = sen(2x) + tg? (x) + cotg?(x) no intervalo 
[0,27] é: 


a) O 
b) 1 
Ez 
d)4 
e) 8 


56. (IME/2014) 
Resolva a equação (log cos x Sen? x) * (log cos2y SEN x) = 4. 


57. (IME/2012) 
Os ângulos de um triângulo obtusângulo são 105º,a e fp. Sabendo que m E R (real), 
determine: 


a) as raízes da equação 3secx + m(N3cosx — 3senx) = 3cosx + V3senx, em função de m; 


b) o valor de m para que « e p sejam raízes dessa equação. 


58. (IME/2011) 
O valor de x que satisfaz a equação sen(arccotg(1 + x)) = cos(arctg(x)): 


3 
a)> 
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9. GABARITO 


22.8 = [E + 2kr; — = + 2kr; arccos (5) + 2kr; — arccos (5) + 2kn|k E Z} 
23. (x,y) = (= =) ou (x,y) = (E =) 


12’ 3 4" 6 
24.a)n = 6 b) sen (Z) = Ama ço 
25.b 
6.8 = 8,08, = (8,2) U (828) u (E) 
a.D = (5.3) 
28.e 
29.5 = (a (574) 
30.x = +km,kEZ 
31.b 
32.a) S = Hg b) cotg (=) = V3; cotg (=) = —V3; cotg (5) =0 
33.0<a<- 
34.e 
35.d 
36.x € (P73) UEa) 
37.e 
38.d 
39.c 
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10.3) € (6,5): (5) (5) (2) 
41.d 

42.a < V2 
43.a € (0,5) 
44.a 

45.c 

46.b 

47.d 


GABARITO DAS QUESTÕES IME 


48.a 
49.d 
50.8 = (77; Sr, 7hx, Tom, Em) 


52.x = arctg (5) 
57 T 
53.8 = [x E R|x = Z + kr oux =Ž + kr,k eZ} 
54. b 
55.c 
56.5 = [x E Rx = arcsen (=) + 2kr,k E Z} 
57.a) x =*+kr,k E€ Zou x = arctg(m)+ kn,k EZ b)m=1 
58.d 


10. QUESTÕES DE VESTIBULARES ANTERIORES RESOLVIDAS E COMENTADAS 


A 


QUESTÕES 
COMENTADAS 


QUESTÕES ITA COMENTADAS 


18. (ITA/2019) 
Determine todas as soluções da equação senºx + cos? x = =. 


Comentários 


7 

6 6 
senºx + cos? x = — 
12 
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Para resolver essa questão, podemos usar o seguinte produto notável 
(a +b)? = a? + 3a?b + 3ab? + b? 
Assim, temos 
(sen?x + cos? x)? = senºx + 3sen?x cos? x + 3sen?x cos! x + cost x 
(sen?x + cos? x)? = senºx + cos x + 3sen?x cos2x (sen2x + cos? x) 


1 Ea 1 
12 


7 
1= T + 3sen?x(1 — sen? x) 


1— Es — 3sen?x + 3sen!x = 0 
12 


5 
3 x —3 2 — =0 
sen*x T 


Encontrando as raízes: 


+ 5 
sen x = 6 =a oa 
"R | v6 v6 
Sen a= A sena = E x aresen 1 +kr,k EZ 
v30 v30 
senêx = z > senx = E-— > x = arcsen E +kr,k EZ 


Portanto, as soluções são: 


S= E E Rix = arcsen (+) + kr oux = aresen( 
Gabarito: S = [x E R|x = arcsen (+ 5) + kr ou x = arcsen (+ 20) + kr; k E€ Zz) 


19. (ITA/2019) 


Sejam A, B,C os vértices de um triângulo. Determine sen B, sabendo que 


A 


ao da 4 P 
sen(Â + B) = z = sen(Â — é). 
Comentários 


A A 


Se À, Ê, É são os ângulos internos de um triângulo, temos À + Ê + É = r. Logo: 


É 4 x 4 na 4 
sen(Ã+ 8) =$ > sen(r- 6) = 55 |sen = 


A z A 5 EA A 4 
Como C é um ângulo interno do triângulo e sen C = E podemos ter: 


na 3 A 
cost = ou cost = -7 
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O cosseno assume um valor negativo apenas se o ângulo for obtuso, assim, cos Ĉ < 0 
somente se ele for o maior ângulo do triângulo. Vamos analisar. 
Se É > À, temos À — É < 0 e, assim, sen(Ã — É) < 0, o que é um absurdo, pois, pela relação 
dada no enunciado: 
es q 4 
sen(Ã- É) =- 
5 
Assim, É < Âe, consequentemente, cos C > 0. Logo, 


cost = 5 


O gm - 5 À ao a 4 
sen(Â — É) = s> senÃ cos C — senl cos À = z 


Para cos É = 3/5, temos: 


3 4 . 4 E a 
senÃ —EtsÃ => 3senÃ — 4cosÃ = 4 


Fazendo t = tg 6 e usando as seguintes identidades 


senÃ = 
1 


3( 2t J-E) 
1 +t? 1 +t? 
6t—4+4t? =4+4t? 
6t =8 


TART A = 
= g 7) = 


Assim, podemos calcular o valor de tgA: 


Temos: 


WI 


A 


A 4 8 
2tg (>) 213 3 24 senÃ 


ce iG en 


Pelo teorema de Pitágoras, temos: 


hipotenusa? = 24º + 7? > hipotenusa = V576 +49 = 25 


Como 0 < 4 < r, temos: 
i= 24 a 7 
sen =g elcosÃ = 25 


Usando os dados encontrados, vamos calcular senB: 


sen Ê = sen(n — Ê) = sen(Ã + É) = senÃcos É + senê cos À 
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E e 44 
Gabarito: sen B = — 
125 


20. (ITA/2018) 


do a ~ tgx-3tgx 
Com relação à equação = 


EE 1 = 0, podemos afirmar que 


a) no intervalo | — | a soma das soluções é igual a 0. 


, 


b) no intervalo | — | a soma das soluções é maior que 0. 


JE- -JE 
a 
nm mn 
2a 
c) a equação admite apenas uma solução real. 


d) existe uma única solução no intervalo 10.5 R 
e) existem duas soluções no intervalo | — A oL 
Comentários 
Vamos substituir tgx = y para obter a equação: 


3 
Te +1=0 
Simplificando: 

y? —3y+1-3y? 
1- 3y? 
> y? — 3y? — 3y +1 =0 
Fatorando a expressão, obtemos: 
Q? +1)-3yQ +1) 
OUG -y+1-37) 
> (y +1)(y? —4y+1)=0 


0 


Encontrando as raízes: 
Paray +1=0: 
y = —1 > tgx = -1 


3 
x=qm+km,keZ 
Para y? —-4y+1=0: 
y=2+3 
tgx=2+3 


Para esses valores de tangente, temos: 
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x= arctg(2 — 3) = u” knr,k E Z 


5 
x =arctg(2 + V3) = 5 + km k EZ 


*À primeira vista, esses valores de tangente podem não ser claros. Mas com a prática de 
vários exercícios, você saberia que tg(45º — 30°) = 2 — V3 e tg(45° + 30°) = 2 + V3. 


. š , ~ Ş TŒ T w 
Analisando as alternativas, vemos que as raízes estão compreendidas entre | — Ra |. Então, 
temos: 


EE e EE 
y= zT tkr, == 


TT 
x 12 + hm k X2 12 


= + kr,k E€ Z > x; = — 
E TE, nag 


Se somarmos as raízes, encontramos: 


Portanto, o gabarito é a letra b. 
Gabarito: “b”. 


21.(ITA/2017) 
O número de soluções da equação (1 + sec 6)(1 + cossec0) = 0, com 0 E |-r, mr], é 


a) 


b) 
2 

) 

) 


O 


0 
1 
) 
d) 3 
e) 4 
Comentários 


Vamos analisar a condição de existência da equação: 


1 TT 
sech = —— > 0 +-+ knr,k E Z 
cos 2 


1 
cossech = —— > 0 + knr,k EZ 
sen 


Nessa questão, devemos analisar os dois casos possíveis: 
(1 + sec0)(1 + cossec6) = O 
1+sec0 =0 (I) 
Ou 
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1 + cossec = 0 (ID 
(D): 


1+ sec = 0 > — = -1 
cos 


cos = —1 
0=nmn+2kr,keZ 


Como 6 E [—-7,7|, temos: 
>0=-mrou0=T1 


(ID: 


1 + cossec = 0 > = 
sen 


sen = —1 


Fazendo a intersecção da solução com a condição de existência do problema, temos: 
0 = +r não convém, pois O + knr,k E Z 
T y z : T 
0 = — 5 não convém, pois 0 + E + km 
Portanto, a solução é o conjunto vazio: 
S=6 


Gabarito: “a”. 


22.(ITA/2017) 
Determine o conjunto das soluções reais da equação 3cossec? E) —tg'x=1. 


Comentários 
Vamos, inicialmente, simplificar a equação: 


x 
3cossec? (5) —tgix=1 
x 
3cossec? (5) =1+tg'x 
Usando a identidade 1 + tg?x = sec? x, temos: 
3 
= seia 
sen? (5) 
3 1 


E 2 
P (5) cos? x 
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Vamos igualar os ângulos. Sabendo que o cosseno do arco metade é dado por cosx = 1 — 


2sen? (5), temos: 
cosx = 1 — 2sen? (5) 


x 1 — cosx 
sen? (5) E 
Substituindo a identidade acima na equação, obtemos: 
3 1 
1= cosx cos? x 
2 
6 cos? x = 1 — cosx 
6 cos? x + cosx — 1 = 0 


+25 1 1 
COSX = 12 io OM a 


Para cosx = —1/2: 
27 
x = t- + 2kr,k EZ 
Para cosx = 1/3: 
1 
x = +arccos (=) + 2kr,k E Z 


Portanto, a solução é dada por: 


S = (E + 2km; — 2T + 2km; arccos (5) + 2kr; — arccos (x) + 2km |k E Zz} 


Gabarito: S = [E + 2kr; — = + 2kr; arccos (5) + 2kr; — arccos (5) + 2kn|k E z} 


23. (ITA/2016) 
Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0,7]. Determine todos os pares ordenados (x, y) tais 


que 


1 
V2cosx -seny => 
1 
vV2senx + V3 cos y = -3 


Comentários 
Se x,y E [0, z], temos 0 < senx < 1e 0 < seny < 1. 


Isolando senx e cosx: 


1 
V2cosx = seny + 


1 
V2sen x = -v3 cosy -3 
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Elevando as equações ao quadrado e somando, temos: 


1 1 
2 (cos x+ senz) = (sen?y + seny + 5) + (3 cos? y + V3cosy + z) 
1 


1 
2 = sen?y + 3 cos? y + seny + V3cosy + J 


1+2 cos? y 


1 
2 = 1 +2 cos? y + seny + V3cosy +7 


1 
seny =5- 2 cos? y — V3cosy 
*Sempre que elevamos uma equação trigonométrica ao quadrado, devemos verificar se as 
raízes satisfazem ao problema. 


Elevando a equação ao quadrado: 
2 


1 
sen?y = (5 — 2 cos? y — V3cosy) 
1 
1 — cos? y = 7 +4 cost y + 3 cos? y — 2 cos? y — V3cosy + 4V3 cos? y 


3 
4 cost y + 4V3 cos? y + 2 cos? y — V3cosy -7 = 0 


16 cost y + 16V3 cos? y + 8 cos? y — 4V3cosy — 3 = 0 
Substituindo a = cos y, temos: 
16a + 16V3a? + 8a? — 4V3a -3=0 


Nesse momento, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini para simplificar a equação. Mas, 
podemos, também, usar a fatoração. Perceba os termos coloridos: 


16a! + 16V3a? + 8a? — W3a -3 = 0 


12a? —4a? 
16! + +16V3a? + 12a? — 4a? — 4N3a — 3 = 0 
Podemos fatorar: 
4a? (4a? + 4V3a + 3) — (4a? + 43a +3) = 0 
(4a? — 1)(4a? + 4/30 + 3) = 0 


Com isso, basta resolver as duas equações quadráticas: 


N| |e 


4a? —-1=0>a=+tŁ 


-443 v3 
4a? + 4V3a +3 =0>a= Zann (raiz dupla) 
Agora, devemos testar os valores para encontrar x e y. 


Para a = 1/2: 
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1 TE 
Oe aA 


3 
1 
V2sen x = -V3 cosy — > 
5 314 
senx = 77 
v6 + V2 
senx = — 
4 
Mas senx > 0, então, não convém. 
Para a = —1/2: 
1 27 
= ——5 = 
cosy 2 y 3 
1 
V2senx =—V3cosy — 3 
31 
2 = — — — 
vV2sen x 75 
N6 O and “lg 
senx = A A o oux = 12 
Para x =>: 
12 
v6 + V2 
cosx = —— 
4 
3 
seny = 2 
1 
cosy = —— 
1 
V2cosx =seny + 
1 
V2senx = -V3 cosy — 3 
V6+V2) V3+1 
V2 | —— | = — 
4 2 ok! 
> ! 
V6-V2) 3-1 
Via ) 2 


T 2m), ás E 
Logo, o par (E; =) é solução do sistema. 


117 
Para x = —: 
12 
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(S5) ($=) V3 +1 
ANAI an + 


4 2 2 
4 2 
Como a primeira equação não foi satisfeita, = não é solução do sistema. 
Para a = — Ê: 
2 
o a ST 
cosy = 2 y= 6 


1 
V2sen x = -V3 cosy —5 


3 1 
V2senx=--==1 


Z2- 
o = OT 3n 
senx = % = 0U%=— 
Testando os valores: 
Para x = E: 
4 
1 
V2cosx = seny +3 
1 
V2senx = -V3 cosy — 3 
V2 1 1 
a($)=1=5+3 a 
> 
aA -1-31 
2) 2 2 


T 5m , as 
Portanto, x = F ey= = é solução. 
37 
Parax =—: 
4 


V2 Pode r 
= -> — =L 
cosx = sen y 2 2"2 


Não convém, devido à primeira equação. 


Dessa forma, temos apenas dois pares ordenados que satisfazem ao sistema: 


(x,y) = (5-5) ou (x,y) = ( 
Gabarito: (x, y) = ( E) ou (x,y) = (E E) 


TT 
12’ 3 4" 6 


TT =) 
4" 6 


24. (ITA/2015) 
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š x ; Gs 2-vV3 
Seja n um inteiro positivo tal que sen (=) = 
a) Determine n. 
b) Determine sen (=). 

24 
Comentários 
a) Vamos analisar o valor do seno: 
( TT ) 2— V3 
sen |—] = 
2n 4 


Sendo n E Z,, temos aa 
2n 2 


Z TT 
Podemos usar a fórmula cos =)= = 1 — 2sen? (= -) e tentar encontrar um número que é mais 
fácil de ser analisado. Calculando o valor do cosseno: 


cos (2) = 1- 2senê (qo) = 1 — 2 (21) Ema do CU 


Assim, o valor de n é: 
cos (E) = É = cos(Z) 
>n=6 


A 23 a io x ; E , 
O número — Já caiu várias vezes nas provas do ITA. Vimos na teoria que esse número 


TT ž P 
resulta de sen (=) Poderíamos escrever diretamente: 


sent m 2n 
b) Vamos usar a fórmula cos ( ) =1-2sen? (=) 
cos (5) =1-2sen? (55) 


TT 
Encontrando o valor de cos (=) 


Ga 


cos? 
€ E). o. 
cos (15) 
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Substituindo esse valor na equação de sen (=); 


-64x2 [4 y6-v2_ Ve- Nex? 
RS O 


= E ) _ v8 — 2V6 — 2V2 
sen 24 = 7 
Gabarito: a) n = 6 b) sen (Z) = ee 


25. (ITA/2015) 
Sejam « e 6 números reais tais que æ, p, æ + 8 € ]0, 27| e satisfazem as equações 


cos? (5) — É oost (5) + 


a)—1 
js É 
2 
ge 
2 
T 
d) -> 
e) 0 


Comentários 


Vamos resolver cada equação separadamente: 


cos? (5) = = oost (5) +5 
Fazendo x = cos? (5); 
4 1 


mi, ap — 
r= tz 


4x? —-5x+1=0 
Raízes: 
SID al 
-g Sta 


X 


Encontrando os valores de q: 
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cos? (S)=1=cos(5)=+1>>=km,kEZ 


a = 2kr,k EZ 


Como « E ]0, 27|, para esses valores de æ, não temos solução, pois O e 27 não pertencem a 
esse intervalo. 


ll) x = 1/4: 
cos? (5) E s E 
2)" 4 o a RE 5 
27 
x =+- +2kn,k ed 

Para æ E 10,27: 

21 41 

pe ob 


Encontramos os valores possíveis de æ. Vamos resolver a outra equação: 


TERTE 


7y = 4y? +3 
4y? -7y +3 =0 


Fazendo y = cos? (5): 


Raizes: 
7+N1 3 
y= = 1 ou- 
8 

Encontrando os valores de £: 
IlI) y = 1: 

3) =1=co(G)=t1=5 

2(>)=1 =)j=+ti>-=kr,kEZ 
cos g > costs + 2 kr, k 
B =3kn,k E Z 
Como £ E 10, 27[, não temos solução para esse caso. 
IV) y = 3/4: 
L FkmkEez 
3 2 6 0 


TT 
Belo, 2n[> p => 


Com os valores de a e 8, vamos calcular os valores de cos(a + £): 
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3 
+) = es) - 
costa +a)=cosl]J=5 


Portanto, o menor valor é: 


Gabarito: “b”. 


26. (ITA/2014) 
Determine o conjunto de todos os valores de x E [0,27] que satisfazem simultaneamente, a 


2sentx + senx — 1 
— <0 
cos x — 1 


e 
tgx + V3 < (1 T V3cotgx)cotgx 
Comentários 
Vamos resolver cada inequação separadamente: 


2sen?x + senx — 1 
— <0 
cosx — 1 


Nessa inequação, temos duas funções: 
f(x) = 2sen?x + senx — 1 

g(x) = cosx — 1 

Como condição de existência, temosg(x) + O: 
cosx + 1 

Como —1 < cosx < 1, a função g sempre é negativa: 

—1 < cosx < 1 

—2 < cosx—1<0 

-2 <g(x)< 0 

Portanto, devemos ter: 
2sen?x + senx—1>0 


Raízes da equação: 


—1+9 1 
— LOU 


senx = 4 2 


1 
2(senx + 1) (sen — >) >0 


Analisando o sinal, temos: 
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A 1 
Pela figura, vemos que < senx < 1: 


1 
z<senx<i 


Usando o ciclo trigonométrico: 


TT 57 
Podemos ver que E <x< Pi 


r - (E =) 
1 46" 6 


tgx + V3 < (1 + V3cotgx)cotgx 


Resolvendo a outra inequação: 
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get vi< (1455) (155) 


tgx) \tgx 
tgx + v3 
tg?x 
tg?x(tgx + 3) — (tgx + 3) zi 
tg?x 
(tg?x — 1)(tgx + V3) E 
tg?x 
> (tg?°x — 1)(tgx + V3) < 0 


tgx + V3 < 


Substituindo tgx = y: 
(y? — 1)(y + v3) < 0 


Analisando o sinal, temos a seguinte tabela: 


-V3 =i 1 y 
y’ —1 + ; ne | a | gi 
v+v3 — 7 + + 7 + 
(4? — 1)(y + 3) s | + | = | de 


Os valores de y que satisfazem a inequação são dados por: 
y<-V30u-1<y<1 


Usando o ciclo trigonométrico: 
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Podemos ver que a solução dessa inequação é dada por: 


o TT T 21T 3m 57 3m 51 77 5 
s= oD Ea a ea Gaa) 


Fazendo a intersecção das soluções, temos: 
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Portanto, a solução do problema é dada por: 


ç=s gan” T 21 3m 51 
ssns- GD ES aa) 


Gabarito: S = S1 NS, = (E =) U C =) y (= =) 


6'4 23. 4" 6 


27.(ITA/2013) 
Determine o maior domínio D c R da função f: D > R, f(x) = log,(2.,)(Asenxcosx — 1). 
4 
Comentários 
Vamos verificar as condições de existência da função f: 
4senxcosx — 1>0 


x(Ż-x) >0 


x(Ż-x) +1 


Analisando cada restrição, temos: 
I) 4senxcosx — 1 > 0 
2sen(2x)—-1>0 


1 
sen(2x) > E) 


TT 57 
gt 2kn < 2x <- +2krkEez 


T ie ae kel 
> — eiia 
TT no 


i) x(Z-x) >0 
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TT 
>0<x<— 


n)x(G—2) *1 
Desenvolvendo a equação: 
=x? +nx— 4+0 
Verificando o discriminante: 
A=r?°—16<0 
Logo, a equação não possui raízes e por isso é diferente de zero para qualquer valor de x. 


Fazendo a intersecção dos resultados: 


T 57m T 
— + krn < x < — +kre0<x<-— 


12 12 4 
> E < <- 
na 
Dessa forma, o maior domínio da função é dada por: 
M T 
D= a) 
i =A 
Gabarito: D = (2.53 


28. (ITA/2013) 
Sejam a um número real e n o número de todas as soluções reais e distintas x € [0, 27] da 
equação cos? x — sen?x + 4senºx = a. Das afirmações: 


I. Se a = 0, então n = 0; 
ll. Se a = 1/2, então n = 8; 
7; 


IV. Se a = 3, então n = 2, 


Ill. Se a = 1, então n 


É (são) verdadeira(s) 
a) apenas |. 

b) apenas III. 

c) apenas le III. 
d) apenas II e IV. 
e) todas. 


Comentários 
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Inicialmente, vamos escrever a equação em função de senx: 

cos? x — sen?x + 4sentx = a 

(1 — sen?x)* — sen?x + 4sentx — a = 0 
Simplificando: 
(1 — 2sen?x + sentx)? — sen?x + 4senfx — a = 0 
1 + 4sen!x + sen?x — 4sen?x + 2sentx — 4senºx — sen?x + 4senºx — a = 0 

6sentx — 4sen?x -a+1=0 
Vamos analisar as afirmações: 
|. Para a = 0, temos: 

6sentx — 4sen?x +1=0 
A=16-24=-8<0 


Como A < 0, não temos solução real nesse caso. Logo, n = 0. Verdadeira. 


Il. Para a = 1/2: 
1 
6sen*x — Asenêx + > = 0 
T dd 
sen x = 6 =z Up 
vZ vē 
> senx = t-z ou senx = t-r- 


Como x E [0, 27], temos: 


2 
senx = + 2 > 4 soluções (2 para seno positivo e 2 para seno negativo) 


6 
senx = + E > 4 soluções 


Nesse caso, temos 4 soluções para cada valor de seno. Então, n = 8. Verdadeira. 


Ill. Paraa = 1: 
6sen!x — 4sen?x = 0 


2sen?x(3sen?x — 2) = 0 


sen?x = 0 ou sen?x = 


> senx = 0 ou senx = + 


WIN 
|S 


senx = 0 > x = 0, r, 2r (3 soluções) 


6 
senx = + Eu > 4 soluções 
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ə>n=7 
«Verdadeira 
IV. Para a = 3: 
6sentx — 4sen?x — 2 = 0 
3sentx — 2sen?x—1=0 
1v4 1 
T 
> senx = +1 (2 soluções) 


sen? x = 


1 
> sen?x = — 3 (não convém) 


>n=2 


“Verdadeira 


Gabarito: “e”. 


29. (ITA/2013) 
Encontre os pares (a, 6) € ]0, : LX 0, - | que satisfazem simultaneamente as equações 


(tga + cotgbB)cosasenB — 2 cos? (æ — F) = —1 e V3sen(a + B) + cos(a + B) = v3. 


Comentários 
Vamos resolver cada equação separadamente: 
(tga + cotgh)cosasenß — 2 cos? (a — B) = —1 


sena cosß 
(+ 
cosa senf 
(senasenf + cosacosB) 
sengcosa 
cos(a — B)—- 2 cos? (æ — p) = —1 
2 cos? (æ — p) — cos(a — )—1=0 


) cosaseng — 2 cos? (a — B) = —1 


cosasenB — 2 cos? (æ — B) = —1 


Encontrando as raízes: 


1+9 1 
cos(a — B) = E =10u-5 


cos(a-6B)=1>a«-B=2kn,kEZ (1) 


1 2 
cos(a — B) =-7>a-f=+2+2km keZ (ID 


Como («, £) € ]10,7/2[ x ]0,7/2|, temos: 
0O<a<- 
Sg 


0<B<2»-Z<-B<0 
— 3 —— < — 
B 2 2 p 
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-5<a-$<5 
Dessa forma, podemos escrever de (I): 
a-B=0 
Para a outra equação, temos: 
vV3sen(a + B) + cos(a + £) = V3 


O bizu agora é perceber os termos escondidos: 


v3 1 v3 
= senta +bB)+ 5 cos(a +B) = Ea 
cos (=) sen(a + p) + sen (=) cos(a + f) = E 
sen(a+B +=) Ee 


TT TT 
>at+tp+z=zt+2kmkezZ 


T 
SATP R TAn (IT) 
Ou 


T 2T 
Sarp E n AREL 


>a+ß=7+2kr,kEZ (IV) 
Como («, £) € 10,7/2[ x ]0,7/2|, temos: 


EE E 
Rs 


0O<p<- 
f 2 
>0<a+B<rm 


De (III) e (IV), temos: 
+ bb = de +p = E 
a+B= 6 oua +f = 2 


Assim, encontramos dois sistemas: 


Portanto, encontramos dois pares ordenados que satisfazem simultaneamente as equações: 


PR Aula 07 — Trigonometria II 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 07: ITA/IME 2020 


Gabarito: S = (=, =) , (E, =) 
30. (ITA/2012) 


Determine os valores reais de x de modo que sen(2x) — V3 cos(2x) seja máximo. 


Comentários 


Perceba os termos escondidos na expressão: 


sen(2x) — V3 cos(2x) 


1 V3 
2 G sen(2x) — Ei cos(2x) 


2 (sen(2%) cos (5) — sen (5) cos(2x)) 
2sen (2x 5 =) 


E TT Es . 
Seja f(x) = 2sen (2x — z), queremos x que torne f máximo. O maior valor que f assume 
ocorre quando o seno for iguala 1: 


sen (2x — =) =1 


xe e sn ie 
Ra AN 


57 
am T Akk EZ 


57 


X= 72 


+kr,k EZ 


Gabarito: x = = + kr,k E Z 


31. (ITA/2010) 
41 


Se os números reais œ e 8, coma + f = (=) ,0 < «a< B,maximizam a soma sena + senp, 
então a é igual a 


nN3 

a) — 
3 
27 
b) En 
37 


c) E 
57 


d) 7 
7T 


e)— 


{12 


Comentários 
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Do enunciado, temos: 


47 
a pa 


A soma do seno é dada por: 


æa + 
sena + senf = 2sen ( 


q+b 2m 
2 3 
3 
sen (SS) = sen(S) = 
> sena + senf E eos (2 De Vãcos (ESP) 


A soma é máxima quando o cosseno é igual a 1: 


=p 
= 1 
(E3 
“É omhez 
P _ 4n 
a pes 
a-B=4kr,kezZ 
| " AE 
A p=- 


Resolvendo o sistema, encontramos: 


47 
Apis aa A 


21 
Sa=+2kmr,keZ 


47 


B=5"€ 


27T 
>p =- 2kr,k € Z 


Das condições do problema: 


O<a<bB 


ocitne e dh 
3 arg ý 
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Como k E Z, devemos ter k = O: 


Assim, o valor de a é dado por: 
27 


= ui 
A CR 


Gabarito: “b”. 


32. (ITA/2010) 
Considere a equação 


(3 — 2 cos? x) (1 + tg” 6) — 6tg (5) =) 


a) Determine todas as soluções x no intervalo [0,7]. 


b) Para as soluções encontradas em a), determine cotgx. 


Comentários 


a) Resolvendo a equação: 


(3 — 2 cos? x) (1 + tg? (5) — 6tg (5) =0 


o” «dd 


~Z 
II 
a 
(on a 
Q 
~ 
NI X 
<o 


(3 — 2 cos? x) (1 + tg? 


196] 

Q 

3 

N 

Ix NIX 
Naur Ne 


E 7 6sen (5) 
(3 — 2 cos? x)| 1 + wa 5 E) 
1 6sen (5) 


(3 — 2 cos? x) cos? (5) Ee! 


x x 
3 — 2 cos? x = 6sen (5) cos (5) 
3 — 2 cos? x = 3senx 
3 — 2(1 — sen? x) = 3senx 
2sen?x — 3senx+1=0 
Raízes: 


34v] 1 
A 2 


senx = 


Como x E [0,7|, temos: 
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Portanto, a solução é dada por: 


b) Calculando os valores de cotgx: 
cotg (5) = 3 
cotg (5) = —V3 
cotg (5) =0 


Gabarito: a) S = EE b) cotg (=) = V3; cotg =) = —V3; cotg (5) =0 


33. (ITA/2008) 
Determine todos os valores de q E | — aa tais que a equação (em x) x! — 23x? + tga = 


O admita apenas raízes reais e simples. 
Comentários 
Podemos fazer a seguinte substituição y = x? > O: 
y? — 2V3y + tga = 0 
Para essa equação ter apenas raízes reais simples, devemos ter: 
A>0 


(243) —4tga >0 
443 > 4tga 
tga < V3 


*Não podemos ter A> 0, pois caso A= 0, teríamos uma 
consequentemente geramos 2 raízes duplas em x. 
Com essa condição, temos 2 raízes em y distintas. Como y = x? > 0, a menor raiz deve ser 


raiz dupla em y e 


maior que zero. Encontrando a menor raiz: 


234/3 — _|4V3 — 4tga 


T= 2 
y=V3- [V3 — tga 
y>0 


V3 — RE — tga >0 
V3 > [V3 — tga 
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Já que ambos os termos dessa inequação são positivos (devido à condição tga > 0), temos: 
V3 > v3- tga 
tga > 0 


Assim, devemos satisfazer as seguintes condições: 


0 < tga < V3 


pos 


Os valores de a são dados por: 


0<a< Z 
mmg 


Gabarito: O < a < > 


34. (ITA/2008) 
A soma de todas as soluções distintas da equação 


cos 3x + 2 cos 6x + cos 9x = 0, 
Que estão no intervalo O < x < 7/2, é igual a 


a) 21 


13 
e) >r 
12 
Comentários 
Vamos transformar a seguinte soma em produto usando a fórmula de Prostaférese: 
9x + 3x 9x — 3x 
——— | cos | — 


3 J ) = 2 cos(6x) cos(3x) 


cos 3x + cos 9x = 2 cos( 


Assim, temos: 
cos(3x) + 2 cos(6x) + cos(9x) = O 
2 cos(6x) + 2 cos(6x) cos(3x) = 0 
2 cos(6x) (1 + cos(3x)) = 0 


Encontrando as raízes: 


T m kr 
cos(6x) = 0 > br =r tiraxe aT g AE 
Ou 
m 2ka 
1 + cos(3x) = 0 > cos(3x) = -1 > 3x = n + 2kn > x = 7 +—— k EZ 
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~ a Tr 
Queremos a soma de todas as soluções no intervalo x E€ [o z]; 


m kr T T 5m 
aeur y= g Oura uy 
m 2kr T 
a 
T mr SNM TT 
ATA 
137 
Er: 


Gabarito: “e”. 


35. (ITA/2007) 
Seja x um número real no intervalo O < x < A Assinale a opção que indica o comprimento do 
menor intervalo que contém todas as soluções da desigualdade 


Etg G — x) — 3 (cos? (5) — 5) sec(x) = 0. 


2 = E is 


L 
Ria ola Ela wvI|a NIAJ 


Comentários 


Devemos simplificar a expressão. Perceba que o ângulo da tangente é complementar, então: 
ta(E-x)=— = cot 
=— x} = — = cotgx 
g 2 tgx 9 


x 


a 
O termo cos? (5) —5éa fórmula do arco metade: 


cos2u =2cos?a-1 
Para æ =x/2: 


cos(x) = 2 cos? (5) — 1 > cos? (5) a cost 


Reescrevendo a inequação: 


1 1+cos(x) 1 
a C0tgx a(s) secx >0 
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cotgx > V3 
— > 43 
tgx 
tgx < E 
gx S 3 
Como x E |0,7/2|, temos: 
O<t <— 
gx 3 
0<x<- 
PE 
O comprimento desse intervalo é: 
T- T 
6 


Gabarito: “d”. 


36. (ITA/2006) 


Determine para quais valores de x €E (- 3 z) vale a desigualdade 


l0gcosx(4sen?x — 1) — l0gcosx(4 — sec? x) > 2. 
Comentários 


Inicialmente, devemos analisar a condição de existência dos logaritmos: 


T T 
cosx>0>x€ (-5.5) 


2 2 
cosx”sx+1>xÆ+0 
1 1 1 
4sen?x — 1 > 0 > senêx >, > senx > ousenx < -3 


ese E-DGD 


4 — sec? x > 0 > sec? x < 4 > 


Como cos? x > 0 e cosx > Q: 


ai> > E ip 
COS x > — > cosx >- >—-<x<-> 
4 2 3 3 

Fazendo a intersecção das condições, obtemos: 


e a e] 
4sen?x — 1 
logeos x (EE) >2 
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Como 0 < cosx < 1, a desigualdade fica: 
4sen?x — 1 E 
27 < cosi x 
4 — sec? x 
4sen?x — 1 P 
RS < 0) 
4 — sec“ x 
4sen?x — 1 — 4 cos? x + sec? x cos? x 
Sy 


E <0 


4 — sec? x 
4sen?x — 4 cos? x 
— 4=sex 
Da condição de existência, temos 4 — sec? x > 0, assim, temos: 

4sen?x — 4 cos? x < 0 

sen?x < cos? x 

tg?x<1 
—1<tgx<1 


E uu a 
>= [Lys 
4 4 


Fazendo a intersecção com a condição de existência, encontramos a solução: 


eela) 


4? 6 


Gabarito: x € (-7 -7) U (E =) 


37.(ITA/2006) 


Seja f:R > R definida por f(x) = v77sen [5 (x + a) e seja B o conjunto dado por B = 


{x E R: f(x) = 0). Se m é o maior elemento de B N (—00,0) en é o menor elemento de B N 
(0, +00), então m + n é igual a 


2 
a) Z 


15 


Comentários 


Vamos encontrar o conjunto B, de acordo com o enunciado: 
fœ)=0 
TT 
V77sen [5 (x + 5)| =0 
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TT 
sen [5 (x + 5)| =0 


5(x+2)=kmkezZ 


kt mt 


m é o maior elemento de B N (—œ, 0): 
m lim 17m 
B N (—%, 0) = =: =o 30” al 
O maior elemento desse conjunto é: 
T 


Re ca 


n é o menor elemento de B N (0, +00): 


m 7m 137 
B N (0, +00) = E, E 


Calculando m + n: 


Gabarito: “e”. 


38. (ITA/2006) 
O conjunto solução de (tg?x — 1)(1 — cotg? x) = 4, x + =, k E Z, é 


+) tez) 
o (G) + CE) ez) 
(D+) ez) 
(0) + (0). + e 2) 
e (G3) + (F) tez) 


Comentários 


Simplificando a expressão: 


sen?x cos? x 
=i i= =4 
cos? x sen?x 


(sen?x — cos? x) (= — cos? =) à 


cos? x sen?x 


(sen?x — cos? x)? = 4sen?xcos?x 
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(— cos(2x))? = (2senxcosx)? 
cos? (2x) = sen?(2x) 
tg?’ (2x) = 1 
tg(2x) = +1 


Pelo ciclo trigonométrico, podemos ver que: 


Gabarito: “d”. 


39. (ITA/2005) 
O intervalo 7 c R que contém todas as soluções da inequação 


arctan É ij + + arctan É r = > = 
É 
a) [-1, 4] 
b) [-3, 1] 
c) [-2,3] 
d) [0,5] 
e) [4,6] 


Comentários 
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1 1- 
Fazendo q = arctan (=) e p = arctan Eo) temos: 


1+x 
tga = 7 
1-x 
tgb = 2 


Analisando a inequação: 
T 
tgla +f) 2 tg (=) 
tga + tgf " v3 
l-tgatgb 3 
1+x 1-x 


12 > 3V3 + V3x? 
12 343 


—-> 2X 
3 v3 
x? < 4V3 -3 


-43-3 <x < [3-3 


Usando a aproximação V3 = 1,7, temos: 
—4 4:17 -3 <x<44:1,7-3 
—4/3,4 < x < 43,4 


—2 < = 3,4 <x < 43,4 <2 


2 


Analisando as alternativas, vemos que o intervalo 1! c R que contém todas as soluções é: 
I = [-2,3] 


Gabarito: “c”. 


40. (ITA/2005) 
Obtenha todos os pares (x, y), com x,y E [0, 27], tais que 


1 
sen(x + y) + sen(x — y) = 3 


senx + cosy = 1 
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Comentários 
Desenvolvendo a primeira equação, encontramos: 


senxcosy + senycosx + senxcosy — senycosx = > 
2senxcosy = 


2 
1 
senxcosy =, 


Usando a segunda equação: 
senx = 1 — cosy 


Substituindo na primeira: 
1 
(1 — cosy)cosy = 7 


1 
cos? y — cosy +7 = 0 
(7-3) =° 
tsy =] = 
1 TT 
Heya ye to takn k EZ 
Substituindo cos y = 1/2 na segunda equação: 
d= 
senx|>)=4 
1 TT T 
senx = 5x =z t2kroux =n- y t2kr 


2 


Como x,y E [0, 27], temos: 


TT 
pa aa 
T 57 
ea AE 


Portanto, os pares ordenados que satisfazem as equações são dados por: 
m T (mt 5 (Sn nm) (5m 5r 
ea D a 5)i(6 5) 


DEDE ES) 


Gabarito: (x, y) E (=z T 


41. (ITA/2004) 
O conjunto de todos os valores de æ, «œ E€ | — 7/2, T /2[|, tais que as soluções da equação (em 
x) 


x* — (48)x? + tga = 0 são todas reais, é 
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also 
b) |- Z z] 


44 
o-ga 
a [0.7 
a [E] 

Comentários 
Vamos fazer a substituição y = x? > O: 
y? — (V48)y + tga = 0 
Para todas as raízes serem reais, devemos ter: 
A>0€ey220 
A = V48 — 4tga 
4/3 — 4tga >0 
tga < v3 
Encontrando as raízes da equação em y: 
V48 + [V48 — 4tga 
yı,2 7 Se 
Para a menor raiz, temos: 
V48 — |V48 —4tga 
yz =— 5 ——— 20 


V48 — V48 — 4tga >0 


V48 > | V38 — 4tga 


Como ambos os lados são positivos, podemos elevar ao quadrado: 
V48 > V48 — 4tga 
4tga 2 0 
tga >0 


Fazendo a intersecção das condições: 


PR Aula 07 — Trigonometria II 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 07: ITA/IME 2020 


Gabarito: “d”. 


42. (ITA/2004) 
Determine os valores reais do parâmetro a para os quais existe um número real x satisfazendo 


vi-x?>a-x. 
Comentários 


Temos uma inequação paramétrica. Um bizu para resolver esse tipo de questão é observar o 
termo V1 — x?. Podemos usar a trigonometria para resolvê-la. Veja: 


Analisando a condição de existência: 
1-xº>20>x]º<1i>-1<x<l 


x deve pertencer ao intervalo [—1; 1]. Então, podemos fazer a seguinte substituição: 
T T 
22 


1 — sen?a > a — sena 
S 
cos? a 


Como « E |-3;7], temos cosa > 0. Então: 


x = sena, q E |- 


Assim, temos: 


cosa > a — sena 


sena + cosa 2 a 


Temos uma expressão clássica. Vamos multiplicar a inequação por V2/2: 


2 av2 
2 Sena + 7 cosa > 2 
sena cos (5) + sen (5) cosa > a 
sen (a + =) > a 


Sabemos que o máximo valor da função seno é 1: 


avV2 a ( E: -) zi 
—— < sena +—) < 
2 4 
Assim, a inequação possui solução real para a satisfazendo: 


av2 
—— < 1 
2 


a < V2 


*Podemos resolver essa questão usando geometria analítica. Estudaremos o método na aula 
de geometria analítica. 


Gabarito: a < V2 


P Aula 07 — Trigonometria II 
p www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 07: ITA/IME 2020 å 


43. (ITA/2003) 


Encontre todos os valores de a E] — m, 2,7 /2| para os quais a equação na variável real x, 
ex 


arctg [v2 = 1# 5) +arctg [v2 == 5) = a, admite solução. 


2 
Comentários 


Fazendo a = arctg [v2 -1+ 6) e B=arctg [v2 o 6) e aplicando a função 


2 
tangente na equação, temos: 


tga =V2-1+(5) 
mo =i-1-(5) 


tgla+B)=tga 
tga + tgf 
1— tgatgf 


(2-1 (5) +2-1- 5) 


-O - E) 


Vamos simplificar a expressão e isolar a variável e”: 


= tga 


2v2 -2 
1- (2-1) 2) 
2V2 -2 A 
e2x 
2V2 -2 , 
e2x 
-2+242+ 
8V2 -8 ; 
——— = a 
—8 + 8V2 + e? a 


8V2 — 8 = (8V2 — 8)tga + e”™tga 


_ (8v2 -8)(1 - tga) 
E tga 


2x 


Como e?* > 0, Vx E R, temos: 
8/2 -8)(1 -t 
( Ja —tga) 0 
tga 
(8v2 — 8) > 0, então: 


PR Aula 07 — Trigonometria II 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 07: ITA/IME 2020 


Temos as seguintes possibilidades: 
l-tga>0etga>0 
Ou 


1—tga <0etga<0 
Para o primeiro: 


1—tga>0=>tga<1 
Comoa E] —-7m/2,7/2]: 
T 
O<tiga<i>0<a< 
Para o outro caso: 
l-tga<0>5tga>1 
tga<0Oetga > 1 não há intersecção, logo não possui solução 
Assim, os valores de a que satisfazem ao problema devem pertencer ao intervalo: 
e (0,2) 
a ET 
4 


Gabarito: a E (o, z) 


44. (ITA/2000) 


E TT z ~ 5 ~ 
Para x no intervalo [o, z], o conjunto de todas as soluções da inequação 


T 
sen(2x) — sen [3x + 5) >0 

É o intervalo definido por 
TT TT 
= NGS 
10 2 
b)=<x<1 
12 4 


TE TT 
C)-=<x<- 
6 3 


dj=< a <e 
4 2 
TT TE 


e)J-<x<- 
4 3 


Comentários 


Vamos transformar a subtração em produto, usando a seguinte transformação: 


sen(p) — sen(q) = 2sen (É ; 1) cos = 


sen(2x) — sen [3x + (5) >0 
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2sen 


Como a função seno é ímpar, podemos escrever: 


X T 5x T 
—2sen G + 2) cos (5 + =) >0 


X T 5x T 
2sen (3+7) cos (2+3 <0 


Como x €E [o z]; 


0<x<> 
2 
x T 
0<5<7 

A aa a dd 

1 2 "4 

mE) scen(5 +) em) 
a a 


Assim, a função seno dessa inequação é positiva para o intervalo determinado. Então, 
devemos ter: 


(= + = <0 
Cos 2 4 


Queremos os valores negativos do cosseno: 
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m 5x Tm 3T 
2a g 

2m < 10x +m < 6r 
m < 10x < 5m 


T 


Gabarito: “a”. 


45. (ITA/2000) 
Sabe-se que x é um número real pertencente ao intervalo ]0, 27| e que o triplo da sua secante, 
somado ao dobro da sua tangente, é igual a 3. Então, o cosseno de x é igual a 


a) 3/5 

b) 2/7 

c) 5/13 

d) 15/26 
e) 13/49 

Comentários 
De acordo com o enunciado, temos: 
3secx + 2tgx =3 


Desenvolvendo essa equação: 
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3 2senx o 


COSX  COSX 
3 + 2senx = 3cosx 


3cosx — 2senx = 3 


Vamos usar o seguinte triângulo para simplificar a equação: 


E N 


Assim, vamos dividir a equação por v13: 


3 
=== 005% — —— Senx = —— 


v33 vB VB 


Observando o triângulo, podemos escrever para 0 < 0 < ` 


sen = 


cos = 


Reescrevendo a equação: 
cosĝcosx — senôsenx = cos 

cos(0 + x) = cos6 
Assim, temos: 

0+x=+0+2km 

x = 2kn 
Ou 
x = —20 + 2kn 
Como x E ]0, 27|, temos: 
x = 2m — 20 
Queremos calcular o valor de cos x: 
cos x = cos(2r — 20) 


cosx = cos(—20) = cos(20) 
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3 4º 2 5 
cos(20) = cos? 0 — sen20 = (=) — (=) =— 


v13 v13 13 
> = E 
cos x = 13 


unn 
c. 


Gabarito: 


46. (ITA/1998) 


A soma das raízes da equação V3tgx — V3sen(2x) + cos(2x) = 0, que pertence ao intervalo 
[0, 27], é: 


a) 177/4 
b) 167/3 
c) 157/4 
d) 147/3 
e) 137/4 
Comentários 


Podemos transformar o seno e cosseno, usando as fórmulas abaixo: 


Assim, temos: 
2tgx 1-—tg?x 
3tgx — V3 (E) -U si 
Volga 1+tg?x 5 G + 2 
V3tgx + V3tgêx — 2V3tgx +1- tg°x 
1+ tg?x 
V3tgêx— tg?x— V3tgx +1 P 
1+ tg?x 
V3tg?x — tg?°x — V3tgx+1=0 


0 


Fatorando a expressão: 
V3tgx(tg?x — 1) — (tg?x —- 1) = 0 
(tg?°x — 1)(V3tgx — 1) = 0 


Encontrando as raízes: 
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T 
+—+kr,kEeZ 


tgx = +1 > 
gx =+ x= tz 


v3 T 
tgx =- >x=ztkrkezZ 


Para o intervalo [0, 27], temos as seguintes raízes: 
m 3m 5T a 


=> E MES 
X= t7+kmkEZ xef; AAA 


saih keEeEZ> e fe: ia 
a ar E 


Somando as raízes: 


Gabarito: “b”. 


47.(ITA/1997) 
Seja S o conjunto de todas as soluções reais da equação 


sec farctg (+ —) — arctg(4 — e] = E 
Então 

a) S 

b) $ 

c) S a 2] 

sc |=11] 

eJS=[-1,2[ 


Comentários 


Fazendo q = arctg (= )eb = = arctg(1 — e*¥), com a, ß E ] — 7/2, T /2[, temos: 


tga = 


1+e* 
toB=1-e* 
V5 
sec(a — B) = -> 


Elevando ao quadrado: 


sec? (æ — B) = i 
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1 +tg'(a— B) = z 


tg’ (a — B) = 


tga -tgp tgf 
1+ 1+tgatgB 
Substituindo os valores de tga e tg: 


TEE sea 
1— e* a 
1+e* 

1- (1- e°) 
e 


1 
4 
1 
ltg(a — B)| = 2 
_1 
né: 


Lhe 


Como e?* > 0,vx E R, temos: 


Portanto, S = (0) c [—1,1]. 
Gabarito: “d”. 


QUESTÕES IME COMENTADAS 


48. (IME/2019) 


Seja um triângulo ABC com lados a, b e c opostos aos ângulos Â, Ê e É, respectivamente. Os 
lados a,b e c formam uma progressão aritmética nesta ordem. Determine a relação correta 
entre as funções trigonométricas dos ângulos dos vértices desse triângulo. 


a) 2sen(À + Ĉĉ) = sen(Â) + sen(ĉ) 

b) 2cos(Â + É) = cos(Â) + cos(Ĉ) 

c) 2sen(Â — É) = sen(Â) — sen(Ê) 

d) 2cos( À — É) = cos(Ã) — cos() 

e) 2cos(Ã + É) = sen(Ã) + sen(É) 
Comentários 


Como (a, b,c) formam uma PA, podemos escrever: 


(1) 
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A questão pede as relações trigonométricas dos ângulos do triângulo. Podemos usar a lei dos 
senos para relacionar os lados e os ângulos internos. Então, temos: 


a — A c T 
sen(Ã) sen(B) sen(ô) 
a = 2Rsen( Â) 


b = 2Rsen(B) 
c = 2Rsen(C) 
R é o raio da circunferência circunscrita ao AABC. 


Vamos substituir essas relações na equação (1): 


2 (2Rsen(B)) = 2Rsen(Ã) + 2Rsen(C) 


2sen(B) = sen(Ã) + sen(0)| UD 


Nas alternativas, podemos ver que devemos substituir o ângulo Ê. Usando a relação dos 
ângulos internos do A4BC, temos: 


=n- (Â+ĉ) 
> sen(B) = sen (m — (Â+ ĉ)) = sen(Â + Ĉ) 
Portanto: 


2sen(Â + É) = sen(Â) + sen(ĉ) 


Gabarito: “a”. 


49. (IME/2019) 
O número de soluções reais da equação abaixo é: 


2 
(cos) PB = 2 — 2(5) 


Comentários 


Para resolvermos essa questão, vamos analisar as funções envolvidas. 


x 2 
Seja f(x) = (cos x)?º18 e g(x) = 2 — 26) . Note que ambas funções são pares: 


f (=x) = (cos(—x))?° = (cos x)?®" = f(x) 


SE E = g(5) 
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Queremos saber quantas soluções temos para f(x) = g(x). Inicialmente, podemos verificar 
que x = 0 satisfaz a igualdade: 


(0) = (cos 0)" = 1 
g9(0)=2-2º=1=f(0) 
Assim, já verificamos que a equação possui 1 solução. Como as funções são pares, devemos 
ter um número ímpar de soluções, já que se f(x9) = g(x9) for verdade, temos que f(—x9) = 


g(—xo) também será. Analisando as alternativas, podemos ver que apenas as letras “b” e “d” 
podem ser o gabarito da questão. Vamos verificar se temos 3 soluções (alternativa “d”). 


A imagem de f é o intervalo [0,1] e a de g é o intervalo | — œ, 1]. 


g é uma função que se anula no ponto x = T: 


TN 2 
TT 


g(m)=2-2l7) =2-21=0 


g é decrescente e contínua no intervalo x > 0. Então, como g(r) = 0, temos que x > t 
resulta g(x) < 0. Já que a imagem de f está no intervalo [0,1], as possíveis soluções de f(x) = 
g(x) devem estar no intervalo [0,7]. 


Nesse intervalo, temos: 


Z TT 
e f é decrescente em 0, z] 
Z TT 
e fécrescente em |=, z] 
. š TT 
Como f (m) = (cosn)2º18 = 1 e g(r) = 0, podemos afirmar que no intervalo [Zz], onde f 
é crescente, as funções se interceptam uma vez. Logo, temos 3 soluções no intervalo |—r, m]. 


Portanto, encontramos o gabarito na letra “d”. 


Poderíamos ter resolvido através do esboço do gráfico, veja: 


Vamos ver como é o gráfico de g: 
x2 Es x? 
g(x) =2-— 2(%) =2— (27) 
e a 
Façamos por partes. Iniciando pelo termo (272) . Você deve se lembrar que a função 
exponencial cuja base é maior que 1 possui o seguinte formato: 
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1 1,4% 
Note que o termo 27? > 1, logo, (272) é do tipo acima. Se elevamos a variável x ao 
41,4% 
quadrado, a função h(x) = (272) torna-se par e, assim, ela será simétrica em relação ao eixo y. 
1x? 
Então, h(x?) = (272) terá a seguinte forma: 


Para construirmos a função g, devemos fazer: 


x2 


X 


1 x? 1 E 1 
Rod X(=1) R +2 E 
(22) =) Sa) 


Então, vamos multiplicar a função por (—1): 
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Quando somamos 2 na função, sua imagem é deslocada 2 posições para cima e, assim, 
obtemos mais 2 raízes. Perceba que para x = +r, a função g se anula: 
2 


gn) =2- 2) =0 


Logo, essas são as raízes de g: 


Vamos analisar a função f para x > O: 


e Aimagem de f(x) = (cos x)?º!8 é o intervalo [0, 1]. 
e f se anula nos pontos - +kr,k E Z. 


Z TT TT 
e f é decrescente em 0, z] e crescente em [Zz]. 
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z T E E z E z 
No intervalo (0, 5), f decresce rapidamente, pois seu expoente é 2018 e sua imagem é menor 


a VIA i ã 
do que 1. No intervalo, |[=,7), ele volta a crescer e se aproxima de 1 apenas quando x estiver 
2 
próximo de 1. Desse modo, temos o seguinte esboço: 


ponto de intersecção 


1 
| / f(x) = (cos(a))** 


Tr 


ponto de intersecção 


g(x) = 2 — (2) 


Perceba que os gráficos apenas se interceptam 3 vezes. 
Gabarito: “d”. 


50. (IME/2019) 
Determine todas as soluções da equação 


4sen? (7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen? (x) + 5 cos(2x) + 2sen(5x) = 4 
no intervalo |Z, 2n]. 
Comentários 
Para encontrar as soluções da equação, devemos simplificá-lo: 
4sen? (7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen? (x) + 5 cos(2x) + 2sen(5x) = 4 
4sen? (7x) - cos(2x) + 2(sen(9x) + sen(5x)) +4(Qsen?(x) — 1) + 5 cos(2x) = 0 


Sabendo que: 


sen(p) + sen(q) = 2sen (E > 1) cos = 


cos(2x) = 1 — sen? (x) 

Temos: 
9x — 5x 

2 

2sen? (x) — 1 = — cos(2x) 
Desse modo, a equação pode ser reescrita como: 
> 4sen? (7x) - cos(2x) + 2(2sen(7x) cos(2x)) + 4(— cos(2x)) + 5 cos(2x) = 0 
4sen? (7x) - cos(2x) + 4sen(7x) cos(2x) + cos(2x) = 0 
cos(2x) (4sen? (7x) + 4sen(7x)+1)=0 
> cos(2x) (2sen(7x) + 1)? = 0 


sen(9x) + sen(5x) = 2sen (2 cos ( ) = 2sen(7x) cos(2x) 
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Assim: 
T m kr 
D cos(2x) = 0 > 2x =5+kr>x=7 t5 KEZ 


3 
Como x E E 2r], devemos ter: 


1 
ID 2sen(7x) + 1 = 0 > sen(7x) = = 


7 2k 
E TERET EE E, 
6 6 T 
Ou 
11r 1m 2kr 
i) 7x = — + 2kr > x = — + kEZ 
(ii) 7x 6 +2kn >x 22 + 7 „k 


3 
Para x E |2, 2x], temos: 


w ag pr sela quo 
aa a a A a 
3 1 2k 1 
-—--<í<— <2-- 
2 677 6 
8 2k 1 
6 7 6 
56 < 12k < 77 
> k=5ouk= 
k=s Ta Or 671 
A q 42 
pat Tur 791 
= => — —— — = — 
ao 42 
GD 3n Ali Zkm j fa Pia 5 
poue m E > — E. 
E ad E TA a 
3 11 2k 11 
2 42777 42 
52 2k 73 
42 7 42 
52 12k 73 
6 6 6 


> k=5ouk=6 


k=s 11r E 107 71m 
“Cio 7 IE” ap 
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k=€ 11x É 127 837 
“Aq a 


Portanto, a solução da equação é dada por: 
g= [m 71n 797, Ssn) 
4’ 42’ 42’ 42’ 42 
Gabarito: $ = (E = 


4’ 42 


51. (IME/2018) 


; sas à 3 2 
A menor raiz real positiva da equaçao arctg (x “LO (arcsen ©) = T encontra-se no 


intervalo: 
(0,1] 
(1,2] 
) (2,3] 
d) (3,4] 
e) (4,5] 


Comentários 


a 


) 
b) 


2) 


3 3 
Perceba que tg | arcsen (5) = 
[04 


Assim, temos: 


i É )= 21 
an a “x+2 


. =" z . -T T E 
Sabemos que a imagem da função arco-tangente é o intervalo ] o |. Assim, temos: 


Ta E É E 
2 arctg |q* 2 
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Como o problema pede a menor solução positiva, vamos considerar x > 2: 


Retornando à equação, temos: 


tg (arcta È ') =tg Ea 


3 i ( 2T ) 
a" yy2 
Seja as funções f(x) = =x eg(x) =tg (E). No intervalo x > 2, a função f é estritamente 


crescente e a função g é estritamente decrescente. Para encontrar a solução dessa equação, 
devemos usar o método da tentativa: 


Para x = 2: 
fD=5=15 
2 
902) =tg (5) =tg (5) = +00 
> 902) > fQ) 
Para x = 3: 
9 
f) = 4 = 2,25 
2 
963) =tg (=) = tg(72º) 
Para x = 4: 


f(4 =3 
27 TT 
94) =tg (5) =tg (5) =3 
> g(4) < f(4) 
Perceba que 2 < x < 4, pois para x = 2, g(2) > f(2)eparax = 4, g(4) < f(4). 
Temos que descobrir o valor de tg (72°) para saber se 3 < x < 4: 


Vamos usar o triângulo isósceles para encontrar esse valor: 
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Devemos encontrar o valor de a. Perceba que os triângulos ABC e BCD são semelhantes. 
Dessa forma: 


AB BC 
BC CD 
a 1 
1 a-1 
a2-a-1=0 

1v5 
“~oo 

Como a > 0, temos: 

v5 +1 

= a 


Vamos usar a Lei dos Cossenos para o triângulo ABC: 
AB? = BC? + CA? — 2(BC)(CA) cos(72°) 
a? = 1 + a? — 2 acos(72°) 


1 
cos(72°) = Ja 


sec(72°) = 2a = V5 + 1 
Usando a relação sec? 72° = 1 + tg?72°: 


(V5 +1) =1+t92(72º) 
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5 + 2V5 = tg?(72°) 
Como 5 + 2V5 > 2,25, temos: 
963) > f) 
Portanto, podemos concluir que 3 < x < 4. 
Gabarito: “d”. 


52. (IME/2018) 
Sabendo que |x| < =e que x satisfaz a equação abaixo 


3 — cosx(4cosx + senx) a 


10sen2x — 8senxcosx 2 
Determine os possíveis valores de x. 


Comentários 
Inicialmente, devemos simplificar a equação: 


3 — cosx(4cosx + senx) a 


10sen2?x — 8senxcosx 2 
6 — 8 cos? x — 2senxcosx = 10sen?x — 8senxcosx 


6 — 8(1 — sen? x) + 6senxcosx — 10sen?x = 0 
—2sen?x + 6senxcosx — 2 = 0 
Como |x| < 7/6, podemos dividir a equação por cos? x: 


2sen?x 6senxcosx 2 


cos? x cos? x cos? x 
—2tg'x + 6tgx — 2 sec? x = 0 
Fazendo sec? x = 1 + tg?x, temos: 
—2tg?x + 6tgx — 2(1+tg?x) = 0 
—4tg'x+6tgx—2=0 


Encontrando as raízes: 


Temos que verificar a condição |x| < 7/6: 
T 
tgx=15x=,+kn,kEZ 


Para esse valor de x, o resultado não condiz com a condição |x| < 7/6. Portanto, não é 
solução. 


Para a outra raíz: 


igr= t (5) 
= = Es 
gx=5>x=arctg 5 
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Devemos verificar se esse valor atende à condição. Usando as seguintes aproximações: 


tg (5) = E 


6 3 
t ao 
a , 


Como a função tangente é crescente para x positivo e tg (=) > tgx, temos: 


(5) 
x=arctgl-| <- 
Ed 5) S6 
Dessa forma, encontramos uma única solução: 


1 
x = arctg (=) 


Gabarito: x = arctg (5) 


53. (IME/2016) 
Determine o conjunto solução da equação: 


X 
(sen x) (1 + tgx tg 6) = 4 — cotgx 


Comentários 


Preliminarmente, devemos analisar a condição de existência da equação: 


senx TT 
y= >x+—+kr,kezZ 
cosx 2 


X T 
tg (3) >3#3 tkr kEZ=>x# r+ 2kr,k EZ 


Ccosx 
cotgx = — >x + kn,k EZ 
senx 
Unindo as restrições, temos: 
kr 
x + —,keEezZ 
2 
Agora, podemos resolver a equação: 
X 
(sen x) (1 +tgxtg (5) = 4 — cotgx 


Vamos escrever os termos trigonométricos com arco metade: 


senx = A al 
1+ tg? (5) 
Jul 
=- 206) 
g (5) 
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4 tey 
1=y2? 2y 
Perceba que os termos coloridos podem ser escritos como: 
xX 
2tg (3) 
tg(x) = A 
1- tg? (3) 
Dessa forma, temos: 
tgx=4 a 
MS ga 


> tgix—4tgx+1=0 
Raízes: 
tgx=2+3 
Lembra do bizu na aula teórica? Conhecemos esses valores de tangente: 


Para tgx = 2 + 43: 
5m 
x =z tkk EZ 
Para tgx = 2 — V3: 
Tt 


EZ 
T 


X= 
Portanto, a solução é dada por: 
S sly E R| =% + kroux = jz +knr,k e Z} 


: — — ST = E 
Gabarito: S = [x E R|x =a + kr ou x = 12 + kn, k E Z) 


54. (IME/2015) 
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A função f:R > R é definida por: 
8 + 3senx — sen3x 


f= 


Marque a opção verdadeira: 


8 — 4senx + 2sen2xcosx 


a) f não tem raízes reais 
b) 

c) f é uma função par 
d) IfQ)| <1 
) 


e) f é sobrejetora 


f é uma função ímpar 


Comentários 
Temos que analisar cada alternativa. Vamos simplificar a função: 
8 + 3senx — sen3x 


flw) =ln 
Fazendo sen2x = 2senxcosx e sen3x = 3senx — 4sen?x: 


8 + 3senx — (3senx — 4sen' x) 
AD a E PS 
8 — 4senx + 2(2senxcosx)cosx 


8 — 4senx + 2sen2xcosx 


8 + 3senx — 3senx + 4sen? x 
8 — 4senx + 4senxcos2x 


fæ =In( 


8 + 4sen?x 
8 — 4senx + 4senx(1 — sen?x) 


fœ =In( 


fo =m E + ça) 
8 — 4sen3x 
a) Verificando se f tem raízes: 
fO)=0 
in (5 + e = 
8 — 4sen?x 
8 + 4senê?x 
8-4senix — 
8senix = 0 
senx = 0 
x=kr,kEZ 
f tem raízes reais. Portanto, alternativa falsa. 
b) Verificando a paridade da função: 


PON (: + nz) 


8 — 4sen?x 
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nos (gi 
foD = m (EEn) 
pov = m (Etna 
fon = (E) 
> f(-x) = -f (x) 


Portanto, a função é ímpar. Alternativa correta. 
c) Falsa, como provado na letra b. 
d) Falsa, pois para x = 3 temos: 
E-m =n>1 
2 8—4 
e) Falsa, pois a imagem de f não é o conjunto dos reais: 
—1 < senx<1 
—1 < sen?°x < 1 
—4 < 4sen?x < 4 
> 4 < 8 + 4sen?x < 12 
—1<-senix<1 
—4 < —A4senix < 4 
> 4 < 8 — 4sen?x < 12 


Assim, temos a desigualdade: 


1 8+4sen?x 
3º 8— 4sen?x — 
1 
In (=) <fG)<n3 


Gabarito: “b”. 


55. (IME/2015) 
O número de soluções da equação cos(8x) = sen(2x) + tg?(x) + cotg?(x) no intervalo 
[0,27] é: 
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Comentários 
Analisando a equação: 


cos(8x) = sen(2x) + tg?x + cotg?x 


tg?x + = cos(8x) — sen(2x) 


tg?x 
Nessa questão, devemos usar a desigualdade das médias para resolvê-la: 
MA > MG 


Então, vamos analisar os termos tg?x + cotg?°x: 


1 

tg2x + —— 

DE ga gx (o) 
2 T tg?x 
> tg? >2 

add 


> cos(8x) — sen(2x) > 2 
Agora, devemos perceber que: 
jcos (8x)| < 1 
|sen(2x)| < 1 
cos(8x) — sen(2x) > 2 


Essa desigualdade é satisfeita quando cos(8x) = 1 e sen(2x) = —1. Assim, temos: 
cos(8x) = 1 > 8x = 2kr,k E Z 
x= i k e Z 
A" 


37 
sen(2x) = —1 > 2x = ad 2krn,k E Z 


31 
x= thn,keZ 


Portanto, as soluções devem satisfazer ao seguinte sistema: 
kr 


= —,k ez 
x=% 


37 
= +hm,keZ 


Para o intervalo pedido, encontramos as seguintes soluções: 
€ [0,27] 37 77 

x A > x = — e x = — 

4 4 


Assim, temos apenas 2 soluções. 
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unn 
c. 


Gabarito: 


56. (IME/2014) 
Resolva a equação (l0gcosx SEn?x) * (log.os2y SEN x) = 4. 


Comentários 

Inicialmente, devemos analisar a condição de existência do logaritmo: 

cosx > 0 

senx > 0 

cosx + 1 
Dessas restrições, concluímos que x pertence ao primeiro quadrante com O < x < 7/2. 
Simplificando a equação, temos: 

(logcosy SEn? x) * (log cos2y SEn x) = 4 


Usando as propriedades do logaritmo: 


1 
2(logcosx Senx) (5) * (logrosy Sen x) = 4 
Qogcosx senx)? = 4 
log cos x Senx = +2 

1 


cos? x 


senx = cos? x ou senx = 
Para senx = cos? x: 
senx=1-sen?x 


sentx+senx-1=0 


-1+V5 
senx = 
2 
Como senx > 0, temos: 
5-1 
senx = 
2 


cosx 1 


Portanto, temos a seguinte solução: 


> x = aresen( )+2kr kez 


Para senx = 7z: 
cos“x 


Devemos verificar a condição de existência do logaritmo: 
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cosx + 1 e cosx > 0 >0< cosx<1 


cos? x < 1 
1 
cos? x 


>1 


Como senx = 1/ cos? x: 
> senx>1 
Isso é um absurdo, logo, para essa relação, não temos solução. 


Portanto, temos apenas a seguinte solução: 


x = arcsen (Sy 1) + 2kr,k € z) 


s=fxenr 


Gabarito: S = [x E R|x = arcsen (=) + 2kr, k E€ Z} 


57. (IME/2012) 


Os ângulos de um triângulo obtusângulo são 105º,a e fp. Sabendo que m E R (real), 
determine: 


a) as raízes da equação 3secx + m(N3cosx = 3senx) = 3cosx + V3senx, em função de m; 
b) o valor de m para que « e p sejam raízes dessa equação. 
Comentários 
a) Vamos isolar o termo com m e simplificar a equação: 


3secx + m(V3cosx — 3senx) = 3cosx + V3senx 


3 
m(V3cosx — 3senx) = 3cosx + V3senx — Fe 


3 cos? x + V3senxcosx — 3 
m(N3cosx — 3senx) a 


cosx 
3(cos? x — 1) + V3senxcosx 
m(N3cosx -= 3senx) = Aa e= a Ea 
cosx 
3(—sen?x) + V3senxcosx 
m(N3cosx — 3senx) = Ater 1 tseno 


m(V3cosx — 3senx) = - (V3cosx — 3senx) 
cosx 
(m — tgx)(N3cosx — 3senx) = 0 


v3 T 
V3cosx — 3senx = 0 > tgx =-— >x =z +kr,k € Z 


ou 


m = tgx > x =arctg(m)+kr,k EZ 
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b) Das relações de ângulo do triângulo, temos que: 
a + 6 = 180° — 105° = 75° 


Queremos que q e f} sejam raízes da equação da letra (a). Então, podemos supor: 
T T 
x=ztkrkeZ>a=7 
x = arctg(m) + kr,k E€ Z > ß = arctg (m) 


ppan 
Tb 


Ea PR PR 
Z arctg(m EF 


37 

arctg(m) = T 

T 

arctg(m) = 7 
T 

m = tg (5) =1 


Portanto, o valor de m que torna a e P raízes da equação é dado por: 
m=1 


Gabarito: a) x =% + kr,k E€ Zou x = arctg(m) + kn,k EZ b)m=1 


58. (IME/2011) 
O valor de x que satisfaz a equação sen(arccotg(1 + x1) = cos(arctg(x)): 


w 
— 


o 
= 
Ale nje NIW 


jà 


o 
— 
l 
| 


3 
e) = 7 
Comentários 
Fazendo q = arccotg(1 + x) e 6 = arctg(x), temos: 
sen(arccotg(1 + x)) = cos(arctg(x)) > sena = cosf 


Disso, concluímos que a e 8 são complementares: 


T T 
a+b=50ua-B=> 


TT 


Para a +p ==: 


cosa = cos (5 — B) = senf 
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> cosa = senf 


Dividindo sena = cosf por cosa: 
sena cosB cosb 
cosa cosa senf 


: 1 
4 = —> 
2 tgB 


1 
a = arccotg(1 + x) > cotga = 1 +x > tga = —— 


B =arctg(x) >tgB =x 


Substituindo esses valores na equação, temos: 


1 1 
1+x x 
x=1+x 

0=1 


Isso é um absurdo, logo não convém. 


Paraa — p =: 


cosa = cos G + B) = —senf 


> cosa = —senf 
seng — cosf 
cosa —senß 
ficas 1 
dE tgp 
1 1 
1+x “=x 
—x=1+x 
1 
DX = -7 


Gabarito: “d”. 
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11. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Vimos tudo que precisamos saber para resolver as questões de trigonometria do ITA/IME. 
Tente decorar os valores de algumas razões trigonométricas não triviais como 15º e 22,5º. Elas 
podem cair na sua prova e se você já conhecer esses valores, você conseguirá resolver as questões 
mais rapidamente. 

Continue se esforçando! Tente resolver todos os exercícios dessa aula. Caso você encontre 
alguma dificuldade ou fique com alguma dúvida não hesite em me procurar! 

A próxima aula será uma introdução à geometria plana, outro assunto que cai bastante nessas 
provas. Então, prepare-se! 
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INTRODUÇÃO 


Olá, 

Vamos iniciar o estudo da Geometria Plana. Nessa aula, veremos alguns conceitos primitivos 
como o que é um ponto, reta e plano. Estudaremos os principais postulados da geometria plana, 
segmentos de reta, razões de secção e razão harmônicas. Também estudaremos ângulos e um pouco 
de triângulos. 


Essa aula é uma introdução à Geometria Plana e, por esse motivo, não haverá muitas 
questões de vestibulares anteriores. 


Lembre-se, sempre que tiver dúvidas, críticas ou sugestões, nos procure no fórum de dúvidas 
ou entre em contato diretamente comigo: 
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1. GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


A geometria euclidiana, também conhecida como geometria plana, é a parte da matemática 
que estuda a construção e propriedades de figuras planas como triângulos, circunferência, 
quadriláteros etc. 


Antes de iniciar, devemos aprender as noções primitivas de ponto, reta e plano e os 
postulados que relacionam esses entes geométricos. 


1.1. NOÇÕES PRIMITIVAS 


As noções primitivas são apresentadas sem definição. Vejamos: 


1.1.1. Ponto 


Representamos o ponto por letras maiúsculas do alfabeto: A, B, C, D, E, ... Devemos entender 
o ponto como a menor parte dos entes geométricos. Ele é adimensional. 


A 
& 


1.1.2. Reta 


Usamos as letras minúsculas do alfabeto para representar uma reta: a,b,c,d, ... A reta é o 
ente geométrico cujas extremidades não possuem limites, ela é contínua em ambos os lados. Por 
esse motivo, podemos usar setas para indicar a continuidade da reta nos dois sentidos. No exemplo 
abaixo, temos as retas r, s, t. No caso da reta t, AB é um segmento de reta. 


1.1.3. Plano 


Usualmente, representamos o plano com letras minúsculas gregas: «x, B,Y, ... Assim como a 
reta, ele deve ser entendido como um plano ilimitado sem bordas que o limite. 
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1.2. POSTULADOS 


Postulados, também conhecido como axiomas, são proposições primitivas que dispensam 
demonstrações. Elas são aceitas como verdades incontestáveis. Vamos estudá-las. 


1.2.1. Postulado da existência 


Numa reta, existem infinitos pontos dentro e fora dela. 
Num plano, existem infinitos pontos. 


Vejamos alguns exemplos: 


A 
e 
e F 


D 


Nesse caso, os pontos A, B, C estão localizados dentro da reta r e os pontos D, E, F estão fora 
dela. Simbolicamente, podemos dizer que: 


A,B,C Er 
D,E,F ¢r 


A,B,C,D,E E & 
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No plano a, temos infinitos pontos. 


1.2.2. Postulado da determinação 


Dois pontos distintos determinam uma única reta que passa por eles. 
Três pontos não colineares determinam um único plano que passa por eles. 


Exemplos: 


q 
ir 


A 


Se A + B, Jr tal que r = AB. 


Os pontos A, B determinam uma única reta r. 


Se A, B,C são não colineares, então Ja tal que æ = (A,B,C). 


Nesse caso, temos 3 pontos não colineares, isto é, não pertencentes a uma mesma reta. Elas 
determinam um único plano a. 


Vejamos o caso de 3 pontos colineares: 
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3 pontos colineares não determinam um único plano, já que podemos ter vários planos 
passando por eles. 


1.2.3. Postulado da inclusão 


Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, então ela está contida no plano. 


Exemplo: 


Se A + B E€ a, então r = AB >r C q. 


1.2.4. Postulado da separação 


Toda reta r de um plano a separa-o em dois semiplanos «, e q e a origem dos semiplanos é a 
reta dada. 


id PE NA 


Exemplo: 


CI NT 
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Perceba que r divide o plano em dois semiplanos: q, e q3. 


1.2.5. Postulados de Euclides 


Os postulados de Euclides são divididos em cinco: 


Postulado l: Dados dois pontos distintos, existe uma única reta que os une. 
Postulado Il: Qualquer segmento de reta pode ser prolongado a uma reta. 


Postulado Ill: Dados um ponto qualquer e uma distância qualquer, pode-se construir uma 
circunferência cujo centro é o ponto dado e o raio é a distância dada. 


Postulado IV: Todos os ângulos retos são iguais. 


Postulado V: Se uma reta, interceptando duas outras, forma ângulos internos de um mesmo 
lado cuja soma é menor do que dois ângulos retos, então estas duas retas, se prolongadas 
indefinidamente, se encontram no lado onde estão os ângulos cuja soma é menor do que dois 
ângulos retos. 


Comentários: 
Postulado |: Esse postulado é semelhante ao postulado da determinação. 


Postulado Il: Se prolongarmos infinitamente um segmento de reta, podemos obter uma reta: 


e 


A B 
r 
o AQ) 
A B 


Postulado Ill: 
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Postulado IV: 


Postulado V: Vamos interpretar o texto e desenhar o que está escrito. 


“Se uma reta, interceptando duas outras, forma ângulos internos de um mesmo lado cuja 
soma é menor do que dois ângulos retos...” 


De acordo com essa parte do texto, temos a seguinte figura: 


A reta t intercepta as retasr es. 


O lado cuja soma é menor do que dois ângulos retos (180º), no exemplo acima, é o lado 
esquerdo, veja: 
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Perceba que æ + f < 180º. Assim, o prolongamento das retas se encontrará no lado onde a 
soma desses ângulos é menor que 180º. O prolongamento das retas r e s se encontram no ponto 
P: 


Esse postulado é conhecido como Postulado das Paralelas. Segundo o matemático Playfair, 
temos um axioma equivalente ao quinto postulado de Euclides: 


Dado um ponto P que não está contido numa reta r, existe uma única reta s no plano de P e 
r tal que s contémPesnr = 6. 


Esse axioma diz que existe uma única reta s paralela à reta r que passa pelo ponto P fora de 


1.3. DEFINIÇÕES 


1.3.1. Retas concorrentes 


Duas retas distintas são concorrentes se, e somente se, elas têm um único ponto comum. 


rns= {P} 
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1.3.2. Retas paralelas 


Se as retas r e s são paralelas entre si, então r N s = Ø. Simbolicamente, r//s representa que 
a reta r é paralela à reta s. Temos duas possibilidades para r//s: 


1) r e s são coincidentes: 


2) r e s são distintas: 


1.3.3. Retas reversas 


Duas retas são reversas se, e somente se, não pertencem a um mesmo plano. 


(r e s são reversas) & (Aa tal quer,s Caerns = 6) 


Perceba que retas reversas não se interceptam e não podem ser paralelas entre si. 
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2. SEGMENTO DE RETA 


Vimos que um segmento de reta é uma parte de uma reta e que a reta é infinita por definição 
Vamos estudar as notações usuais para os diferentes tipos de retas: 


Reta AB: 
A B 
+ 
Segmento de reta AB: 


B 


O) 
Semirreta AB: 


B 
eM 


Semirreta BA: 


A B 
e) 


Usualmente, representamos a medida do segmento AB por med (AB) ou simplesmente AB. 


2.1. CLASSIFICAÇÃO DOS SEGMENTOS 


2.1.1. Congruentes 


Dois segmentos de reta são congruentes quando eles possuem as mesmas medidas. Usamos 
o símbolo = para indicar a congruência. 


Exemplo: 


AB = CD 
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2.1.2. Colineares 


Dois segmentos de reta são colineares quando eles pertencem a uma mesma reta suporte. 


Exemplo: 


A B C D 


2.1.3. Consecutivos 


Dois segmentos de reta são consecutivos quando eles possuem uma extremidade comum. 


Exemplo: 

AB e BC são consecutivos 
S 
A B G 

C 
A 
B 
2.1.4. Adjacentes 


Dois segmentos de reta são adjacentes quando são colineares e consecutivos e possuem 
apenas uma extremidade comum. 


Exemplo: 


C a, 
A B C 


AB e BC são adjacentes, pois possuem apenas o ponto B comum: 


AB N BC = {B} 


(a À) ee) 
M P N 


MN e NP não são adjacentes, pois possuem mais de uma extremidade em comum: 
MN An NP = NP 
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2.1.5. Comensuráveis 


Dizemos que os segmentos AB e CD são comensuráveis se, e somente se, existe uma unidade 
de segmento u E Rý tal que AB =n:ueCD=m-u com m,n E N*. De modo mais simples, 
comensurável significa que algo pode ser medido. Assim, se AB é comensurável, podemos escrevê- 
lo como um múltiplo natural de uma unidade de segmento. 


Também podemos dizer que os segmentos AB e CD são comensuráveis quando a razão entre 
eles for um número racional. Assim, temos: 
AB nu n Q: 
=> Á = — E 
CD mu m “t 


2.1.6. Incomensuráveis 


Quando não pudermos medir os segmentos, dizemos que eles são incomensuráveis. 
Podemos tomar a diagonal e o lado de um quadrado como exemplo: 


D C 


E 
A 1 B 


Como o triângulo ABC é retângulo, podemos aplicar o Teorema de Pitágoras para encontrar 
o valor da diagonal: 
d=124+12>d=v2 
Assim, fazendo a razão entre a diagonal e o lado do quadrado, temos: 
AC v2 
AB 1 Q 
Logo, como a razão entre a diagonal e o lado do quadrado não é um número racional, dizemos 
que o lado do quadrado não é comensurável com sua diagonal. 


2.2. PONTO MÉDIO DE UM SEGMENTO 


Um ponto M é chamado de ponto médio de um segmento AB quando AM = MB e M está 
entre A eB. 
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A M B 


Vamos provar a unicidade do ponto médio do segmento AB: 
Supondo que o ponto médio não é único, podemos ter os pontos médios M e N distintos tal 


que: 
AM = MBe AN = NB 


Temos dois casos: 


Caso 1) 
E O O 
A M N B 
M está entre A e N, então AN > AM 
N está entre M e B, então MB > NB 
> AN> AM = MB > NB 
= AN > NB 
Absurdo! Pois, pela hipótese AN = NB. 
Caso 2) 


o OO G, |] 
A N M B 


N está entre A e M, então AM > AN 
M está entre N e B, então NB > MB 
> AM > AN = NB > MB 
> AM > MB 
Absurdo! Pois, pela hipótese AM = MB. 


Portanto, o ponto médio do segmento AB é único. 


2.3. RAZÃO DE SECÇÃO DE UM SEGMENTO 


2.3.1. Interna 


Dizemos que M divide o segmento AB internamente na razão k quando: 
AM 
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C 00 


A M B 


Perceba que M € AB e AM + MB = AB. AM e MB são chamados de segmentos aditivos. 


Exemplo: 


2.3.2. Externa 


Dizemos que N divide o segmento AB externamente na razão k quando: 


AN 

NE — 
oe === === e 
A B N 


Nesse caso, N ¢ AB, N € AB e |AN — NB| = AB. AN e NB são segmentos subtrativos. 


Exemplo: 
q e e e e e a uu a * 
A 4 B 2 N 
AN 6, 
NB 2. 


2.4. DivisÃo HARMÔNICA 


2.4.1. Definição 


Os pontos M e N dividem harmonicamente o segmento AB na razão k quando: 
AM AN 


mp = np” *KER,) 
——————— eee e... s 
A M B N 
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Esses pontos são chamados de conjugados harmônicos de AB na razão k. 


Para cada valor de k, temos as seguintes situações: 


——————| | e -v e k>1 
A M B N 
e—a - ------ - -- o k=1 
A M B N — œ 
e--..e a) 0<k<1 
N A M B 
os k=0 
A=M=N B 


2 1 1 
P1) AB IM AN'* <1 
2 1 
PD)» aM ay" >1 
P3) Se O é o ponto médio de AB, então: 0A? = OM - ON 
Demonstrações: 
2 1 1 
P1) as AM AN'* <1 


Para k < 1, temos a seguinte situação: 


N A M 
Pela definição de divisão harmônica: 
AM AN 
MB NB 
AM AN 


AB-AM AN+AB 
AM (AN + AB) = AN(AB — AM) 
AM - AN + AM - AB = AN - AB — AN: AM 
2AM - AN = AN AB — AM - AB 
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Dividindo a equação acima por AM - AN - AB: 
2AM:AN —— AN-AB AM - AB 
AM -AN-AB  AM-AN-AB AM-AN-AB 
2 1 1 


AB AM AN 


1 L 
Parak > 1: 
o -miii e k>1 
A M B N 
AM AN 
MB NB 
AM AN 


AB AM ` AN — AB 
AM(AN — AB) = AN (AB — AM) 
AM - AN — AM - AB = AN - AB — AN - AM 
2AM - AN = AN -AB + AM - AB 
Dividindo a equação acima por AM - AN - AB: 
2 1 1 


AB AM AN 


P3) Se C é o ponto médio de AB, então: CA? = CM - CN 


Se C é o ponto médio de AB, então: 


A C M B N 


Pela definição de divisão harmônica: 
AM AN 
MB NB 
CA+CM CN+CA 
CB-CM CN-CB 
Como C é o ponto médio do segmento AB, temos CB = CA, substituindo na equação: 
CA+CM CN+CA 
CA-CM CN-CA 
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(CA + CM)(CN — CA) = (CN + CAJ(CA — CM) 
CA:CN — CA? +CM:CN-—CA:CM =CA-CN-CM:CN+ACA?-CA-CM 
2CA? = 2CM : CN 
CA? = CM: CN 


2.4.3. Distância entre os Conjugados Harmônicos 


Podemos calcular a distância entre os conjugados harmônicos se forem dados a medida de 
AB e a razão k. 


Vamos analisar a situação para k > 1. 


£ y 
nl 
A M B N 
e—a 
Dados AB = a e a razão harmônica k, temos: 
AM AN 
MB NB 
AM a-x a-x a 
— = —— > =k>a-x=kx>x= 
MB x x k+1 
AN a+y a+y a 
—— = = fes À = 5 = = 
NB y > y kə>a+y=ky>y E=1 
A distância entre os conjugados harmônicos é dada por: 
a a y a 2ak 
“tI SEFI p= k1 
ii 2ak 
 k?-1 
Para0 <k<1: 

y j 
S a) 0<k<1 
N A M B 

e—a m 
S L e EE NETRE a 
MB x CO CM k 
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RR ETE EE qe 
NB a+y cd y à ah 
Calculando a distância entre os conjugados harmônicos: 
ak a (ak(1 +k) +a(1-— k?) -a(1-k)) 
MN = — = — — E 
E 1- k 
T 2ak 
A-k 
Portanto, para qualquer valor de k, temos: 
wN 2ak 
Ik? — 1| 


2.4.4. Média Harmônica 


Dados AM e AN, podemos escrever AB como a média harmônica de AM e AN. 


Parak > 1: 
e—a -miM o k>1 
A M B N 
AM AN 
MB NB 
AM AN 
AB-AM AN-AB 
AM - AN — AB : AM = AB -AN — AM - AN 
AB(AM + AN) = 2AM : AN 
2AM : AN 
AB = IM+ AN 
Portanto: 


Essa fórmula é válida apenas para o caso k > 1. 


2.4.5. Divisão em Média e Extrema Razão 


Dado o ponto X, dizemos que X divide o segmento AB em média e extrema razão quando 
satisfaz a seguinte relação: 
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AB AX 
AX XB ? 
p, lê-se “phi”, é conhecido como a razão áurea ou número de ouro. Vamos calcular seu valor. 
Temos a seguinte figura: 


a b 
OM 
A X B 

AB AX 
AX XB 
a+b a 
a b 


a? — ab —- b? = 0 (1) 
A razão áurea é dada por: 
AX a 
”=XB7b 
Então, dividindo a equação (T) por b?, temos: 


G'-i-1-0 


Substituindo p = a/b: 
p-p-1=0 
Para encontrar o valor da razão, devemos calcular as raízes da equação. Lembrando que a 
razão sempre é um número não negativo, temos: 


1+vV5 1-vV5 1+v5 
Pp = = 


2 z M 
Como q > 0, temos: 
V5+1 
p= = 1,618 
2 
CURIOSIDADE 


Você sabia que podemos calcular a razão áurea usando um retângulo e um triângulo? 
Eles são conhecidos como retângulo áureo e triângulo áureo. Vejamos: 
Para o retângulo áureo, temos a seguinte figura: 
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D F C 
a a 
A a E b B 


Pela figura, vemos que o polígono AEFD é um quadrado de lado a. EF foi construído 
de tal forma que os retângulos ABCD e EBCF sejam semelhantes (os lados são proporcionais 
na mesma ordem), então: 

ABCD~EBCF 
AB BC 
AD BE 
a+b a 


a b 
a? — ab — b? = 0 
Já calculamos as raízes dessa equação, resolvendo-a, encontramos a razão áurea: 


Para o triângulo áureo: 


AD é a bissetriz do ângulo BÂC. Os triângulos ABC e ABD são isósceles. Como eles 
possuem os mesmos ângulos internos, podemos usar a propriedade da semelhança de 
triângulos: 

AABC-AABD 
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2.5. SEGMENTO ORIENTADO 


Quando fixamos o sentido de percurso de uma reta, obtemos uma reta orientada. Indicamos 
a direção da seta como o sentido positivo e ela é representada por uma seta: 


A B 
— o qm 
r 


A reta r é orientada. O segmento AB c r é um segmento orientado cuja direção é a mesma 
der e o sentido vai de 4 para B. 
Para indicar a medida de um segmento orientado AB, usamos a notação: 
|AB| = med(AB) 
Exemplo: 


A C B 
—— eoe o © > 
2 3 


AB + BC = 2 + (—3) = —1 
AC +CB =2+3=5 = AB 
AB+BA=5+(-5)=0 


Perceba que o segmento orientado AB possui sentido de 4 para B e o segmento orientado 
BA possui sentido de B para 4. Quando o sentido é contrário à direção da reta, devemos colocar o 
sinal negativo na medida do segmento. 


2.6. RAZÃO DE SECÇÃO DE SEGMENTOS ORIENTADOS 


Quando usamos segmentos orientados, a ordem com que os segmentos são apresentados 
importa no cálculo da razão. Vejamos alguns exemplos: 


2 3 
A C B 
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k = 
2 
-eoo 
A C B 
AB -5 5 
ka sn 
BC 3 3 


HORA DE 


PRATICAR! 


Exercícios de Fixação 


1. Determine x para que os pontos abaixo formem uma divisão harmônica. 


2x 2 4x 
e © =~ 44 


A M B N 


Resolução: 


Se os pontos formam uma divisão harmônica, temos: 
AM AN 
MB NB 
2x 2x+2+4x 
Ex o 4x 
6x + 2 
E 4x 
2x? — 3x —-1=0 
SEN 
=< 
Como a razão de segmentação deve ser um número positivo, obtemos: 


3 + V17 
A 


xX 


. 17 
Gabarito: x = m 


2. Os conjugados harmônicos M e N dividem o segmento AB de 40 cm na razão 4. Calcule 
MN. 


Resolução: 


Como a razão é k = 4 > 1, podemos usar a seguinte fórmula para distância entre os 
conjugados harmônicos: 
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TIR 2ak 
k?—1 
Pelo enunciado a = AB = 40: 
t= 2(40)(4) 
42 -1 
320 64 
e E 
Gabarito: MN = 64/3 
3. Os pontos A, M, Be N de uma reta formam uma divisão harmônica de razão m = Z =k, 
com k > 1. Se C é o ponto médio de MN, a razão CA/CB vale: 
a)k 
b) 2k 
c) k? 
d) k? — 1 


e) Nenhuma das anteriores. 
Resolução: 


Do enunciado, temos a seguinte figura: 


Calculando o valor de x: 


AM a-x a 
uU a Pe de 
Vimos que a distância entre os conjugados harmônicos é dada por: 
2ak 
MN = WD 
Como C é o ponto médio de MN, temos: 
ak 
CM = CN = EA 
Queremos calcular a razão CA/CB: 
CA AB+CB 
CB CB 
CB=CM-x 
ak a 
E A 
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ak — a(k — 1) 
CC 


CB =— 
k2—1 
CA at 1 
CB a 
k2—1 
(k?— 1+1) 
CA k —1 
CB 1 
(=) 
CA 
mo 
CB K 


unn 
c 


Gabarito: 
4. Demonstre a unicidade do ponto médio de um segmento AB. 


Resolução: 


Como vimos na aula teórica: 
Supondo que o ponto médio não é único, podemos ter os pontos médios M e N distintos 


tal que: 
AM = MB e AN = NB 
Temos dois casos: 


Caso 1) 


e ~ o o — o 
A M N B 
M está entre A e N, então AN > AM 
N está entre M e B, então MB > NB 
> AN > AM = MB > NB 
> AN > NB 
Absurdo! Pois, pela hipótese AN = NB. 


Caso 2) 


C a n 


A N M B 


N está entre A e M, então AM > AN 
M está entre N e B, então NB > MB 
=> AM > AN = NB > MB 
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> AM > MB 
Absurdo! Pois, pela hipótese AM = MB. 
Portanto, o ponto médio do segmento AB é único. 


Gabarito: Demonstração 


5. A,B eC são três pontos distintos de uma reta. Se AB = 3BC e AC = 32 cm, determine as 
medidas dos segmentos AB e BC. 


Resolução: 
ST T 
A B C 


O enunciado afirma que AC = 32, então: 
AC = 3x + x = 4x = 32 


x=8 
> AB = 3x = 24 
5 BC=x=8 


Gabarito: AB = 24e BC = 8 


6. P,Q e R são pontos colineares, determine PR, sendo PQ = 20 cm e QR = 12 cm. 
Resolução: 


Temos duas possibilidades: 


1) 
20 12 
o 00 
P Q R 
PR = 20 + 12 = 32 
2) 


PR=20-12=8 
Gabarito: PR = 32 ou 8 


7. AB e BC são segmentos adjacentes, cujos pontos médios são M e N, respectivamente. 
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Demonstrar que MN = 1/2(AB + BC). 
Resolução: 


Como AB e BC são segmento adjacentes, temos a seguinte figura: 


A M B N C 


De acordo com a figura: 
MN = BM + BN 


1 

BM =-AB 
2 

BN = L pc 
2 


MN = LAB + LBC 
2 2 


1 
> MN = zB + BC) 
Gabarito: Demonstração 


8. M éo ponto médio de um segmento AB e C é um ponto da reta AB externo ao segmento 
AB. Demonstrar que MC = 1/2(CA + CB). 


Resolução: 
e—a -m - a 
A M B C 
MC = MB + CB 
De acordo com a figura: 
CA = CB + AB 
AB = 2MB 
CA — CB 
CA = CB + 2MB => MB E 
CA — CB 
MC = = + CB 


1 
> MC = (CA + CB) 


Gabarito: Demonstração 
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3. ÂNGULOS 


3.1. REGIÃO CONVEXA E REGIÃO CÔNCAVA 


Um conjunto de pontos é convexo se, e somente se, para todo par de pontos 4 e B do 
conjunto, o segmento AB está inteiramente contida no conjunto. Caso contrário, esse conjunto de 
Exemplos: 


pontos é côncavo. 
Rı 
N Ro 
Ra 
Rs > 


Perceba que para os conjuntos R, e R,, todos os pontos 4 e B dentro desses conjuntos estão 
inteiramente contidos no conjunto. Isso não ocorre para os conjuntos R} e R4. Logo, os conjuntos 
R, e R, são convexos e os conjuntos R} e R, são côncavos. 


Usando símbolos matemáticos: 


R é convexa & (VABEReA+:B>ABCR) 
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R é côncava & (3A,BEReA:B>ABGR) 


3.2. DEFINIÇÃO DE ÂNGULO 


Chamamos de ângulo a figura formada por duas semirretas não colineares de mesma origem. 


B 


O ponto O é o vértice do ângulo e as semirretas OA e OB são os lados do ângulo. 


Perceba que, caso as semirretas não sejam opostas, o ângulo determina duas regiões 
angulares, um convexo e um côncavo. A região interna do ângulo R, é convexa e a região externa 
R, é côncava. «æ é a notação usada para representar o ângulo da região convexa e p é o ângulo da 
região côncava. Também podemos usar a notação a = AÔB = Ô. 


3.3. CLASSIFICAÇÃO DOS ÂNGULOS 


3.3.1. Ângulo Adjacente 


Dois ângulos são adjacentes se, e somente se, não tem pontos internos comuns. 


Exemplos: 


C 


AÔB e BÔC são adjacentes 
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A 
B 
O 
C 
AÔB e AÔC não são adjacentes, pois AÔB possui pontos internos comuns com AÔC 


3.3.2. Ângulo Consecutivo 


Dois ângulos são consecutivos se, e somente se, um lado de um deles coincide com o lado do 


A 
B 
O 
C 


AÔB e BÔC são consecutivos, pois possuem o lado OB em comum 


D 
A 
B 
O 
C 


AÔD e BÔC não são consecutivos, pois não possuem lado em comum 


outro. 


Exemplos: 
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C 


AÔC e AÔB são consecutivos, pois possuem o lado OA em comum 


3.3.3. Ângulos Opostos pelo Vértice 


Dois ângulos são opostos pelo vértice quando os lados de um deles são as semirretas opostas 
dos lados do outro. Consequentemente, esses ângulos são iguais. 


Exemplos: 


AÔB e CÔD são opostos pelo vértice 


Como OD é o oposto de OB e OC é o oposto de OA, temos AÔB + AÔD = 180º e CÔD + 
AÔD = 180º, logo AÔB = CÔD. 


A 


AÔB e CÔD não são opostos pelo vértice, pois o lado OD não é a semirreta oposta de OB 
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3.3.4. Ângulo Reto, Agudo, Obtuso e Raso 


LN 


ângulo agudo ângulo obtuso 


o 


ângulo reto ângulo raso 


Ângulo agudo é todo ângulo menor do que 90º. 
Ângulo obtuso é todo ângulo maior do que 90º. 
Ângulo reto é todo ângulo igual a 90º. 


Ângulo raso é todo ângulo igual a 180º. 


Agudo < 90º 
Obtuso > 90º 
Reto = 90º 
Raso = 180º 
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3.3.5. Ângulo Complementar, Suplementar, Replementar e Explementar 


complementar suplementar 


replementar explementar 


Complementar a + p = 90° 
Suplementar æ + p = 180° 
Replementar æ + B = 360° 
Explementar æ — p = 180° 


3.4. UNIDADES USUAIS DE MEDIDAS 


Atualmente, temos três unidades de medidas mais famosos: grau, grado e radiano. Vamos 
estudar cada um deles: 
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Radiano Grau 


ff 


Grado 


3.4.1. Grau 


Um grau (1º) é a unidade de medida determinada pela divisão de uma circunferência em 360 
partes iguais. Assim, se dividimos uma circunferência no meio, cada arco que obtemos terá a medida 
de 180º. 


180º 
> 
180º 


O grau pode ser subdividido em duas outras: 
Definimos um minuto por 1" e ele equivale a 1/60 do ângulo de um grau. 
Um segundo é representado por 1” e equivale a 1/60 do ângulo de um minuto. 
Dessa forma, temos as seguintes relações: 
= E e1” = E 
60 60 
1º = 60" (60 minutos) 
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1º = 60” (60 segundos) 


As medidas acima são conhecidas como sistema sexagesimal. 


3.4.2. Grado 


Um grado (1 gr) é a unidade de medida determinada pela divisão da circunferência em 400 
partes iguais. Dessa forma, se dividimos a circunferência no meio, cada arco terá a medida de 
200 gr. 


200gr 


200gr 
3.4.3. Radiano 


Um radiano (1 rad) é a unidade de medida igual ao comprimento do raio da circunferência. 
O comprimento total de uma circunferência é dado por: 


C = 20r 
Onde r é o raio da circunferência e C é o seu comprimento total. 
T, lê-se “pi”, e seu valor numérico é aproximadamente: 

m S 3,14 
Então, usando a fórmula: 


E comprimento de AB 
AB = —— >>>» >—>—» +» —— 
comprimento da unidade 


E tomando AÈ como o arco de uma volta completa na circunferência, temos: 
— BRT 
AB=——=2n 
r 
Assim, o arco de uma volta completa corresponde a 2r rad. 
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trad 


trad 


Veja o exemplo: 


1) Um arco de circunferência AB mede 10 cm e o raio da circunferência mede 5 cm. Calcule 
a medida do arco em radianos: 


Temos a seguinte figura: 


10cm 


Vamos usar a fórmula da medida do arco: 


— comprimento AB 


AB = - 
comprimento raio 
a 10 cm 
AOB = —— = 2 rad 
5 cm 


Vimos os três principais tipos de medidas usadas para os ângulos. Podemos estabelecer a 
seguinte equivalência entre elas: 
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2r rad = 360º = 400 gr 


A tabela abaixo esquematiza essas relações: 


ca | cu | rom] 
360º 400gr 2r rad 
180° 200gr mrad 


3.5. CONVERSÃO DE UNIDADES DE MEDIDA 


Para converter ângulos em sistemas de medidas diferentes, podemos aplicar a regra de três. 
Sendo G a medida em graus e g a medida em grados, a conversão de graus em radianos é dada por: 


360° — 400 gr 
G-g 


Aplicando a regra de três, temos: 
360g = 400G 


sc 
I= 


Para converter graus em radianos, podemos usar a mesma ideia. Sendo r a medida em 
radianos: 


360º — 2r rad 
G-r 
360r = 21G 


TT 
r= 180 
Vejamos um exemplo: 
Vamos fazer a conversão de 240° em grado e em radianos: 
Chamando de x e y os valores que queremos calcular, temos: 
360° — 2r rad 

240º — x 

Aplicando a regra de três: 


360x = 240 : 27 


A d 
rs auE TO 


Analogamente para grados: 


ĝo Aula 08 — Geometria Plana | 
x www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 08: ITA/IME 2020 


360º — 400gr 
240º — y 
360y = 240 - 400 
800 


V=- gr 


3.6.1. Definição 


Uma semirreta OC interna ao ângulo AÔB é bissetriz de AÔB se, e somente se, AÔC = BÔC. 
Na prática, a bissetriz é a semirreta localizada internamente na metade do ângulo. 


B 
O = C 
Q 
A 


Vamos demonstrar a unicidade da bissetriz. Suponha que OC e 0D sejam semirretas distintas 
e bissetrizes do ângulo AÔB. Então, temos pela definição: 


Exemplo: 


3.6.2. Unicidade da Bissetriz 
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Como 4ÔC = BÔC, temos: 
AÔĆ + CÔD = BOC — CÔD 


CÔD = —CÔD 
CcÔD = 0 
=> 0C = 0D 


Absurdo! Pois, por hipótese 06 e OD são distintos! 


Portanto, a bissetriz é única. 


HORA DE 


PRATICAR! 


Exercícios de Fixação 
9. Demonstre que dois ângulos opostos pelo vértice são congruentes. 


Resolução: 


AÔB e CÔD são opostos pelo vértice 


Como OD é o oposto de OB e OC é o oposto de 04, temos AÔB + AÔD = 180º e CÔD + 
AÔD = 180º, logo AÔB = CÔD. 


Gabarito: Demonstração 


10. Determine o complemento, suplemento e replemento do ângulo de 37º32'15”. 
Resolução: 

Esse ângulo está no sistema sexagesimal. 

Seja æ, P ey o complemento, suplemento e replemento do ângulo dado, respectivamente. 


Dessa forma, temos: 
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a = 90° — 37°32'15” 
Escrevendo 90° no sistema sexagesimal: 
a = 89°59'60” — 37°32'15” 
a = 52º27'45" 
Calculando o suplemento: 
p = 180º — 37º32/15” 
b = 179º59'60" — 37º32'15” 
B = 142º27'45” 
Calculando o replemento: 
y = 360º — 37º32/15” 
y = 359º59'60" — 37º32'15” 
y = 322º27'45" 
Gabarito: Complemento = 52º27'45", suplemento = 142º27'45" ereplemento = 
322º27'45" 
11. Determine a medida sexagesimal do suplemento do complemento do ângulo de 28,75 gr. 
Resolução: 
Inicialmente, vamos converter o ângulo de grado para graus: 
28,75 gr — x 
200 gr — 180º 
x= au :28,75º 
200 
x = 25,875º 
Escrevendo x no sistema sexagesimal: 
1º — 60" 
0,875º — y 
y = 60-0,875' = 52,5' 
1º — 60” 
0,5' — z 
z=60-0,5" = 30” 
> x = 25º52'30" 
Seja æ, o complemento de x, então: 
a = 90º — 25º52'30" 
a = 89º59'60” — 25º52'30” 
a = 64º7'30” 
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Seja }, o suplemento de a: 
p = 180º — 64º7'30" 
B = 179º59'60" — 64º7'30” 
B = 115º52'30” 
Gabarito: 115°52'30” 
12. Determine o menor ângulo formado pelos ponteiros de um relógio às 5h 10min. 
Resolução: 


Temos a seguinte situação: 


O ponteiro das horas percorre 30° quando completa 1 hora e o ponteiro dos minutos 
percorre 360° quando o ponteiro das horas completa 1 hora. Então, quando o ponteiro das 


: z , [360 
horas percorre 1º, o ponteiro dos minutos percorrerá =) *= 129. 


0 é o ângulo que o ponteiro das horas percorre quando o ponteiro dos minutos percorre 
60°. 
Usando uma regra de três, temos: 
horas — minutos 
1° — 12° 


O menor ângulo formado pelos ponteiros do relógio é dado por: 
0 + 90° = 95° 
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Gabarito: 95º 


13. Determine o menor ângulo formado pelos ponteiros de um relógio às 4h 42min. 
Resolução: 


Temos a seguinte situação: 


a é o ângulo do ponteiro dos minutos. Usando a regra de três para calcular a: 
minutos — graus 
60 — 360º 
42—-a 
42 


= ad 
k 60 


a = 252° 
Para calcular 0, podemos usar novamente a regra de três: 
horas — minutos 
30° — 360° 
0 — 252° 
0 = Sad -252 
360 
0 = 21° 
O menor ângulo formado pelos ponteiros do relógio às 4h42min é dado por: 
a — 0 — 120º = 252º — 21º — 120° = 111° 


Gabarito: 111° 


ĝo Aula 08 — Geometria Plana | 
p www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 08: ITA/IME 2020 


14.0X e OY são as bissetrizes de dois ângulos adjacentes, AÔB e BÔC ambos agudos, e tais 
que AÔB — BÔC = 36º. OZ é a bissetriz do ângulo XÔY, calcular o ângulo BÔZ. 


Resolução: 
Supondo que OX seja bissetriz de AÔB e OY, bissetriz de BÔC, temos: 


(Poderia ser o contrário, com OX, bissetriz de BÔC e OY, bissetriz de AÔB. O resultado 
seria o mesmo.) 


Sejam « e f os ângulos de AÔX e BÔY, respectivamente. Assim, temos: 
AÔX = BÔX = a 
BÔY = CÔY = B 
De acordo com o enunciado: 
AÔB — BÔC = 36° => 2a — 2B = 36° > a — B = 18° 
Queremos calcular BÔZ. Como OZ é bissetriz de XÔY: 
XÔZ =a -x (1) 
XÔZ = YÔZ = ß + x (ID 
Fazendo (1) — (II): 
0O=a-x-B-x 
RR 
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Gabarito: BÔZ = 9º 
15.As bissetrizes de dois ângulos consecutivos formam um ângulo de 38º. Um dos ângulos 
mede 41º. Calcular o outro ângulo. 
Resolução: 
Como são ângulos consecutivos, temos duas possibilidades: 


1) Um dos ângulos é interno ao outro: 


Nesse caso, temos: 


XÔY = XÔC + YÔC 
38º =qæ&—2x+x 


æ — x = 38° 


Se AÔB for o ângulo dado: 
2a = 41º > q = 20,5º 
æ — x = 38° > x = q — 38° > x = —17,5° 
Como x é negativo, essa situação não é possível. 
Se BÔC for o ângulo dado: 
2x = 41° > x = 20,5° 
æ — x = 38° > q = x + 38° > q = 58,5° 


Dessa forma, o outro ângulo é dado por: 


ĝo Aula 08 — Geometria Plana | 
b www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 08: ITA/IME 2020 


AÔB = 2a = 117º 


2) Os ângulos são adjacentes: 


Supondo que um dos ângulos seja AÔB, temos: 
2a = 41º > q = 20,5º 
æ + p = 38° > 6 = 17,5° 
Assim, o outro ângulo é dado por: 
26 = 35º 
Gabarito: 35º ou 117º 


16. Quatro semirretas OA, OB, OC e OD forma os ângulos adjacentes AÔB, BÔC, CÔD e DÔA, 
respectivamente proporcionais aos números 1, 2,4 e 5. Determine o ângulo formado pelas 
bissetrizes de AÔB e CÔD. 


Resolução: 


Temos a seguinte figura: 
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Queremos calcular o ângulo XÔY. Definindo AÔB = q, temos: 


AÔB = q 
BÔC = 2a 
CÔD = 4a 
DÔA = 5a 


A soma desses ângulos resulta no ângulo de 360º. Então: 
a + 2a + 4a + 5a = 360° 
12a = 360° 
a = 30º 
XÔY é dado por: 
XÔY = XÔB + BÔC + CÔY 


Gabarito: 135º 
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17.Do vértice de um ângulo traçam-se as semirretas perpendiculares aos seus lados. 
Demonstrar que o ângulo formado por essas semirretas e o ângulo dado são 
suplementares. 


Resolução: 


Supondo genericamente a seguinte situação: 


Podemos ver pela figura que: 
a +B+90º + 90º = 360º 
a + P = 180º 
“ æ e são suplementares 


Gabarito: Demonstração 


4. TRIÂNGULOS 


4.1. DEFINIÇÃO 
Dados três pontos A, B e C não colineares, os segmentos AB, BC e AC definem o triângulo 
ABC. 


Dizemos que A, B e C são os vértices do triângulo e os segmentos formados por esses pontos 
são os lados do triângulo. 
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a C 


a, b e c são os lados opostos dos ângulos A, B e C, respectivamente. 


4.2. CLASSIFICAÇÃO DOS TRIÂNGULOS 


4.2.1. Quanto aos lados 


Um triângulo é classificado em: 
Equilátero se, e somente se, todos os seus lados são congruentes. 
Isósceles se, e somente se, possui dois lados congruentes. 


Escaleno se, e somente se, nenhum lado é congruente. 


D 
A 
= F 
B equilátero C E isósceles 
X 
4 Z 


escaleno 
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4.2.2. Quanto aos ângulos 


Um triângulo é classificado em: 
Retângulo se, e somente se, possui um ângulo reto. 
Acutângulo se, e somente se, todos os ângulos internos são agudos. 


Obtusângulo se, e somente se, possui um ângulo obtuso. 


e X 
gx à Z 
B retângulo acutângulo 
D 
F 
E 
obtusângulo 


4.3. CEVIANAS NOTÁVEIS 


Definimos como ceviana qualquer reta que passa pelo vértice do triângulo. Vamos estudar as 
principais: 


4.3.1. Altura 


Usualmente, usamos a letra h para denotar a altura de um triângulo. Ela é um segmento que 
passa pelo vértice do triângulo e forma um ângulo reto com o lado oposto desse vértice. 
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E 
B H C 


AH é a altura do vértice A. 


4.3.2. Mediana 

A mediana de um triângulo é o segmento que passa pelo vértice e pelo ponto médio do lado 
oposto ao vértice. 

Na figura abaixo, AM é a mediana do vértice A. 


A 


w 
3 
Q 


4.3.3. Bissetrizes interna e externa 


A bissetriz interna de um triângulo é o segmento que divide o ângulo interno em dois ângulos 
congruentes. A bissetriz externa é o segmento que divide o ângulo externo em dois ângulos 
congruentes. 
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B B; C Be 


AB, é a bissetriz interna do AABC e AB, é sua bissetriz externa. 


4.4. CONDIÇÃO DE EXISTÊNCIA DO TRIÂNGULO 


Na geometria plana, temos o postulado da distância mínima que afirma: 
“A menor distância entre dois pontos é uma reta”. 
Por esse postulado, podemos estudar a condição de existência do triângulo. 


Assim, para um triângulo ABC, temos: 


B x C 


a<b+c 
b<atc>b-c<a 
c<atb>c-b<a 


lb-c|l<a<b+c 


Essa desigualdade é conhecida como desigualdade triangular. 
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4.5. CONGRUÊNCIA DE TRIÂNGULOS 


Podemos afirmar que dois ou mais triângulos são congruentes se, e somente se, todos os 
lados e ângulos internos deles forem congruentes na mesma ordem. 


Um postulado que consegue garantir a congruência de triângulos é o LAL, esse postulado gera 
outros teoremas que também provam a congruência de triângulos. Não veremos a demonstração 
dos teoremas, pois o que nos interessa é saber como aplicá-los. 


4.5.1. Postulado LAL (lado-ângulo-lado) 


Esse postulado diz que se dois triângulos tiverem dois lados e o ângulo entre esses lados 
congruentes, podemos afirmar que esses triângulos são congruentes. 


A A 
B C B' C” 


Â = Â' 
AB = A'B' > AABC = M4'B'C' 
AC 


4.5.2. Teorema ALA (ângulo-lado-ângulo) 


Se o lado e os ângulos adjacentes de dois triângulos forem congruentes ordenadamente, 
podemos afirmar que os triângulos são congruentes. 


A A' 
B C B' o 


Â = A 
AB = 4'B' > AABC = AA'B'C' 
b=B' 
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4.5.3. Teorema LLL (lado-lado-lado) 


Se os três lados de dois triângulos são ordenadamente congruentes, esses triângulos são 


congruentes. 
A A! 
B G B' C' 
AC=A'C 
AB = A'B' > MBC = MA'B'C' 
BC =B'C' 


4.5.4. Teorema LAA, (lado-ângulo adjacente-ângulo oposto) 


Se dois triângulos tiverem o lado, ângulo adjacente e ângulo oposto desse lado congruentes, 


então esses triângulos são congruentes. 


A 


B C B' 


Â' 
B => AABC = M'B'C' 
B'C' 


3 
Alw >» 


4.6. CONSEQUÊNCIA DO POSTULADO LAL 


4.6.1. Triângulo Isósceles 
Sabemos que um triângulo ABC é isósceles se, e somente se, possui dois lados iguais. 


Seja A4BC isósceles com AB = AC. Traçando-se a bissetriz no vértice 4, temos: 
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B D CB D D C 


Como AD é a bissetriz do vértice A, temos BÂD = CÂD. 


Usando o postulado LAL, sabemos que AABD = AACD. Então, os elementos 
correspondentes são congruentes: 


AABD = AACD 
AB = AC > BD = CD > AD é mediana 
> B=Ê 
ADB=A4DC=0>60+60=180º>6=90º> AD é altura 


Como AD é mediana e altura ao mesmo tempo, temos por definição que AD é mediatriz do 
triângulo ABC. Perceba que todos os pontos da mediatriz do segmento BC são equidistantes das 
extremidades B e C. Então, se não soubéssemos que o triângulo ABC era isósceles, pelo fato do 
segmento AD ser mediatriz, poderíamos afirmar que ele é isósceles. Isso pode ser provado pelo 
postulado LAL: 


BD = DC 
BDA = CDA > ABDA = ACDA > AB = AC 
DA = DA 


4.6.2. Teorema do Ângulo Externo 


O Teorema do Ângulo Externo diz que: 


Um ângulo externo de um triângulo é maior do que qualquer um dos ângulos internos não 
adjacente. 
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y' >a 
y >p 
Demonstração: 


Seja M o ponto médio do lado AC e D o ponto tal que BM = MD e B, M e D são colineares. 


D 


Temos: 


Como AMB e CMD são ângulos opostos pelo vértice temos que AMB = CMD. Então, 
usando o postulado LAL, podemos afirmar que ABAM = ADCM e consequentemente BÂM = 
DĈM. 


æ é ângulo interno a y’, logo y' > a. 
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Analogamente, tomando-se o ponto médio de BC, podemos provar que y’ > $B. 


4.6.3. Desigualdades no Triângulo 


Dado o triângulo ABC abaixo, temos: 


A 


B a C 


Podemos afirmar que o maior ângulo possui o maior lado oposto. 
Demonstração: 
Vamos provar a ida: 

a>b>c>a>ß>y 


Se a > b > c, podemos traçar o segmento AD tal que AADC seja isósceles com AC = DC: 


Como DÂC é ângulo interno a BÂC, temos q > 8. 
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ADC é ângulo externo ao triângulo ABD, então pelo teorema do ângulo externo temos 8 > 
Assim, encontramos: 


«>0>B>5]4>B 
Agora, vamos provar que 8 > y. Como b > c, podemos traçar AD tal que AB = AD = c: 


Como ADB é externo ao AADC, temos $ > y. 
Portanto: 

a>b>c>a>bB>y 
Para a volta, temos: 

«a>B>y>a>b>c 


Por hipótese, temos æ > ß. Vamos traçar AD tal que: 
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Como AABD é isósceles, temos AD = BD = x. Usando a desigualdade triangular no AADC: 
b<x+(a-x) 
>b<a 


Pela hipótese, também podemos afirmar que ß > y e traçar AD dessa forma: 


ABDC éisósceles > BD =CD=x>AD=x-c 
Usando a desigualdade triangular no AADC: 


lx—-c—x|<b 
>c <b 
Portanto: 


«a>B>y>a>b>c 


4.7. ÂNGULOS DE RETAS PARALELAS 


Sejam as retas r,s, t dadas tal que r//s e t cruza as outras duas. Os ângulos formados pelo 
cruzamento de t com r e s possuem uma relação entre eles, veja: 
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Os ângulos «,, «5, «3, «4 são congruentes e os ângulos £4, B>, Bs, B4 são congruentes. 
&ı = Q = Q3 = a4 
Pı = P2 = P3 = P, 


Esses ângulos recebem as seguintes denominações: 


Classificações Par de ângulos 


. 4 € Az 
Alternos internos 
Bo e Bs 
Q € Qu 
Alternos externos 
pı e Ba 
= æ e P3 
Colaterais internos 
P2 e as 
' q, e P, 
Colaterais externos 
æ, e Bi 


Demonstração: 
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Queremos provar: 

a=bBeor//s 
Vamos provar a ida: 

a=b>r//s 


Suponha que r não seja paralela a s, então pelo Postulado V de Euclides temos quer e s se 
interceptam em um ponto P. Temos dois casos possíveis: 


1) 


O ângulo a é externo ao triângulo ABP. Pelo teorema do ângulo externo, temos a > $. 
2) 


O ângulo f é externo ao triângulo ABP. Pelo teorema do ângulo externo, temos fp > a. 


Absurdo! Pois, por hipótese temos « = 8. Logo, a = 6 > r//s. 
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Agora, vamos provar a volta: 
rils>a=B 


Suponha que exista uma retar' tal que a = g’. 


Como a = q”, temos r'//s. Então, as retas r e r' são paralelas à reta s. Pelo quinto postulado 
de Euclides, temos r = 7", logo a' = $p. Portanto, a = $. 


4.8. TEOREMA ANGULAR DE TALES 


|) A soma dos ângulos internos de um triângulo é igual a 180º. 


A 


5 


N A 
B C 


a+ B +y = 180° 


II) O ângulo externo de um triângulo é igual à soma dos dois ângulos internos não adjacentes 
a ele. 
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Demonstração: 
|) A soma dos ângulos internos de um triângulo é igual a 180º. 


Traçando-se as retas r e s tal que BC c s, A Cc rer//s. 


æ, B’ e y' são elementos de um ângulo raso, então æ + B' +y' = 180º. 
Como r//s, temos $ =B'ey = y'. Portanto: 
a +ß +y = 180° 


II) O ângulo externo de um triângulo é igual à soma dos dois ângulos internos não adjacentes 
a ele. 
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A 

/N 
0 
N A 
B C 


Podemos ver que y + 0 = 180° > y = 180° — 0. 
Pelo Teorema I, sabemos que æ + 6 +y = 180º. 
Substituindo o valor de y na equação acima, temos: 
æ + B + (180° — 8) = 180° 
«0=a+f 


4.9. RELAÇÕES MÉTRICAS NO TRIÂNGULO RETÂNGULO 
A 
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Relações métricas no triângulo retângulo 


(V) bh=cn 
RS ch = bm 
| (VID Pitágoras Pitágoras = | espe | espe e 
(VIIN 
Demonstração: 
B D D C 


Podemos ver que os triângulos ABC, DBA, DAC são semelhantes. Assim, temos: 
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"e ih = ah 

o ud 

a E E 
AABC~ADBA > 4- = — > c^ = am 

c m 

b h 

-= — > ch = bm 

c m 

a b p 

= — 3 = 

Re. an 

a b 
AABC~ADAC > 2 po be=ah 

É 

RR T 

c h Ei 

Tat ike 

A = en 

c b 
ADBA~ADAC > 4 — = -=> ch = bm 

m h 

m h 

— =--> hk? =mn 

h n 


*Na próxima aula, veremos com mais detalhes os critérios de semelhança. Saiba que quando 
os ângulos internos de dois triângulos são congruentes, podemos afirmar que ambos são 
semelhantes. 


z E F 1 1 1 
Já estudamos o Teorema de Pitágoras, podemos usá-la para provar T a 
1 1 œ+b? 
b2 t c2 be 
Usando o Teorema de Pitágoras, temos: 


1 1 a? 
b2 c2 T pc? 


Pela relação (IV): 


Substituindo na equação: 


1 1 a? 
D2? c2 aih? 
Portanto: 
1 1 1 
b2"c2 k 


ĝo Aula 08 — Geometria Plana | 
www.estrategiavestibulares.com. br 


« 


Professor Victor So 
Aula 08: ITA/IME 2020 


HORA DE 
PRATICAR! 


Exercícios de Fixação 


18.0s lados de um triângulo formam uma PG de razão q. Para que este triângulo exista, 
determine as condições de q. 


Resolução: 


Sejam a, aq, aq”, os lados de um triângulo. Então, verificando a condição de existência do 
triângulo pela desigualdade triangular: 


laq — aq?| < a < aq + aq? 
Como a é um lado de um triângulo, temos a > 0. Dessa forma: 
lq-q°|<1<q +q? 
Rc í q2+q-1>0 (1) 
lIg—q*|<1 -1 <q-q? <1 (ID 
Resolvendo (1): 
q?+q-1>0 


Encontrando as raízes: 


Estudo do sinal: 


—1-vV5 —1+V5 


q < ouqg>-——— 


2 
Como aq é um lado do triângulo e a > 0, temos q > 0. Então: 


Resolvendo (II): 
-1 <q-q?<1 
Rc (IN 
q2—-q+1>0 (IV) 
Para a inequação (III), temos: 


q—-q-1<0 
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Raízes: 


Estudo do sinal: 


1-5 1+/5 
2 = q 2 
Mas q > 0, logo: 
1+/5 
0<q< P 
Para (IV): 
q?—-q+1>0 


Essa inequação não possui raízes reais, pois À < O: 
AÁ=-3<0 
Como essa função possui concavidade para cima, temos que Yq ER > q? —-q+1>0. 


Então, as condições de q são dadas pela intersecção dos resultados encontrados: 


1+/5 <q< 1+V5 
2 2 
Gabarito: A <q< teve 
19.Sabendo-se que r//s//t, calcule x. 
35º 


127º 


Resolução: 
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Usando a propriedades dos ângulos de retas paralelas e ângulos opostos pelo vértice, 
temos: 


Pela figura, podemos ver que: 


127º — x = 35º 
x = 92º 


Gabarito: 92º 


20. Dada a figura abaixo e sabendo que r//s, demonstre que x = a + $. 
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Resolução: 
Podemos traçar a reta t tal que t//s//r: 


T 


Usando a propriedade dos ângulos opostos pelo vértice: 


r 


Podemos ver pela figura que: 


x=a+B 
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Gabarito: Demonstração 


21.Sabendo que r//s. Determine o valor de x. 


Resolução: 


Escrevendo os ângulos correspondentes na figura, temos: 
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Somando os ângulos, temos: 


2x + 3x + 100º = 360º 


5x = 260º 
x = 52º 
Gabarito: 52º 
22.Determine x e y: 
a) 
C 
3 4 
A D B 
e—a 
b) 
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Resolução: 
a) 
C 
3 4 
A D B 


Usando as relações métricas do triângulo retângulo, temos: 
xy =3:4 
Pelo Teorema de Pitágoras: 


x =324+425x=5 


Substituindo x na equação: 


5y = 12 > y = 12/5 
b) 


C 


AABD é retângulo 
Usando o Teorema de Pitágoras no AABD: 
8? = x? + y? > x? + y? = 64 (D) 
AABD~ABDC 
x 


Iola 
=)? = 12x (11) 


Substituindo (IT) em (1): 
x? +12x—64=0 
x = (—6 + V100) = —16 ou 4 
Como x > 0, temos x = 4. 


Substituindo x em (II): 
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y=43 
Gabarito: a) x = 5 e y = 12/5 b) x = 4 e y = 4V3 


23. Determine x: 


a) 


b) 
B 
2V5 $ 
A D C 
— 5j —m 
Resolução: 
a) 


-H 2. 


B 4 C 


Fazendo AD = y e aplicando o teorema de Pitágoras nos triângulos ABD e ADC: 
3? = x? + y? (1) 
6? = y? + (x +4? (D 
Subtraindo (ID) — (D: 
36 — 9 = (x + 4} — x? 
27=(x+4-x)(x+4+x) 
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b) 


2V5 5 


A D C 


a 5 ——————+— 


Fazendo AD = y e aplicando o teorema de Pitágoras: 
AABD: 
(2V5) =x? +y? (1) 
ABDC: 
5? = x? + (5 — y)? (ID 
Subtraindo (IID) — (1): 
25- 20 = (5 - y}? — y? 
5=(5-y-y)(5-y +y) 
1=5-2y 
2y =4 
y=2 
Substituindo y em (I): 
20 = x? + 2? 
x? = 16 
x =4 
Gabarito: a) x = 9/8 b)x = 4 


24.0 AABC é retângulo em Be CD = 2 - BD. Calcule x. 
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Resolução: 
Fazendo 4B = be BD = a, temos CD = 2a. Perceba que os triângulos ABD e ABC são 


semelhantes, pois possuem todos os ângulos internos congruentes: 


A 


B a D 2a C 
Assim, calculando as razões entre os triângulos: 
AABD~ACBA 
BD _ 4B 
AB BC 
E 
bo 3a 
b? = 3a? 
b = V3a 
O ângulo x é dado por: 
maten 
gx = b vV3a 3 
x = 30° 
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Gabarito: x = 30º 


25. Na figura a seguir temos AM = MB. Calcule a medida de AB. 


C 

D 
a 

b 
A M B 

Resolução: 

C 
a 
A 


Sabendo que a soma dos ângulos internos de um triângulo é 180°, temos: 
0 +a = 90° (I) 
Bb +y = 90º (ID 
Sendo M um ângulo raso: 
a +bB+90º = 180º 
a + p = 90º (III) 
Fazendo (II) — (II): 
a-y=03]Â4=y 
Fazendo (II) — (I): 
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Os triângulos ACM e BMD são congruentes, logo: 
a MB 


AM b 
ab = MB - AM 
Como AM = MB = x, temos: 
x? = ab > x = Vab 
Assim, a medida de AB é dada por: 
AB = 2x = 2Vab 
Gabarito: AB = 2Vab 


26. Na figura abaixo temos MBC = BÂC,AB = 3,BC = 2 e AC = 4. Calcule as medidas dos 
segmentos MC e MB. 


A 


Resolução: 
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B 2 C 


Os triângulos BMC e ABC são semelhantes, pois todos os ângulos internos são 
congruentes: 


A 


B 


Fazendo a semelhança dos triângulos: 


AABC-ABMC 
AR a 
AC BC 
aY 
4 2 

3 
à dia 
AC BE 
BC MC 
ag 
2 x 
x=1 


Gabarito: MC = 1e MB = 3/2 
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5. LISTA DE QUESTÕES 


© LISTA DE a 
QUESTÕES 
27. (Desafio - Triângulo Russo) 


Sabendo que o triângulo ABC é isósceles com AB = BC. Se B = 20º, DÃC = 60º e AĈE = 
70º, calcule x. 


28. (Elementos da Matemática Volume 2) 
ABC é um triângulo no qual À = 120º; Me N são pontos do lado BCtais que MB = ABe NC = 
AC. Calcular o ângulo MÂN. 


29. (Portugal — 98) 
Na figura seguinte, AD = BC. 


AD 


Quanto mede o ângulo DÃC? 
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ITA 


30. (ITA/2011) 

Seja ABC um triângulo retângulo cujos catetos AB e BC medem 8 cm e 6 cm, respectivamente. 
Se D é um ponto sobre AB e o triângulo ADC e isósceles, a medida do segmento AD, em cm, 
é igual a 


a) 3/4 

b) 15/6 
c) 15/4 
d) 25/4 
e) 25/2 


31. (ITA/2008) 

Considere o triângulo ABC isósceles em que o ângulo distinto dos demais, BÂC, mede 40°. 
Sobre o lado AB, tome o ponto E tal que AĈE = 15°. Sobre o lado AC, tome o ponto D tal 
que DÊC = 35°. Então, o ângulo EDB vale 


a) 35° 
b) 45° 
c) 55° 
d) 75° 
e) 85° 


32. (ITA/1984) 
Sejam as afirmações: 


|. Por um ponto passa uma única reta; 

Il. Um ponto e uma reta determinam um plano; 

III. Se dois pontos de uma reta pertencem a um plano então a reta está contida nesse plano; 
IV. Por um ponto situado fora de uma reta, existe uma reta paralela à reta dada. 

Podemos garantir que: 

a) Apenas Ill é verdadeira. 

b) le II são falsas. 

c) Apenas I é falsa. 

d) Apenas II e Ill são verdadeiras. 


e) Apenas Ile IV são verdadeiras. 
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33.(ITA/1978) 
Quais as sentenças falsas nos itens abaixo? 


l. Se dois planos são secantes, todas as retas de um deles sempre interceptam o outro plano; 


Il. Se em dois planos, num deles existem duas retas distintas paralelas ao outro plano, os planos 
são sempre paralelos; 


III. Em dois planos paralelos, todas as retas de um são paralelas ao outro plano; 


IV. Se uma reta é paralela a um plano, em tal plano existe uma infinidade de retas paralelas 
aquela reta; 


V. Se uma reta é paralela a um plano, será paralela a todas as retas do plano. 
a) 1; Il; II 

b) l; I; V 

c) 1; H; IV 

d) 1; 11; IV 

e) N.D.A 


34. (ITA/1987) 
Qual das afirmações abaixo é verdadeira? 


a) Três pontos, distintos dois a dois, determinam um plano. 
b) Um ponto e uma reta determinam um plano. 
c) Se dois planos distintos têm um ponto em comum, tal ponto é único. 


d) Se uma reta é paralela a um plano e não está contida neste plano, então ela é paralela a 
qualquer reta desse plano. 


e) Se « é o plano determinado por duas retas concorrentes r e s, então toda reta m desse plano, 
que é paralela a r, não será paralela à reta s. 


35. (ITA/Modificada/2013) 
Das afirmações: 


|. Duas retas coplanares são concorrentes; 
Il. Duas retas que não têm ponto em comum são reversas; 


HI. Dadas duas retas reversas, existem dois, e apenas dois, planos paralelos, cada um contendo 
uma das retas; 


É (são) verdadeira(s) apenas: 
a) Ill 

b)lelll 

c)lle ll 
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d) Apenas | 


e) Apenas le IlI 


36. (ITA/2011) 
Entre duas superposições consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um relógio, 
o ponteiro dos minutos varre um ângulo cuja medida, em radianos, é igual a: 


37. (IME/2019) 
Considere as afirmações abaixo: 


|) se três pontos são colineares, então eles são coplanares; 

II) se uma reta tem um ponto sobre um plano, então ela está contida nesse plano; 

III) se quatro pontos são não coplanares, então eles determinam 6 (seis) planos; 

IV) duas retas não paralelas determinam um plano; 

V) se dois planos distintos têm um ponto em comum, então a sua interseção é uma reta. 
Entre essas afirmações: 

a) apenas uma é verdadeira; 

b) apenas duas são verdadeiras; 

c) apenas três são verdadeiras; 

d) apenas quatro são verdadeiras; 


e) todas são verdadeiras. 


38. (IME/2016) 
Sabendo-se que os números reais positivos a,b e c formam uma progressão geométrica e 


5 3b ~ O a 
log (=), log (=) e log (=) forma uma progressão aritmética, ambas nessa ordem, então se 
pode afirmar que a,b ec 


a) formam os lados de um triângulo obtusângulo. 
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b) formam os lados de um triângulo acutângulo não equilátero. 
c) formam os lados de um triângulo equilátero. 
d) formam os lados de um triângulo retângulo. 


e) não podem formar os lados de um triângulo. 


6. GABARITO 


27.x = 30º 
28.30º 
29.100º 


ITA 


30.d 
31.d 
32.b 
33.b 
34.e 
35.a 
36.c 


37.b 
38.e 


7. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


27. (Desafio - Triângulo Russo) 
Sabendo que o triângulo ABC é isósceles com AB = BC. Se B = 20º, DÂC = 60º e AĈE = 
50º, calcule x. 
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Comentários 


Essa é uma questão clássica de geometria conhecida como triângulo russo. O segredo nessa 
questão é traçar um segmento de tal forma que gere triângulos isósceles. Como ABC é isósceles, 
temos: 


BÂC = BĈA = a 
2a + 20° = 180º 
a = 80° 
Vamos construir o segmento AF tal que FÃC = 20º: 


B 
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Sabendo que a soma dos ângulos internos de um triângulo é 180º, então para os triângulos 


AEC, ADC e AFC, temos: 
AAEC > AÊC + 50º + 80º = 180º > 4ÊC = 50º 


AADC > ADC + 60º + 80º = 180º > 4DC = 40º 


AAFC > AFC + 80º + 20º = 180º > AFC = 80º 
B 


Perceba que: 
AAFC é isósceles, então AF = AC 
AAEC é isósceles, então AE = AC 
AAFD é isósceles, então AF = FD 


B 
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Note o ângulo EÃF = 60º, vamos construir o triângulo AFE: 


B 


AAFE é isósceles, então AÊF = AFE 


Como EÂÃF = 60º é o vértice do triângulo, temos que AA4FE é equilátero com AÊF = AFE = 
60º. Então, AE = AF = EF. 


AEFD é isósceles, então FÉD = FDE 
Calculando EÊ D: 
EFD + 60º + 80º = 180º > EFD = 40º 
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Calculando os ângulos da base do AEFD: 
FÊD = FDE = x + 40º 
x + 40º + x + 40º + 40º = 180º 
2x = 60º 
+ x = 30º 
Gabarito: x = 30º 


28. (Elementos da Matemática Volume 2) 


ABC é um triângulo no qual À = 120º; Me N são pontos do lado BC tais que MB = AB e NC = 
AC. Calcular o ângulo MÂN. 


Comentários 


1805 
A 180° — 28 
B N M 
Seja « e 6 os ângulos da base MN do triângulo AMN. 


Como MB = AB, o AABM é isósceles de base AM, logo BÂM = AMB = q. Assim, temos que 
ABN = 180 — 2a. Analogamente, AACN é isósceles de base AN (pois NC = AC). Desse modo, 
CNA=CÂN=B>AÉN=I80-2p. 


Do enunciado, temos que BÂC = 120º. Logo, podemos escrever que: 
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180º — 2a + 180º — 26 + 120º = 180º 


> a +f = 150º 
MÂN = 180º — (a + £) 
MÂN = 30° 
Gabarito: 30° 
29. (Portugal — 98) 
Na figura seguinte, AD = BC. 
D A 
S> B 
<D 
C 


Quanto mede o ângulo DÂC? 
Comentários 
Da questão, podemos perceber que CÂB = 180° — 70° — 55° = 55º. 


Logo, o triângulo AABC é isósceles com AC = AB. Porém pelo enunciado temos AD = BC 
o que implica que AD = AC. Assim, AADC é isósceles com ADC = 40º. Portanto: 


DÃC = 180º — 40º — 40º = 100º 
Gabarito: 100º 


ITA 


30. (ITA/2011) 

Seja ABC um triângulo retângulo cujos catetos AB e BC medem 8 cm e 6 cm, respectivamente. 
Se D é um ponto sobre AB e o triângulo ADC e isósceles, a medida do segmento AD, em cm, 
é igual a 


a) 3/4 

b) 15/6 
c) 15/4 
d) 25/4 
e) 25/2 


Comentários 
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De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 


A 


B 6 C 
Como o ABDC é retângulo, podemos aplicar o teorema de Pitágoras: 
x? = (8 — x)? + 6? 
x? = x? — 16x + 64 + 36 


16x = 100 
25 
“4 


Gabarito: “d”. 


31. (ITA/2008) 

Considere o triângulo ABC isósceles em que o ângulo distinto dos demais, BÃC, mede 40º. 
Sobre o lado AB, tome o ponto E tal que AĈE = 15º. Sobre o lado AC, tome o ponto D tal 
que DÊC = 35º. Então, o ângulo EDB vale 


a) 35º 

b) 45º 

E) 55° 

d) 75º 

e) 85º 
Comentários 


De acordo com o enunciado do problema, temos: 
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Como AABC é isósceles, temos ABC = AÉB = 6. Desse modo: 
40º + 6 + 6 = 180º 
2B = 140º 
B = 70º 
> BCE = 55º 
> EBD = 35º 


Pelo ABFC: 


35º + 55º + BÊC = 180º 
BÊC = 90º > ABFC é retângulo 
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BFE = 90° > BÊF = 55º 
Então, BEC é isósceles. 
ABFE~ABFC > CF = FE 
Como EÊD e BÊC são opostos pelo vértice, temos que EFD = 90º. 


C 


DF é altura e mediana do triângulo DEC, logo DF é mediatriz e ADEC é isósceles. Então, 
DÊC = DCE = 15º. 
Portanto, pelo ADFE: 
15º + 90º + æ = 180º 
a = 75º 
Gabarito: “d”. 
32. (ITA/1984) 
Sejam as afirmações: 
|. Por um ponto passa uma única reta; 
Il. Um ponto e uma reta determinam um plano; 
III. Se dois pontos de uma reta pertencem a um plano então a reta está contida nesse plano; 
IV. Por um ponto situado fora de uma reta, existe uma reta paralela à reta dada. 
Podemos garantir que: 
a) Apenas Ill é verdadeira. 
b) le Il são falsas. 
c) Apenas | é falsa. 
d) Apenas Ile Ill são verdadeiras. 


e) Apenas Ile IV são verdadeiras. 
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Comentários 
I. Falso. Por um ponto passam infinitas retas. 


Il. Falso. Podemos pensar no postulado da determinação, em que três pontos não colineares 
determinam um plano. Se tomarmos dois pontos, os quais determinam uma reta, teremos uma reta 
e um ponto determinando um único plano. Porém na questão não fica claro se são três pontos 
colineares ou não, o que torna o item falso. 


HI. Verdadeiro. Pelo postulado da inclusão. 


IV. Verdadeiro. Pelo postulado das paralelas, temos que, por um ponto P externo à uma reta 
r dada, existe uma única reta s, paralela à r, passando por P. 


Gabarito: “b”. 
33.(ITA/1978) 
Quais as sentenças falsas nos itens abaixo? 
|. Se dois planos são secantes, todas as retas de um deles sempre interceptam o outro plano; 


Il. Se em dois planos, num deles existem duas retas distintas paralelas ao outro plano, os planos 
são sempre paralelos; 


III. Em dois planos paralelos, todas as retas de um são paralelas ao outro plano; 


IV. Se uma reta é paralela a um plano, em tal plano existe uma infinidade de retas paralelas 
aquela reta; 


V. Se uma reta é paralela a um plano, será paralela a todas as retas do plano. 


a) 1; 11; M 
b) 1; Il; V 
c) 1; Il; IV 
d) Il; HH; IV 
e) N.D.A 


Comentários 


I. Falso. Existem retas em um plano que são paralelas ao outro plano. Podemos escolher uma 
reta de um plano paralela à reta formada pela intersecção dos planos dados e garantir que essa reta 
será paralela ao outro plano, pois é paralela a uma reta contida nesse outro plano. Sendo assim, 
nem todas as retas de um plano intersectam o outro. 


Il. Falso. Vamos supor que existam dois planos secantes S4 e S,. Podemos pegar duas retas, r 
es, paralelas e distintas do plano S4, que são paralelas à reta gerada pela intersecção desses planos. 
Nesse caso, as retas r e s serão paralelas ao plano S,, o que torna a afirmação falsa. 


HI. Verdadeiro. No caso de dois planos paralelos e distintos, temos que toda reta de um será 
paralela ao outro, uma vez que não existirá intersecção entre essas retas e o plano. 


IV. Verdadeiro. Existem infinitas retas paralelas e distintas em um plano. Escolhendo-se essas 
retas de forma que sejam paralelas à reta externa ao plano dado, temos que, se uma reta é paralela 
a um plano, ela será paralela a uma infinidade de retas desse plano. 
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V. Falso. Podemos tomar retas do plano que são perpendiculares à reta. 
Gabarito: “b”. 
34. (ITA/1987) 
Qual das afirmações abaixo é verdadeira? 
a) Três pontos, distintos dois a dois, determinam um plano. 
b) Um ponto e uma reta determinam um plano. 
c) Se dois planos distintos têm um ponto em comum, tal ponto é único. 


d) Se uma reta é paralela a um plano e não está contida neste plano, então ela é paralela a 
qualquer reta desse plano. 


e) Se æ é o plano determinado por duas retas concorrentes r e s, então toda reta m desse plano, 
que é paralela a r, não será paralela à reta s. 


Comentários 
a) Falso. Pegadinha! Três pontos não colineares determinam um plano. 
b) Falso. De novo, pegadinha! Uma reta e um ponto fora dela determinam um plano. 


c) Falso. Dois planos distintos com um ponto em comum são secantes e, portanto, a 
intersecção entre eles será uma reta. 


d) Falso. A reta fora e a reta no plano podem ser reversas. 


e) Verdadeiro. Tomemos o ponto de intersecção das retas r e s. Tomemos agora uma reta m 
paralela à r. Pelo postulado das paralelas, só existe uma reta passando pelo ponto de intersecção 
das retas que é paralela à m que, por definição, é a reta r. Logo, o item é verdadeiro. 


nm 
. 


Gabarito: “e 
35. (ITA/Modificada/2013) 
Das afirmações: 
|. Duas retas coplanares são concorrentes; 
Il. Duas retas que não têm ponto em comum são reversas; 


Ill. Dadas duas retas reversas, existem dois, e apenas dois, planos paralelos, cada um contendo 
uma das retas; 


É (são) verdadeira(s) apenas: 
a) II 
b) Ie Ill 
c)lle ll 
d) Apenas I 
e) Apenas Ie Il 
Comentários 

I. Falso. Elas podem ser paralelas. 
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Il. Falso. Retas paralelas também não possuem ponto em comum. 


IIl. Verdadeiro. Sejam r e s retas reversas. Da definição de retas reversas, não existe um plano 
que contenha essas duas retas e, portanto, elas não podem ser coplanares. Seja s' a reta que passa 
por s e é paralela à r; e r' a reta que passa por r e é paralela a s. s e s' são concorrentes e, portanto, 
determinam um plano S. Como s” é paralela à r, o plano S também será paralelo a r. Analogamente, 
para r e 7”, essas retas determinam um plano R que é paralelo à s. Assim, sendo R o plano que 
contém r; e S o plano que contém s, então Re S são paralelos entre si e são únicos. 


Gabarito: “a”. 


36. (ITA/2011) 
Entre duas superposições consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um relógio, 
o ponteiro dos minutos varre um ângulo cuja medida, em radianos, é igual a: 

231 


ala 
13 
b) = 
6 
24 
c) 
11 
25 
d) £= 
11 
7 
e) Z 


3 
Comentários 


Para resolver esse problema, vamos supor que a posição do primeiro encontro do ponteiro 
das horas com o ponteiro dos minutos ocorre em 12 horas. 


Agora, devemos achar o ângulo que o ponteiro dos minutos percorre até encontrar o 
ponteiro das horas no segundo encontro. 


Primeiro, o ponteiro dos minutos percorre 27 rad até voltar à posição inicial. Nesse período, 
o ponteiro das horas percorre 0. A partir daí, até o encontro, o ponteiro dos minutos percorrerá 
0 + x eo das horas, x. Dessa forma, podemos montar uma regra de três. 
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0+x — x 
TT 
2rx=(0 +x) 


Mas quando o ponteiro dos minutos percorre 27 rad, o ponteiro das horas percorrerá 
n/6rad, logo 0 = m/6e, portanto, 


T T 
2mx=(0 + x)? 12nx = (z +x) x > 12x: 6 = r + 6x > 66x = 1 


TE 
X= 66 
Então, o ângulo varrido pelo ponteiro dos minutos é: 
241 
S=20 + z + TETU 


m 
. 


Gabarito: “c 


Oooo E 


37. (IME/2019) 
Considere as afirmações abaixo: 


|) se três pontos são colineares, então eles são coplanares; 
II) se uma reta tem um ponto sobre um plano, então ela está contida nesse plano; 
III) se quatro pontos são não coplanares, então eles determinam 6 (seis) planos; 
IV) duas retas não paralelas determinam um plano; 
V) se dois planos distintos têm um ponto em comum, então a sua interseção é uma reta. 
Entre essas afirmações: 
a) apenas uma é verdadeira; 
b) apenas duas são verdadeiras; 
c) apenas três são verdadeiras; 
d) apenas quatro são verdadeiras; 
e) todas são verdadeiras. 
Comentários 
|) Verdadeiro. 


Como os três pontos são colineares, eles estão numa mesma reta. Toda reta está contida em 
um plano. 


II) Falso. 
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A reta pode ser secante ao plano. 
HI) Falso. 


Três pontos determinam um plano. Sendo os quatro pontos não coplanares, podemos 
calcular o número de planos que podemos formar com esses pontos usando a combinação simples: 


41 


ETR TR 


C43 = 


IV) Falso. 
Podemos ter retas reversas e, nesse caso, elas não pertencem num mesmo plano. 
V) Verdadeiro. 


Sendo os dois planos distintos, eles não são coincidentes. Como eles possuem um ponto em 
comum, eles também não podem ser paralelos. Logo, a interseção desses planos forma uma reta. 


Gabarito: “b”. 


38. (IME/2016) 
Sabendo-se que os números reais positivos a,b e c formam uma progressão geométrica e 


5 3b E Š 
log =), log (>) e log (=) forma uma progressão aritmética, ambas nessa ordem, então se 
pode afirmar que a,b ec 


a) formam os lados de um triângulo obtusângulo. 

b) formam os lados de um triângulo acutângulo não equilátero. 
c) formam os lados de um triângulo equilátero. 

d) formam os lados de um triângulo retângulo. 

e) não podem formar os lados de um triângulo. 

Comentários 
Do enunciado, temos: 
(a,b,c) é uma PG 


> b? = ac 


(log (=) log (>) log (=) é uma PA 
3b 5c a 
> 2log (==) = log (5) + log (55) 


os (e) = lE (55) 


- (53) -5 
5c 3b 

(3b)? = (5c)º 
3b = 5c 
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Usando a informação da PG: 


b? = ac 
5 2 
(5º) = ac 
a: 

a = 9º 


Então, temos a sequência: 


25 5 
a,b,c = (Ze,že,c) 
( ) 743 
Se a,b,c forem os lados de um triângulo, podemos verificar a condição de existência do 
triângulo: 
25 5 10 


o ag É 


Portanto, a diferença dos lados adjacentes resulta em um número maior que o próprio lado, 
logo a, b,c não podem formar os lados de um triângulo. 


Gabarito: “e”. 


8.CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da aula inicial de Geometria Plana. O importante nessa aula é aprender 
bem os capítulos de ângulos e triângulos. Pois, o conteúdo desses capítulos pode potencialmente 
cair no seu vestibular. 


Não é necessário decorar as relações métricas no triângulo retângulo, mas você deve saber 
deduzir aquelas fórmulas. 

Na próxima aula, continuaremos o assunto de Geometria Plana e veremos tópicos mais 
avançados e que podem nos ajudar a resolver as questões dos vestibulares. 

Quaisquer dúvidas, críticas e sugestões entre em contato! Será um prazer atendê-lo! 
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INTRODUÇÃO 


Olá, 
Na aula passada, estudamos alguns tópicos de geometria plana. Vimos o que é a geometria 
Euclidiana e também conceitos de retas, ângulos e triângulos. Nessa aula, estudaremos o teorema 


de Tales e usaremos esse teorema para provar semelhança de triângulos. Também veremos como 
calcular as cevianas de um triângulo qualquer e quais os pontos notáveis de um triângulo. 


Tente se acostumar a “enxergar” quando dois triângulos são semelhantes. Isso será útil para 
resolver as questões de geometria plana da prova. 


Caso tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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Vamos estudar as principais desigualdades que podem ser úteis na resolução de questões do 
ITA/IME. 


1.1. DESIGUALDADE DE CAUCHY 


Para x,y E€ R$: 


Demonstração: 


No conjunto dos reais, sabemos que qualquer número elevado ao quadrado é maior ou igual 
a zero. Então, podemos escrever para a,b E R}: 


(a-b)2? > 0 
a? — 2ab + b? > 0 
a? + b? > 2ab 
a? + b? 
2 
Fazendo a? = x e b? = y, encontramos: 
x 


> ab 


1.2. TEOREMA DE CAUCHY 


Para x,,X3,...,Xn ER} eneN: 


“MM ISA ENn 


Demonstração: 
Vamos provar por PIF. 
Verificando a veracidade da propriedade para n = 1: 
x =153x,=12>1 
Logo, é válido para n = 1. Agora, vamos provar a tese através da hipótese para k E N: 
Hipótese: 


Xis Xz, =, Xp E R} 
fi vovo A y tx ttk 


X1 X2.. Xp 1 


Tese: 
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à pio O RO o é E Ri 
f ee A a ga Sd 
XD * a" Xk Xk41 = 
Para todos os termos unitários, temos que a demonstração é imediata: 
X1 = X2 =... = Xk = Xk+1 = 1 DX" X "a Xp Xk+1 = 1 
Xi HX +e + Xk t Xk+ =k+1>k+1 


Para termos distintos, temos que ter necessariamente termos maiores que 1 e termos 
menores que 1. Pela hipótese, temos: 


XX"! Xk—1 (Xp Xea) = 1 > Xi FX do + Xk-1 t (xy "Xk41) >k 


Sem perda de generalidade, vamos supor x, > 1 e Xk} < 1. Somando —x, * Xk+1 nos dois 
lados da desigualdade: 


ttit oa t Ma) = Mp! ça E RM Ra 
Xa + X3 dedo Xg-1 Z k — Ma 
Somando x, + xy 4 Nos dois lados da desigualdade acima: 
Xi Fast E dia 2 k= Xe Xerri F Xe tia 
Agora, vamos somar (1 — 1) nos dois lados da desigualdade: 
Xi Xa ++ Xk- Xg Toa +1— 1È k-—Xg'Xg41 Xk +Xęk}ąı+1-1 
Vamos fatorar o lado direito da desigualdade: 
X1 HX + fts Xk + Xg41 Z k Frite das Tina del 
Xi HX + + Xg-1 Xg + Xg Z tia — 1) + (xk — 1) 
Xi +X +° EX + Xk + Xpy Z k +1+(xk— 1)(1— Xk41) 
Da suposição inicial: 
Xk >1>xk—-1>0 
Xg [<12> 1-—xXxk4 > 0 
Portanto: 


Xi +X +e TX + Xk +Xgy1 2> k+1+(xk—1)(1—xky) 2Zk+1 
S 


>0 >0 


1.3. DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ 


Para a4, Q2, ..., an E R e bı, bz, ..., bn ER: 


(ab; + azbz + = + apbn)? < (a? + aż + -+ a} )(bî + bł +--+ b?) 


Demonstração: 


Para a4, Q2, ..., An E R e bı, bz, ..., bn ER: 


PR Aula 09 — Geometria Plana IlI 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 09: ITA/IME 2020 y 


(ax + b)? > 0 
(ax + b2)? > 0 


(anx + b p)? 2 0 
a?x? + 2ab;ıx + b2 > 0 
a?x? + 2a,b;x + b2 > 0 


aix? + 2a„nbnx + b2 > 0 
Somando as desigualdades, temos: 
(a? +a +- +a?)x? + 2(aib; + azb +- + apbn)x + b? + b2 +- +b? > 0 
Para essa inequação ser satisfeita Vx, devemos ter A < O: 
A = 4(a;b; + azb + = + anb)? — 4(a? + af + -+ a2) (b2 + b? +--+ b2) 
4(abı + azb, + ©: + abn)? — 4(a? + af +- + a2) (b? + b2 +- +b) <0 
«(ab + azb, + + anbn)? < (a? + aż ++ až) (b? + bê? +- + b2) 


1.4. DESIGUALDADE DAS MÉDIAS 


Para x1, X2, -Xn E R$: 


Mo > M, > Mç > My 


Onde: 
Xı + Xe +x 
M, 2 1 2 n 
n 
Mg = KEA "X2 . =" Xn 
ME n 
H 4 1 1 
ME CR 
Demonstração: 


Vamos provar por partes. 
1) Mo > Mg 
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz: 
(aib; + azb +- + apbn)? < (a? + aÈ + -+ aż) (b2 + b2 +--+ bè) 
Fazendo b4 = b, = b} = = = b, = 1, temos: 


(a +a ++ + an)? < (a? +a +-+ a? )n 
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Dividindo ambos os lados por n? > 0: 
(a, + az +++ an)? E (aî +a} + +a?) 
n? = n 


af +a +- +a} 


ai taz ++ an 
n 


2) M; > Mg 
Pela definição de Mg: 


Dividindo a igualdade por M$: 


Usando o teorema de Cauchy: 


Xi X Xa Xi X Xn 
+ n — = 1 s — +4 tedn 
Mg Mg Mg Mg Mg Mg 
Logo: 
Xı +X +e +x 
1 2 n Mç 
n 
M; 2 Mg 
3) Mg > My 


Sabemos que M4 > Ms, então: 


X1 +x tee tx 
SE a aX" a Xn 


n 


Substituindo x; = =,0 <i <n, temos: 
l 


1,1 
ru p= 
n 
OE 
(t+ Ea 
n 
d'do"'a, 2 
y EP 
a a, An 
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Assim, provamos que: 


HORA DE 


PRATICAR! 


| Exercícios de Fixação 


|1. Demonstre para a, b € R$: 


' Resolução: 
Demonstração vista na aula teórica. Basta fazer n = 2 e provar: 
Mo Z M, > Mg > My 


| Gabarito: Demonstração 


| 2. Demonstre para a,b E€ R$: 


| Resolução: 


i Sabemos que qualquer diferença de números elevado ao quadrado é maior ou igual a zero, | 
| | 
| logo: | 


(a-b)2? > 0 
a? — 2ab + b? > 0 
a? + b? > 2ab 
Dividindo ambos os lados por ab > 0: 


a2+b? 


ab 


Gabarito: Demonstração 


| 3. Demonstre paraa E Rea #1: 

| (1 +a +a?) < 3(1 +a? + a") 
| Resolução: 

| Vamos provar por absurdo. Supondo que: 
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| (1+a+a?}P > 3(1+a?+a*) | 
| reis in + 2a +an + Sa | 
| 2a + 2 — 2a? — 2a < 0 | 
at-ai-a+1<0 
aè(a— 1)— (a—1)<0 
(a? —1)(a—1)<0 
(a — 1)? (a? +a+1)<0 
Perceba que f (a) = a? +a + 1 > 0, Ya E R, pois: 
A=1-4=-3 
Como a + 1, temos a — 1 + 0. Desse modo: 
(a— 1}? (a° +a+1)<0 


>0 >0 


O produto de dois números positivos é sempre positivo, logo, chegamos a um absurdo! 
Portanto: 
(1 +a+a?} <3(1 +a? +a’) 


| Gabarito: Demonstração 


4. Sabe-se que a média aritmética de 5 números inteiros distintos, estritamente positivos, é 
16. Calcule o maior valor que um desses números pode assumir. | 


| Resolução: 


Sejam a,b,c,d,e, 5 números inteiros positivos e distintos. Então, de acordo com o 
| á | 
| enunciado: | 
a+b+ct+d+e 

5 


=16>a+b+c+d+e=80 


Supondo que a seja o maior inteiro positivo, temos que ele assumirá o máximo valor | 
| quando b +c +d +e for mínimo. Isso acontece quando esses números são consecutivos. | 
| Supondo que b é o menor deles: | 


b+c+d+e=b+(b+1)+(b+2)+(b+3)=4b+6 
>a+4b+6=80 
a = 74 -— 4b 


Como todos os números são estritamente positivos, vemos que o menor valor inteiro que | 
| b pode assumir é b = 1, desse modo: i 


a=74-4 
| a = 70 
| Gabarito: 70 
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2. LUGAR GEOMÉTRICO 


Lugar geométrico é o conjunto de pontos de um plano com uma determinada propriedade. 
Vamos estudar os principais: 


2.1. CIRCUNFERÊNCIA 


Circunferência é o lugar geométrico dos pontos P de um plano que distam R de um ponto 
fixo O. Sejam å, q, O e R, a circunferência, o plano, o centro e o raio, respectivamente. Em símbolos, 
o LG da circunferência pode ser escrito como: 


A=(pealOP=R) 


A 


Mediatriz é o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam das extremidades de 


um segmento. 
P 
A B 
R Aula 09 — Geometria Plana II 
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2.3. BISSETRIZ 


É o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam de duas retas concorrentes. 
Consequentemente, esse LG divide o menor ângulo entre as retas concorrentes em duas partes 


iguais. 
A 
o P 
B 


2.4. PAR DE RETAS PARALELAS 


É o lugar geométrico dos pontos que equidistam d de uma reta. 


to. 


2.5. ARCO CAPAZ 


É o lugar geométrico dos pontos que “enxergam” o segmento AB sob um ângulo q dado. 
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Todos os pontos P pertencentes à região vermelha da circunferência são pontos do arco 
capaz. Perceba que quando P = A ouP = B, temos que os segmentos de reta AA’ e BB' tangenciam 
a circunferência nos pontos 4 e B, respectivamente. Nesses pontos, eles também enxergam o 
segmento AB sob um ângulo a. 


Outro ponto a se notar é que toda reta tangente a uma circunferência forma um ângulo reto 
com o segmento de reta que liga o ponto de tangência ao centro da circunferência. 


v > INDO MAIS 


FUNDO! 


Podemos encontrar uma relação entre « e o menor arco de AB. 


Sabemos que o ângulo do centro da circunferência é igual ao ângulo formado pelo arco AB. 
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Podemos traçar o segmento de reta que liga o ponto P ao centro O. Como OP = 04 = OB, 
formamos dois triângulos isósceles OPA e OPB: 


Perceba que 4PB = a = ß + y. Analisando o centro da circunferência, vemos que: 
0 + 180º — 28 + 180º — 2y = 360º 


0=2(6+7) 
0=2a 
0 
= 
AB 
ra= 


Além desse caso, temos outros dois: 


P pode estar localizado no interior da circunferência ou P pode estar no exterior da 
circunferência. 


Para o caso de P interno à circunferência: 


A 
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Nesse caso, podemos traçar um segmento de reta paralelo ao segmento BD e que passe por 


Como EC//BD, temos EĈA = BPA e a medida dos arcos BE e CD são iguais. Assim, 
podemos ver que: 


_ AB+BE 
“= 

AB+ CD 

io o 


Para o caso de P externo à circunferência: 


B 


Vamos construir o segmento de reta CE paralelo ao segmento AE: 
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3. TEOREMA DE TALES 


O Teorema de Tales afirma que dado um feixe de retas paralelas, os segmentos de retas 
transversais a estas retas são proporcionais entre si. 


Sejam as retas 1,//15//13//.../lr, e k E R$, então: 


T3 


Tn-1 


Tn 
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t, e t, são as retas transversais ao feixe de retas paralelas. 
Demonstração: 


Devemos dividir em dois casos: 
Caso 1) Os segmentos 4B e BC são comensuráveis 


Se AB e BC são comensuráveis, podemos escrever a medida desses segmentos como 
múltiplos de um segmento de unidade u. Então, para æ, p E Nº eu E R$: 


Ti 


T2 


r3 


Caso 2) Os segmentos AB e BC são incomensuráveis 


Se AB e BC são incomensuráveis, não podemos escrever ambos como múltiplos de um 
segmento de unidade. Então, tomando um segmento de medida u que caiba f vezes em BC, temos: 


BC=pB:u 
Como AB e BC são incomensuráveis, temos que existe œ € N* tal que: 


au<AB<(a+1)-u 
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Dividindo a desigualdade de AB por BC, temos: 


au AB (a+1):u 
a == 
au 4B (a+1) u 
u BC Bru 
pi a 
Bb BC R 
AB (a a+1 
"zo (p: B ) 
Analogamente para 4'B' e B'C': 

B'C'=ßp:u 
a'u’ < A'B'<(a+1)- u 
a AB' a+1 
Po Sp UM 

. A'B' E e 5) 

B'C BB 


Podemos escolher as unidades de medidas u e u’ muito próximas de zero e, assim, os 
múltiplos 8 e 8" tenderiam ao infinito: 
uu50>56,6'>0 
Assim, as razões æ/ß e (a + 1)/6 convergem para um mesmo valor. Na desigualdade (1), 
temos: 
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Na desigualdade (JI): 


a a+1 A'B' 
= — 
B B B'C' 
Portanto: 
AB AB 
BC = B'C' 


4. SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS 


Dois triângulos são semelhantes se, e somente se, os ângulos internos são congruentes e os 
lados opostos a esses ângulos congruentes são proporcionais entre si. Usamos o símbolo — para 
indicar que dois triângulos são semelhantes. 


A 


c b' 


A=A,B=B',C=C' 


AABC-AA'B'C' & ja 
a 


Definimos k como a razão de semelhança dos triângulos semelhantes. 


4.1. TEOREMA FUNDAMENTAL 


Dado o seguinte triângulo ABC e a reta r que passa por ele nos pontos D e E, temos: 
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r//BC & AADE-AABC 


Se a reta r for paralela a um dos lados de um triângulo ABC, o AADE que ele determina é 
semelhante ao A4BC. 


Demonstração: 


Como r é paralelo ao lado BC, temos Ê = D, Ê = É e À é um ângulo comum aos A4BC e 
AADE. 


Vamos construir a reta paralela s ao lado AB: 


Aplicando o Teorema de Tales nas retas paralelas r e AB: 


AD AE 

AB AC 
Aplicando o Teorema de Tales nas retas paralelas s e AB: 

AE BF 

AC BC 
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Como BDEF é um paralelogramo, temos BF = DE, desse modo: 
AD AE DE 
AB AC BC 
Portanto, os lados correspondentes dos triângulos são proporcionais e os ângulos internos 
são ordenadamente congruentes. Logo, são semelhantes. 


4.2. CRITÉRIOS DE SEMELHANÇA 


4.2.1. AA (dois ângulos congruentes) 


Se dois triângulos tiverem dois ângulos congruentes, eles serão semelhantes. 
A 


B c B' Cc" 
f E a > AABC~AA'B'C' 


Demonstração: 


Supondo que AB > A'B”, podemos construir um triângulo ADE no triângulo ABC tal que 
D=B'eaD=A'B!': 


A 


B C B' C” 


Pelo critério de congruência ALA, podemos afirmar que AADE = AA'B'C”. 
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Como B = B' = D, temos que DE//BC, portanto, AABC-AADE. 
Como AADE = AA'B'C", temos AABC-AA'B'C". Logo, são semelhantes. 


4.2.2. LAL (lado-ângulo-lado) 


Se dois triângulos tiverem dois lados proporcionais e o ângulo compreendido entre eles for 
congruente, então esses triângulos são semelhantes. 


Demonstração: 


Supondo AB > A'B', vamos traçar o segmento de reta DE no triângulo ABC tal que AD = 
A'B'e AE =A'C: 


AN 


B C B' C 


» 


Pelo Teorema de Tales, como S = z, temos que DE//BC. Então, D = Ê e Ê = 
Usando o critério de congruência LAL, temos AADE = AA'B'C'. Logo, D = B'eÊ=C. 


Portanto, pelo critério de semelhança AA, podemos ver que Â = A'eB=B' implica 
AABC-AA'B'C”. 
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4.2.3. LLL (lado-lado-lado) 


Se dois triângulos tiverem os lados correspondentes proporcionais entre si, então eles são 
semelhantes. 


A 


A' 


B a C B' a' C” 
a b c ER 
— = — = — > AABC~AA'B'C 
aa b & 
Demonstração: 


Supondo que AB > A'B', podemos traçar o segmento de reta DE, tal que AD = A'P' e AE = 
A'C': 


B 


Usando o Teorema de Tales: 


c b 
— = — > DE//BC 


c b' 


Então: 
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D = Ê e Ê = Ĉ > AADE ~AABC 


e 
a b c 
x b dc 
Da hipótese, temos: 
b c 
A 
Portanto: 
q! =x 
AADE = AA'B'C' 
+ AABC-AA'B'C' 


4.3. PROPRIEDADES 


As seguintes propriedades decorrem da semelhança de triângulos. 


4.3.1. Base Média 


Seja ABC, um triângulo qualquer. Se M é o ponto médio do lado AB e N é o ponto médio do 
lado AC, temos: 


A 


B C 
Pelo Teorema de Tales, sendo AM = MBe AN = NC: 


= a MN//BC 
— = — 5 
MB NC // 


Desse modo: 
M=BeN=C 
Pelo critério de semelhança AA, temos: 
AAMN-AABC 
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A razão de proporção entre eles é 1/2: 
AM AN MN 1 


AB AC BC 2 
Se BC é a base do triângulo ABC, então MN é chamado de base média do triângulo ABC. 


Tomando-se P, o ponto médio do lado BC e formando o triângulo MNP, encontramos: 


A 


B P C 


Vimos que MN é paralelo ao lado BC, analogamente, para os outros lados, podemos provar 
que NP//AB e MP//AC. Então, o triângulo MNP é semelhante ao triângulo ABC e possui razão 
iguala 1/2. 


4.3.2. Razão de Proporção 


Se a razão de proporção de dois triângulos é k, então a razão entre seus elementos lineares 
correspondentes é k. Assim, a razão entre: 


-suas alturas é k; 

-suas medianas é k; 

-seus perímetros é k; 

-os raios das circunferências inscritas é k; 

-os raios das circunferências circunscritas é k; 
-dois elementos lineares e homólogos é k. 


Chamamos de perímetro a soma de todos os lados de um triângulo, então para um triângulo 
ABC: 
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B a C 


2p=a+b+c 
p é o semiperímetro do triângulo ABC e 2p é o seu perímetro. 


Uma circunferência inscrita em um triângulo é uma circunferência que tangencia 
internamente os lados do triângulo: 


B C 


D, E, F são os pontos de tangência da circunferência inscrita ao triângulo ABC. 
r é o raio da circunferência inscrita. 


Perceba que os segmentos de reta que ligam o centro da circunferência aos pontos de 
tangência sempre formam um ângulo reto. 


Uma circunferência circunscrita a um triângulo é uma circunferência que passa por todos os 


vértices do triângulo: 
A 
B C 
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R é o raio da circunferência circunscrita. 


Dizemos que dois elementos são homólogos quando ambos são correspondentes um ao 
outro. Por exemplo, tomando-se dois triângulos semelhantes, podemos afirmar que os lados 
opostos aos ângulos congruentes são homólogos. 


HORA DE 


PRATICAR! 


| Exercícios de Fixação 


' 5. Sendor,s,t retas paralelas. Calcule o valor de x: 


a 
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a 
E 
Q 
O 
g 
a 
© 
ses 
5 
2 
5 
D 
U 
> 
o 
D 
U 
Eur 
kej 
5 
ú 
2 
2 
3 
3 
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Pelo teorema de Tales, temos: 


o 
A 
o 
ÀN 
w 
Š 
E 
Ls 
E 
S 
3 

3 
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G 
| t s r 
T 
Aeae 
x+6 x 
x? = 8x + 48 
x? — 8x —48=0 
x = (4 + V64) 
x=4+8 
x = 12 ou-— 4 
+ x=12 


| Gabarito: a) x = 3/2 b)x=9 c)x=12 
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| 6. Sendo MN//BC, calcule o valor de x na figura abaixo: 


B 
| Resolução: 


Aplicando o teorema de Tales: 


| Gabarito: x = 24/5 


|7. Calcule o valor de x: 


20 | 

10 | 

E 1 s5s q | 

| Resolução: | 
| 20 (x 
10 15 
x = 30 


| Gabarito: x = 30 
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| 8. Sendo MN//BC, calcule o valor de x na figura abaixo: 


A 


B 


' Resolução: 


Como MN//BC, temos que AAMN-AABC: 
AN o 
MN BC 
2 2+3 


x x+4 


2x + 8 = 5x 
8 
x=- 
3 


| Gabarito: x = 8/3 


| 9. (CGTMG/2015) Na figura a seguir, as retas r,s,t e w são paralelas e, a, b e c representam | 
medidas dos segmentos tais que a + b + c = 100. | 


T 


| Conforme esses dados, os valores de a, b e c são, respectivamente, iguais a 
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| a) 24, 32 e 44. 

| b) 24, 36 e 40. 

| c) 26, 30 e 44. 

| d) 26, 34 e 40. 

| Resolução: 

| Pelo teorema de Tales, temos: 


18 24 33 18424433 
a b c o a+b+c 
18 24 33 75 


b c 100 


a b c 4 
> a = 24 
> b = 32 
>c = 44 


ll DI 


| Gabarito: “a”. 


| 10. (UERJ/2019) Os triângulos 4,B,0,,4,B,C,,45Bs5C5, ilustrados abaixo, possuem | 
| perímetros py, P2, Pz, respectivamente. Os vértices desses triângulos, a partir do segundo, | 
são os pontos médios dos lados do triângulo anterior. 


Cı 


B2 


AVAVA 
“7 


i Aı Co Bı 
| Admita que A,B, = B,C, = 7 e 44C, = 4. 

| Assim, (p1, P2, 73) define a seguinte progressão: 

| a) aritmética de razão —8. 

| b) aritmética de razão —6. 

| c) geométrica de razão 1/2. 

| d) geométrica de razão 1/4. 


| Resolução: 
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Como os vértices dos triângulos internos são os pontos médios de outros triângulos, temos | 
| que cada triângulo terá razão igual a 1/2 do triângulo externo. Desse modo, temos: i 


pı =7+7+4=18 | 
a o qa O 
p=t=B=9 
“2 2 
Portanto, a sequência (p4, p2, p3) é uma PG de razão 1/2. 


Gabarito: “c”. 


| 11. (IFCE/2016) O triângulo ABC tem lados medindo 8 cm, 10 cm e 16 cm, enquanto o triângulo | 


DEF, semelhante a ABC, tem perímetro 204 cm. O maior e o menor dos lados de DEF | 
medem, respectivamente, 


| a) 64 cm e 32 cm. 


| b) 60 cm e 48 cm. 


| c) 48 cm e 24 cm. 


| d) 96 cm e 48 cm. 


| e) 96 cm e 64 cm. 


| Resolução: 


O enunciado nos diz que os triângulos ABC e DEF são semelhantes, logo, os lados e os | 


| seus perímetros possuem a mesma razão de proporção. Vamos calcular o perímetro papç do | 
| AABC: | 


| por: 


papc = 8 + 10 + 16 = 34 


Vamos calcular a razão de proporção entre os triângulos: 


paBc. 34 1 


PDEF o 204 o 6 


Logo, a razão de proporção entre os triângulos é 1/6. Os lados do triângulo DEF são dados | 


8 cm > 48 cm 
10 cm => 60 cm 
16 cm => 96 cm 


Portanto, o maior lado é 96 cm e o menor é 48 cm. 


| Gabarito: “d”. 


| 12. No triângulo ABC, BD é mediana relativa ao lado AC e os ângulos BÃC e DBC são iguais. | 


Se o ângulo BDA = 45º, calcule x. 
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X 
A D C | 


Perceba que os triângulos ABC e BDC são semelhantes, veja: 


B 
CRS 
AÁ AW 
D 


Pelo critério de semelhança AA: 


BÂC = DÊC e ABC = BDC > AABC-ABDC 


| Resolução: 


A 


A 
Fazendo a razão de semelhança: 
AC BC 
BC DC 
2b a 
Et = B >a = v2b 


Aplicando a lei dos senos no triângulo ABC: 
a 2b 
senx sen(135°) 
V2b _ 2b 
senx sen(135°) 
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5. PONTOS NOTÁVEIS NO TRIÂNGULO 


5.1. INCENTRO E EX-INCENTRO 


5.1.1. Incentro 


As bissetrizes internas de um triângulo encontram-se em um único ponto. A este ponto 
denominamos incentro do triângulo. 


A 


Ts Tz 


B T, C 


I é o incentro e este equidista dos lados do triângulo: 
IT; = IT, = IT; 


Por esse ponto, podemos desenhar uma circunferência a qual chamamos de circunferência 
inscrita. 


bo Aula 09 — Geometria Plana II 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 09: ITA/IME 2020 


Ts Tz 


B Tı C 


Demonstração: 
Seja I o ponto onde BI e CI se interceptam no triângulo ABC. 
A 


T Tz 


B Tı C 


Traçando-se o segmento que liga o ponto 1 aos lados do triângulo, temos pelo critério de 
congruência LAA, que AT,BI=AT;BI (BI = BI, IBT, = IBT;},IT,B = ITB) e AT, CI = 
T CI (CI = CIL, ICT, = ICT, IT, C = ITC). Assim: 


AT, BI = AT}BI > IT; = IT} 
AT CI = TCI > IT, = 1T, 
Logo: 
IT, = IT} 


Desse modo, podemos afirmar que a bissetriz do vértice 4 também intercepta o ponto I do 
triângulo ABC. 


5.1.2. Ex-incentro 


Chamamos de ex-incentro ao ponto que é interceptado por uma bissetriz interna e duas 
bissetrizes externas. Esse ponto também equidista dos lados do triângulo e dos prolongamentos dos 
lados adjacentes: 


bo Aula 09 — Geometria Plana II 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 09: ITA/IME 2020 


Ie é o ex-incentro do triângulo ABC em relação ao lado AC. 


A demonstração da unicidade desse ponto é análoga ao caso do incentro. 


5.2. CIRCUNCENTRO 


As mediatrizes de cada um dos lados de um triângulo se encontram em um único ponto 
chamado de circuncentro. Este ponto equidista dos vértices do triângulo. 


A 


O é o circuncentro do triângulo ABC. 


Como o circuncentro equidista dos vértices do triângulo, este ponto é o centro de uma 
circunferência que passa pelos vértices desse triângulo. 
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Demonstração: 


Como a mediatriz é o segmento perpendicular ao ponto médio de outro segmento, temos 
pelo critério de congruência LAL: 


BM, = CM, BM,O = CM,0,M,0 = M,0 => ABM,O = ACM,0 > OB = OC 
BM, = AM,, BM,O = AM,0,M,0 = M,0 > ABM,O = AAM,0O > OB = OA 
> 0C = 04 


Portanto, a mediatriz de AC também se encontra no ponto O. 


5.3. BARICENTRO 


As três medianas de um triângulo interceptam-se num único ponto chamado de baricentro. 


B M, C 


G é o baricentro do triângulo ABC. 
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Demonstração: 
Seja X o ponto onde BM, e CM, se interceptam: 


A 


Ms Ms 


B C 
Tomando-se os pontos médios D e E dos segmentos BX e CX, respectivamente, temos: 


A 


Mg Mo 


les) 
Q 


Do triângulo ABC: 
AM, AM, 1 


AB AC 2 
Pelo teorema de Tales, podemos afirmar que M, Ms é paralelo ao segmento BC e possui a 
mesma razão de proporção: 


BC 
MM; = 2 
Do triângulo XBC': 
XD XE 1 
XB XE 2 
Assim, pelo teorema de Tales, DE também é paralelo ao lado BC com razão de proporção 
1/2: 
BC 
DE = Ea 
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Como MM; = DE e M,Ms//DE, temos que M,MsDE é um paralelogramo. 
A 


B C 
DM, e EM, são as diagonais do paralelogramo e: 
XM, = XE > CX =2XM; 
XD = XM, > BX = 2XM, 


Tomando-se Y o ponto de encontro das medianas AM, e BM, e usando a mesma ideia acima, 
temos: 


A 


B M, C 
M,M,FD é paralelogramo => DY = YM, e FY = YM, 
> AY = 2YM; 
> BY = 2Y M, 


Portanto, como BX = 2XM, e BY = 2YM,, temos X = Y. Logo, as medianas do triângulo 
ABC se encontram no mesmo ponto. A esse ponto denominamos de baricentro. 


Perceba que uma propriedade do baricentro é que ela divide as medianas na razão de 2/1: 
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A 
Ms | Ms, 
B Mı C 


AG = 2GM, 
BG = 2GM, 


5.4. ORTOCENTRO 


As três alturas de um triângulo interceptam-se num único ponto chamado de ortocentro. 


A 
Hz 
H; 
B H, C 


H é o ortocentro do triângulo ABC. 
Demonstração: 


Vamos construir os segmentos de retas paralelos aos lados do triângulo: 
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XY//BC 
YZ//AB 
XZ//AC 
Como XY//BC e XZ//AC, temos que AXBC é um paralelogramo. Assim, podemos afirmar: 
AX = BC e BX = AC 
XY//BC e YZ//AB, então AYCB é paralelogramo: 
AY = BC e CY = AB 
YZ//AB e XZ//AC, então ABZC é paralelogramo: 
CZ = AB e BZ = AC 
Desse modo, concluímos: 


AX = AY,BX = BZ,CZ = CY 


XY//BC e AH, L BC => AH, L XY 
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XZ//AC e BH, L AC > BH, L XZ 
YZ//ABeCH, LAB > CH; L YZ 


Portanto, os segmentos 4H,, BH, e CH; são mediatrizes do triângulo XYZ. Logo, eles se 
encontram em um único ponto H. 


H é circuncentro do triângulo XYZ e ortocentro do triângulo ABC. 


6. TRIÂNGULOS QUAISQUER 
6.1. TEOREMA DOS SENOS 


2R 


Q 
~ 
A 


senA senB senC 


A lei dos senos afirma que a razão entre cada lado do triângulo e o seno do ângulo oposto é 
igual à 2R, sendo R o raio da circunferência que a circunscreve. 


Demonstração: 
Vamos provar para os dois casos possíveis: triângulo acutângulo e triângulo obtusângulo. 


Seja ABC um triângulo acutângulo representado pela seguinte figura: 


A 
B 
C 
Podemos traçar um triângulo 4'BC tal que 4' seja a o ponto da intersecção da reta que passa 
pelo centro da circunferência: 
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Perceba que o triângulo 4'BC é retângulo em C, essa é uma propriedade do triângulo inscrito 
em uma circunferência. Ainda pela figura, como os ângulos Â e 4' enxergam a mesma corda BC, 


podemos afirmar que elas são iguais, então, 4 = A’. Aplicando o seno no triângulo A'BC, 
encontramos: 


ás 

sen =R 
E E 

E senA 


Usando a mesma ideia, podemos provar para os outros lados. 


Se o triângulo fosse obtusângulo, teríamos: 
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O ponto A enxerga o segmento BC sob um ângulo «x, sabemos da propriedade do arco capaz 


que o segmento de reta tangente ao ponto B também enxergará BC sob o mesmo ângulo «. Desse 
modo: 


Analisando os ângulos internos do triângulo 4'BC, podemos ver que: 
p=90 = 
Mas: 
æ = 90° + p > ß = a — 90° 
> 90° — y = q — 90° 
> y = 180° — q 


Analisando o triângulo A'BC, vemos que o seno do vértice A’ é dado por: 
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a 
sen(180º — a) = — 


2R 
Ja 
sena = 77 
Como q = Â, temos: 
a mm 
sens 


Podemos provar analogamente para os outros vértices do triângulo ABC e concluir: 


a b c 


senA senB senc 


6.2. TEOREMA DOS COSSENOS 


Seja ABC um triângulo qualquer e a, b, c são seus lados. A lei dos cossenos afirma que: 


b? + c? — 2bc cosA 


= @ + c? — 2ac cosB 
= a@Ê + b? — 2ab cosC 


Demonstração: 


Devemos dividir em dois casos, um para o triângulo com ângulo agudo e outro para o 
triângulo com ângulo obtuso. 


1) Considere o triângulo ABC dado pela figura abaixo: 


A 
SN 
a 
B D C 
pa 


Podemos ver que o triângulo ADC é retângulo, então podemos aplicar o Teorema de 
Pitágoras: 


b? =k? +n? (1) 


Analogamente para o triângulo ADB: 
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c? =m? +k? (ID 
Também, de acordo com a figura, temos: 
n=a-m (IID 

De (II), temos h? = c? — m?. Substituindo (IT) e (IHI) em (I), obtemos: 

b? = c? — m? + (a — m)? 

b? = c? — m? +a? — 2am + m’? 

b? = @? + c? — 2am (IV) 

Observando o triângulo ADB, podemos escrever a seguinte relação: 
m = c cosB 

Substituindo em (IV), obtemos a lei dos cossenos: 

b? = @? + c? — 2ac cosB 


Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia. 


2) Seja ABC um triângulo dado pela figura abaixo: 


B 


Os triângulos BAD e BCD são retângulos, desse modo, podemos escrever: 
c? =m +k > Rk? =c? -m? (1) 
a? =n? +h? (ID) 
Observando o triângulo BCD, temos a seguinte relação: 
n=m+b (HD 
Substituindo (IHT) e (1) em (IT), obtemos: 
a? = (m + b)? + c? — m? 
a? = m? + 2bm + b? + c? — m’ 
a? = b? +c? —2bm (IV) 
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No triângulo BAD, temos: 
m=ccos(t—A)=-—ccosA 
Substituindo essa identidade em (IV): 
a? = b? + c? — 2bc cos A 


Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia. 


6.3. RELAÇÃO DE STEWART 


PRESTE MAIS „n 


ATENÇÃO!! 


A relação de Stewart é uma ferramenta muito útil na resolução de questões envolvendo 
triângulos. 


Dado um triângulo ABC, temos: 


A 
s b 
/\ 
B D C 


a 


ax? + amn = b?m + cin 


Demonstração: 

Aplicando o teorema dos cossenos nos triângulos ABD e ABC, encontramos: 
x? = e +m? — 2cmcosB (1) 
b? = c? + a? — 2ac cos p (ID) 

De (II), temos: 

c? +a — b? 


ccosßp = Za 


Substituindo em (1): 
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xL =c tm? -2m (SE) 
2a 
ax? = ac? + m?a — mc? — ma? + mb? 
ax? =ci(a-m)+ma(m- a) + b?m 
Sabemos que n = a — m, desse modo: 
ax? = cên + ma(—n) + b?m 


“ax? + amn = b?m + c?n 


6.4. TEOREMA DAS BISSETRIZES 


6.4.1. Teorema da Bissetriz Interna 


A 
IN, 
B M c 


c b 
m n 


Demonstração: 
Vamos traçar um segmento de reta paralelo à bissetriz AM e que passa pelo prolongamento 


do lado AC: 


" 
1 NA 


N 
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Como EB é paralelo a AM, temos pela propriedade do paralelismo: 
y=a 
0=£ 

AM é bissetriz do triângulo ABC no vértice 4, então a = ß. 


Logo, y = 0 e, assim, AAEB é isósceles com AE = AB = c: 


B M C 


Aplicando o teorema de Tales, encontramos: 


b n 
c m 
c b 
“m n 


6.4.2. Teorema da Bissetriz Externa 
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Demonstração: 


Vamos construir o segmento de reta CE tal que E pertença à reta AB e CE//AN: 


Como EC//AN, temos: 
0=a 
v=b 
AN é bissetriz externa, então «æ = 6. Portanto: 
y = 0 > AAEC é isósceles com AE = AC 
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6.5. TEOREMA DE MENELAUS 


Esse teorema é conhecido como teorema da colinearidade, pois caso os pontos MNP 
satisfaçam essa relação, podemos afirmar que esses pontos são colineares. MP é a reta de 
Menelaus. 


Demonstração: 


Vamos prolongar o segmento MP até o ponto D tal que AD seja paralelo ao segmento MC. 


A D 


M B C 
AD AN AN 
AAPN-ABMN > — = — > AD = MB: — 
MB NB NB 
AAPD-ACPM ao AD = PA E 
~ > — = —— > = aan 
PA CP CP 


Igualando as relações, obtemos: 


„MB CP AN + 


“MC PA NB o 
Um modo de decorar o teorema de Menelaus é notar os pontos de colinearidade M, N,P: 
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M B C 


O bizu é saber que cada razão do teorema terá sempre um ponto de colinearidade. Podemos 
começar pelo ponto M. Esse ponto pertence à reta BC. Inicialmente, escrevemos o segmento do 
vértice mais próximo do ponto M e dividimos com o mais afastado: 

MB 
MC 

Perceba que o denominador para no ponto C. A próxima razão começará por esse ponto e 

deve possuir o ponto de colinearidade P que pertence ao lado AC: 


O último denominador terminou no ponto 4, assim, a próxima razão deve iniciar nesse ponto 
e deve possuir o último ponto de colinearidade N: 


MB CP AN 


MC PA NB 
Finalmente, igualamos essa expressão a 1: 
MB CP AN | 


MC PA NB 
E, ESQUEMATIZANDO 


MB CP AN | 


MC PA NB 
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6.6. TEOREMA DE CEVA 


A 
AA 
B X C 


AZ BX CY 


=1 
ZB XC YA 


Esse teorema é conhecido como o teorema da concorrência, pois caso os pontos X,Y,Z 
satisfaçam essa relação, podemos afirmar que esses pontos se encontram em um mesmo ponto. 


Demonstração: 


Vamos usar o teorema de Menelaus para provar o teorema de Ceva. 


Seja CDZ os pontos de colinearidade. Aplicando o teorema de Menelaus no AABX: 
A 
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B 
Fazendo o mesmo para o triângulo ACX e os pontos de colinearidade BDY: 
BX CY AD . 1 aD 
BC YA DX - 


igualando (1) com (IT): 
CX BZ 40) BX CY AÐ 
CE ZA DX BE YA DX 
ZA BX CY 


BZ CX YA 
AZ BX CY 


“ZB XC YA O 


Esse teorema é mais fácil de memorizar. O bizu é começar por uma vértice e sempre incluir 
os pontos de concorrência em cada razão: 


Z Y 


Í ND j 
AZ BX CY 


ZB XC YA 
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6.7. CÁLCULO DAS CEVIANAS 


Vamos deduzir as fórmulas para calcular a medida das cevianas de um triângulo qualquer em 
função dos lados do triângulo. 


6.7.1. Altura 

2 

ha = avP(p — a)(p — b)(p — c) 
2 

h, = pyPP — a)(p-— b)(p - c) 
2 

h; = cvP(p — a)(p-— b)(p — c) 

Demonstração: 


Considere o seguinte triângulo ABC: 


B c cos H C 


a 
Aplicando o teorema de Pitágoras nos triângulos AHB, temos: 


AAHB > c? = h? + (c cos? 0) > ha = cy 1 — cos? 0 
Usando a lei dos cossenos no AABC: 
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J 5 5 a? + c? — b? 
bf = c^ + af — 2ac cos 0 => cos 0 = ———— 


2ac 
Substituindo o valor do cosseno na equação de ha: 


a? +c? -— by” 
h=clt-([———— 
Re Zac 


Simplificando a equação: 


o LENEE 


no 2ac — (a2+c2)+b2) /2ac + (a? + c?) — b2 
a 2a 2a 


1 
ha = F (b2 — (a? — 2ac + c?))( (a? + 2ac + c?) — b?) 


meo CC N 
2a 


ha == (b-(a-))b+a-ca+c-ba+c+b) 


Sabendo que 2p =a +b +c: 


1 
ETF (-a+b+o)(a+b-c)(a-b+c)(a+b+c) 
a 2p-2a 2p-2c 2p-2b 2p 


1 4 
ha = zay? p(p — a)lp — b)(p — c) 


2 
ha = 7 p(p — ap — b) —c) 
Podemos deduzir a fórmula das outras alturas analogamente. 


Essa fórmula também é válida para triângulos obtusângulos, basta usar a mesma ideia para 
deduzi-la. 
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6.7.2. Mediana 


A 
hi b 
B a M a C 
2 2 
1 
ma = 34 (b? + c?) — a? 
1 
mp = 3 V2(a? + c?) — b? 
1 
mM; = 3 V2(a? + b?) — c? 
Demonstração: 
Considere o seguinte triângulo ABC: 


A 


Aplicando a lei dos cossenos nos triângulos ABM e AMC, obtemos: 


AABM > c? = m? + (5) —2 (5) macosB (1) 


AAMC > b? = m? + (5) —2 (5) ma cos(180º — B) 


b? = mi + (5) +2 (5) macosB (IT) 
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Somando (1) e (II), temos: 


2 


b? +c? =2mi+2(5) 


a? 
im = b? + 


1 
me av 2(b? +c?)— a? 


Podemos provar a fórmula das outras medianas analogamente. 


Também é válida para triângulos obtusângulos. 


6.7.3. Bissetriz Interna 


bia=Vbc-mn 
bia = a bcp(p — a) 
by = —— Vapp =D) 
bic = — abplp— c) 


Demonstração: 


Seja AABC cujos lados são a, b, c: 
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Usando a relação de Stewart: 
bZa + amn = b?m + c?n 


Dividindo toda a equação por amn: 


b? b? č œ 
ide qe 
mn an am 
batmn b b c c 
mo à nama 


Substituindo £ = >: 
m 


bia tmn b Ea 
mn na a 
bia tmn ae 
m a 
b+c 
bia +mn = bm: ( F ) (1) 


Pela figura, podemos ver quen = a — m, desse modo: 
b 
m n neime e= mE bma e) =de 
Substituindo essa identidade na equação (I): 
5 b 
bia + mn = Pika 


EEE eera 


Para provar a outra fórmula, devemos usar: 
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m+n=a (I) 
c 


Ta mi) 
m n 


b? a + amn = bm +c2n (II) 
Da equação (I), temos: 


c b b+c b c b+c b c 
m n min n m a “nm 
ab 
pés rr: 
. ac 
ds Tr 
Substituindo m e n em (III): 
ac ab ac ab 
dr dd b+c b+c Ra VE RE 
Como a + O: 
b2c Eb ac ab 
bi, = is feias ss 


Simplificando: 


ja b?c(b + c) + c?b(b + c) — a2bc 
ia — 


(b + c)? 
= (Pltberbe+ci-a? 
RR (b? + bc + bc +c? -—a’) 

1 

bia = pac vPelb + c)? =; a?) 
b z bc (b + )(b+c+a) 
ia = —— lbc c-a c+a 
b+c 2p-2a 2p 


2 
“ Dia = TTS. bcp(p — a) 


Analogamente, obtemos a fórmula para as outras bissetrizes internas. 
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6.7.4. Bissetriz Externa 


bea = mn — bc 


2 
bea E p-d Tmp 
2 
Pei) 
2 
bec iep O ApS 


Demonstração: 


Dados os lados a, b, c do triângulo, temos: 


n-m=a (D) 


b 
“=> gi) 
n m 


b?n + amn = b2a + c?m (IT) 


De (IID): 
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Substituindo em (III): 
b2n + amn = b2,a + c?m 
b2n — cêm + amn = bia 
ra= p (2) -e2 (=) ac 
Patak fee, gb iii c—b C 


b2, = re — b) — c(c — b) + a?) 


bc 
bea = (op G E CERAT) 


(b-c)? 
Dis = yl- 6 -)a+b-0) 
bia = ala =b+ O (a+b-0) 


2p-2b 2p-2c 
2 
bia = jpj Y”? = p=) 


Também, podemos escrever a bissetriz externa de outra forma. Dividindo (III) por amn: 


Substituindo £ = É. 
n m 


> bb c b 
bèa = mn + mn (2: >- 2-2) 
m am 

bn(b — 
bia = mn + CO (IV) 


De (11): 


-= — > cm = bn > c(n — a) = bn > —ac = n(b — c) 
n m 
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Substituindo em (IV): 


^ Dea = Ymn — bc 


Analogamente, obtemos as outras bissetrizes externas. 


HORA DE 


PRATICAR! 


| Exercícios de Fixação 


| 13. Determine a medida da mediana AM do triângulo ABC abaixo: 


A 
ANS 
B M C 
ÅĪ[——MM 


i 6 
' Resolução: 
Vamos usar a fórmula da mediana: 


Ma = 


| Gabarito: m, = 2V2 


| 14. Determine a medida das alturas do triângulo de lados 6, 10 e 12. 
| Resolução: 


Usando as fórmulas das alturas, temos: 


ha = = [PẸ — a)(p — b)(p - c) 
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ho => pp -0p -—bp—o) 
he =p (p-a) — b)lp —c) 


Calculando o semiperímetro p: 
2p = 6+ 10 +12 
p = 14 


Calculando o valor da expressão /p(p — a)(p — b)(p — c), supondo que a = 6,b = 10 e 


c=12: 
vp — dp Dp-o) = 14(14-6)(14— 10)4- 12) = V14-8-4-2 
> Jpp - 0p - b) - ¢) = 8V14 
a =4 pp- a) -bp - 0) =t- 8VT4 = SE 
NEED 
c=*Vpp-p-bp-o)=+-svi4 = 


_ 8V4 , 414 
= she = 


| Gabarito: A, = E 


15. Determine a medida da bissetriz interna AM e bissetriz externa AN da figura abaixo: 


| Resolução: 


Lembrando que a fórmula da bissetriz interna e bissetriz externa são dadas por: 


AM = = bep — a) 
TE "ps b) -= c) 


AN = 


Calculando os valores: 


2p=a+b+c 
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6+8+12 


p=" =13 
2 


AM =-*— /12-6-13-(13-8) 
12+6 
AM => 62-26-5 


AM = “130 | 
2 ! 
AN = gale J3- A-6) 


AN = 5V62-2:1:7 


| AN = T4 
| Gabarito: AM = 2 VT30; AN = 214 


16.Se AS é bissetriz interna do triângulo ABC, determine x e y. 


A 
AN 


| Resolução: 
| Usando o teorema da bissetriz interna: 
XY 
E. (1) 
Aplicando a relação de Stewart no triângulo ABC: 
122:14+12:6:8=x2-84+7?-6 (II) 


Elevando (1) ao quadrado: 


ER RR 
RA a 
Substituindo x? em (II): 
122.14+12-6:8=72-—-B+72-6 


122-14 +12:6:8=y?:2+y?-6 


122:14+12:6:8 =y? (Ž) 
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r=i(1 .12 -14+ 12:6 8) 
a v nad v ww ww 
22.3 22.3 27 223 23 23 


2 


y= |Z: 25. (82:7+32:2) 


y = 2? 2(3:7+3-2) 


| Gabarito: x = 12 e y = 16 


| 17. Deduza as fórmulas das medianas de um triângulo em função dos seus lados a, b,c. 
Resolução: Demonstração vista na teoria. 


| Gabarito: Demonstração 


| 18. Deduza as fórmulas das alturas de um triângulo em função dos seus lados a, b,c. 
: Resolução: Demonstração vista na teoria. 


| Gabarito: Demonstração 


| 19. Deduza as fórmulas das bissetrizes internas e externas de um triângulo em função dos seus | 
lados a,b,c. | 


| Resolução: Demonstração vista na teoria. 


| Gabarito: Demonstração 


' 20. Prove que as bissetrizes internas de dois ângulos de um triângulo não isósceles e a bissetriz | 
externa do terceiro ângulo cortam os lados opostos em 3 pontos colineares. | 


| Resolução: 


Vamos supor que o triângulo ABC é representado pela figura abaixo: 
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M B 


Aplicando o teorema da bissetriz interna no triângulo ABC: 


Po 8 BC, ANENB _ BC CP BC 
AP CP AP CP “AP AN+NB 
A AC BC  AP+PC BC AN AP+PC 
C a34 | == = 
AN BN AN BN NB BC 


Usando o teorema da bissetriz externa em À: 


A AC AB AP+PC AN+NB MB AN+NB 
A 3> — = — 3 = 3 — = 
MC MB MC MB MC AP+PC 


i Para provar que M,N,P são colineares, podemos usar o teorema de Menelaus. Assim, 
| devemos provar que: 
MB CP AN | 


MC PA NB | 


Vamos calcular o valor da expressão da esquerda: 


MB CP AN 


MC PA NB | 
Substituindo cada razão pelos valores encontrados usando o teorema das bissetrizes | 
| interna e externa, encontramos: i 


MB CP AN _AN+NB BC AP+PC_] 
MC PA NB  AP+PC AN+NB BC 


Portanto, os pontos M, N, P satisfazem ao teorema de Menelaus, logo, são colineares. 


| Gabarito: Demonstração 


| 21. No triângulo retângulo 4BC,P e Q estão sobre BC e AC, respectivamente, tais que CP = | 
| CQ = 2. Pelo ponto de interseção R de AP e BQ, uma reta é desenhada passando também | 
por C e cortando AB em S. O prolongamento de PQ corta AB em T. Se a hipotenusa AB = | 
10 e AC = 8, encontre TS. 


| Resolução: 


| Como ABC é retângulo com hipotenusa AB = 10 e AC = 8, temos pelo teorema de | 
| Pitágoras BC = 6. Desenhando a figura do texto, temos: | 
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T são colineares, logo, podemos aplicar | 


1 
1 


lo ABC, assim, podemos usar o teorema de Ceva: 


3x = 20 — 2x 


ângu 


“A 


R é ponto de concorrência do tri 


je 
pE 
E 
O 
9 
o 
© 
© 
~ 
3 
2 
5 
v 
K3] 
> 
Z 
D 
U 
+ 
D 
5 
r] 
E 
z 
z 
= 
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Como T é prolongamento de PQ, temos que Q, P 


i o teorema de Menelaus: 


S] 
q 
S 
N 
E 
E 
= 
S 
S 
Ss 

E 
< 
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| 3y = 20 + 2y | 
| “y=20 | 
| Portanto, TS é dado por: | 
| TS =x +y = 4 + 20 = 24 | 
' Gabarito: TS = 24 


eee ss ss Ra oa Ro a o Ra asa Ra o a | 


7. TRIÂNGULO RETÂNGULO 
7.1. PONTOS NOTÁVEIS NO TRIÂNGULO RETÂNGULO 


A hipotenusa de um triângulo retângulo inscrito em uma circunferência possui medida igual 


à diagonal da circunferência. 
A 
4, 
B C 


Vimos no tópico de arco capaz que Â = BC/2. Desse modo: 
BC = 2Â 
BC = 180º 


Assim, o segmento BC é a diagonal da circunferência. O centro dessa circunferência é o ponto 
médio da hipotenusa do triângulo retângulo: 


Demonstração: 
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Q 


>a=2R 


Para uma circunferência inscrita em um triângulo retângulo, temos: 


Ti, T2, T} são os pontos de tangência da circunferência inscrita. Vimos no tópico de incentro 
que esses pontos de tangência possuem a seguinte relação: 


BT, = BT; 
AT, = AT; 
CT, = CT, 


Observando a figura, podemos ver que: 
a=c-r+b-r 
a+2r=b+c 
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Como o triângulo ABC é retângulo com hipotenusa BC, ele é circunscritível e a sua 


hipotenusa é a diagonal da circunferência que a circunscreve. Seja R, o raio dessa circunferência. 


Assim, podemos escrever: 
a=2R52R+4+2r=b+4c 


7.2. RELAÇÃO TRIGONOMÉTRICA NO TRIÂNGULO RETÂNGULO 


Podemos usar a geometria plana para encontrar algumas razões trigonométricas não triviais. 
O bizu para isso é usar a propriedade do triângulo isósceles. Seja o triângulo ABC dado abaixo: 


c 
4 


b 
AN E 
B c A 
Vamos prolongar o segmento AB de modo a obter um triângulo isósceles com BD = BC. 
C 
A 
b 
B E A 


a 


D 
Perceba que pela propriedade do ângulo externo, temos BDC = BÊD = B/2 


Podemos calcular as tangentes do triângulo ADC: 
o(s) = 5 
92) arc 


Dividindo o lado direito da equação por a, temos: 
b 


By a 
tg 2 = 1 C 
ta 
Do triângulo ABC, podemos escrever: 
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senf = 


cosB = 


Substituindo na equação da tangente: 
(5) _ senp 
2) 1+cosß 


Usando essa ideia, podemos calcular o valor das razões trigonométricas para os ângulos de 
15° e 22,5°. 


7.2.1. 15° 
Vamos construir o triângulo retângulo ABC com Ê = 30°. Sabemos que sen(30°) = 1/2 e 
cos(30°) = 3/2: 
C 


À 


2 
1 
AN B 
B V3 A 
Prolongando o lado AB de modo a obter um triângulo isósceles, encontramos: 
C 
A 
1 
D 2 B V3 A 
Assim, podemos notar que: 
1 
tg(15°) = 
+v3 
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7.2.2. 22, 5° 


Usando a mesma ideia do item acima, temos: 


Prolongando o lado AB: 


D 


Assim, vemos que: 


tg(22,5°) = 


V2 +1 
tg(22,5°) = V2 — 1 


7.2.3. 36° 


Nesse caso, devemos usar o seguinte triângulo isósceles de lados AB = AC = 1: 
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Note que BD é a bissetriz do triângulo ABC no vértice B. 
AABC e ABCD são isósceles. 


Vamos calcular o valor da base. Usando a semelhança de triângulos: 


AABC-ABCD aE 
~ > — = — 
BC CD 


Agora, podemos calcular o valor do cosseno de 36°. Como AABD é isósceles com base AB, 
temos que ED é a sua mediatriz. Assim, temos: 
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B 


Do triângulo BED, podemos escrever: 


cos(36º) = 


cos(36º) = 


cos(36º) = —— 


cos(36º) = 


541 
4 


Para calcular o valor do seno, basta aplicar o teorema de Pitágoras e encontrar o valor do 
lado ED. 


“+ cos(36º) = 


7.2.4. 18º 


Podemos calcular o valor do seno de 18º através do mesmo triângulo do item anterior: 
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B 


C 


Como AABC é isósceles com base BC, temos que AH é a mediatriz do triângulo. Assim, H é 
o ponto médio da base BC. Desse modo: 


g 
sen(18°) = Z 


vV5—1 
o 2 
sen(18°) = 3 
v5-1 
* sen(18º) = Z 


8. LISTA DE QUESTÕES 


O LISTA DE 
QUESTÕES 


22.(Tópicos de Matemática) 


Na figura ABCD é um retângulo, M é o ponto médio de CD e o triângulo ABM é equilátero. 
Se AB = 15m, calcule BS. 
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23. (Tópicos de Matemática) 


Em um quadrado ABCD, AC e BD se interceptam em E. O ponto F sobre BC é tal que os 
ângulos CAF e FAB são iguais, se AF intersecta BD em G e se EG = 24, determine CF. 


24. (Tópicos de Matemática) 


No triângulo ABC (obtusângulo) da figura abaixo, determine a medida b do lado AC. 
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48 


A 4 


25. (Tópicos de Matemática) 


No triângulo ABC da figura abaixo, determine a medida do lado BC. 


10 


10 


26. (Mack/1978) 
O triângulo ABC da figura é equilátero. AM = MB = 10 e CD = 12. Calcule o valor de FC. 
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D 


ITA 


27.(ITA/2017) 


Considere o triângulo ABC, em que os segmentos AC, CB e AB medem, respectivamente, 
10 cm, 15 cm e 20 cm. Seja D um ponto do segmento AB de tal modo que CD é a bissetriz do 
ângulo AÉB e seja E um ponto do prolongamento de CD, na direção de D, tal que DBE = 
DÊB. A medida, em cm, de CE é 


25/6 
le 


28.(ITA/2013) 


Uma reta r tangencia uma circunferência num ponto B e intercepta uma reta s num ponto 4 
exterior à circunferência. A reta s passa pelo centro desta circunferência e a intercepta num 
ponto C, tal que o ângulo ABC seja obtuso. Então o ângulo CÂB é igual a 


a)-ABC 

2 
b) 5x — 24BC 
c)ŽAßC 
d)24BC — q 
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eJABc == 


29. (ITA/2013) 


Em um triângulo de vértices A, B e C, a altura, a bissetriz e a mediana, relativamente ao vértice 
C, dividem o ângulo BC A em quatro ângulos iguais. Se | é a medida do lado oposto ao vértice 
C, calcule: 


a) A medida da mediana em função de l. 


b) Os ângulos CÁB, ABC e BÊA. 


30. (ITA/2011) 


Seja ABC um triângulo cujos catetos AB e BC medem 8 cm e 6 cm, respectivamente. Se D é 
um ponto sobre AB e o triângulo ADC é isósceles, a medida do segmento AD, em cm, é igual 
a 


a) 3/4 

b) 15/6 
c) 15/4 
d) 25/4 
e) 25/2 


31. (ITA/2007) 


Seja C, uma circunferência de raio R, inscrita num triângulo equilátero de altura h. Seja C> 
uma segunda circunferência, de raio R,, que tangencia dois lados do triângulo internamente e 
Cı externamente. Calcule (R, — R5)/h. 


32.(ITA/2005) 


Em um triângulo retângulo, a medida da mediana relativa à hipotenusa é a média geométrica 
das medidas dos catetos. Então, o valor do cosseno de um dos ângulos do triângulo é igual a 


a) 4/5 
bs 

c) V2 + v3 
d)Ż V4 + v3 


e)Ży2 + V3 
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33.(ITA/1998) 


Seja ABC um triângulo isósceles de base BC. Sobre o lado AC deste triângulo considere um 
ponto D tal que os segmentos 4D,BD e BC são todos congruentes entre si. A medida do 
ângulo BÃC é igual a: 

a) 23º 

b) 32º 

c) 36º 

d) 40º 

e) 45º 


Es aos 


34. (IME/2017) 


Em um triângulo ABC, a medida da bissetriz interna AD é a média geométrica entre as medidas 
dos segmentos BD e DC, e a medida da mediana AM é a média geométrica entre os lados AB 
e AC. Os pontos D e M estão sobre o lado BC de medida a. Pede-se determinar os lados AB e 
AC do triângulo ABC em função de a. 


35. (IME/2016) 


Em um triângulo ABC, o ponto D é o pé da bissetriz relativa ao ângulo À. Sabe-se que AC = 
AD,r = AB/AC e que É = a. Portanto o valor de sen?a é 
3r—1 

4 


a) 


36. (IME/2013) 


Seja um triângulo ABC. AH é a altura relativa de BC, com H localizado entre Be C. Seja BM a 
mediana relativa de AC. Sabendo que BH = AM = 4, a soma dos possíveis valores inteiros de 
BM é 


a) 11 
b) 13 
c) 18 
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d)21 
e) 6 


9. GABARITO 


E, GABARITO 


22.BS = 10 
23.CF = 48 
24.b = 35 
25.BC = 30 
26.FC = 60/11 


ITA 


27.e 
28.b 
29.a) CM = 1/2 b) CÂB = 67,5º,BÊA = 90º, ABC = 22,5º 
30.d 


36.48 = “2 e AC = 022 ou AB = aĉ% e Ac = “2 


4 4 
37.d 
38.b 
39. Prova 
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10. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


d 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


22. (Tópicos de Matemática) 


Na figura ABCD é um retângulo, M é o ponto médio de CD e o triângulo ABM é equilátero. 
Se AB = 15m, calcule BS. 


o 


Comentários 


Como o triângulo ABM é equilátero, temos BM = MA = AB = 15. 
Além disso, dado que M é ponto médio de CD, temos DM = MC = 7,5. 
Seja BS = x, então MS = BM — BS = 15 — x. 
Veja que os triângulos ABS e CSM são semelhantes pelo caso AA, então temos: 


N E NENE E 
BS AB EO T 


Portanto BS = 10. 
Gabarito: BS = 10 
23. (Tópicos de Matemática) 


Em um quadrado ABCD, AC e BD se interceptam em E. O ponto F sobre BC é tal que os 
ângulos CAF e FAB são iguais, se AF intersecta BD em G e se EG = 24, determine CF. 
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A 
| 
B 
Comentários 


Como AC é diagonal do quadrado, temos 2a = 45º eo AABE é retângulo em E. Dessa 
forma, temos: 


BF 
AABF > tga = — 


I 
zg ®© 
AAEG >t a 
5 = — 
J% FA 
: BF EG 
> = — = — 
gJ% = AB” EA 
Mas EA = = = dê, EG = 24, logo: 
BF 24 
AB ABV2 
2 
BF = 24V2 
Além disso, de (1): 
AB = II 
ET UT) 
Sabendo que: 
tga + tgb 
t b)=-———— 
Ras) 1— tga tgb 
Sendo a = b = 22,5° = q, temos: 
2tga 
tg 45° = ————— 
9 l-tg?a 


tga+2tga-1=0 
tga = —1 + V2 
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Mas 0° < q < 90º, logo, tga > 0. Assim: 


tga = v2 -1 
Substituindo em (IT): 
24/2 
AB = 
v2-1 


CF = BC — BF = 24 . (2 + V2) — 24V2 
CF = 48 


Por fim: 


Gabarito: CF = 48 


24. (Tópicos de Matemática) 


No triângulo ABC (obtusângulo) da figura abaixo, determine a medida b do lado AC. 


48 


Comentários 


Pela lei dos senos, temos que: 
27 488 b ob 
sena sen3a sen (180 — 4a) senda 


Mas sen 3q pode ser escrito como: 
sen 3a = sena-cos2a+cosa-sen 2a 
sen3a=sena-(2cos?a-l)+2sena-cos?a 
> sen3a=sena-(4cos?a-—1) 


Substituindo sen 3a na razão encontrada acima, temos: 
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27 48 27 48 
> 


sena sen3a sena sena: (4cos? a-— 1) 


Sendo a ângulo interno do triângulo, temos sen a + 0, logo: 

iss 2 a 

27 9 6 
Podemos escrever sen 4a como: 
sen 4a = 2sen 2a cos 2a 
sen4a=4sena-cosa-(2cos?a-1) 
Substituindo sen 4a e cos a temos: 
27 b 27 b 
sena senda sena Asena-cosa-(2costa-1) 
b=4:27:cosa:(2cos?a-—1) 


b=4:27 É (25: 1)=35 
E 6 36 E 


Gabarito: b = 35 


25.(Tópicos de Matemática) 


No triângulo ABC da figura abaixo, determine a medida do lado BC. 


Comentários 


Perceba as seguintes relações: 
AE 10 10 2 


AB 8+17 25 5 
AD 8 2 


AC 20 5 
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AE AD 
> — = — 
AB AC 
Então, pelo caso LAL, os triângulos ADE e ACB são semelhantes. Portanto: 
DE 2 12 2 
-> — =- > BC =30 


BC 5 BC 5 
Gabarito: BC = 30 
26. (Mack/1978) 
O triângulo ABC da figura é equilátero. AM = MB = 10 e CD = 12. Calcule o valor de FC. 


A 


Comentários 
Como o triângulo ABC é equilátero, temos: 
AB=BC=CA=20 
Assim: 
BD = BC + CD = 20 + 12 = 32 


Pelo teorema de Menelaus, temos que: 


BD CF AM 1 32 CF 10 1> 8CF = 3(20 - CF) FC 60 
DC FA MB 12 20-CF 10 11 


Gabarito: FC = da 
11 


ITA 
27. (ITA/2017) 


Considere o triângulo ABC, em que os segmentos AC, CB e AB medem, respectivamente, 
10 cm, 15 cm e 20 cm. Seja D um ponto do segmento AB de tal modo que CD é a bissetriz do 
ângulo AĈB e seja E um ponto do prolongamento de CD, na direção de D, tal que DBE = 
DÊB. A medida, em cm, de CE é 
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Comentários 


Desenhando a figura da questão, obtemos: 


A 10 C 


Usando o teorema da bissetriz interna: 
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AD BD x 20 — x 
= == 
AC BC 10 15 
Como ADC e EDB são opostos pelo vértice e ABE = AĈD, temos que AADC = AEDB = 
AEBC: 


> 15x = 200 — 10x >x = 8 


Assim, temos as seguintes razões: 
8 y 
AADC~AEDB > — = 12 > yz = 96 (I) 
Z 


10 y+z 
AADC ~AEBC > — = 
Z 15 


> 150 = yz + z? (II) 


Substituindo (1) em (II): 
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150 = 96 + z? > z = V54 > z = 3V6 
Substituindo z em (1): 


-96 96 4 166 
A medida de CE é dada por: 
dad aL 
CE =y+z= + 3V6 = —— 


Gabarito: “e”. 


28. (ITA/2013) 


Uma reta r tangencia uma circunferência num ponto B e intercepta uma reta s num ponto A 
exterior à circunferência. A reta s passa pelo centro desta circunferência e a intercepta num 
ponto C, tal que o ângulo ABC seja obtuso. Então o ângulo CB é igual a 


a) > ABC 

b) 57 — 24BC 

c)SABC 
d)24BC — r 
eJABC —> 

Comentários 


O desenho do enunciado é dado abaixo: 


Seja O, o centro da circunferência. Então, OB 1 AB. 


Os triângulos OBD e OBC são isósceles, então OBD = ODB e OÊB = OBC. 
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Queremos calcular o valor de CAB = x. Analisando as alternativas, vemos que todas opções 


possuem o ângulo ABC. Desse modo, vamos encontrar uma relação entre x e ABC. 
ABC=a+B+bB=a+2B 
Somando os ângulos internos do AABC e ABCD: 
xta+b+b+B=n5>x=n-a-3B 
T 


TT 
2a +2 =n >a +p =7>04=7- 


Assim, temos as seguintes relações: 
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ABC=a+2P (1) 
x=1-—-u-3B (ID 


T 
a=>-—P (HID 
2 
Substituindo (IIT) em (I): 
a T Z T 
ABC=5-B+26=>B=4BC-> (V) 
Substituindo (JII) em (II): 
T 
x=1—(5-B)-3B 
x=5-28 (V) 
2 
Substituindo (IV) em (V): 
T E Tt 
x =5"2(ABC-—) 


31 2 
x= z; 2ABC 


Gabarito: “b”. 


29. (ITA/2013) 


Em um triângulo de vértices A, B e C, a altura, a bissetriz e a mediana, relativamente ao vértice 
C, dividem o ângulo BÊ A em quatro ângulos iguais. Se | é a medida do lado oposto ao vértice 
C, calcule: 


a) A medida da mediana em função de l. 
b) Os ângulos CÁB, ABC e BĈA. 
Comentários 
Pelo enunciado, temos a seguinte figura: 
C 
IN 
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a) Queremos calcular o valor de CM. 


Analisando a figura, podemos ver que CH é mediatriz do triângulo ADC, pois esse segmento 
é altura e bissetriz do triângulo. Desse modo, AH = HD = a. Como M é o ponto médio do segmento 
AB, temos AM = MB. Então, se DM = b,temosMB =a+a+b= 2a +b. 


C 
IN 


Vamos aplicar o teorema da bissetriz interna nos triângulos ABC e BCD: 


tres =c a a 
2a 2a+2b d a+b 
c d c 

ABCD >+- (ID 


b 2Za+b d 2a+b 
Igualando (1) e (ID: 


a b 
a+b 2a+b 
2a? + ab = ab + b? 

b 
AER 
a 


Podemos tentar encontrar o valor de æ. Analisando os triângulos AHC e MHC: 


Anes toas U 
g4 = CH 


a+b 
AMHC > tg(2a) = TH (IV) 
Dividindo (IV) por (IHI): 


tg (2 +b b 
Ua Rd a 
tga a a 
Z2tga 1 
A lE 
l-tg?a tga 


2 = (1 — tg?a)(1 + V2) 
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tg?a = 3 — 2V2 
2 
to mw=(V2=1) 
> tga = v2-1 
Esse valor de tangente é conhecido como 45º/2, então: 
45º 


& = = 22,5° 


2 


Assim, podemos ver que o triângulo ABC é retângulo em C. Como M é o ponto médio do 
segmento AB e AABC é retângulo, temos que AABC pode ser inscrito em uma circunferência e M é 
o seu centro. Logo, CM = AM = BM = l/2. 


AN 


cu =! 
2 


b) Analisando os ângulos internos do triângulo, obtemos: 
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AAHC > B+22,5º+90º = 180º>B =67,5º 
AABC > $ + 90° + 0 = 180° > 9 = 22,5° 
< CÂB = 67,5º,BÊA = 90°, AÊC = 22,5º 
Gabarito: a) CM = l/2 b) CÂB = 67, 5°, BĈA = 90º,ABC = 22,5º 


30. (ITA/2011) 


Seja ABC um triângulo cujos catetos AB e BC medem 8 cm e 6 cm, respectivamente. Se D é 
um ponto sobre AB e o triângulo ADC é isósceles, a medida do segmento AD, em cm, é igual 
a 


a) 3/4 

b) 15/6 

c) 15/4 

d) 25/4 

e) 25/2 
Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 
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B 6 C 
Como o ABDC é retângulo, podemos aplicar o teorema de Pitágoras: 
x? = (8 — x)? + 6? 
x? = x? — 16x + 64 + 36 


16x = 100 
25 
x= 7 


Gabarito: “d”. 


31. (ITA/2007) 


Seja C, uma circunferência de raio R4 inscrita num triângulo equilátero de altura h. Seja C> 
uma segunda circunferência, de raio R,, que tangencia dois lados do triângulo internamente e 
Cı externamente. Calcule (R, — R5)/h. 


Comentários 


Temos a seguinte figura: 
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Pelas propriedades da circunferência inscrita num triângulo equilátero, temos: 


h 

pe dh 

ho 

no = Sha 
e 
27 a 


Vamos escrever R, e R, em função do lado l do triângulo equilátero ABC. Aplicando o 
teorema de Pitágoras no AAMC: 


2 Nº 2 
l = (5) +h 
83, 

2 


; š a RRE. Es h 
DE é paralelo ao lado AB, então o triângulo CDE também é equilátero. Como h, = temos 


h = 


a „l 3 
que o lado desse triângulo é z Então: 


=—] 


es 
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Calculando (R, — R5)/h: 


FERE 
h va a 3 9 
2! 
Gabarito: E2 = 2 


9 
32. (ITA/2005) 


Em um triângulo retângulo, a medida da mediana relativa à hipotenusa é a média geométrica 
das medidas dos catetos. Então, o valor do cosseno de um dos ângulos do triângulo é igual a 


a) 4/5 


243 
5 


b) 


4+3 
J2+3 


Comentários 


e) 


o 
= 
wie ẹle NIe 


A mediana de um triângulo retângulo relativa à hipotenusa é igual ao raio da circunferência 
que a circunscreve, então: 


Cc 


4 


Vamos escrever os catetos em função de R. Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo: 
(2R)? = a" + b? 


Segundo o enunciado: 
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R = Vab 
Substituindo na equação de Pitágoras: 
4ab = a? + b?’ 

a? — 4ab + b? = 0 

Resolvendo a equação em a: 
a = 2b + /3b? = (2 + V3)b 

Substituindo a na equação de R: 

R? = (2 + V3)b? 


R 
b = ——— 

Vv2+3 
b = R.|2 F v3 


Calculando o cosseno de q: 


R 
1 | — 
cosa = 2743 


Analisando as alternativas, vemos que um possível valor de cosseno é: 


1| 
cosa = 2+3 


unn 
c. 


Gabarito: 


33. (ITA/1998) 


Seja ABC um triângulo isósceles de base BC. Sobre o lado AC deste triângulo considere um 
ponto D tal que os segmentos AD, BD e BC são todos congruentes entre si. A medida do 
ângulo BÂC é igual a: 


Comentários 
Dos dados do enunciado, temos a seguinte figura: 
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A 4 


B c 
Como AD = BD = BC, temos: 
ADAB é isósceles > DÂB = DBA 
ABCD é isósceles > BÉD = BDC 
BDC é externo ao triângulo DAB > $ = 2a 
ADAB éisósceles> «a+ty=B>y=a 
A 


A 


A /\ 
B c 
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Somando-se os ângulos internos, encontramos: 
a + 2a + 2a = 180º 
5a = 180º 
a = 36º 
Gabarito: “c”. 
34. (ITA-1992) 


Considere o triângulo PQR abaixo, circunscrito a uma circunferência de centro O, cujos pontos 
de tangência são A, B e C. Sabe-se que os ângulos P, Q e R estão nessa ordem, em progressão 
aritmética de razão 20º. Os ângulos 1,2,3,4 conforme mostrado na figura abaixo medem, 
nesta ordem: 


P 


a) 40°, 120°, 60°, 50°. 
b) 40°, 100°, 50°, 40°. 
c) 60°, 140°, 60°, 40°. 
d) 60°, 120°, 40°, 50°. 
e)n.d.a. 


Comentários 


Os ângulos P, Q e R estão, nessa ordem, em progressão aritmética de razão 20º. Seja 
P = x, então, temos do APQR: 


P + Ô + Ê = 180° > x + (x + 20°) + (x + 40°) = 180º > x = 40° 
Portanto P = 40°, Ô = 60° e R = 80º. 


Sabendo que O é obtido do encontro das bissetrizes do triângulo, então o ângulo 1 
mede: 


â pe e Sm 
ângulo 1 =— =—— = 


Além disso, como B e C são pontos de tangência, temos OBQ = 0ÊQ = 90º. 
Lembrando que a soma dos ângulos internos de um quadrilátero é 360º, temos: 


ângulo 2 + 90º + 90º + Ô = 360º > ângulo 2 = 180º — À = 180º — 60º = 120º 
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O ângulo 3 é dado pela metade do ângulo 2, assim, ela mede: 
2 
Por fim, como OÊR = 90°, o ângulo 4 mede: 

.€ R 

ângulo 4 = 90° — pa 90° — 40° = 50° 


= 60° 


ângulo 3 = 


ll DI 


Gabarito: “a 


35. (ITA-1990) 


Na figura abaixo O é centro de uma circunferência. Sabendo-se que a reta que passa por E e 
F é tangente a esta circunferência e que a medida dos ângulos 1,2 e 3 são dadas, 
respectivamente, por 49º,18º,34º, determinar a medida dos ângulos 4,5,6 e 7. Nas 
alternativas a seguir considere os valores dados iguais às medidas de 4,5,6 e 7, 
respectivamente: 


a) 97°, 78°, 61°, 26°. 
b) 102°, 79°,58°, 23°. 
EST DE So. 
d) 977961277 
e) 97°, 80°, 62°, 29°. 
Comentários 


Nessa questão, devemos usar a propriedade do arco capaz. Então, se dois pontos na 
circunferência “enxergam” o mesmo segmento de reta, podemos afirmar que os ângulos desses 
pontos são congruentes. 


Note que a soma dos ângulos 1,3 e 4 é 180º. Logo, o ângulo 4 mede: 
ângulo 4 = 180º — 49º — 34º = 97º 
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Veja que DÁB = 18º, pois “enxerga” o mesmo segmento de reta que o ângulo 2. 
Assim, o ângulo 5 mede: 


ângulo 4 = ângulo 5 + DÂB 
> ângulo 5 = ângulo 4 — DÂB = 97º — 18º = 79º 
No triângulo AEC, temos que a soma dos ângulos é: 
ângulo 1 + ângulo 2 + ângulo 3 + DÁB + ângulo 6 = 180º 
ângulo 6 = 180º — (ângulo 1 + ângulo 2 + ângulo 3 + DÂB) = 61° 
> ângulo 6 = 180º — (49° + 18° + 34° + 18º) = 61º 

Por fim, FÊC = FÊD = 34º, pois é igual ao valor do ângulo 3. Assim, o ângulo 7 é: 

ângulo 6 = ângulo 7 + FÊC 
> ângulo 7 = ângulo 6 — FÊC = 61° — 34° = 27º 
Gabarito: “d” 


Eyes...) 


36. (IME/2017) 


Em umtriângulo ABC, a medida da bissetriz interna AD é a média geométrica entre as medidas 
dos segmentos BD e DC, e a medida da mediana AM é a média geométrica entre os lados AB 
e AC. Os pontos D e M estão sobre o lado BC de medida a. Pede-se determinar os lados AB e 
AC do triângulo ABC em função de a. 


Comentários 
Vamos dividir o problema em dois casos. Para cada um dos casos, temos as seguintes figuras: 


Caso 1) Bissetriz AD: 


AR 
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Usando o teorema de Stewart, temos: 


b?m + c?n = mna + Vmn a 
b?m + c?n = 2mna (1) 
Podemos escrever m e n em função de a, b, c usando o teorema da bissetriz interna: 
c 


— = — > cn = bm 
m n 


De acordo com a figura: 


Analogamente, para m: 
n=a-m 
cl(a-m) = bm 
ac 
b+c 


m = 
Substituindo em (I): 
2/ AC (1) ac (=>) 
— 1=9 
dr te b+c T b+c’ 
abc(b +c)  2(ařbc) 
b+c (b+c)? 
Como b +c + 0 e abc + 0, podemos simplificar: 
(b +c} = 2a? 
a, b,c são os lados de um triângulo, então a > 0eb +c >00: 


b +c = av2 (ID 


Caso 2) Mediana AM: 
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B D 


qm q 


Aplicando o teorema de Stewart: 


ba ca aa 2 
za o m.e 
b? 2 a? 
a+0> = — + bc 
4 
a? b?-—2bc+ c? 
4 2 
a? = 2(b — c}? 
av2 
Ib — c| = — (IN 
2 
Supondo que b > c, temos: 
avy2 
—c = — (I 
b > (IV) 
Somando (IV) e (II): 
avy2 
2b = av2 + 2 
32 
Substituindo o valor de b em (II): 
3V2 
c = avV2 — a — 
4 
a 2 
a 


bo Aula 09 — Geometria Plana II 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 09: ITA/IME 2020 


Sec >b: 
avy 2 
c—b= 2 (V) 
Somando (V) e (II): 
av 2 
20= avV2 + 2 
-3V2 
csü 3 
3V2 
= 2 — a — 
b=a a q 
V2 
b = a— 
“a 
Portanto, temos o seguinte resultado: 
av'2 32 
a PRE 
Ou 
32 av'2 
AB = a— e AC = — 
ZE 4 
Gabarito: AB = ae e AC = a*2 ou AB = a? e AC = ae 


37. (IME/2016) 


Em um triângulo ABC, o ponto D é o pé da bissetriz relativa ao ângulo À. Sabe-se que AC = 


AD,r = AB/AC e que Ĉ = a. Portanto o valor de sen?a é 


a) 


ər- T 
4 


Comentários 


De acordo com o enunciado: 
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O texto afirma que r = AB/AC: 


E a =b 
Pa c=br 


Usando o teorema da bissetriz interna: 


b c cm brm n 
— = — > n = — > n = —— = rm > m=-— 
m n b b r 
Aplicando o teorema dos senos no triângulo ACD: 
m b bsenB n bsenf senf 
= > m= >-= >n=br: 
senf sena sena r sena sena 
Aplicando o teorema dos senos no AABC: 
a c 


sen(2B) ` sena 


Comoa =m +n: 


m+n c 
sen(2ß) sena 
Coe ae 
r sen(26) sena 
E e 
sena \r sen(2ß) sena 


pai L E 
m ER r/A2senBcosB) 


r + 
ndo S 


Somando os ângulos internos do AACD: 


B+2u=n5bB=m-—2a 
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r+1 
2r 
r+1 
2r 
r+1 


cos(r — 2a) = 


— cos(2a) = 


—(1 — 2sen?a) = 


3 a! 
2sen'a=—— + 1 
2r 


3r+1 
4r 


> sen?a = 
Gabarito: “d”. 


38. (IME/2013) 


Seja um triângulo ABC. AH é a altura relativa de BC, com H localizado entre B e C. Seja BM a 
mediana relativa de AC. Sabendo que BH = AM = 4, a soma dos possíveis valores inteiros de 
BM é 


a) 11 

biia 

c) 18 

d) 21 

e) 6 
Comentários 


Do enunciado, temos a seguinte figura: 


A 


B 4 H C 


Podemos traçar a reta paralela à altura AH e que passa por M: 
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B 4 H N C 


Perceba que os triângulos AHC e MNC são semelhantes, então: 


AC HC 
MC NC 
HC 8 
— ES e) 
NC 4 
HC=2NCS HN=NC=x 
A 
4 
M 
4 
B 4 H T N T C 


Aplicando o teorema de Pitágoras nos AMNB e AMNC: 
BM? = MN? + (4 +x} (1) 
4? = MN? + x? (ID) 
Fazendo (1) — (ID): 
BM? — 4# = (4 + x)? — x? 
BM? — 16 = 16 + 8x 
BM? — 32 
DE 
Como x é o cateto do triângulo retângulo MNC, temos: 


= x (HD) 


0O<x<4 
Substituindo (III) na desigualdade acima: 
BMº — 32 


0<———— < 4 
8 
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32 < BM? < 64 
Se BM = 5, temos BM? = 25 e se BM = 8, BM = 64, então 5 < BM < 8. 
Os valores inteiros possíveis para BM são: 
BM = 60u BM =7 
Logo, a soma desses possíveis valores é: 
S=6+7=13 
Gabarito: “b”. 


39. (IME-2002) 


à ; : E x+y+z 3 
Sejam x, y e z números reais positivos. Prove que: 2 


XYZ. 
Comentários 
Para analisar essa desigualdade, devemos considerar a seguinte fatoração: 
a? + b? + c? — 3abc = (a + b + c) (a? + b? + c? — ab — bc — ac) 


Note que podemos reescrever a expressão à direita desse modo: 


2 
a? + b? +c? — 3abc = (a +b +c) -5 : (a? + b? +c? — ab — bc — ac) 


1 
a? + b? + c? — 3abc = (a + b + c) -3 : (2a? + 2b? + 2c? — 2ab — 2bc — 2ac) 


+b + 
a? + b? + c? — 3abc -CHITO q — 2ab + b?) + (b? — 2bc + c?) + (c? — 2ac + a?)) 
+b+ 
a? +b? + c? — Babe = CEPTO Ca — b)? + (b = 0)? + Ce- a)?) 


Nessa questão, temos a = Vx , b = ?/y e c = VZ. Substituindo na equação acima: 
y 


styra yaz IE yE- y A r- G- VE) 


Então: 


a A 


GE- Y + (Yy -V + z- Y) 0) 


Podemos observar que: 


Vx + y + Vz 
— >0 
6 
Pois x, y e z são números reais positivos, além disso: 


(= + (= VE + (eo 


Pois o menor valor possível para uma soma de quadrados é O e, nesse caso, ela ocorre 
quando x = y = Z. Portanto: 
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Vx + i/y + Vz 
Laai (ag S +G- V t Nz- a) a0 
Assim, substituindo (I) na desigualdade acima: 
x+y+z 
3 


x+y+z 
5 —— > xyz 


Como queríamos demonstrar. 


— xyz >0 


Gabarito: Prova 


11. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da aula de geometria plana Il. Faltam duas aulas para aprendermos tudo 
que precisamos para acertar as questões da prova sobre geometria plana. 

Nessa aula, vimos como calcular as cevianas de um triângulo qualquer e também alguns 
teoremas que podem ser úteis na resolução das questões. Os teoremas de Ceva e Menelaus são 
mais passíveis de serem cobradas no IME. O ITA, normalmente, cobra questões sobre os pontos 
notáveis do triângulo e o cálculo das suas cevianas. 

Note que ambos os vestibulares costumam misturar figuras geométricas, então, tente 
aprender a trabalhar com cada uma delas. 

Caso fique alguma dúvida ou tenha alguma crítica/sugestão, pode entrar em contato: 
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INTRODUÇÃO 
Olá, 


Nessa aula, vamos estudar quadriláteros e círculos. No capítulo de quadriláteros, veremos 
algumas propriedades válidas para cada tipo de quadrilátero e no capítulo de círculos, estudaremos 
os elementos presentes no círculo e alguns teoremas e propriedades válidas para essa figura 
geométrica. 


Os exercícios ao longo da teoria dessa aula exploram melhor o conhecimento do aluno e, por 
isso, você poderá ter dificuldades em resolver algumas. Mas, tenha calma. Caso isso ocorra, leia a 
resolução e tente entender o raciocínio por trás da questão. 


Lembre-se, só leia as resoluções ou comentários das questões se você tiver alguma dúvida ou 
não souber como resolver. Se você acha que já tem um bom conhecimento dos tópicos dessa aula, 
vá direto para as listas de questões, resolva e verifique se acertou no gabarito. 


E qualquer dúvida, crítica ou sugestão não hesite em nos procurar pelo fórum de dúvidas ou 
pelos meios de contato abaixo: 
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1. QUADRILÁTEROS NOTÁVEIS 


Um quadrilátero é formado pela união de 4 pontos distintos do plano e três desses pontos 
não podem ser colineares. Vejamos os dois tipos de quadriláteros abaixo: 


D 
LS 
A B 


Quadrilátero Convexo 
D 


Quadrilátero Côncavo B 


Os segmentos AC e BD são as diagonais dos quadriláteros acima. A soma dos ângulos 
internos do quadrilátero é igual a 360º e a soma dos ângulos externos também é igual a 360º. Basta 
notar que o quadrilátero é formado pela união de dois triângulos, por exemplo, no caso do 
quadrilátero convexo, temos a união dos triângulos ABD e CBD. 


Para nossa prova, vamos estudar apenas os quadriláteros convexos. Os principais que podem 
ser cobrados na prova são: trapézio, paralelogramo, retângulo, losango e quadrado. 


1.1. TRAPÉZIO 


1.1.1. Definição 


Um quadrilátero plano convexo é um trapézio se possui dois lados paralelos entre si. 
Chamamos esses lados de base do trapézio. Essa figura geométrica pode receber a seguinte 
classificação dependendo dos lados adjacentes às bases: 
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1) Trapézio Escaleno: os lados adjacentes não são congruentes. 


D C 
A B 


2) Trapézio Isósceles: os lados adjacentes são congruentes. 


D C 
A B 


3) Trapézio Retângulo: um dos lados adjacentes forma dois ângulos retos com as bases. 
D C 
A B 
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A B 
Sendo AD e BC, segmentos transversais às bases paralelas AB e CD, temos: 
Â + D = 180º 
B + É = 180° 


A+D= B + C= 180° 


P2) Base Média 


A b B 
A base média de um trapézio de bases a e b possui a seguinte relação: 


iwat 
— 2 


Demonstração: 
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A P B 


Traçamos o segmento de reta PD paralelo à BC. De acordo com a figura, temos: 


Inpe = Ce a DO 
Q AD AP al ba 


b-a 
MN TRTE 0 


a+b 


+ MN 
2 


P3) Base que intercepta o encontro das diagonais 


D a C 


A b B 


Sejam P,Q,R pontos do trapézio tal que Q é o ponto de encontro das diagonais e PR é 


paralelo às bases ABe CD, então: 
T ab 
Q = QR = a+b 


2ab 
a+b 


PR = 
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Demonstração: 


A b B 


Sejam h e H as alturas dos triângulos PQD e ABD, respectivamente. Então, aplicando a 
semelhança de triângulos, temos: 


APOD-AABD Ss“ =P q) 
T 


H 
APQA~ADCA P — = ——— (II 
Q a h+H un) 
Dividindo (1) por (II): 


(HD) 


Re 
sis 


Isolando h/H em (I): 


h x 
xh + xH = bh > xH = h(b — x) > — = —— (IV) 
H b-x 


igualando (JIN) e (IV): 


a x ab 
E “e Ma 
Analogamente, para os triângulos BQR e BDC: 
bos =. ayka eoa le 
a ARE “UA EA cd y 


Usando a relação (JII): 


a O save by — ab > y = E 
b y a+b 
ab 
TRES T 
, _ 2ab 
d ETT 
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1.2. PARALELOGRAMO 


1.2.1. Definição 


Um quadrilátero plano convexo é classificado como paralelogramo quando seus lados 


opostos são paralelos. 
D C 
A B 


AB//CD e AD//BC 


1.2.2. Propriedades 
P1) Lados opostos congruentes 


Traçando-se a diagonal BD, temos pela propriedade das retas paralelas: 


D C 
X 
B 


Pelo critério de congruência ALA, temos AABD = ACDB, então: 


D=BCeAB=C 


A 


J 


P2) Ângulos opostos congruentes 
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Kd 
B 


A 


Note que Î = a + $ e Ê = a + B, logo: 


Analogamente para Â e É: 


Se ABCD é um paralelogramo, então: 
AB = CD 
ABD = BÎC e BÂC = DĈA 
Pelo critério de congruência ALA, temos: 
AAMB = ACMD 
Logo: 
MD = MB e AM = CM 


Portanto, M é ponto médio das diagonais. 
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1.3. RETÂNGULO 


1.3.1. Definição 
Se um quadrilátero plano convexo é equiângulo, então, ele é um retângulo. 


D C 


1.3.2. Propriedades 
P1) Todo retângulo é paralelogramo 


Pela definição de ângulos opostos congruentes do paralelogramo, como todos os ângulos 
internos do retângulo são congruentes, temos que todo retângulo é paralelogramo. Logo, todas as 
propriedades do paralelogramo são válidas para o retângulo. 


P2) Diagonais congruentes 
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A 


Sabendo que todo retângulo é um paralelogramo, então, AB = CD e AD = BC. Usando o 
critério de congruência LAL: 


AD = BC, Â = Ê e AB = AB > AABD = ABAC > AC = BD 


Uma consequência dessa propriedade é que se M é o ponto de cruzamento das diagonais do 
retângulo, temos: 


AM = MC = DM = MB 


1.4. LOSANGO 


1.4.1. Definição 
Um quadrilátero plano convexo é equilátero, então, ele é um losango. 


D 
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1.4.2. Propriedades 
P1) Todo losango é um paralelogramo. 


Todas as propriedades do paralelogramo são válidas para o losango. 


P2) As diagonais são bissetrizes e mediatrizes. 


Como o losango é equilátero, temos: 


B 


Os triângulos ACD e ACB são isósceles, então, como AD = CD = AB = CB e AC é um 
segmento em comum: 


DÃC = DÊA = BÂC = BĈA 


Logo, a diagonal AC é bissetriz do losango. Analogamente, podemos provar que BD também 
é bissetriz. 


Assim, os ângulos opostos são congruentes, portanto, um losango também é um 
paralelogramo. 


Seja M o ponto de intersecção das diagonais: 


D 


B 
Como ABCD também é um paralelogramo, temos que M divide as diagonais ao meio. Então: 
AM = MC e DM = MB 
Usando o critério de congruência LLL, temos: 
AMAD = AMAB = AMCB = AMCD > AMD = AMB = CMB = CMD = 0 
0+0+0+0 = 360° > 0 = 90º 


Desse modo, as diagonais são perpendiculares entre sie M é o ponto médio deles, portanto, 
as diagonais também são mediatrizes. 
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1.5. QUADRADO 


1.5.1. Definição 
Um quadrilátero convexo plano é um quadrado quando é equilátero e equiângulo. 


D C 


1.5.2. Propriedades 
Todo quadrado é um retângulo e losango. 
Todas as propriedades do retângulo e losango são válidas para o quadrado. 


D C 
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HORA DE 

PRATICAR! 
a Considere um quadrilátero ABCD e sejam M,N,P e Q os pontos médios dos lados 

| AB, BC, CD e DA. | 
a) Demonstrar que MNPQ é um paralelogramo. 

| b) Em quais condições MNPQ é um retângulo, losango e quadrado? 

| Resolução: 

| a) Vamos desenhar um quadrilátero qualquer ABCD: 


A M B 


C 


| Traçamos as diagonais AC e BD do quadrilátero ABCD. Note que MQ é base média do : | 
| triângulo ABD, logo, MQ//BD e MQ = BD/2. Analogamente, para o triângulo BCD, temos | 
| NP//BD e NP = BD/2. Portanto, NP = MQ e NP//MQ. | 


| Para a diagonal AC, temos do triângulo ABC que MN é sua base média, logo, MN//AC e 
i MN = AC /2. Analogamente, para o triângulo ADC, temos PQ//AC e PQ = AC/2. Portanto, | 
MN//PQ e MN = PQ. 


Assim, o quadrilátero MNPQ é um paralelogramo. 


| b) Vamos dividir o problema em cada caso: 
Caso 1) MNPQ é retângulo: 


Como MNPQ é um retângulo e seus lados são paralelos às diagonais do quadrilátero 
ABCD, temos que a condição para isso é ABCD possuir diagonais ortogonais entre si. 
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Caso 2) MNPQ é losango: 


Vimos no item a que MQ = NP = BD/2 e MN = PQ = AC/2. Sabemos que o losango 
deve possuir todos os lados equiláteros, logo: 


MQ=NP=MN=PQS => BD=aAC 


| Portanto, uma condição é as diagonais do quadrilátero ABCD devem possuir a mesma | 
| medida. | 
| Caso 3) MNPQ é quadrado: 


Para MNPQ ser um quadrado, ele deve satisfazer as condições de um losango e de um 
| retângulo. Logo, ABCD deve possuir diagonais congruentes e ortogonais. 


| Gabarito: Demonstração 


2 ABCD e AECF são dois retângulos que possuem uma diagonal comum AC. Demonstrar | 
que o quadrilátero BEDF também é um retângulo. 


' Resolução: 


De acordo com o enunciado da questão, temos: 


E 
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| Queremos provar que BEDF é retângulo, então, devemos mostrar que seus ângulos | 
internos são todos retos. Note que os triângulos AEC, ABC, ADC e AFC são todos retângulos 


e possuem a mesma hipotenusa, logo, eles estão inscritos numa mesma circunferência: 
E 


F 


| Podemos usar as propriedades do arco capaz. Note que BÊC = BFC, pois enxergam 
| mesmo arco BC. Analogamente, AÊD = AFD. Como AD = BC, temos que BÊC = BFC 


| AÊD = AÊD. 
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Como AÊC é ângulo do retângulo AECF, temos a + ß = 90º. Logo, BÊD e BÊD são | 
| ângulos retos. | 


Sendo AE = CF, temos EBA = CBF: 


| o | 
Do retângulo ABCD, temos 6 + y = 90º, logo, EBF também é ângulo reto. Como a soma | 
| dos ângulos internos de um quadrilátero é igual a 360º, temos que todos os ângulos internos 


| do quadrilátero BDEF são congruentes e iguais a 90º. Portanto, esse quadrilátero é retângulo. | 


| Gabarito: Demonstração 


| 3. ABCD é um losango no qual Ê = 108º e CAPQ é um outro losango cujo vértice P está no | 
prolongamento de AB. Achar os ângulos formados por AQ e BC. | 


| 
| Resolução: 
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| Vamos usar as propriedades do losango. Inicialmente, vamos encontrar os ângulos dos | 
| losangos. Como Ê = 108°, temos D = 108º. Sabendo que um losango também é um | 
| paralelogramo, temos que os ângulos À e É são suplementares de 108º, logo, À = É = 72º. 


| Sendo CAPQ um losango, temos que AQ é sua bissetriz. Como BÂC = 36º (bissetriz de | 
paco; temos CÂQ = PÂQ = 18°. | 


Q 


| Como $ é ângulo externo do triângulo ABM, os ângulos formados por AQ e BC são dados | 
| por: | 
| B = 18° + 108º => f = 126º 

| æ + p = 180° > q = 54° 

| Gabarito: 54° e 126° 


| 4. ABCD é um retângulo cujas diagonais se cortam em O e AOM é um triângulo equilátero | 
| construído no semi-plano dos determinados por AC que contém B. Sabendo que AĈD = | 
25º, calcular os ângulos do AABM. i 


' Resolução: 


Vamos desenhar a figura do enunciado: 
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O 
ÉS] 
>, 


D C | 


| Como AÉD = 25º, temos CÂB = ABD = 25º. Sendo AOCB isósceles, temos OBC = | 
| OĈB = 65º (É é ângulo reto do retângulo) e, assim, BÔC = 50º. | 


Vamos completar os ângulos da figura: 


D C 


AOBM é isósceles e o ângulo BÔM = 70º (ângulo raso), assim, OBM = OMB = 55º. 


| Logo, MBA = 30º: 


| Os ângulos internos do AABM são 30°, 35° e 115°. 
| Gabarito: 35°,30° e 115° 
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| 5. Sobre o lado CD de um quadrado ABCD, contrói-se internamente um triângulo equilátero | 
| CED e sobre o lado BC constrói-se externamente um triângulo equilátero BCF. Mostrar | 
que A, E e F estão alinhados. 


| Resolução: 
De acordo com os dados da questão: 
D É 
A B 


Vamos construir os triângulos AED, EBC e CEF: 
D © 
NV > É 
A B 


Note que esses triângulos são isósceles. Vamos completar os ângulos da figura: 


| Como o vértice C e D dos triângulos isósceles ECB e ADE são iguais a 30º, os ângulos de | 
| suas bases são iguais a 75º. Sendo EÊF = 90º e AECF isósceles, temos CÊF = CFE = 45º. 
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Analisando a figura, vemos que AÊD + DÊC + CÊF = 75º + 60º + 45º = 180º. Logo, | 


| AÊF é um ângulo raso e, portanto, A, E e F estão alinhados. 


| Gabarito: Demonstração 


| 6. Na figura a seguir temos o quadrado ABCD de lado 1. O segmento EF mede 1. Determine 
| a equação cuja raiz seja a medida do segmento EA. 


C D 
F 
1 
1 
B A E 
Resolução: 
Fazendo CF = y, temos: 
C l D 
F 
1 
1 
B A E 


Note que os triângulos retângulos CFD e EFA são semelhantes, logo: 


Aplicando o teorema de Pitágoras no ABCE: 


(1+ =at 
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x2+2x+41 
x2 


x? +2x+1=x!+2xº + 2x? 
| xt +2x? +xº-2x-1=0 
| Gabarito: x* + 2x? + x? — 2x — 1 = 0 


=x? +2x+1+1 


| 7. Determinar o ângulo formado pela diagonal e pela base de um trapézio isósceles, sabendo | 
| que a altura é igual a base média. 


| Resolução: 


D 


Queremos calcular o valor do ângulo a. 
De acordo com o enunciado, temos que a altura possui mesma medida da base média do | 
| trapézio isósceles, logo: i 


a+b 
h = — 


2 
Aplicando a lei dos cossenos nos triângulos ABD e BDC: 
AABD > c? = a? + d? — 2adcosa (1) 
ABDC > c? = b? + d? — 2bdcosa (II) 
Fazendo (1) — (II): 
0 = @ — b? — 2dcosa (a — b) 


a2 2 


cosa = > cosa = = (IT) 


2d(a-b) 


No triângulo retângulo BHD: 


h E +b 
Br a 
sena = - > d = — = 
d sena 2sena 


Substituindo em (III): 


_ a+b — = 45° 
cosa = zar > COSA = sena > q = 4 


2sena 


| Gabarito: 45º 
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|8. ABCD é um paralelogramo com triângulos equiláteros ABF e ADE desenhados | 
externamente ao paralelogramo. Prove que o triângulo FCE é equilátero. 


Resolução: | 


D C 


Os triângulos ABF e ADE são equiláteros, logo, EÃD = FÂB = 60º. Assim, como esses 
| ângulos possuem a mesma medida, esses ângulos são opostos pelo vértice. Portanto, F,4, D | 
| estão alinhados. Vamos completar os ângulos: | 


F 


AN 


(A DN (NB 


D C 


Usando as propriedades do paralelogramo, temos ADC = ABC = 60°. 
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| Pelo critério de congruência LAL, temos que os triângulos ECD e CBF são congruentes. | 
| Logo, EC = FC. Fazendo ECD = CFB = x, temos: 


F 


Sendo BÊD oposto de BÂD do paralelogramo, temos BÊD = 120º, então, FÊE = 60°: 
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| Sendo FĈE = 60° e AFCE isósceles, temos que os ângulos da base também são iguais a | 
| 60º. Portanto AFCE é equilátero. | 


| Gabarito: Demonstração 


o Na figura a seguir ABCD e CEFG são quadrados, os segmentos BE e EC são 
perpendiculares entre si, BE = 10 e EC = 7. Determine a medida do segmento AF. 


A 


B 
D 
E 
C 
F G 


| Resolução: 
| Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo BEC, temos: 


BC? = 102 + 7? > BC = V149 
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Vamos aplicar a lei dos cossenos no triângulo ABF: 


x? =V14924+172 — 2 - 17 -V149 - cos(90º + 6) 


= [149 + 289 + 34V149sen(0) 


sen = 7 
— Tao 


| 7 
x= 149 + 289 + 34v 149 -zz => x = V676 > x = 26 


| Gabarito: AF = 26 


Do triângulo BEC: 


| 10. No paralelogramo ABCD, E está em BC. AE corta a diagonal BD em G e DC em F, como | 
| mostra a figura. Se AG = 6 e GE = 4, calcule EF. | 


A B 


| Resolução: 


Vamos inserir as variáveis na figura: 
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D 


Usando semelhança de triângulos: 


bx 


AECF-AADF > E =15y= 


10+x 10+x 


ABGE-ADGA > t=" > 4b =6b-6y>y=Ż2 


Igualando as duas identidades: 
b bx 


3º 10+x 


3 10+x=3x>oãkxes5 


| Gabarito: EF = 5 


2. CÍRCULO E CIRCUNFERÊNCIA 


2.1. CONCEITOS INICIAIS 


2.1.1. Notação 


É comum confundir os termos círculo e circunferência. A diferença entre eles é que o primeiro 
pode ser considerado um disco enquanto o segundo é apenas um anel. Em termos matemáticos, se 
À, é uma circunferência e À, é um círculo, então para um ponto P pertencente a um plano a: 


AM = {P E a|dpo = r} 
À, = {P (= aldpo < r} 
r é uma distância fixa do plano e é chamado de raio. 


dp é a distância do ponto P a um ponto O fixo do plano, este ponto é chamado de centro 
da circunferência ou do círculo. 
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Circunferência A1 Círculo As 


Chamamos de exterior o conjunto de pontos que distam x > r em relação ao centro O. Todos 
os pontos que distam x < r em relação ao centro O são chamados de pontos do interior. 


Podemos usar a seguinte notação para definir uma circunferência ou círculo de raio r e centro 
O: 


A(O,r) 


Também podemos definir uma circunferência usando 3 pontos distintos no plano, seja A,B,C 
pontos distintos: 


A(A; B;C) 


2.1.2. Elementos 


Os elementos presentes em uma circunferência são: centro, raio, diâmetro, arco, corda e 
flecha. 


Vejamos a definição de cada um deles: 
Centro: ponto interno que equidista de todos os pontos da circunferência. 
Raio: é a distância do centro a qualquer ponto da circunferência. 


Diâmetro: é o comprimento do segmento de reta que passa pelo centro e toca dois pontos 
da circunferência. Também podemos dizer que ele é igual a 2 raios. 


Arco: é o conjunto de pontos entre dois pontos distintos da circunferência. Esses dois pontos 
dividem a circunferência em arco maior e arco menor. Normalmente, usamos o arco menor. 


Corda: é o segmento de reta que une as extremidades de um arco. 


Flecha: é o segmento de reta compreendido entre a corda e o arco e pertence à mediatriz 
dessa corda. 


Observe a figura abaixo os elementos da circunferência: 
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O = 
ŢȚ 
centro C 


diâmetro 


Flecha: MN 
Arco: ÁB 
Diâmetro: CD 
Corda: AB 


Note que a maior corda é o diâmetro. Veja: 


Se aplicarmos a desigualdade triangular no AAOB, encontramos: 
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+ AB < 2R 


2R é a medida da diagonal de uma circunferência, logo, a maior corda é o diâmetro. 


2.1.3. Cálculo da Flecha 


Podemos calcular a medida da flecha em função da medida do raio e da corda dada. Seja a a 
medida da corda AB e R o raio da circunferência, assim, temos: 


Perceba que AAMC-ANMA, desse modo: 


a 
MC AM 2R-x 7 3 a? 3 > 
a T 7 = 4 2Rx—« =j% —8Rx+a/ =0 
Encontrando as raízes: 
4R + V16R? — 4a? 4R? — q? 
ra- DM 4 | 


2.2. POSIÇÃO ENTRE RETAS E CIRCUNFERÊNCIAS 


2.2.1. Classificação 


Podemos classificar as retas de acordo com sua posição em relação à circunferência. Temos 
três classificações: 
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1) Reta secante 


Uma reta é secante quando cruza a circunferência em dois pontos distintos, seja s uma reta 
secante à circunferência À de raio R e d a distância da reta em relação ao centro O, então: 


s NA = {A,B} 
d<R 


2) Reta tangente 


Uma reta é tangente quando intercepta a circunferência em um único ponto. Seja t uma reta 
tangente à circunferência À de raio R e d a distância da reta em relação ao centro O: 


tNA=t(T) 
d=R 


Uma reta é exterior à circunferência quando não intercepta a circunferência. Seja e a reta 
exterior à circunferência À de raio R e d a distância da reta em relação ao centro O: 


enA=bs 


3) Reta exterior 


ĝo Aula 10 — Geometria Plana III 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 10: ITA/IME 2020 


d>R 


2.2.2. Propriedade da tangente 
Sejam t; e t, as retas tangentes à circunferência À e que passam pelo mesmo ponto P: 


tı Tı 
É 


P 


Tz 


t2 
Note que os triângulos OT,P e OT,P são retângulos, então, podemos aplicar o teorema de 
Pitágoras: 
AOT,P > OP? = OT? + PT? > PT, = y 0P? — R? 


A0T,P > OP? = OT2 + PT2 > PT, = VOP? — R? 
> PT, = PT, 
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Pelo critério de congruência LLL, temos AOT,P = AOT,P, então: 


OPT, = OPT, > OP é bissetriz 


2.3. ÂNGULOS NA CIRCUNFERÊNCIA 


Já estudamos alguns conceitos de ângulos na circunferência. Vamos relembrá-los. 


2.3.1. Ângulo Central 


Chamamos de ângulo central o ângulo que possui seu vértice no centro da circunferência: 


B 


A medida do ângulo central a é dada por: 


æ = AB 


2.3.2. Ângulo Inscrito 


Um ângulo é inscrito a uma circunferência quando possui seu vértice na circunferência: 


B 


ea 


A medida do ângulo inscrito é dada por: 
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— 


“AB 
a 


2.3.3. Ângulo Ex-inscrito 


Ângulo ex-inscrito é o menor ângulo entre a reta tangente e a reta secante que passa pelo 
ponto de tangência: 


A medida do ângulo ex-inscrito é igual à medida do ângulo inscrito que enxerga o segmento 
AT: 


AT 
æ =— 
2 


2.4. QUADRILÁTERO E CIRCUNFERÊNCIA 


2.4.1. Quadrilátero Inscritível 


Um quadrilátero convexo é inscritível se, e somente se, seus quatro vértices pertencem à 
circunferência. 


Exemplo: 
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B 


Teorema: Um quadrilátero convexo é inscritível se, e somente se, seus ângulos opostos são 
suplementares. 


Demonstração: 
Vamos provar a primeira parte: 
ABCD é inscritível > E Ro oo 
B + D = 180º 
D 


uy 


Como Ê e D são ângulos inscritos à circunferência, temos: 


~ ADC 
B=5 

- ABC 
ĵ ==> 


Sabendo que ADC + ABC = 360°: 


~ a ADC+ABC 360º 
A a = 2 = 180º 


Como a soma dos ângulos internos do quadrilátero é igual a 360º: 


Â + ĉ + B + D = 360° > Â + É = 180º 
180° 
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Para a segunda parte: 


E T C = 180° > ABCD é inscritível 
B +D = 180º 
Supondo que ABCD seja um quadrilátero convexo não inscritível à circunferência À com D ¢ 


À, então, existe um ponto E pertencente à À tal que ABCE é inscritível: 


B 


ABCE é inscritível por construção, logo, Ê + Ê = 180º. Como E é um ângulo externo ao 
triângulo DEC, temos pelo teorema do ângulo externo que É > D. Pela hipótese temos Ê + D = 
180º, então, D = Ê. O que é um absurdo! Portanto, se os ângulos opostos são suplementares, o 
quadrilátero é inscritível. 


2.4.2. Quadrilátero Circunscritível 


Um quadrilátero convexo é circunscritível se, e somente se, seus quatro lados são tangentes 
à circunferência. 


Exemplo: 
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Ts 


Ts 


Tz 


B 


Com base nesses conceitos, temos dois teoremas que são bastante úteis para resolver 
questões de geometria plana envolvendo quadriláteros. Vamos estudá-los. 


2.4.3. Teorema de Pitot 


Um quadrilátero é circunscritível se, e somente se, a soma dos lados opostos forem iguais. 


D 


B 


AB + CD = AD + BC 
Demonstração: 
Para a primeira parte: 
ABCD é circunscritível > AB + CD = AD + BC 


Seja ABCD o quadrilátero circunscritível representado abaixo, usando a propriedade das 
retas tangentes à circunferência, temos: 
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Analisando a figura, podemos escrever: 
AB+CD=(x+ty)+(z4+tWw)=x+ty+2Z+W 
AD +BC = (x+w)+(y+z)=x+y+z+w 
+ AB + CD = AD + BC 
Para a segunda parte: 
AB + CD = AD + BC > ABCD é circunscritível 


Supondo que ABCD seja não circunscritível à circunferência À com CD NA = Ø, então, 
podemos construir o quadrilátero ABCE tal que CE tangencia a circunferência À: 


D 


Como ABCE é circunscritível, podemos escrever: 
AE +BC =AB+CE (D 
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Pela hipótese: 
AB + CD = AD + BC (II) 
Somando as expressões (I) e (II): 
AE + B€ + AB + CD = AB + CE + AD +BE 
AE +CD = CE + AD > AE +CD = CE + AE + ED 
> CD = CE + ED 
Como CED é um triângulo, temos pela desigualdade triangular: 
CD < CE + ED 
Logo, chegamos a um absurdo! Portanto: 
AB + CD = AD + BC > ABCD é circunscritível 


2.4.4. Teorema de Ptolomeu 


Se o quadrilátero convexo ABCD é inscritível, então, o produto de suas diagonais é igual à 
soma dos produtos dos lados opostos. 


D 


B 
AC: BD = AB : CD + AD - BC 
Demonstração: 


Seja ABCD um quadrilátero convexo inscritível. Podemos prolongar o lado CD tal que BĈE = 
DĈA e E é o prolongamento do lado AB: 
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Como ABCD é inscritível, temos p +y = 180º. Perceba que no vértice B, CBE é 
suplementar de ABC, então, CBE = B. 


Assim, podemos ver que AADC-AEBC, então, temos: 


CD AD 
Os ângulos inscritos BÂC e BDC enxergam o mesmo arco BC, então, BÂC = BDC. Note que 
DCB = ACE, pois ACB é um ângulo em comum entre eles. Desse modo: 
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ADCB-AACE > - = n > AE -CD = BD - AC (II) 
AC AE 
Podemos ver pela figura que AE = AB + BE, substituindo essa relação em (IT): 
(AB + BE): CD = BD ; AC > AB -CD + BE -CD = AC - BD 
Usando a relação (1), encontramos: 


AC -BD = AB-CD+ AD-BC 


2.5. POTÊNCIA DE PONTO 


2.5.1. Definição 


Para finalizar o capítulo de circunferência, vamos estudar o que é a potência de um ponto P 
em relação a uma circunferência À. Podemos ter dois casos possíveis: 


1) P está no interior da circunferência. 


2) P está no exterior da circunferência. 
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Para qualquer um desses casos, temos pela definição de potência de ponto: 
Pot} = PA- PB 
Lê-se potência do ponto P em relação à circunferência À. 


Vamos ver sua aplicação. Passando por P duas retas concorrentes tal que essas retas 
interceptam a circunferência nos pontos A, B,C, D, temos: 


Caso 1 Caso 2 


Analisando as figuras, podemos ver que: 
Caso 1) 


APBD~APCA LARN PA : PB = PC . PD 
mo > b == > . = . 
PC PA 


Caso 2) 


APBC-APDA ipa a PA-PB = PC : PD 
mo 5 b. E, is 5 . = . 
PD PA 


Pot) = PA- PB = PC - PD 
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2.5.2. Eixo Radical 
Eixo radical é o lugar geométrico dos pontos do plano que possuem a mesma potência em 


relação a duas circunferências dadas. 
Teorema 
Uma propriedade do eixo radical é que o conjunto dos pontos do eixo radical é uma reta 


perpendicular à reta que liga os centros das duas circunferências. 


Demonstração: 
Sejam 4, e åA, duas circunferências localizadas no mesmo plano de raios R e r, 
respectivamente. Seja P o ponto que possui a mesma potência com relação as duas circunferências, 


desse modo, temos: 


Poti, = Poti, 


PA : PB = PC . PD 
(PO, — RJ(PO, + R) = (P0, —r)(PO, + r) 
P0O2 — R? = PO? — r? 
PO? — POŻ = R? — r? (1) 
Se PO, > PO,, temos O,N > 0N. Seja M o ponto médio do segmento O, 0,, assim, temos: 
PN? +0,N? (ID) 


AO,PN > PO? = 
PN? + 0N? (HD 


AO,PN > P02 = 


Fazendo (IT) — (II): 
P02 — P02 = 0,N? — 0, N? 

2 Z 

Ga) (7-5) 
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2 sa a a = 
PO; -P0 =, +dx+x 7 + dx ba 


PO? — PO? 
PO? — PO? = 2dx > x = ——— 
2d 
Substituindo (1) na expressão de x: 
R? — r? 
Xe O = cte 


Como x é um valor constante, temos que N é um ponto fixo sobre o segmentro 0,0». Logo, 
o lugar geométrico de P é a reta perpendicular a 0,0, que passa pelo ponto N. Portanto, o eixo 
radical é perpendicular a 0,05. 


Se as circunferências forem secantes, o eixo radical será a reta que passa pelos pontos de 
intersecção. Se as circunferências forem tangentes, o eixo radical conterá o ponto de tangência. 
Exemplos: 


eixo radical 


eixo radical 


| 11. Demonstre que um quadrilátero é circunscritível se e somente se a soma dos lados opostos | 
| são iguais. i 
| Resolução: 

Esse é o teorema de Pitot, caso não se lembre, veja a demonstração na aula teórica. 


| Gabarito: Demonstração 


| 12. Demonstre que num quadrilátero inscritível, o produto das diagonais é igual à soma dos | 
produtos dos lados opostos. | 


| Resolução: 
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Esse é o teorema de Ptolomeu, caso não se lembre, veja a demonstração na aula teórica. 


| Gabarito: Demonstração 


| 13. Num triângulo ABC, sejam D e E respectivamente os pés da mediana e da bissetriz | 
baixadas de A. A circunferência circunscrita ao triângulo ADE encontra AB em B'e AC em 
C'. Demonstrar que BB' = CC”. 


' Resolução: 


B E D C 
Usando o teorema da bissetriz interna, temos: 


BA CA 
m (1) 


Como D é mediana: 


BD =CD (ID) 
| Pela potência do ponto Be C: | 
| BB'.BA=BE-BD> 2 = 22 (1) | 
| BE BB 
CO CAL 0E S =) | 
CE CC 


Usando a relação (1), temos de (IHT) e (IV): 


BD O 
| BB! cc! | 
| Da relação (II), podemos concluir: | 
| BB' = CC' 


| Gabarito: Demonstração 


| 14. Num quadrilátero ABCD, inscrito em uma circunferência, o lado AD é um diâmetro. | 
Demonstrar que subsiste entre as medidas a,b,c e d dos lados desse quadrilátero a | 
relação: i 


(d? — a? — b? — c?) - d = 2abc 
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PS 


| Resolução: 


Como AD é a diagonal da circunferência, se ligarmos os pontos A com C e B com D, | 
| formamos os triângulos retângulos ABD e ACD. BD e AC são diagonais do quadrilátero. Desse | 
| modo, temos: | 


Sendo o quadrilátero inscritível, podemos aplicar o teorema de Ptolomeu: 
xy =ac+bd (1) 
Aplicando o teorema de Pitágoras nos triângulos retângulos: 
d =x poses dd (1) 
d? = y? + a? > y = Vd? - a? (II) 
Substituindo (II) e (III) em (1): 
Jea a) = ac + bd 
Elevando a equação acima ao quadrado: 
d’ — a° d? — cid? + œ = a2c? + b?d? + 2abcd 
> dt — a° d? — b? d? — cid? = 2abcd 
> d? — a@°d — b?d — c?d = 2abc 
< (d? — a? — b? — c?)d = 2abc 
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| Gabarito: Demonstração 


| 15. Calcular as diagonais de um quadrilátero inscrito numa circunferência cujos lados são: 


| AB =5;BC =8;CD = 12 e DA = 20. 


| Resolução: 


Como o quadrilátero é inscritível, podemos aplicar o teorema de Ptolomeu: 
(x+y)(z+w)=8-:20+5-12=220 (I) 


Usando o critério de semelhança AA, temos: 


AABP-ADCP>=L=> (ID 
Z y 12 
x Z 


ABPC~AAPD > -=-= 
w y 20 


=W 
y 5 
12 
Z= =x 
5 
De (II): 
8 
X=—"W5x=-W 
20 
12 8 24 
Z = — ° — W Z = —W 
5 20 25 


Substituindo as identidades em (1): 
2 12 24 14 
(Ew + Zw)(Ew + w) = 220 Gás 


Substituindo o valor de w nas outras variáveis: 
x = 2,53 


y = 15,20 
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z = 6,08 


Assim, as diagonais são dadas por: 


| x +y = 17,73 
| z +w = 1241 
| Gabarito: 12,41 e 17,73 


' Resolução: 


16. Prove que o produto das bases de um trapézio isósceles circunscrito a um círculo é igual ao 
quadrado do diâmetro do círculo. 


Vamos desenhar a figura da questão e inserir as variáveis: 


E 
D b C 


Queremos provar que ab = 4R?. Sendo o trapézio circunscritível, podemos aplicar o | 
| teorema de Pitot: ! 
| b 
a+b=c+c>c= — 


Como o trapézio é isósceles, temos dois triângulos retângulos congruentes dentro dele: 


Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo A4'D, encontramos: 


e = (9) raro (62) (9) am 
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>-(a+b+b-ala+b-b+a)=4Rº>-(2b)(2a) = 4R? 
~ ab = 4R? 


| Gabarito: Demonstração 


| 17. Calcular o raio de 4 circunferências iguais, tangentes duas a duas, e tangentes internamente | 
| a uma circunferência de raio 5m. i 


' Resolução: 


Os centros das circunferências maiores formam um quadrado de lado 2R e a diagonal 
: desse quadrado contém o centro da circunferência menor. Podemos aplicar o seno no 
triângulo retângulo acima: 
| 


sen45º = É sE(r+n)=R=STD=r(1-D)sr=R(V2-1) 


2R+2r 2 


| 
| O enunciado afirma que as circunferências tangenciam internamente uma circunferência 


| de raio 5m, desse modo, temos: 


5 
2R +r =5 > 2R +R(V2- 1) =5 =R=- >R =5(V2-1)m 


| Gabarito: 5(V2 — 1)m 


| 18.Um triângulo retângulo isósceles ABC está inscrito numa circunferência de raio R. | 
Determinar o raio da circunferência que é tangente à primeira e aos catetos AB e AC do | 
triângulo ABC. | 


bo Aula 10 — Geometria Plana III 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 10: ITA/IME 2020 


| Resolução: 


Temos a seguinte figura: 


F 


: O, é o centro da circunferência maior e O, é o centro da circunferência menor. Assim, | 
| temos 0,0, = R =r. | 


0D é a altura do triângulo retângulo ACO,, sendo 04C = R, temos: 


04C -cos(45) = 04D > 04D = Dz 


E é o ponto de tangência da circunferência menor, temos 0,E =r. 
O-N é cateto do triângulo retângulo isósceles 0,0,N, logo: 


(R-r)vV2 


O-N = (R — r) cos 45° > 0,N = P 
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Pá LÀ 
Vá 


F 
Note que 0,D = NE, desse modo, temos: 
O,E=ON+NESr= 000, DE 2r =2RV2-r/2 
— R(2v2) = o 
r= N sr = 2R(v2 1) 


| Gabarito: ZR(V2 — 1) 


| 19. Considere dois círculos de centros A e B e raios 12 e 8 tal que AB = 2. 

| a) Calcule a distância de A ao eixo radical desses círculos; 

| b) O valor da menor potência que um ponto pode possuir em relação aos dois círculos. 
| Resolução: 


De acordo com o enunciado: 
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| a) Sabendo que o eixo radical é o lugar geométrico dos pontos de equipotência entre duas | 
| circunferências, temos: i 
| (PA + R})(PA — R4) = (PB — Rp)(PB + Rp) 
PA? — R$ = PÈ — RŽ 
(x + 12)? — 12? = (x + 10)? — 8? 
(x + 12)? — (x + 10)? = 12? — 8? 
(x +12 +x + 10)(x + 12 — x — 10) = (12 + 8)(12 — 8) 
(2x + 22)(2) = 80 
x=9 
~ PA=x+12= 21 


b) O valor da menor potência é dado pela menor distância entre o eixo radical e as | 
| circunferências. Isso ocorre quando x = 9, assim, temos: 


Pot? = x(x + 24) = 9(9 + 24) = 297 


| Gabarito: a) 21 b) 297 


| 20. Determine x nas figuras abaixo. 


a) 
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B 
D 
C 
A 
») 
C B 
A 
D 


E 


| Resolução: 

| a) De acordo com a figura, a potência do ponto P é dada por: 

| PA-PB=PC-PD>(4x-I)x=3x(x+1)>4xº-x=3x243x 
| x —4x=0>x(x-4)=0>x=00ux=4 


Como x + 0, a solução é x = 4. 


| b) Nesse caso, note que OA = OB = 4 + x. Desse modo: 
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| PA-PB=PC-PD>x-(4+4+x)=8-:65xº+8x-48=0 
| Raízes: | 


x = —4 +vV64 > x = —12 ou 4 


“«x=4 


c) Redesenhando a figura: 


PB.PC=(PA)?>2-(204+20)=xº5444x=xº>xº-4x-4=0 
Raízes: 
x=2+V8>2x=2+2v2 
= x= 2+ 2V2 


| Gabarito: a) x = 4 b) x =4 c)x=2+2vV2 


3. LISTA DE QUESTÕES 


O LISTA DE 
QUESTÕES 


ITA 


21.(ITA/2018) 


Uma reta r separa um plano m em dois semiplanos 7, e mT. Considere pontos 4 e B tais que 
A E Tt; e B E T, de modo que d(A,r) = 3,d(B,r) = 6 e d(A, B) = 15. Uma circunferência 
contida em 7 passa pelos pontos 4 e B e encontra r nos pontos M e N. Determine a menor 
distância possível entre os pontos M e N. 
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22. (ITA/2018) 


Os lados de um triângulo de vértices A, B e C medem AB = 3 cm, BC = 7cm e CA = 8cm. A 
circunferência inscrita no triângulo tangencia o lado AB no ponto N e o lado CA no ponto K. 
Então, o comprimento do segmento NK, em cm, é 


a) 2 
b) 22 
63 
d) 2V3 
e) 7/2 


23.(ITA/2016) 


Um triângulo está inscrito numa circunferência de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e 


A 1 E sã 
sua área é de mem. Então, o menor lado do triângulo, em cm, mede 


1 


a) 1- 


24. (ITA/2016) 


Sejam À uma circunferência de raio 4 cm e PQ uma corda em À de comprimento 4 cm. As 
tangentes a À em P e em Q interceptam-se no ponto R exterior a À. Então, a área do triângulo 
em PQR, em cm, é igual a 


2V3 
a) Ea 


25. (ITA/2015) 
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Num triângulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR, 
respectivamente, tais que o segmento MN seja tangente à circunferência inscrita ao triângulo 
PQR. Sabendo-se que o perímetro do triângulo PQR é 25 e que a medida de QR é 10, então 
o perímetro do triângulo PMN é igual a 


a) 5 
b) 6 
c) 8 
d) 10 
e) 15 


26. (ITA/2015) 


Seja ABCD um trapézio isósceles com base maior AB medindo 15, o lado AD medindo 9 e o 
ângulo ADB reto. A distância entre o lado AB e o ponto E em que as diagonais se cortam é 


27.(ITA/2015) 


Num triângulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR, 
respectivamente, tais que o segmento MN seja tangente à circunferência inscrita ao triângulo 
PQR. Sabendo-se que o perímetro do triângulo PQR é 25 e que a medida de QR é 10, então o 
perímetro do triângulo PMN é igual a 


a) 5. 
b) 6. 
c) 8. 
d) 10. 
e) 15. 


28. (ITA/2014) 


Considere o trapézio ABCD de bases AB e CD. Sejam M e N os pontos médios das diagonais 
AC e BD, respectivamente. Então, se AB tem comprimento x e CD tem comprimento y < x, 
MN é igual a 
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alx-—y 
b)>(x—9) 
ds(x—3) 
a) (x +y) 


e) F(x +y) 


29. (ITA/2012) 


Um triângulo ABC tem lados com medidas a = V3/2cm, b = 1cm e c = 1/2cm. Uma 
circunferência é tangente ao lado a e também aos prolongamentos dos outros dois lados do 
triângulo, ou seja, a circunferência é ex-inscrita ao triângulo. Então, o raio da circunferência, 
em cm, é igual a 

V3+1 
a) 
4 


b) É 


30. (ITA/2006) 


Seja E um ponto externo a uma circunferência. Os segmentos FEA e ED interceptam essa 
circunferência nos pontos B e A, e, C e D, respectivamente. A corda AF da circunferência 
intercepta o segmento ED no ponto G. 


Se EB = 5,BA = 7,EC = 4,GD = 3 e AG = 6, então GF vale 
a) 1 
b) 2 
c) 3 
d) 4 
e)5 


31. (ITA/2001) 


Num trapézio retângulo circunscritível, a soma dos dois lados paralelos é igual a 18 cm e a 
diferença dos dois outros lados é igual a 2 cm. Se r é o raio da circunferência inscritae a é o 
comprimento do menor lado do trapézio, então a soma a + r (em cm) é igual a: 
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a) 12 
b) 11 
c) 10 
d) 9 
e) 8 


32. (ITA/2000) 


Considere a circunferência inscrita num triângulo isósceles com base de 6 cm e altura de 4 cm. 
Seja t a reta tangente a esta circunferência e paralela à base do triângulo. O segmento de t 
compreendido entre os lados do triângulo mede 


a) 1 cm 
b) 1,5 cm 
c) 2 cm 
d) 2,5 cm 


e) 3 cm 


33. (ITA/1998) 


Seja ABC um triângulo isósceles de base BC. Sobre o lado AC deste triângulo considere um 
ponto D tal que os segmentos AD, BD e BC são todos congruentes entre si. A medida do 
ângulo BÂC é igual a: 


a) 23° 
b) 32° 
c) 36° 
d) 40° 
e) 45° 


34. (IME/2019) 


Em um setor circular de 45º, limitado pelos raios OA e OB iguais a R, inscreve-se um quadrado 
MNPQ, onde MN está apoiado em 04 e o ponto Q sobre o raio OB. Então, o perímetro do 
quadrado é: 


a) 4R 
b) 2R 
c) 2RV2 
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d) 4RV5 


e) 4R Ë 


35. (IME/2019) 


Uma corda CD corta o diâmetro AB de um círculo de raio R no ponto E. Sabendo que o ângulo 
ABC = 30° e que EC = RvV2, calcule a medida do segmento ED. 


36. (IME/2018) 


Considere um triângulo ABC onde BC = a, AB = c, AC = b,c > b. O círculo inscrito a esse 
triângulo tangencia BC, em D e DE é um diâmetro desse círculo. A reta que tangencia o círculo 
e que passa por E intercepta AB em P e AC em Q. A reta AE intercepta BC no ponto R. 
Determine os segmentos de reta EQ e DR em função dos lados do triângulo: a,b e c. 


37. (IME/2016) 

Considere quatro pontos distintos coplanares. Das distâncias entre esses pontos, quatro delas 
valem a e duas delas valem b. O valor máximo da relação al é 

a) 2 

b)1+v3 

c)2+3 

d) 1 + 2V2 

e) 2 +23 


38. (IME/2016) 


Uma corda intercepta o diâmetro de um círculo de centro O no ponto C’ segundo um ângulo 
de 45º. Sejam A e B os pontos externos desta corda, e a distância AC’ iguala V3 + 1 cm. O 
raio do círculo mede 2 cm, e C é a extremidade do diâmetro mais distante de C’. O 
prolongamento do segmento AO intercepta BC em 4”. Calcule a razão em que A’ divide BC. 


4. GABARITO 


E, GABARITO 
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ITA 


21.d(M,N) = 102 
22.a 

23.b 

24.e 
25.Ppun = 9 
26.e 

27.a 

28. b 

29.a 

30.d 

31.c 

32.b 

33.c 


E O 


L RVZ(V5-1) 


2(a+b+c) 


A'B _ 3V2-vV6 
ac 2 


5. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


A 


QUESTÕES 


COMENTADAS 
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ITA 
21. (ITA/2018) 


Uma reta r separa um plano m em dois semiplanos 7, e mT. Considere pontos 4 e B tais que 
A E Tt; e B E T, de modo que d(4,r) = 3,d(B,r) = 6 e d(A,B) = 15. Uma circunferência 
contida em m passa pelos pontos 4 e B e encontra r nos pontos M e N. Determine a menor 
distância possível entre os pontos M e N. 

Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 


Como AÊD e BÊF são opostos pelo vértice, podemos definir AÊD = BÊF = q. AAED e 
ABFE são retângulos, então, os triângulos AED e BFE são semelhantes com EÂD = EÊB. 


Se passarmos uma reta paralela à reta r e que passa pelo ponto 4, obtemos pela propriedade 
dos ângulos de retas paralelas AÉD = EÃC: 
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Podemos ver que æ + 8 = 90º. Então, se estendermos o segmento BF de modo a interceptar 
o ponto C, obtemos o triângulo retângulo ABC com É = 90º. Logo, AABC é inscritível com AB sendo 
a diagonal da circunferência. 


Aplicando o teorema de Pitágoras no AABC: 
AB? = BC? + AC? 


15? = 9? + AC? 
AC = V225 — 81 = v 144 
AC = 12 
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Fazendo MN = xe ME = y: 


Podemos ver que os triângulos ABC e AED são semelhantes, então: 


AABC~AAED T AE Š 3> AE =5 
~ D— D— 5 Z= = > = 
BC AD 9 


AAED > DE =4 


Usando o teorema das cordas, temos: 
AE -EB = ME : EN 
5:10=y-(x—3) 


Ta 
x = — 
y y 
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Aplicando a desigualdade das médias, obtemos: 


a+b 
(desigualdade das médias) >va:b 
50 
0 yty ls 
x =—+y> 2 |y 

y 
x > 2V50 
x > 10v2 

Portanto, sendo d(M, N) = x, o menor valor de d(M, N) é dado por: 

x = 10V2 


Gabarito: d(M, N) = 10V2 


22. (ITA/2018) 


Os lados de um triângulo de vértices A, B e C medem AB = 3 cm, BC = 7cm e CA = 8cm. A 
circunferência inscrita no triângulo tangencia o lado AB no ponto N e o lado CA no ponto K. 
Então, o comprimento do segmento NK, em cm, é 


a) 2 

b) 2/2 

Ci 3 

d) 2v3 

e) 7/2 
Comentários 


Temos a seguinte figura: 
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3 


Pela propriedade das tangentes, temos 4K = AN,BN = BM,CM = CK. Fazendo AN = 
AK = x, encontramos CM = CK = 8- xe BN = BM =3-x: 


Como BC = 7, temos: 
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BC = BM +CM >=7=3-x+8-x>x=2 
Aplicando a lei dos cossenos no triângulo ABC para encontrar o valor de 6: 
72=82+32-2:8:3:cos0 
64 + 9 — 49 = 48cos0 


24 1 
cos = 2877 
T 
= 
Novamente, aplicando a lei dos cossenos no triângulo ANK para encontrar o valor de NK = 
y: 
y? = x? + x? — 2x2cos0 
PAR 
y a 
y=2 
+ NK =2cm 


Gabarito: “a”. 


23. (ITA/2016) 


Um triângulo está inscrito numa circunferência de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e 
; ; 1 5 ii 
sua área é de mem. Então, o menor lado do triângulo, em cm, mede 


jie 
b) y2 — V2 
1 
C) = 
2 
d) = 
Es 
e) x 


Comentários 


Como o triângulo está inscrito na circunferência de raio 1 cm e possui o maior lado igual a 2, 
temos que ele é retângulo e o maior lado é a hipotenusa. Assim, temos a seguinte figura: 
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O enunciado nos dá o valor da área do triângulo. Precisamos calcular o valor da base e da 
altura do triângulo. Vamos encontrar uma relação entre os catetos e o ângulo a. 


AB = 2sena 
AC = 2cosa 
1 V2 
Aare = > AB -AC > = E 2sena * 2cosa > AE sen(20) 


> 2a = 45° > qa =22,5º 


Como « = 22,5º < 45°, temos que o cosseno de q é maior que o seno desse ângulo. Logo, o 
menor lado é dado por: 


AB = 2 sen22,5º 


Lembrando que sen(A) = + nt temos: 


es 2-2 


2 2 
2 4 va 


AB =2: 


Gabarito: “b”. 


24.(ITA/2016) 


Sejam À uma circunferência de raio 4 cm e PQ uma corda em À de comprimento 4 cm. As 
tangentes a À em P e em Q interceptam-se no ponto R exterior a À. Então, a área do triângulo 
em PQR, em cm, é igual a 
2v3 

3 


3/2 
2 


a) 


b) 
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433 
e) — 


3 
Comentários 


Seja O o centro da circunferência A. Como o comprimento de PQ é igual ao raio da 
circunferência, temos que OPQ é um triângulo equilátero de medida 4 cm. Então, temos: 


Sendo P,Q tangentes à circunferência e OÊM = 0ÔM = 60º, temos MÊR = MÔR = 30º. 
Logo, APQR é isósceles com PR = QR e M é a mediatriz do triângulo PQR: 


A altura RM é dada por: 


2V3 


tg30 EE a m 
O: 
9 2 3 E 


Calculando a área do triângulo PQR: 
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Gabarito: “e”. 


25. (ITA/2015) 


Num triângulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR, 
respectivamente, tais que o segmento MN seja tangente à circunferência inscrita ao triângulo 
PQR. Sabendo-se que o perímetro do triângulo PQR é 25 e que a medida de QR é 10, então 
o perímetro do triângulo PMN é igual a 


a) 5 

b) 6 

c) 8 

d) 10 

e) 15 
Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 


R 


O perímetro é 25, então: 
PR + PQ +10 = 25 > PR + PQ = 15 
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4,B,C,D são os pontos de tangência. 
Queremos calcular o perímetro do APMN: 


Como A, B, C são os pontos de tangência, temos: 


NA = ND 
MD = MB 
PA = PB 
QB = QC 
RA = RC 


Desse modo: 
ppun = PB — MB + PA — NA + ND + MD 
pPpun = PB + PA 

Escrevendo PB e PA em função de PQ e PR: 

Pemu = PQ — QB +PR-— RA 
Como PQ + PR = 15, QB = QC, RA = RC e RC + QC = 10, temos: 

prun = PQ + PR — (QC + RC) 

ppuy = 15—-10=5 


Gabarito: Ppmy = Ð 


26. (ITA/2015) 


Seja ABCD um trapézio isósceles com base maior AB medindo 15, o lado AD medindo 9 e o 
ângulo ADB reto. A distância entre o lado AB e o ponto E em que as diagonais se cortam é 
21 


a) a 

27 
b) T 

35 
c) = 
37 
8 
45 


e) — 


8 


d) 


Comentários 


Desenhando a figura do enunciado, obtemos: 
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A F B 
E | m ŘĖ 


Como o trapézio é isósceles, temos F é o ponto médio do segmento AB. Então: 


Ar = Br = É 
o a 


Aplicando o teorema de Pitágoras no AADB: 
15? = 9? + BD? > BD = 12 


Os triângulos BFE e BDA são congruentes, logo: 


EF AD x 9 45 

—— = — 3> — = — 35 = — 

FB BD 15 12 %78 
2 


Gabarito: “e”. 


27.(ITA/2015) 


Num triângulo PQR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR, 
respectivamente, tais que o segmento MN seja tangente à circunferência inscrita ao triângulo 
PQR. Sabendo-se que o perímetro do triângulo PQR é 25 e que a medida de QR é 10, então o 
perímetro do triângulo PMN é igual a 


a) 5. 

b) 6. 

c) 8. 

d) 10. 

e) 15. 
Comentários 


Vamos desenhar a figura da questão: 
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O enunciado diz que o perímetro do triângulo PQR vale 25. Seja Ppor O perímetro do 
triângulo: 


Ppor = PQ + PR + QR = 25 > PQ + PR = 15 (1) 
Vamos analisar o quadrilátero MNRQ. Pelas propriedades de potência de ponto, temos: 
MA = MDe ND = NC (II) 
O perímetro pedido é dado por: 
ppun = PM + MN + PN > ppmy = PM + MD + ND + PN 
Usando a relação (II): 
> ppun = PM + MA + PN +4 NC > ppmy = PA + PC 
Pelas propriedades dos pontos de tangência, podemos afirmar: 
QB =Q4eRB=RC (III) 
Então, da relação (1): 
PQ+PR=15>5PA+QA+RCA4APC=15 
Usando a relação (III): 


PA+QB+RB+PC=15>PA+PC=15-QR>SPppy =5 
QR PPMN To 


Gabarito: “a”. 
28. (ITA/2014) 


Considere o trapézio ABCD de bases AB e CD. Sejam M e N os pontos médios das diagonais 
AC e BD, respectivamente. Então, se AB tem comprimento x e CD tem comprimento y < x, 
MN é igual a 


a)x— y 
H =y 
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c) E(x- y) 

d)5(x +y) 

e) F(x +y) 
Comentários 


De acordo com o texto, temos o seguinte desenho: 


D C 


AB =xeCD =y 


MN é paralelo aos segmentos AB e CD. Logo, KM e KN são as bases médias dos triângulos 
ADC e ADB, respectivamente. Assim, temos: 


aae e 
"24 
CD y 
KM =— => 
2 2 
A medida de MN é dada por: 
x y 1 
MN = KN —- KM ==-—->=—(x— 
a 5-3) 


Gabarito: “b”. 


29. (ITA/2012) 


Um triângulo ABC tem lados com medidas a = V3/2cm, b = 1cm e c = 1/2cm. Uma 
circunferência é tangente ao lado a e também aos prolongamentos dos outros dois lados do 
triângulo, ou seja, a circunferência é ex-inscrita ao triângulo. Então, o raio da circunferência, 
em cm, é igual a 

vV3+1 
a) 


4 
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a É 


3+2 
e) = 
4 
Comentários 
Perceba o valor dos lados, podemos ver que eles satisfazem o teorema de Pitágoras: 


b? =a? +c? 


A 


Fazendo CF = x, temos: 


CE = CE =x 
33 
BE =BD =- -x 
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A 


Como a circunferência é ex-inscrita ao triângulo, temos que seu centro é o ex-incentro do 
triângulo. Logo, AO é a bissetriz de BÃC. Portanto, DÃO = FÃO. Assim, os triângulos ADO e AFO 
são semelhantes com lados AF = AD: 


AF = AD 
Lao =1+ 

2 2 x = X 
q) ed 

2x = —— 
io 2 
E 
4 
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Analisando o triângulo AFO: 


tg30º = 


1+x 
(145 ya 
3 


o (3 + v3)v3 
E 12 


3+1 
p 
4 


R= 


Gabarito: “a”. 


30. (ITA/2006) 


Seja E um ponto externo a uma circunferência. Os segmentos EA e ED interceptam essa 
circunferência nos pontos B e A, e, C e D, respectivamente. A corda AF da circunferência 
intercepta o segmento ED no ponto G. 


Se EB = 5,BA = 7,EC = 4,GD = 3 e AG = 6, então GF vale 
a) 1 
b) 2 
Cc) 3 
d) 4 
e)5 
Comentários 


De acordo com o texto, temos o seguinte desenho: 
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Analisando a potência do ponto E, temos: 
EB - EA = EC-ED 
5:647 =4:(4+y+3) 
y=15-7 
y=8 
Analisando a potência do ponto G: 
AG : GF = CF : GD 


6x=3:8 
x=4 
“«GF=4 


Gabarito: “d”. 


31. (ITA/2001) 


Num trapézio retângulo circunscritível, a soma dos dois lados paralelos é igual a 18 cm e a 
diferença dos dois outros lados é igual a 2 cm. Se r é o raio da circunferência inscrita e a é o 
comprimento do menor lado do trapézio, então a soma a + r (em cm) é igual a: 


a) 12 
b) 11 
c) 10 
d)9 
e) 8 
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Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 


O texto diz que: 


a+b=18>b=18-a 
c-h=2>c=2+h 


Analisando a figura, vemos que h = 2r. 

Desse modo, c = 2 + 2r. 

Como o trapézio é circunscritível, temos a seguinte relação: 
AE + CD = ED + AC 
2r+(2+2r)=a+b 

2+4r=18 
4r=16>r=4 


Analisando o trapézio, vemos que temos um triângulo retângulo BCD de altura 2r = 8, base 
b — a = 18 — 2a e hipotenusa c = 2 + 2r = 10. 
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Aplicando o teorema de Pitágoras: 
10? = 8? + (18 — 2a)? 
(18 — 2a)? = 100 — 64 
(18 — 2a)? = 36 
|18 — 2a| = 6 
9-a|=3 
(9—- a) = +3 
a=9+3 
a=6oua= 12 


Se a = 12, temos b = 18 — a = 6 e consequentemente b < a, o que não condiz que as 
condições do problema já que a é a base menor. 


Assim, temos a = 6. 
Portanto: 
at+r=64+4=10 


unn 
c. 


Gabarito: 


32. (ITA/2000) 


Considere a circunferência inscrita num triângulo isósceles com base de 6 cm e altura de 4 cm. 
Seja t a reta tangente a esta circunferência e paralela à base do triângulo. O segmento de t 
compreendido entre os lados do triângulo mede 


a) 1 cm 
b) 1,5 cm 


c) 2 cm 
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d) 2,5 cm 
e)3 cm 


Comentários 


Como AABC é isósceles, temos que AH é a reta mediatriz da base BC. Aplicando o teorema 
de Pitágoras no A4HC, encontramos a hipotenusa: 
AC =5cm 
A área de um triângulo pode ser escrita como: 


qe Ph 
na dá 


Onde p é o semiperímetro do triângulo e 7 é o raio da circunferência inscrita a ele. Desse 
modo: 


3 
A= = — '" = === 
r r gom 


x=4—2r=1cm 


MN SMN =ë (= ) MN=2=15 
= 5 = ' > =- = 
x+2r BC EE a 


AAMN-AABC > 
Gabarito: “b”. 


33. (ITA/1998) 


Seja ABC um triângulo isósceles de base BC. Sobre o lado AC deste triângulo considere um 
ponto D tal que os segmentos AD, BD e BC são todos congruentes entre si. A medida do 
ângulo BÂC é igual a: 
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e) 45º 
Comentários 


Como AD = BD = BC, temos que ADAB e ABCD são isósceles. Assim, temos: 


A A 
B c 


Como £$ é ângulo externo ao triângulo DAB, temos 8 = 2æ. Sendo AABC e ABCD isósceles 
com um dos ângulos da base em comum, temos AABC~ABCD. Desse modo: 
AC = AÔB = 2a 
Logo, y = «. 
Somando os ângulos internos do triângulo ABC, encontramos: 
qa + 2a + 2a = 180° > q = 36° 


unn 
c. 


Gabarito: 


34. (IME/2019) 


Em um setor circular de 45°, limitado pelos raios OA e OB iguais a R, inscreve-se um quadrado 
MNPQ, onde MN está apoiado em 04 e o ponto Q sobre o raio OB. Então, o perímetro do 
quadrado é: 


a) 4R 
b) 2R 
c) 2RV2 
d) 4RV5 
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e) 4R E 


Comentários 


Vamos desenhar a figura da questão: 


Q 
ai 


O M N A 
WWW mM 


R 
Precisamos calcular o valor do lado | do quadrado em função de R. 


Como AOMQ é retângulo e QÔM = 45º, temos OÔM = 45º. Portanto, AOMQ é isósceles 
com OM = QM =. 


Vamos analisar o triângulo retângulo OPN: 


O 2l N 
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Aplicando o teorema de Pitágoras, obtemos: 


Rv5 


O perímetro do quadrado é dado por: 


4RV5 


Qp)unro = 4 = 5 


Gabarito: “e”. 


35. (IME/2019) 


Uma corda CD corta o diâmetro AB de um círculo de raio R no ponto E. Sabendo que o ângulo 
ABC = 30º e que EC = Rv?2, calcule a medida do segmento ED. 


Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte situação: 


A questão pede para calcular o valor de ED = x. Podemos usar a propriedade da potência 
do ponto E e escrever: 


EC - ED = EA - EB 
RV2:x=(R+9)-(R-—9) 
0 
Para calcular x, precisamos encontrar o valor de y. 


Como AB é diâmetro da circunferência, temos que o A4BC é retângulo em Ê. Assim, CÁB = 
60º. 
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O é o centro da circunferência, então, OA = OC. Assim, AAOC é isósceles com CÃO = 
AÊO = 60º. Consequentemente, AÔC = 60º e, portanto, AAOC é equilátero de lado R. 


Podemos usar a lei dos cossenos no AAEC e encontrar o valor de y: 
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(RVZ) = R? + (R + y)? — 2R(R + y) cos 60° 
7 
2R? = R? + R? + 2Ry + y? — R? — Ry 
y? +Ry— R? =0 


Raízes: 
_—R+RV5 
+ q 
Como y > 0, temos: 
R(V5-1) 
ed 


Substituindo y na equação (1), obtemos o valor de ED: 


RVZ2:x=Rº—y? 
> pv x = Rè (FOSSA) D) 


2 
peca EF 
_ RV2(V5 —1) 
4 
Gabarito: ED = aata 


36. (IME/2018) 
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Considere um triângulo ABC onde BC = a, AB = c, AC = b,c > b. O círculo inscrito a esse 
triângulo tangencia BC, em D e DE é um diâmetro desse círculo. A reta que tangencia o círculo 
e que passa por E intercepta AB em P e AC em Q. A reta AE intercepta BC no ponto R. 
Determine os segmentos de reta EQ e DR em função dos lados do triângulo: a,b e c. 


Comentários 


Dos dados do texto, temos a seguinte figura: 


P 
c 
D R B 


-— ww w>w>wW—W—Ww—w—w—w—w—w—w—w—w— o 
a 


A 


C 


Usando as propriedades dos pontos de tangência e escrevendo os lados em função do 
semiperímetro p, temos: 
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Sendo Q e P externo à circunferência, podemos escrever a relação QE = QF = x e PE = 
PG = y. 


Perceba que os triângulos AQP e ACB são semelhantes, então, podemos escrever a razão de 
semelhança igual à razão entre seus perímetros: 


AQ — Paqr 


p-a-xtp-a-y+x+y p-a 
AC Pace 2p p 
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p(p — a) — px = (p — a)b 
p= PUMP) 


p 
at+b+c at+b+c 
sal R | E 
a+b+c 
2 
b+tc-a(atc-—-b 
a (sd) 
atb+c 
2 
_(b+c-a)(la+ c-b) 
E 2(a+b+c) 
b+c- +c-—b 
Eq =“ c>ala+c—b) 
2(a+b+c) 
AAQE e AACR são semelhantes, então: 
AQ EQ 
AC CR 
p-a x 
p CR 
1 p-a 1 
CR p x 
Substituindo o valor de x na equação: 
1 p-a p 
CR è p (p-a(p-—b) 
CR=p-—b 


Sabemos que CR = CD + DR, desse modo: 
CD+DR=p-b 
p-c+DR=p-b 
«DR=c-b 


(b+c-a)(a+c—b) 


Gabarito: EQ = O 


eDR=c-—-b 


37. (IME/2016) 
Considere quatro pontos distintos coplanares. Das distâncias entre esses pontos, quatro delas 


2 

a za ia 

valem a e duas delas valem b. O valor máximo da relação (=) é 
a 


a) 2 
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b)1+v3 
c)J2+3 
d) 1 + 2V2 
e) 2 + 2V3 
Comentários 
Temos que pensar em todas as situações possíveis para essas condições. 


O primeiro caso, podemos pensar em um quadrado de lado a e diagonal b. Assim, temos: 


b? = @? + a? 


O segundo caso, podemos pensar em um triângulo equilátero de lados a. 


A 
/N 
B p C 
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Sabemos que a mediatriz de um segmento equidista das extremidades do segmento. Assim, 


o quarto ponto estará localizado na mediatriz do segmento. Tomando-se o segmento BC como 
referência, temos: 


O quarto ponto D poderá estar abaixo ou acima do vértice 4. 


Se estiver abaixo de 4, temos: 


Usando o teorema dos cossenos no triângulo ABD: 


b? = a? + a? — 2aº cos(30º) 
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Se D estiver acima de 4: 


B 


Podemos aplicar o teorema dos cossenos no AA4BD: 
b? = a? + a? — 2a? cos(150º) 


2a? V3 


2=2a? 
b af + 2 


b2 
a 

Como 2 + V3 > 2 > 2 — V3, temos que o maior valor de b? /a? é dado por: 
2 


b 

-3 = 2 + V3 
a 

“r: 


Gabarito: 


38. (IME/2016) 
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Uma corda intercepta o diâmetro de um círculo de centro O no ponto C’ segundo um ângulo 
de 45º. Sejam 4 e B os pontos externos desta corda, e a distância AC' iguala V3 + 1 cm. O 
raio do círculo mede 2 cm, e C é a extremidade do diâmetro mais distante de C’. O 
prolongamento do segmento AO intercepta BC em 4”. Calcule a razão em que 4” divide BC. 


Comentários 


Desenhando a figura do texto, temos: 


Como 0É'H = 45º, temos que o triângulo retângulo é isósceles com C'H = OH. Assim, 
temos: 
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Aplicando o teorema de Pitágoras no AAOH: 
2=h2+(N3+1-h) 
4 = h? +4 + 2V3 + hk? — 2h( V3 + 1) 
2h? — 2(V3 + 1)h + 2V3 = 0 
h? — (V3 + 1)h + V3 = 0 


V3+14 (v3 +1) -4v3 
per Ts, 


2 


Beda). 
ra OPIRA 


2 
3+1+(V3-1) 
ESSO 


Encontrando as raízes: 


h=vV30uh=1 
Se h = V3, temos pelo AOHC': 
OC? = 2h? =6 
OC'=V6>2 


Absurdo! Pois, OC’ < 2. 
Logo, h = 1 e OC' = V2: 
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Pela potência do ponto C’, temos a seguinte relação: 
DC':C'C = BC'- C'A 
(2 — V2)(2 + V2) = d(1 + v3) 


Aplicando o teorema de Menelaus no triângulo BCC’: 
A'B OC AC' 
AC OC AB 
AB AB OC 
AC AC OC 
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1 — 
Gabarito: = sAn d 


A 
N 


6. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final dessa aula, a próxima possui os tópicos mais cobrados da geometria plana 
do ITA/IME. Então, prepare-se para resolver diversos exercícios! 

Nessa aula, o importante é entender os diferentes tipos de quadriláteros e saber as 
propriedades válidas para cada um deles. Para as circunferências, saiba aplicar os teoremas de Pitot 
e Ptolomeu. Também é importante saber as consequências de uma figura ser inscritível ou 
circunscritível e conhecer o conceito de potência de ponto. 

Sempre que precisar nos procure no fórum de dúvidas ou se preferir: 
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INTRODUÇÃO 
Olá, 


Vamos finalizar o estudo da geometria plana. Nessa aula, veremos os conceitos de polígonos 
e áreas de figuras planas. Os vestibulares do ITA/IME adoram cobrar questões envolvendo áreas 
geométricas. Devido à alta taxa de incidência dos tópicos dessa aula, resolveremos muitos exercícios 
para fixar esse conteúdo. 


Caso tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 


OQ /victorso /profvictorso O /profvictorso 
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1. POLÍGONOS 


Polígonos são figuras geométricas planas e fechadas que são formadas por segmentos de 
retas chamados de lados. A condição de um polígono é n > 3, sendo n seu número de lados. 


Podemos ter polígonos simples ou complexos. Os polígonos são simples quando seus lados 
não se cruzam, caso contrário, eles são complexos. Veja: 


E D A 
B E 
A 
C 
né C e D 
Polígono Simples Polígono Complexo 
Polígonos também podem ser convexos ou côncavos. 
E 
F 
D 
E 
D 
C 
A 
C 
B A 
Polígono Convexo Polígono Côncavo 


1.1. POLÍGONOS SIMPLES CONVEXOS 


Se o ITA/IME cobrar algo desse assunto será sobre polígonos simples e convexos. Vamos 
estudá-los. 


1.1.1. Classificação 
Um polígono recebe as seguintes denominações dependendo do seu número de lados: 
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Número de Lados Nome do Polígono Número de Lados Nome do Polígono 
3 Triângulo 9 Eneágono 
l 4 | Quadrado | 10 | Decágono f 
5 | Pentágono | 11 | Undecágono 
6 | Hexágono | 12 | Dodecágono 
7 Heptágono | 15 Pentadecágono 
8 | Octógono | 20 | Icoságono 


1.1.2. Número de Diagonais 


A diagonal de um polígono convexo é o segmento de reta que liga dois vértices não 
adjacentes. Exemplo: 


B 


AE, AD, AC são as diagonais do polígono acima. Note que para o vértice 4, os vértices Be F 
são adjacentes. 


Podemos calcular o número de diagonais de um polígono de n lados. Seja d esse número, 


então, sua fórmula é dada por: 
n(n —3 
2 


Em um polígono de n lados, temos n vértices. Então, o número de diagonais que partem de 
um vértice é igual a n — 3, pois devemos descontar os vértices adjacentes e o próprio vértice, veja 
o exemplo: 


Demonstração: 
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B 


Nesse caso, temos 6 lados e 6 vértices. O número de diagonais que partem do vértice 4 é 
iguala 6 — 3 = 3 (nessa contagem, desconsideramos os vértices 4, B e F). 


Então, se queremos calcular o número total de diagonais de um polígono de n lados, devemos 
contar o número de diagonais que podem ser formados em cada vértice. Sabemos que cada vértice 
possui n — 3 diagonais, assim, considerando todos os vértices do polígono, temos n(n — 3) 
diagonais. Mas, nesse número, estamos contando duas vezes as diagonais, no exemplo acima, temos 
a diagonal que parte do vértice A e termina no vértice E e a diagonal que parte de E e termina em 
A. Portanto, devemos dividir n(n — 3) por 2: 


o n(n — 3) 


i 2 


1.1.3. Soma dos Ângulos Internos e Externos 


Seja P, um polígono convexo de n lados, então, se S; é a soma dos seus ângulos internos e S, 
é a soma dos seus ângulos externos, temos: 


Demonstração: 


Vamos demonstrar a soma dos ângulos internos. Seja 4, A, 45 ... Ay um polígono convexo de 
n lados, tomando O o ponto no interior do polígono e ligando esse ponto a cada vértice: 
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Perceba que temos n triângulos: A4,4,0, AA, 450, AA54,0, AAÇÃSO, ..., AA 410. 


Sabendo que a soma dos ângulos internos de um triângulo é igual a 180º, então, a soma dos 
ângulos internos do polígono é dada pela soma dos ângulos internos dos n triângulos subtraído do 
ângulo central: 


ata ++ an +e +2 ++ bn = n : 180° 
po mia a e 
Si 360º 
S; = 180º:n— 180° : 2 > S; = (n — 2) : 180° 
Para provar a fórmula da soma dos ângulos externos, podemos usar a propriedade de ângulos 
suplementares. Então, para cada vértice, temos: 
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æ + A = 180° 
Q2 + 0, = 180º 
a, + 0, = 180º 


Somando-se cada expressão acima: 


GQ + +: + an ro +O + +0=nº 180º 
= NA pe” 
Si Se 


Si + Se = n: 180° 
Substituindo S;: 
(n — 2) : 180° + Sẹ = n : 180° > Sẹ = 360° 


1.2. POLÍGONOS REGULARES 


1.2.1. Definição 


Um polígono é considerado regular se ele for equilátero e equiângulo. Por exemplo, um 
triângulo equilátero possui todos os lados de mesma medida e todos os ângulos internos 
congruentes, logo, ele é um polígono regular. 


1.2.2. Fórmula dos Ângulos Internos e Externos 


Podemos deduzir a fórmula dos ângulos internos e externos do polígono regular usando a 
fórmula de S; e Se. Seja æ; o ângulo interno do polígono regular, então: 
— — — — = = — . o 
q=0==a=azn'a=(n-—-2)-180 
Si 
n=2 
= æ = —— : 180° 
n 


Analogamente para o ângulo externo 0;: 


E a a = 360º 
Se 
360° 
ʻ. 0 = 
n 


1.2.3. Propriedades 
P1) Todo polígono regular é inscritível. 
P2) Todo polígono regular é circunscritível. 


P3) Ângulo Central 
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Demonstrações: 


P1) Seja A414243 ... An um polígono convexo regular, então, tomando os pontos 4,, 45, 45, 
podemos desenhar uma circunferência À que passa por esses pontos, vamos provar que 4, E À: 


Ar 


Como 4,,4,,45 E À, temos 04, = 04, = OA}. O polígono é regular, então, 4,4, = 
As As = A344. 

Sabemos que os ângulos internos de um polígono regular são congruentes, assim, analisando 
os triângulos isósceles 4,04, e A4204}, temos: 


Como os ângulos internos do polígono são congruentes, temos œ = 5. Observe os triângulos 
A,04, e A404A,, note que 4,45 = As4,, OA; é um lado comum e « = f$, logo, podemos aplicar o 
critério de congruência LAL: 

AA,04; = AA;04, 


Dessa forma, temos 04, = 04A,. Logo, 4, E À. De modo análogo, podemos provar para os 
outros vértices do polígono regular. Portanto, qualquer polígono convexo regular é inscritível. 
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P2) Sem perda de generalidade, vamos usar o pentágono regular ABCDE. Sendo regular, ele 
é inscritível, logo: 


PS 


Os triângulos isósceles OAB, OBC, OCD, ODE, OEA são congruentes, então, a altura desses 
triângulos são congruentes: 


Como a medida dos segmentos são congruentes, temos OH, = OH, = 0H, = 0H, = 0Hs,, 
então, O é o centro de uma outra circunferência. Vamos chamá-la de À”. 


Sabendo que esses segmentos são perpendiculares às suas respectivas bases, temos que os 
lados do polígono tangenciam a circunferência À”, logo, ele é circunscritível. 


P3) Vimos que qualquer polígono regular é inscritível e cirscunscritível. Um polígono regular 
de n lados possui n triângulos isósceles e seus vértices são o centro O das circunferências e os 
vértices consecutivos do polígono regular. Chamamos de ângulo central o ângulo do vértice O de 
cada triângulo isósceles e seu valor é igual a: 


360º 
das 


n 
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Chamamos de apótema de um polígono regular a altura de cada um desses triângulos 
isósceles: 


apótema 


1.2.4. Cálculo do lado e apótema do polígono regular 


Vamos deduzir a fórmula geral do lado e apótema do polígono regular em função do raio da 
circunferência circunscrita e do ângulo central: 


Para um polígono regular de n lados inscrito em uma circunferência de raio R, sendo a, o 
apótema e L, o lado do polígono, temos: 


B 
A H 


~ 


3 
AB é um dos lados do polígono regular de n lados. 


Sabemos que o ângulo central é dado por: 
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360º 
E n 


Ac 


Usando as relações trigonométricas no triângulo retângulo OAH, temos: 


a a 180º 
cos (E) = E» a, = Rcos( J ) 


Podemos aplicar o teorema de Pitágoras no triângulo OAH e encontrar a, em função 
del, eR: 


Ly 1 
Re aż + (2) > an =5V4R? — 2 


Também é possível deduzir a fórmula do lado de um polígono regular de 2n lados em 
função do raio R e do lado L, do polígono regular de n lados. Veja a figura: 


A 


ln e an é o lado e o apótema do polígono regular de n lados, respectivamente. Note 


que ACEB-AACB: 
CB AB la 2R 
ACEB~AACB > — = — > = — > (l,,)? = 2R(R — I 
EB CB R— an la ( 2n) ( an) ( ) 


Escrevendo a, em função de L, e R, temos: 


1 
an = 3 VAR? = 12 


Substituindo em (I): 
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(ln)? = 2R (r -5V4R- R) 
à lən = JR(2R- 4R2 RB) 


1.2.5. Comprimento da Circunferência 


Vimos que o lado de um polígono regular de n lados é dado por: 


O perímetro desse polígono é igual a: 


= 


Pn =n: 2R: sen( 


Se tomarmos n um número que tende ao infinito, o perímetro desse polígono se aproxima 
ao comprimento da circunferência circunscrita a ele. Então, aplicando o limite, temos: 


180° 180° 
C = lim 2R -n sen( z ) >C = 2R lim n- sen( m ) > C = 27R 


n500 n500 
TT 


Como limite não é uma matéria que é cobrada no vestibular, não veremos a explicação para 
o limite resultar em 7. Apenas saiba que o comprimento de uma circunferência é dado por: 
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HORA DE 


PRATICAR! 


a AB,BC,CD e DE são 4 lados consecutivos de um icoságono regular. Os prolongamentos | 
dos lados AB e DE cortam-se em I. Calcule ângulo BÍD. 
| Resolução: 


O ângulo central do icoságono regular é dado por: 


360º 
20 


= 18º 


a: = 
Assim, os ângulos das bases dos triângulos isósceles do icoságono regular são iguais a: 
18° + 20 = 180° > 0 = 81° 


Vamos desenhar a situação do problema: 


| Sendo regular, temos que I é o prolongamento do segmento OC. Como I também é o 
prolongamento do lado ED, temos que D é um ângulo raso: 


B + 81º + 81º = 180º > f} = 18º 
OCD é ângulo externo do triângulo ICD, logo: 
81° =a+BR>a= 63° 
O ângulo BÎD é dado por: 
| BÍD = 2a = 126º 
| Gabarito: 126º 
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'2. Provar que num pentágono regular as diagonais são divididas em 2 segmento que estão na | 
razão áurea. 


Resolução: 


D C 


| Sabemos que todo polígono regular é inscritível numa circunferência e o ângulo central do 


| pentágono regular é igual a —— = 72º. O ângulo de DÃC é igual à metade do ângulo central | 
DÃC = 36º. 
| Vamos calcular o ângulo de cada vértice do pentágono: 
a; = .180º > a; = È- 180º = 108º 


| Como os lados do polígono possuem a mesma medida, temos: | 


Sendo o ângulo interno do pentágono igual a 108º, temos ADF = 36° e AĈD = 72º. 
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Note que DÊC = 72º (soma dos ângulos internos igual a 180º). Portanto, os triângulos 
| ADC e DCF são isósceles e semelhantes. i 


Vamos analisar o triângulo isósceles ACD, chamando as diagonais AD e AC de a e AF de | 
| b, temos (AF = DF = DC resultado dos triângulos isósceles): | 


Fazendo a semelhança de triângulos: 
AADC-ADCF >£ = — > a? — ab - b? = 0 


Encontrando as raízes na variável a: 


_ b4v5Þb2 
2 


a 


Como o resultado negativo não convém, temos: 
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Essa é a razão áurea. 


Gabarito: Demonstração 


3. ABCDEF é um hexágono reglar cujas diagonais AE e BF se cortam em I. Mostrar que 
2IF = IB. 


| Resolução: 


O hexágono regular é formado por 6 triângulos equiláteros e o seu ângulo interno é igual | 


a;=".180º =: 180º = 120º 


Vamos desenhar esse polígono: 


D 


Note que os triângulos AFE e FAB são isósceles. Como o ângulo de seus vértices são iguais | | 
| a 120º, temos que os ângulos de suas bases são iguais a 30º. Sendo ABO e FÊO os ângulos de | | 
| triângulos equiláteros, temos: 
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Os triângulos IAF e IBE são semelhantes, logo: 
AIAF-AIBE > — =— 
+ 2IF = IB 


| Gabarito: Demonstração 


| 4. ABCDE é um pentágono regular e EDCM é um paralelogramo interno ao pentágono. | 
Calcular os ângulos do triângulo AME. 


' Resolução: 


| Sabendo que EDCM é um paralelogramo e DE = CD (lados do pentágono regular), temos | 
| que EM = CD e DE = CM, logo, EDCM é um losango. Vamos desenhar a figura: i 
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Sendo E o vértice do pentágono, temos AÊM = 36°. Como AE = ME, o triângulo AME é 
| 


| isósceles, logo: 


EÂM = EMA = 72º 
Portanto, os ângulos internos do AAME são: 
| 36°, 72° e 72° 
| Gabarito: 36º,72º e 72º 


5. Determinar o lado do dodecágono regular circunscrito a um círculo de raio R. 
| Resolução: 


Sabendo que apótema de um dodecágono regular circunscrito é igual a R e seu ângulo 
| central é 30°, para encontrar o seu lado, podemos usar o seguinte triângulo isósceles: 


A 


l2 


Lembrando que: 


A 1-cos A 

tg (5) o sen 4 

1-cos30º in 
tg(15°) = > tg(15º) = =? 


sen30º 


°) = 2 — V3 


2 


Substituindo o valor da tangente na equação, encontramos: 
i L2 = 2R(2 = v3) 
| Gabarito: Lp = 2R(2 — V3) 


6. Calcular o ângulo À de um triângulo ABC, sabendo que os lados a,b e c são | 


respectivamente iguais aos lados do quadrado, hexágono regular e dodecágono regular | 
inscritos numa mesma circunferência. 
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| Resolução: | 


Se a,b,c são os lados do quadrado, hexágono regular e dodecágono regular, | 
respectivamente, para calcular o ângulo À, devemos colocar esses lados em função de uma | 
i mesma variável. Vamos usar uma circunferência circunscrita a esses polígonos de raio R: 


Calculando o valor dos lados do triângulo em função do raio R: 


Quadrado: 
a=2R-cos45º>a=ãRv2 
Hexágono: 
b=R 
Dodecágono: 


v3 


j= 
> c = 2R - sen(15°) > c = 2R -= > c = RY2 - V3 


1-cos30º 
2 


Vamos calcular o valor do ângulo do vértice 4, usando a lei dos cossenos: 


w [nto 


sen(15º) = 
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Note que o valor do cosseno é negativo (1 — v3) < 0, logo, o ângulo deve ser maior que | 
90º. | 


Vamos simplificar a expressão, como o cosseno é negativo, temos: 


| A 

| c 

| b 

| B Cc 
| a 

| a? = b? + c? — 2bc cos q 

| b?+c?-a? 

| cosa =——— 

| 2bc 

E pô 

| B 2R-RV2-V3 2-8 — 2/28 


fo / -d(-1 3) 42 v3 
2V2-/3  V24N3 2 
- |(-1+v3) 23 —|(4-2/3)(2+3) 
Ep sd 
> cosa = NEVE MES, cosa = ->a = 135° 


| Gabarito: Â = 135° 


7. Calcular o lado do icoságono regular inscrito no círculo de raio R. 


| Resolução: 


Um icoságono regular é um polígono de 20 lados. Vamos calcular seu ângulo central: 


360° 
a = — > a; = 18° 
E 20 C 


Podemos usar o seguinte triângulo isósceles, para calcular o lado desse polígono: 
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Aplicando a lei dos cossenos: 
lZo = R? + R? — 2R? cos 18º 
| lo = RvV2 — 2 cos 18º | 
| Devemos calcular o valor do cosseno de 18º, podemos usar o cosseno de 36º do triângulo | 
| áureo (a explicação de como encontrar o cosseno desse ângulo está na aula 09): | 


V5+1 
4 


cos(36º) = 


Lembrando que o cosseno do arco metade é: 


cos(18º) = EE 36° z AE 
Substituindo na equação: 
Lo = R 2 = R FON TOTAN» 10425 
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2. ÁREA DE FIGURAS PLANAS 


2.1. DEFINIÇÃO 


LEITURA 


OBRIGATÓRIA 


Vamos estudar um dos temas mais explorados em geometria plana pelos vestibulares do 
ITA/IME, o cálculo de áreas de figuras planas. Estudamos até agora as formas geométricas, as 
medidas dos ângulos e os comprimentos dos segmentos das figuras planas. O estudo da área dessas 
figuras envolve o conceito de extensão. Compare as figuras abaixo e diga qual possui maior 


extensão. 
D C 
EN | 
A B X Y 


Supondo que as duas figuras possuem as mesmas unidades de medida, podemos dizer que o 
quadrilátero ABCD possui maior extensão que o triângulo XYZ. Quando fazemos esse tipo de 
comparação, estamos comparando as áreas dessas figuras. 


Duas figuras são ditas equivalentes quando possuem a mesma extensão, 
independentemente de suas formas. Se juntarmos dois quadriláteros de áreas 4, e A, para formar 
uma outra figura de área A}, podemos afirmar que esta possui área igual à soma das duas primeiras: 


Sı 
lol mm 
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EEE 


Usualmente, usamos as letras maiúsculas S ou 4 para simbolizar a área das figuras. Nos 
exemplos acima, perceba que S3 = S4 + S, e S, = S$, + S}, logo, podemos afirmar que as figuras de 
áreas S} e S4 são equivalentes. 


Dizemos que área é um número real positivo associado a uma superfície limitada. A unidade 
de medida usual da área é o m? (metro quadrado). 


Vamos estudar dois teoremas importantes para formar nossa base no estudo da área de 
figuras planas. Esses teoremas serão usados para deduzir todas as fórmulas das áreas que podem 
ser cobradas na prova. 


2.2. TEOREMAS 


2.2.1. Teorema 1 


A razão entre as áreas de dois retângulos que possuem uma dimensão congruente é igual 
à razão entre as dimensões não congruentes. 


Demonstração: 


Considere os dois retângulos abaixo de bases congruentes: 


F, 
F: 
h 
u [ESEC 
ul s || 8 Ju 
ul s |L 8 Ju 
b b 
O teorema afirma que: 
A, = hı 
A, h, 
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Onde 4, e A, são as áreas dos retângulos F; e F,, respectivamente. Para demonstrar essa 
propriedade, devemos considerar dois casos possíveis: 
Caso 1) h, e h, são comensuráveis 
Como h, e h, são comensuráveis, então, existe um número u E R$ que cabe um número 
inteiro de vezes em h, e h,. Sejam m,n E Nº múltiplos de h, e h,, respectivamente, então, 
podemos escrever: 
h, = mu hi m 
i >—=— (1) 
n 


hp=nu h, 


Seja s a área dos pequenos retângulos de cada retângulo de base b e altura u dos retângulos 
acima. Para o retângulo F}, temos que m retângulos de área s cabem em F,, logo: 


A, = ms 
Analogamente para F: 
A = NS 
A razão entre as áreas é dada por: 
A ms A m 
Z= — > -=— (IN 


A, ns A n 
Assim, das relações (I) e (II), encontramos: 
Aı hı 
Az h 
Caso 2) h, e h, não são comensuráveis 
Nesse caso, não podemos escrever h, e h, como múltiplos de uma mesma unidade de 
medida u. Tomando u E R} tal que: 
h, = nu 
Sendo h; e h, incomensuráveis, temos para m E Nº: 
mu < h; < (m + 1)u 
Dividindo a desigualdade acima por nu: 
AR O a PR e LA 
nu nu nu n h n 


Como u é um submúltiplo arbitrário de h,, podemos escolher u tão pequeno quanto se 
queira tal que m será um número tão grande que mu e (m + 1)u convergem para h4. Dessa forma, 
encontramos: 

h m 


h n 
Procedendo de modo análogo para a área, encontramos: 


m A m+1 A 
ms SA, (m US a M Aia aA 


m A h 
= — 3 — = — 
A, = ns n A, n A, n A, hz 
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2.2.2. Teorema 2 


A razão entre a área de dois retângulos é igual à razão entre os produtos de suas dimensões. 
Demonstração: 


Considere os três retângulos abaixo: 


h2 S3 ha S2 
i bı i bo 
i i 
' I 
' ] 
i H 
hı Sı 
bı 


Usando o teorema 1, podemos escrever: 


S& h 

ae E (D 

S3 hz 

S3 bı 

2s (i 

oa (D 
Multiplicando as razões (I) e (II), temos: 


IE NR 


2.3. ÁREA DE POLÍGONOS 


Com base no teorema 2, vamos deduzir as fórmulas das áreas dos principais polígonos. 
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2.3.1. Retângulo 


Para calcular a área do retângulo, vamos adotar como área unitária um quadrado de lado 1. 
Seja 4, a área desse quadrado e Ap a área do retângulo de base b e altura h, sabendo que 4, = 1, 


temos: 
h Ar 
! 
b 1 


Aplicando o teorema 2: 
Ap b E h Ap 


= —— 3> — 
A, 1-1 1 


Portanto, a área de um retângulo é dada pelo produto entre sua base e sua altura. 


=b-h 


q FIQUE 
(ATENTO! 


Ao calcular área de figuras planas, precisamos nos atentar a um detalhe. Veja a questão 
abaixo: 


Calcule a área de um retângulo de base e altura medindo 5 cm e 10 cm, respectivamente. 


Essa questão nos fornece a unidade de medida em centímetros. Quando calculamos a área 
dessa figura, precisamos também incluir a unidade de medida: 


Ar = b -h > Ap = (5 cm) - (10 cm) => Ap = 50 cm? 


Caso a questão forneça os dados em diferentes unidades de medida, temos que convertê-los 
na mesma unidade. Veja: 


Calcule a área do retângulo de base e altura medindo 5 cm e 10 km, respectivamente. 


Nessa questão, não podemos multiplicar diretamente a base a altura, pois ambas estão em 
diferentes unidades de medida (cm e km). Antes, devemos igualar as unidades. Vamos converter o 
quilômetro em centímetro: 


10 km = 10: 102 m = 10-10º.102 cm = 10º cm 
Agora, podemos calcular a área: 
Ar = (5 em)-(10º cm) = Ap = 5 - 106 cm? 


Esse detalhe pode tirar alguns pontos da sua prova, então, atenção na hora de ler a questão! 
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A tabela abaixo fornece as principais conversões de unidades de medida, vamos adotar como 
unidade padrão o metro: 


Unidade de medida Unidade equivalente 
Milímetro mm 107? m 
Centímetro cm 107? m 
Quilômetro km 10? m 


Esse assunto é abordado com maior profundidade no material de Física do ITA/IME. 


2.3.2. Quadrado 


Esse é um caso particular de retângulo. Como o quadrado possui lados congruentes, a sua 
altura e base possuem as mesmas medidas. Para um quadrado de lado l: 


2.3.3. Paralelogramo 


O paralelogramo pode ser visto como um retângulo inclinado, veja: 
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A área do paralelogramo de altura h e base b é equivalente à área de um retângulo de altura 
h e base b, logo: 


2.3.4. Triângulo 


A área de um triângulo é igual à metade da área de um paralelogramo de altura h e base b. 
Seja Ar a área de um triângulo de base b e altura h: 


2.3.5. Losango 


A área de um losango de diagonal maior D e diagonal menor d é igual à 2 vezes a área de um 
triângulo de base d e altura D/2: 


6 Al 


d- 


N| © 


A, = 2Ar > 4, =2. 


E | 
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2.3.6. Trapézio 


Para calcular a área de um trapézio de base menor b e base maior B e altura h, podemos 
dividi-lo em 2 triângulos de altura h e bases b e B: 


e'h B-h 
2 


Arr = A, + A > Ar, = 


_ (b+B):h 
Tr — 2 


2.3.7. Polígono Regular 
Dado um polígono regular de n lados, sendo: 
a — medida do apótema 
l — medida do lado 
n — número de lados 
p — semiperímetro do polígono 


Esse polígono pode ser dividido em n triângulos congruentes de base l e altura a: 
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E 
x 
l 
A área desse polígono é dada por: 
e td n:-l-a 
Pol — 2 
O perímetro desse polígono é igual a: 
2p=n:l 
Assim, substituindo a identidade acima na expressão da área do polígono, encontramos: 
2p-a 
Ap = 
Pol 2 


2.3.8. Outras Expressões para Área do Triângulo 


Dependendo dos dados da questão, podemos calcular a área do triângulo de outras formas. 
Vamos explorar as possibilidades: 


1) Dados um dos lados e a respectiva altura 


Seja S a área do triângulo, como vimos anteriormente, a área do triângulo em função do lado 
e da respectiva altura é dada por: 
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2) Dados dois lados e um ângulo compreendido entre eles 
C 


À E 
A H B 


c 


Temos a base do triângulo, precisamos calcular a altura CH: 


CH =b-sena 
A área é dada por: 
Şa b : c - sena 
2 


3) Dados um lado e dois ângulos adjacentes 


C 


A N 
A c B 


Nesse caso, procedemos chamando um lado de x, escolhendo o lado AC, temos: 


A área desse triângulo é dada por: 
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Podemos encontrar o valor de x usando a lei dos senos: 


x c x c c: senf 


——_ a UUU U u U U a IU a 
senf sen(180°— («a +ß)) senf senla +B) sen(a + f) 
Substituindo na expressão da área, encontramos: 


c? - sena - senf 


~ 2-sen(a+pB) 


4) Dados os lados e o raio da circunferência inscrita 


B C 
No triângulo acima, temos três triângulos cujas bases são os lados do triângulo ABC e a altura 
ér: 
cr br a'r (a+b+c) 
S = Sapi + Saci + Spcr > S = — + —— +— >S = ——r 

2 2 2 2 
e ee” 

p 

S=p:r 


5) Dados os lados e o raio da circunferência circunscrita 
A 
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Vamos usar a propriedade do arco capaz e tomar o lado BC como base, então, temos: 


Note que os triângulos AHC e ABD são semelhantes, pois ambos são retângulos e D = É. 
Assim, podemos escrever: 


AC AD b 2R bc 
UC ap JE 6 O OR 
A área é dada por: 
a-ha 
s= 
_ abc 
— 4R 


6) Fórmula de Heron 


A fórmula de Heron é útil quando a questão nos dá apenas os lados do triângulo. 


A 
b c 
C a B 
Sabemos que a área do triângulo pode ser dada por: 
a: ha 
S = —— 
2 
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Vimos no capítulo de cálculo de cevianas do triângulo que ha pode ser escrita em função dos 
lados e do semiperímetro do triângulo: 


2 
ha = zyre -a)(p — b)(p — c) 


Substituindo essa identidade na expressão da área, encontramos: 
2 
a avplp— ap — bp —c) 
2 
S=vp(p-alp-b)(p-c) 


Essa fórmula é conhecida como fórmula de Heron. 


7) Dados um lado e o raio da circunferência ex-inscrita ao mesmo lado 


B 


Podemos calcular a área do triângulo ABC através do quadrilátero ABCO, veja: 


C'T ar 
+ 


Sasco = Sago + Sceo > Sasco = 2. 2 
b-r, 
Sasco = Sagc + Saoc > Sasco = S + 2 
Igualando as duas identidades, encontramos: 
+ -s+ >s=1a-b+) m 
2p-2b 
S=(p-b)-ro 
Para as circunferências ex-inscritas aos outros lados, podemos provar analogamente que: 
S=(p-a)-ra 
S=(p-c)-re 


8) Dados o raio da circunferência inscrita e os raios das circunferências ex-inscritas a cada 
lado 
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Nesse caso, a questão dá apenas os raios r, T4, Tp, Te. Vimos nos itens anteriores que a área do 


triângulo pode ser dada pelas seguintes fórmulas abaixo: 


S 
did dias 


=(p-0):n5p-a=— 
Ta 


S 
=(p-b):-ņn >p-b=— 
Tp 


=(p-c) n >p-c=-— 
Te 


Substituindo esses valores na fórmula de Heron, encontramos: 


p(p — a)(p — b)(p — c) 


DS drop T = A 


S = JT: Ta'Th'Tre 


2.3.9. Relação Métrica entre Áreas 
Para figuras geométricas semelhantes, podemos encontrar uma relação para suas áreas 


Considere os triângulos ABC e DEF semelhantes abaixo: 


Como AABC~ADEF, temos: 


h b 
— = — = K (razão de proporção) 
h, bz 
A área de cada triângulo é dada por: 
b-h 
Se 


2 
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Dividindo as áreas, encontramos: 


g Ag bhs 
Lai Ta AKK 
S ë bèh S bh S 

2 


Portanto, a razão entre as áreas de figuras semelhantes é o valor da razão de proporção 
elevado ao quadrado. 


Vimos para o caso de triângulos semelhantes. Saiba que essa razão é válida para quaisquer 
figuras planas semelhantes. 


2.4. ÁREA DE CÍRCULOS 


2.4.1. Dedução da Fórmula 


Para calcular a área do círculo, podemos usar a área do polígono regular de n lados: 


~ 


m 
2 
L, é O lado do polígono de n lados e a, é seu apótema. A área do polígono é dada por 


0 * da 
n= DT 5 o 


2 
Podemos escrever L, /2 em função do ângulo central: 
ln | 
T 7? n T 
ta (o) Sa ta (G) 
Substituindo na fórmula de Sņ: 
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Sn =n: až: tg (Z) 


Note que se n tender ao infinito, a área do polígono de n lados se aproxima da área da 
circunferência circunscrita a ele e o apótema se aproxima do raio dessa circunferência. Se Sç éa 
área da circunferência de raio R, podemos escrever: 


Sa =n: až -tg (R) > Se = lim n- RË tg (G) > Se = R2- lim n ta G) 
EGAT 


Sc =m: R? 


2.4.2. Partes do Círculo 


Para finalizar o assunto de áreas de círculos, vamos aprender alguns termos que podem ser 
cobrados na prova a respeito das áreas das partes dos círculos: 


1) Setor circular 


Setor circular é uma fatia do círculo. Sua área é dada pela proporção: 


q 2 2 
S = — -nR > S = 8rnR 
2T 
“z 
fatia do círculo 


2) Segmento circular 
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R 


Segmento circular é a região delimitada pelo círculo e pelo triângulo isósceles cujo vértice é 
o centro do círculo e seu ângulo é 0. Dessa forma, a área é dada pela diferença entre a área do setor 
circular e a área do triângulo isósceles. 


3) Lúnula 


Lúnula é a região do círculo menor localizada na parte externa do círculo maior. 


4) Triângulo Curvilíneo 
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Triângulo curvilíneo é o triângulo ABC cujos lados são todos curvos. 


5) Triângulo Mistilíneo 


A C D 


Um triângulo é mistilíneo quando possui um ou dois lados curvos. Os triângulos ABC e CDE 
representados acima são mistilíneos. 


HORA DE 


PRATICAR! 


= 
i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
[i 
i 
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| | 8. Calcular a área do triângulo ABC em função de S4, S2 e S sabendo-se que as retas r,s e t | 
são paralelas aos lados do triângulo. 


A t 


| Resolução: 


| O bizu para essa questão é usar razão de proporção. Note que como as retas r,s,t são | 
' paralelas aos lados do triângulo, temos que todos os triângulos são semelhantes. Então, seja S | 
a área do triângulo maior e k4, k2, k3 as razões de proporção entre os triângulos de áreas | 
Sı S2, S3, respectivamente. Então, podemos escrever: 


S=hob=byod=kiok 


2 = k, > b, = bk > Ž = kå > k, 


Sı 
5 
S2 
5 
S3 
S 


2 = k; > b; = bk; > Ë = kå > k; 


Podemos ver pela figura que: 
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| b = bı + b, + ba 
| Vamos escrever tudo em função de b: | 
| b = bk, + bk, + bk; > kı +k, +k; = 1 


Substituindo os valores das razões, temos: 


| S = (S5 +V/5 +55) 
i ERSAT 


9, Calcular a área de um trapézio isósceles, se a sua altura é igual a h e o seu lado lateral se vê 
desde o centro da circunferência circunscrita sob ângulo a. 


| Resolução: 


Para ilustrar o problema, vamos desenhar o trapézio isósceles inscritível: 


A E 8 
h 
À 
D C 


Sabemos que a área de um trapézio é dada por: 
= (a + b) -Ž 


Precisamos encontra a e b em função de h e qa dados. Podemos usar a propriedade do 
| arco capaz, traçando as diagonais AC e BD, temos: i 
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Note que AAEF = ABEF e AEDG = AECG, pois as alturas de cada par desses triângulos | 
' são congruentes e temos dois ângulos internos congruentes. Assim, F e G são os pontos . 
| médios das respectivas bases. Vamos definir EF = h e EG = h;: | 


Assim, podemos escrever: 


TO TO 
RREO 


a+b 2h 


q 
>h=hħ +h >h=%®.tg(*)>a+b=- 


Substituindo as variáveis na equação da área, encontramos: 


a+ 


Go pas ha 
2 2 


ta(3) 


>S = k? - cotg (5) 


| Gabarito: S = k? . cotg (5) 
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| 10. (OBM/2005) Na figura, todas as circunferências menores têm o mesmo raio r e os centros | 
i das circunferências que tocam a circunferência maior são vértices de um quadrado. Sejam | 
aeb as áreas hachuradas. Calcule a/b. | 


' Resolução: 


Vamos inserir as variáveis do problema: 


Seja S a área do círculo maior, assim, temos: 
S=5a+4b 
Mas, S = m(37)?: 
9nr? = 5a + 4b 
Podemos escrever a e b em função de r: 
a =nr? 


Die: 2 
9nr? = 5a + 4b > b = = qr? 


A razão é dada por: 
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SEES 


| Gabarito: > =1 


| 11. Determine a razão da área do círculo maior para a área do círculo menor. 


| Resolução: 


Sendo os ângulos inscritos nos círculos, temos: 


Seja S, a área do círculo maior e S, a área do círculo menor, desse modo, podemos | 
escrever: 


gi 
l 
3 
o) 
N 


S, = Nr 
Sı TR? (5) 
3> — = — = |— 
S2 nmr? 


Vamos encontrar uma relação entre R e r. Note que o triângulo O,BC é equilátero 
| (triângulo isósceles cujo vértice possui ângulo de 60º) e o triângulo 0, BC é retângulo isósceles. 
| Assim, temos: 
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| R=x» R? =x? | 


xvV2 x2 
r=% >r =1 
2 2 


Substituindo essas variáveis na razão das áreas: 


S RO _ x? 


227 2 
S2 r2 xX 


| Gabarito: 2 


| 12. ABCD é um quadrado cujo lado é a. De cada um dos vértices desse quadrado como centro | 
| e com raio a descreve-se internamente um arco. Calcular a área do quadrilátero curvilíneo 
cujos vértices são os pontos de intersecção desses arcos. 


| Resolução: 
| 


Devemos notar que os vértices do quadrilátero curvilíneo formam um quadrado, veja: 


D C 


PA 
SL | 


| Os segmentos DX e AX são raios de circunferências e medem a. Desse modo, AXD é um | 
| triângulo equilátero, logo, XÂB = CDX = 30º. Dessa forma, podemos ver que a figura fica da | 
| seguinte maneira: 


D C 


A 


A E B 


Como os arcos XY,YZ,ZW,WX possuem mesma medida e o quadrilátero é equilátero, | 
| temos que o quadrilátero é um quadrado. Assim, temos: 
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| Sı = x? 

| Vamos calcular o valor de x e a área S,, aplicando a lei dos cossenos: 
| x? = a + a? — 2a? cos 30° > x = ay 2 — V3 
| > S, = a?(2 — V3) 


| Agora, vamos calcular a área S,, ela é a diferença da área do setor circular e a área do 
| triângulo AXY: 


Sı é a área do quadrado e S, é a área do segmento circular: | 


30º 2 _ na? 


Ssetor = —— na? = 
setor 360º 12 


1 5 a? 
Saxy =>" (a sen 30º) a = — 


A área do quadrilátero curvilíneo é dada por: 
2 2 2 
S = S, +45, > S = @?(2 - V3) +4 (= - E) > s =™ + a? -a'y3 


aS=02(5+1-3) 


| Gabarito: S = a? (E +1- v3) 


| 13. Calcular a área do triângulo cujas alturas medem 5,7 e 8 cm. 


| Resolução: 
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Para calcular a área do triângulo, precisamos encontrar o valor de um dos seus lados. Para | 
| isso, podemos encontrar uma relação entre os lados. Usando a definição de área, temos: 


Escrevendo b e c em função de a: 

5a 5a 
b=—ec=— 
8 7 


Vamos usar a fórmula de Heron para encontrar a medida de a: 


S=" = pp-a p-b) p- 


25a? a+b+c -a+b+c a-b+c atb-c 


4 2 2 2 2 


Substituindo b ec: 


e aaa oc 


2 _ „4 (56+35+40) (-56+35+40) (56-35+40) (56+35-40) 
esa 56 56 56 56 | 
| | 
| 100 : 56t = a? - 131 -19-61-51 | 
| TE 10:56? an 
— V131-19:61:51 


Assim, a área do triângulo é dada por: 


5a 5 10:562 
S = — 


= 2 . —>— 2 28,17 cm? 
2 2 V131:19:61:51 


| Gabarito: S = 28, 17 cm? 


14. Encontre a área do quadrado ABCD na figura abaixo tal que PA = 3,PB = 7ePD =5. 
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(o) 
Q 


> 
[vv 


| Resolução: 


Seja | o lado do quadrado e A sua área, então: 


j=l 
Vamos inserir as variáveis na figura: 
D C 
l— y 
E 
y 
E 
A x l—x B 
Aplicando o teorema de Pitágoras nos triângulos retângulos da figura, temos: 
9 =x? +y? (1) 
2_ 
25 =x? + (l- y}? >25 = x? +y? — 2ly +P > y = = (D) 
9 
2— 
49 = y? + (L — x)? >49 = y? +x? — 2lx + È > x == QIN 


9 
Substituindo (II) e (JIN em (1): 


12-40)? 0 (Pay 
( 2l ) T ( 2l ) = 
l — 801? + 1600 + l4 — 3212 + 256 = 3612 
2l* — 148/24 1856 = 0 > lf — 74l? + 928 = 0 


Vamos substituir a variável [2 = A 
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A? — 74A +928 = 0 
| Encontrando a raiz: | 
| A=27 4407 =020 > A= 37421 


| Gabarito: 4 = 58 


| 15. Calcular a área de um triângulo retângulo conhecendo o seu perímetro 2p e a altura h | 
relativa à hipotenusa. | 


' Resolução: 


Temos o perímetro e a altura do triângulo retângulo, vamos encontrar sua área em função | 
| dessas variáveis: 


C 
a 
H 
b 
A é B 
A área do triângulo retângulo é dada por: 
2 2 


Usando o teorema de Pitágoras, temos: 
a? = b? + c? > a? = b? + c? + 2bc — 2bc > aè = (b + c)? — 2bc 
> (b +c}? — aè? = 2bc > (b+c—a)(b+c+a) = 2bc 
2p-2a 2p 4S 
2S S 
Qp - 2a) : 2p = 45S > 2p - 2a = 7 >04 =p -7 


Substituindo o valor de a na equação da área: 


S 
-2)n 
petore Cs osp=pêh-Sh = S(2p+h) = pêh 


p2h 


o 2p+h 


p2h 


2p+h 


| Gabarito: S = 


| 16. Determinar a área do trapézio ABCD, cujas bases são AD = ae BC = b (a > b), e no qual | 
À=45ºeD = 30°. | 


do Aula 11 — Geometria Plana IV 
p www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 11: ITA/IME 2020 


| Resolução: 


Vamos desenhar a figura da questão e inserir as variáveis: 


Usando a razão tangente, temos: 
tg45º = - >x=h 
tg30° =" = =hv3 


De acordo com a figura, podemos inferir: 


a-b 


V3+1 


x+b+y=a3sx+y=a-b>h+hV3=a-b5h= 


= (a-b)(V3-1) 
2 


>h 


A área do trapézio é dada por: 


S= (a+b) $a s = EP. CMT, = 1(V3 — 1)(a? — b?) 


2 


| Gabarito: A = =(v3 — 1)(a? — b?) 


| 17. Uma circunferência de raio R está inscrita num losango ABCD cuja maior diagonal AC = | 
4R. Calcular as áreas dos triângulos mistilíneos AMN e MBP. 
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| Resolução: 


Usando os dados do enunciado, temos: 


Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo AOM: 
(2R)? = R? + AM? > AM = RV3 


i Note que os lados desse triângulo permitem inferir que OÂM = 30° e AÔM = 60°. | 
| Sabendo que as diagonais de um losango formam um ângulo reto, temos: 
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Podemos encontrar a medida de MB: 


930º = “E > MB = SE 


Vamos calcular o valor da área do triângulo mistilíneo AMN, temos 2 triângulos retângulos | 
i e 1 setor circular de ângulo 120º: 


Saon =+: R- RV3 = ËR? 


= 120 2 _ TR? 

SHON = 360º mR! = 3 
> S1 = 2S40m — SMON = V3R? -Œ =£ (3v3 - n) 
Cálculo de S;: 
R2V3 
Spom = E 

2.6 2 — 7R? 

Suor = 360º mR! = 6 
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2 2 
> S> = 2SBoM Smop = m O m E (2v3 — T) 


| Gabarito: S4 = E (3v3 — Tt); S2 = e (2/3 — 1) 


|18. Considere os círculos da figura de raios 10 e 4 e seu eixo radical. Se AT é tangente em J ao | 
| círculo menor, calcule a área do triângulo ATH. 


Resolução: 


Se J é o ponto de tangência e o raio do círculo menor é 4, então, o triângulo retângulo ABJ | 
| é o triângulo retângulo 3:4:5. Vamos inserir as variáveis na figura: 
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Podemos encontrar o valor de x, usando a definição de eixo radical: 


Por = Por > x(x+284) = G+D(2+1+2R,) 
To T 


| x(x + 20) = (x + 1)(x + 9) 
| x? +20x = x? + 10x +9 > 10x = 9 > x = Ž 
Analisando o triângulo retângulo ABJ, temos: 
4 
tga = a 


Vamos encontrar a altura TH: 


TH 4 TH 4:109 
tga = — > = > TH = 
AH 3 10+— 30 


A área do AATH é dada por: 


1 9 4:109 1092 11881 
Ara =+ (1045) Bs = 
ATH 32 10 30 150 150 


11881 
1 


| Gabarito: 
i 50 


| 19. (IME/1990) Calcule a área do triângulo ABC. 
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Aa 


Sejam M,N e Q os pontos de intersecção dos prolongamentos dos segmentos AP, BP e 
TP com os lados do triângulo, respectivamente. | 


Ax 


| 
| Vamos tomar como base o lado BC. Note que a altura dos triângulos ABM e AMC possuem | 
| mesma medida e a altura dos triângulos BPM e MPC também. Assim, temos: | 


Resolução: 
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Vamos calcular as áreas dos triângulos: 
AABM > =84 +S, +40 
AAMC 58 = S, +35 +30 


Dividindo as duas equações: 
x _ S1+124 


y S2+65 

xh 
ABPM S7540 4 
AMPC > Ze =30 


Igualando as equações: 


AHI 0 Sto T 3S +372 = 4S, +260 > 4S, — 3S, = 112 (1) 
S2+65 30 S2+65 3 


Analogamente, os triângulos ABN e BNC possuem mesma altura em relação ao lado AC, | 


| então, temos: 


S1+84+52 So À 358, + 84-35 + 355, = 1055, 


40+30+35 35 


| Fazendo 2(IT) — (1): | 
| 4S, — 2S; — (48, — 3S1) = 168 — 11255, = 56 | 
| Substituindo o valor de S, em (IT): 

2S, = 84 + S4 > S, = 


84+56 = 70 


Portanto, a área total é dada por: 
Sagc = 84 + 56 + 40 +70 +35 +30 = 315 


| Gabarito: S = 315 


| 20. (IME/2002) Considere um quadrado XYZW de lado a. Dividindo-se cada ângulo desse | 
| quadrado em 4 partes iguais, obtém-se o octógno regular da figura a seguir. Calcule a área | 


do octógono 12345678 formado. 
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Resolução: 


| Para calcular o valor da área do octógono regular, precisamos encontrar o valor de um dos | 
i lados dos triângulos isósceles que formam o octógono regular. Como os ângulos foram | 
| divididos em 4 partes iguais, temos: | 


a 
2 


NEA 


SE 


Usando a razão tangente, temos: 
tg(22,5°) = 7 = x = 7: tg(22,5°) 
2 


Lembrando que: 


tg 6 = 1-cosA 


senA 


Wore = Es 


sen45º 2 


Assim, podemos calcular o valor de y: 
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| “a = | 
x=>(V2-1) 
a aa a 
A área do octógono regular é dada por: 
Sg =8- E eye ysen45°) sisiy 
área do triângulo isósceles 


Substituindo o valor de y na equação: 
Se = 2V2 [E (2 -V| = Ž- 2V2. (6 - 4v2) 

: Sg=a2(3/2-—4) 

| Gabarito: Sg = a?(3V2 — 4) 


3. APÊNDICE 


2“ 


€ f 429 
CURIOSIDADE 


Estudaremos nessa seção alguns temas que mesmo que não caiam diretamente em sua 
prova, podem ajudar você a resolver algumas questões. 


3.1. RETA DE EULER 


Seja ABC um triângulo qualquer, podemos mostrar que o ortocentro, o baricentro e o 
circuncentro deste triângulo são colineares. A reta que liga esses pontos é chamada de reta de Euler. 


Demonstração: 


Vamos demonstrar para o triângulo acutângulo, a demonstração para o triângulo 
obtusângulo segue o mesmo raciocínio. 


Considere o A4BC abaixo: 
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AH, e BH, são as alturas do AABC e H é seu ortocentro. 
Mp0 e M40 são as mediatrizes do AABC e O é seu circuncentro. 
Perceba que M,M, é a base média desse triângulo, logo, MM, //AB e MM, = AB/2. 


Como AH, e OM, são perpendiculares ao lado BC, temos que AH//OM, e, 
consequentemente, BÁH = OM,M,. Analogamente, BH//O0M, e HBA = OM}M4. 


Assim, pelo critério de semelhança AA, temos AABH-AM,M,O e a razão de proporção entre 
eles é k = 2. Então: 


AH = 20M, 
BH = 20M, 


Vamos traçar o baricentro G (lembrando que o baricentro é o encontro das medianas): 
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Como AH//OM, e AM, é um segmento de reta, temos que HÃG = 0M,G. Sabendo que o 
baricentro divide o segmento AM, na razão 2:1, temos 4G = 2GM,. Então, usando o critério de 
semelhança LAL, temos que AAHG-AM,0G. Desse modo, AGH = M,ãÃO e, portanto, H,G,0 são 
colineares. 


3.2. TRIÂNGULO ÓRTICO 


3.2.1. Definição 


Tomando-se um AABC qualquer, chamamos de triângulo órtico, a figura formada pelos pés 
das alturas do AABC. 
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A 
N 
P 
B M C 


MNP é o triângulo órtico do AABC. 


3.2.2. Teorema 


O ortocentro H do triângulo acutângulo ABC é o incentro do triângulo órtico. 


Demonstração: 


Vamos provar que PMH = HMN. Perceba que os triângulos HBP e HCN são semelhantes, 
pois PÃB = NÃC e ambos são triângulos retângulos, logo, NĈH = PBH. 


C 


Os quadriláteros HMCN e HMBP são inscritíveis, pois possuem dois ângulos opostos retos: 
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ângulo reto 
ângulo reto 


ângulo reto ângulo reto 


Note que os ângulos PBH e HMP enxergam o mesmo segmento HP, logo, eles são 
congruentes PBH = HMP. Analogamente, NÉH = NMH. 


Assim, podemos ver que a altura AM do triângulo ABC é a bissetriz interna do triângulo 
órtico. Usando o mesmo raciocínio, podemos provar que as outras alturas BN e CP também são 
bissetrizes internas do triângulo órtico. Portanto, o ortocentro do triângulo ABC é o incentro do 
triângulo órtico. 
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3.2.3. Propriedade 


O triângulo órtico possui o menor perímetro entre os triângulos inscritos no AMBC 
acutângulo. 


Não veremos essa demonstração, o importante é saber esse resultado. 


3.3. CIRCUNFERÊNCIA DE APOLÔNIO 


Dado um segmento AB (A + B) no plano «a, chamamos de circunferência de Apolônio, o 
lugar geométricos dos pontos P de a tal que £ = k, com k E R} — {1}. 


P 


Circunferência de Apolônio 


M e N são os conjugados harmônicos em relação ao segmento AB na razão k. MN é o 
diâmetro da circunferência de Apolônio. 


PR Aula 11 — Geometria Plana IV 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 11: ITA/IME 2020 


Demonstração: 


Sejam M e N os conjugados harmônicos do segmento AB na razão k e À (o: m, a 
circunferência de Apolônio de centro O e raio MN /2. Então, podemos escrever: 
MA NA 
MB NB 
Tomando-se P um ponto qualquer do LG, temos: 
Caso 1) P E {M,N} 
Nesse caso, P pertence à À, pois M e N são conjugados harmônicos do segmento AB. 
Caso 2) P É {M,N} 
Pela definição do LG, temos: 
PA 
7E 
Mas da definição de conjugado harmônico: 
MA PA PA PB 
MB PB “MA” MB 
Portanto, pelo teorema das bissetrizes, temos que PM é bissetriz interna do APAB. 


k 


Também, temos: 
PA NA PA PB 
PB NB CNA) NB 
PN é bissetriz externa do APAB. 


Podemos ver que: 


Za + 28 = 180° > a + 8 = 90º 


Assim, MP Né ângulo reto e, portanto, PE À (0; n, 
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3.4. PONTO DE MIQUEL 


Sejam r,s,t eu quatro retas coplanares de modo que não há duas retas paralelas nem três 
concorrentes. Essas retas determinam quatro triângulos. As circunferências circunscritas a esses 
triângulos se interceptam em um mesmo ponto, denominado ponto de Miquel das quatro retas. 


Demonstração: 


Vamos começar com as duas circunferências circunscritas aos quadriláteros DEFM e BDMC. 
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Note que no ponto D, se BDM = 180º — «x, devemos ter MDF = a. Como FÊM enxerga o 
mesmo segmento FM, temos FÊM = MDF = a. 
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Perceba que no quadrilátero AEMC, temos AÊM + MÊA = 180º — q + a = 180º. Assim, 
os ângulos opostos desse quadrilátero são suplementares, logo, ele é inscritível. Portanto, o ponto 
M pertence ao circuncírculo do AMEC. 
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Coe 


une” 


- 


- - 
~ - 
Conama? 


Analogamente, podemos provar que M também pertence ao circuncírculo do AABF. 


4. LISTA DE QUESTÕES 


O LISTA DE 
QUESTÕES 


ITA 
21.(ITA/2018) 


Em um triângulo de vértices A, B e C são dados Ê = zi C= me o lado BC = 1cm. Se o lado 


AB é o diâmetro de uma circunferência, então a área da parte do triângulo ABC externa à 
circunferência, em cm, é 


m 3v3 
8 16 
Hel 
4 2 
Sz NE 
8 4 
TE 
16 8 
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22.(ITA/2017) 


Seja ABC um triângulo cujos lados AB, AC e BC medem 6 cm, 8 cm e 10 cm, respectivamente. 
Considere os pontos M e N sobre o lado BC tais que AM é a altura relativa a BC e N é o ponto 
médio de BC. A área do triângulo AMN, em cm?, é 


a) 3,36. 
b) 3,60. 
c) 4,20. 
d) 4,48. 
e) 6,72. 


23.(ITA/2017) 


Seis circunferências de raio 5 cm são tangentes entre si duas a duas e seus centros são vértices 
de um hexágono regular, conforme a figura abaixo. 


O comprimento de uma correia tensionada que envolve externamente as seis circunferências 
mede, em cm, 


a)18 + 37. 
b)30 + 107. 
c) 18 + 67. 
d) 60 + 107. 
e) 36 + 6r. 


24. (ITA/2016) 


Um triângulo está inscrito numa circunferência de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e 


> ; 1 " cs 
sua área é de mem. Então, o menor lado do triângulo, em cm, mede 
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{1 


a) 1- 


25. (ITA/2016) 


Sejam A uma circunferência de raio 4 cm e PQ uma corda em À de comprimento 4 cm. As 
tangentes a À em P e em Q interceptam-se no ponto R exterior a À. Então, a área do triângulo 
em PQR, em cm, é igual a 


2V3 
a) E 


26. (ITA/2016) 


Um hexágono convexo regular H e um triângulo equilátero T estão inscritos em circunferência 
de raios Ry e Ry, respectivamente. Sabendo-se que H e T têm mesma área, determine a razão 


Ry/Rr. 


27.(ITA/2016) 

Seja P, um polígono convexo regular de n lados, com n > 3. Considere as afirmações a seguir: 
|. P, é inscritível numa circunferência. 

Il. P, é circunscritível a uma circunferência. 


III. Se L, é o comprimento de um lado de P, ea, é o comprimento de um apótema de P,, então 
= < 1 paratodon > 3. 


É (são) verdadeira(s) 
a) apenas |. 
b) apenas II. 


c) apenas III. 


bo Aula 11 — Geometria Plana IV 
z www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 11: ITA/IME 2020 


d) apenasle ll. 


e) 1, Ile ll. 


28. (ITA/2014) 


Em um triângulo isósceles ABC, cuja área mede 48 cm?, a razão entre as medidas da altura 
AP e da base BC é igual a 2/3. Das afirmações abaixo: 


|. As medianas relativas aos lados AB e AC medem V97 cm; 

Il. O baricentro dista 4 cm do vértice A; 

III. Se æ é o ângulo formado pela base BC com a mediana BM, relativa ao lado AC, então 
cosa = 3/V97, 

é (são) verdadeira(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenas Il. 

c) Apenas III. 

d) Apenas le III. 


e) Apenas le III. 


29.(ITA/2011) 


Considere um triângulo equilátero cujo lado mede 23 cm. No interior deste triângulo existem 
4 círculos de mesmo raio r. O centro de um dos círculos coincide com o baricentro do triângulo. 
Este círculo tangência externamente os demais e estes, por sua vez, tangenciam 2 lados do 
triângulo. 


a) Determine o valor de r. 
b) Calcule a área do triângulo não preenchida pelos círculos. 


c) Para cada círculo que tangência o triângulo, determine a distância do centro ao vértice mais 
próximo. 


30. (ITA/2011) 


Sejam ABCD um quadrado e E um ponto sobre AB. Considere as áreas do quadrado ABCD, 
do trapézio BEDC e do triângulo ADE. Sabendo que estas áreas definem, na ordem em que 
estão apresentadas, uma progressão aritmética cuja soma é 200 cm?, a medida do segmento 
AE, em cm, é igual a 


a) 10/3 
b) 5 
c) 20/3 
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d) 25/3 
e) 10 


31. (ITA/2011) 


Um triângulo ABC está inscrito numa circunferência de raio 5 cm. Sabe-se ainda que AB é o 
diâmetro, BC mede 6 cm e a bissetriz do ângulo ABC intercepta a circunferência no ponto D. 
Se « é a soma das áreas dos triângulos ABC e ABD e ß é a área comum aos dois, o valor de 
a — 28, em cm, é igual a 


a) 14. 
b/15, 
c) 16. 
d) 17. 
e) 18. 


32. (ITA/2008) 


Considere o quadrado ABCD com lados de 10m de comprimento. Seja M um ponto sobre o 
lado AB e N um ponto sobre o lado AD, equidistantes de A. Por M traça-se uma reta r paralela 
ao lado AD e por N uma reta s paralela ao lado AB, que se interceptam no ponto O. Considere 
os quadrados AMON e OPCQ, onde P é a intersecção de s com o lado BC e Q é a intersecção 
de r com o lado DC. Sabendo-se que as áreas dos quadrados AMON, OPCQ e ABCD 
constituem, nesta ordem, uma progressão geométrica, então a distância entre os pontos 4 e 
M é igual, em metros, a 


a)15 + 5V5 
b) 10 + 5V5 
c)10 — v5 
d) 15 — 5V5 
e) 10 — 3V5 


33. (ITA/2008) 


Sejam r e s duas retas paralelas distando 10 cm entre si. Seja P um ponto no plano definido 
por r e s e exterior à região limitada por estas retas, distando 5 cm de r. As respectivas medidas 
da área e do perímetro, em cm?e cm, do triângulo equilátero PQR cujos vértices Q e R estão, 
respectivamente, sobre as retas r e s, são iguais a 


a) TE pH 


b) zaa e 10/21 
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c) 175V3 e 10421 
d) 175V3 e 5v21 
e) 700 e 10/21 


34. (ITA/2008) 


Um triângulo acutângulo de vértices A,B e C está inscrito numa circunferência de raio —. 
Sabe-se que AB mede 2V5 e BC mede 242. Determine a área do triângulo ABC. 


5v2 
3 


35. (ITA/2007) 


Sejam P, e P, octógonos regulares. O primeiro está inscrito e o segundo circunscrito a uma 
circunferência de raio R. Sendo 4, a área de P, e 4, a área de P}, então a razão 4, /A, é igual 


a 
a E 

9V2 
cia 
c) 2V2- 1 


d) data) 


242 


e) a 
36. (ITA/2007) 


Seja P, um polígono regular de n lados, com n > 2. Denote por a, o apótema e por b, o 
comprimento de um lado de P,. O valor de n para o qual valem as desigualdades b, < a, e 
bn-1 > Qn-4, pertence ao intervalo 


a3 <n <7. 
b6<n<9. 
c) 8 <n < 11. 
d)10 < n < 13. 
e)12 < n < 15. 


37. (ITA/2006) 


Considere um losango ABCD cujo perímetro mede 100 cm e cuja maior diagonal mede 40 cm. 
Calcule a área, em cm”, do círculo inscrito neste losango. 
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38. (ITA/2005) 


Considere o triângulo de vértices 4, B e C, sendo D um ponto do lado AB e E um ponto do 
lado AC. Se m(AB) = 8cm, m(AC) = 10 cm,m(AD) = 4 cm e m(AE) = 6 cm, a razão das 
áreas dos triângulos ADE e ABC é 


a) 1/2. 
b) 3/5. 
c) 3/8. 
d) 3/10. 
e) 3/4. 


39. (ITA/2005) 


Seja n o número de lados de um polígono convexo. Se a soma de n — 1 ângulos (internos) do 
polígono é 2004º, determine o número n de lados do polígono. 


40. (ITA/2004) 


Duas circunferências concêntricas C, e C, têm raios de 6 cm e 6V2 cm, respectivamente. Seja 
AB uma corda de C, tangente à C}. A área da menor região delimitada pela corda AB e pelo 
arco AB mede, em cm?, 


a) 9 (m — 3) 
b) 18 (m + 3) 
c) 18 (m — 2) 
d) 18 (z + 2) 
e) 16 (m + 3) 


41. (ITA/2003) 


Sejam r e s duas retas paralelas distando entre si 5 cm. Seja P um ponto na região interior a 
estas retas, distando 4 cm der. A área do triângulo equilátero PQR, cujos vértices Q e R estão, 
respectivamente, sobre as retas r e s, é igual, em cm? a: 


a)3V15 
b) 7V3 

c) 5V6 

d) (E) 3 
e) (2) V15 
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42. (ITA/2003) 


Considere três polígonos regulares tais que os números que expressam a quantidade de lados 
de cada um constituam uma progressão aritmética. Sabe-se que o produto destes três 
números é igual a 585 e que a soma de todos os ângulos internos dos três polígonos é igual a 
3780º. O número total das diagonais nestes três polígonos é igual a: 


a) 63 
b) 69 
c) 90 
d) 97 
e) 106 


43.(ITA/2001) 


De dois polígonos convexos, um tem a mais que o outro 6 lados e 39 diagonais. Então, a soma 
total dos números de vértices e de diagonais dos dois polígonos é igual a: 


a) 63 
b) 65 
c) 66 
d) 70 
e) 77 


44. (ITA/1999) 


Duas circunferências C} e C, ambas com 1m de raio, são tangentes. Seja C} outra 
circunferência cujo raio mede (V2 — 1)m e que tangencia externamente C; eC;. A área, em 
mê, da região limitada e exterior às três circunferências dadas, é: 


a) 1-r(1-2) 


45. (ITA/1999) 


Duas circunferências de raios iguais a 9m e 3m são tangentes externamente num ponto C. 
Uma reta tangencia estas duas circunferências nos pontos distintos 4 e B. A área, em mĉ?, do 
triângulo ABC é: 
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a) 273 


c) 93 


d) 27N2 


27N2 
Gp 


46. (ITA/1998) 

Considere as afirmações sobre polígonos convexos: 

|) Existe apenas um polígono cujo número de diagonais coincide com o número de lados. 
Il) Não existe polígono cujo número de diagonais seja o quádruplo do número de lados. 


III) Se a razão entre o número de diagonais e o de lados de um polígono é um número natural, 
então o número de lados do polígono é ímpar. 


a) Todas as afirmações são verdadeiras. 
b) Apenas (1) e (III) são verdadeiras. 

c) Apenas (|) é verdadeira. 

d) Apenas (III) é verdadeira. 


e) Apenas (Il) e (III) são verdadeiras. 


47.(ITA/1997) 


Em um triângulo ABC, sabe-se que o segmento AC mede 2cm. Sejam q e p, respectivamente, 
os ângulos opostos aos segmentos BC e AC. A área do triângulo é (em cm?) igual a 


a) 2sen?acotgb + sen(20) 
b) 2sen?atgbB — sen(20) 

c) 2 cos? acotgB + sen(2a) 
d) 2 cos? a tgh + sen(20) 
e) 2sen?atgb — cos(2a) 


48. (ITA/1996) 


Um hexágono regular e um quadrado estão inscritos no mesmo círculo de raio R e o hexágono 

possui uma aresta paralela a uma aresta do quadrado. A distância entre estas arestas paralelas 

será: 

3-2 
2 


a) R 
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49. (ITA/1995) 


Considere C uma circunferência centrada em O e raio 2r, e t a reta tangente a C num ponto 
T. Considere também A um ponto de C tal que o ângulo AÔT = 6 é um ângulo agudo. Sendo 
B o ponto de t tal que o segmento AB é paralelo ao segmento OT, então a área do trapézio 
OABT é igual a 


a) r? (2 cos 8 — cos 20) 

b) 2r? (4 cos 0 — sen 26) 
c) r? (4 sen 8 — sen 20) 

d) r?(2 sen 0 + cos 0) 

e) 2r? (2 sen 20 — cos 28) 


50. (ITA/1995) 


O comprimento da diagonal de um pentágono regular de lado medindo 1 unidade é igual à raiz 
positiva de: 


ajx? +x—-2=0 
b)x?-x—-2=0 
co)x?-2x+1=0 
d)x?+x-1=0 


eJx2-x-1=0 


51. (IME/2018) 


Seja um heptágono regular de lado l cuja menor diagonal vale d. O valor da maior diagonal 
satisfaz a qual das expressões? 
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52. (IME/2017) 

Dado um quadrado ABCD, de lado a, marcam-se os pontos E sobre o lado AB, F sobre o lado 
BC, G sobre o lado CD e H sobre o lado AD, de modo que os segmentos formados AE, BF, CG, 
e DH tenham comprimento igual a m A área do novo quadrilátero formado pelas interseções 
dos segmentos AF, BG, CH, e DE mede: 


53. (IME/2016) 


: -  sen(2x) 1 a a T E 
Seja a equação E, As soluções dessa equação para x E =i formam um polígono 


no círculo trigonométrico de área 


54. (IME/2015) 


Num triângulo ABC isósceles, com ângulos iguais em B e C, o seu incentro I se encontra no 
ponto médio do segmento de reta que une o seu ortocentro H a seu baricentro G. O segmento 
de reta AG é menor que o segmento de reta AH. Os comprimentos dos segmentos de reta HI 
e IG são iguais a d. Determine o perímetro e a área desse triângulo em função de d. 
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55. (IME/2015) 


o ad 


Seja um trapézio retângulo de bases a e b com diagonais perpendiculares. Determine a área 


do trapézio. 


56. (IME/2011) 


Seja o triângulo retângulo ABC com os catetos medindo 3 cm e 4 cm. Os diâmetros dos três 
semicírculos, traçados na figura abaixo, coincidem com os lados do triângulo ABC. A soma das 


áreas hachuradas, em cm?, é: 


a) 6 
b) 8 
c) 10 
d) 12 
e) 14 


57. (IME/2010) 


Seja ABC um triângulo de lados AB, BC e AC iguais a 26, 28 e 18, respectivamente. Considere 
o círculo de centro O inscrito nesse triângulo. A distância AO vale: 


V104 
E 
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d) 104 
e) 3104 


LE, GABARITO 


ITA 


21.d 
22.a 
23.d 
24. b 
25.e 
v2 


26.74 =% 
27.d 

28.a 

29.a) r =- cm b) A = (3V3 — m) cm? c) 1cm 
30.c 

31.a 

32.d 

33.b 

34.4 = 6 

35.e 

36.b 

37.4 = 144r cm? 
38.d 

39.n = 14 

40.c 

41.b 

42.d 

43.b 

44.a 

45.b 

46.b 

47.a 

48.a 

49.c 

50.e 
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Em 


51.a 
52.a 
53.a 


54.2p = 5V15d e S4gc = ovina 
55.c 
56.a 
57.d 


6. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


24 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


ITA 
21. (ITA/2018) 


Em um triângulo de vértices A, B e C são dados Ê = 


AB é o diâmetro de uma circunferência, então a áre 
circunferência, em cm, é 


NIN 


Ce 20 lado BC = 1cm. Se o lado 
da parte do triângulo ABC externa à 


o 


TE 3V3 
m 
5V3 
Rg 
Es 3V3 
8 4 
5⁄3 TT 
Wa 
sr 3 
el 16 


Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 
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cC 
b 
1 
E 
B A 


Podemos calcular o valor do raio da circunferência, aplicando a tangente no vértice C: 


uO- T27 


Sabemos que a soma dos ângulos internos de um triângulo deve ser igual a 7, logo, Â = n/6. 
Chamando o ponto de intersecção da hipotenusa AC com a circunferência de D, encontramos um 
triângulo isósceles AOD. Desse modo, temos: 


C 


Perceba que DÔB = T/3, pois é ângulo externo do triângulo AOD. 


A área da região BDC é dada por: 


Appc = Aagc — Aaop — AogD 
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AA,op > 3 E 3 r 
AH = cos (7) = 7= AD = 24H > AD => 
(25) 
1 2 4 3V3 
Aion = 5 AD a 16. 
T 
3 i AB 3 q 
AgBD = 57 rR? =-r|—]| =— = 
ZTE 6 2 24 8 
V3 3V3 q 
>A = = — = 
"E R a B 
5V3 r 
ET: 


Gabarito: “d”. 


22. (ITA/2017) 


Seja ABC um triângulo cujos lados AB, AC e BC medem 6 cm, 8 cm e 10 cm, respectivamente. 
Considere os pontos M e N sobre o lado BC tais que AM é a altura relativa a BC e N é o ponto 
médio de BC. A área do triângulo AMN, em cm?, é 


Comentários 


Note que o triângulo ABC é retângulo, pois os lados satisfazem ao teorema de Pitágoras. 
Vamos desenhar a figura do texto: 
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A 8 C 


Queremos calcular a área do triângulo AMN. Precisamos encontrar o valor da base MN e da 
altura AM. 


Do triângulo ABC, temos: 


8 4 

il dn 5 

6 3 

Ee E 

Do triângulo ABM: 

4 24 
AM E esa b = 
o o 3 18 
De Os 


Como N é o ponto médio do triângulo ABC, temos BN = NC = = = 5. Logo, MN é dado 
por: 
18 7 
MSN == T 
Calculando a área do AAMN: 


Gabarito: “a”. 


23.(ITA/2017) 


Seis circunferências de raio 5 cm são tangentes entre si duas a duas e seus centros são vértices 
de um hexágono regular, conforme a figura abaixo. 
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O comprimento de uma correia tensionada que envolve externamente as seis circunferências 
mede, em cm, 


a) 18 + 37. 
b) 30 + 107. 
c) 18 + 6r. 
d) 60 + 107. 
e) 36 + 671. 
Comentários 


Como os vértices do hexágono são os centros das circunferências, temos que o seu lado será 
igual a dois raios de circunferência, ou seja, 10 cm. Vimos na aula teórica que os ângulos internos 
do hexágono regular são iguais a 120º. Desse modo, temos: 


Perceba que os pontos de tangência da correia externa com a circunferência formam um 
retângulo com os vértices do hexágono regular. O comprimento dessa correia será dado pela soma 
dos 6 arcos de circunferência com os 6 lados maiores dos retângulos. 
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Podemos calcular o valor de 0: 


9 + 180º + 120º = 360º > 0 = 60º 


Assim, o comprimento do arco x é dado por: 


=o 60° 
xX = ZTT ` zogo 
5T 

fede g 


Calculando o comprimento da correia: 


57 
Pcorreia = 6 ' (=Z + 10) 


Pcorreia = 60 + 107 
Gabarito: “d”. 


24. (ITA/2016) 


Um triângulo está inscrito numa circunferência de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2 cm e 
: i 1 Š e 
sua área é de mem. Então, o menor lado do triângulo, em cm, mede 


1 
a) l-z 
b) V2 — V2 
J= 
oz 
2 
d) = 
2 
e) zz 


Comentários 


Como o triângulo está inscrito na circunferência de raio 1 cm e possui o maior lado igual a 2, 
temos que ele é retângulo e o maior lado é a hipotenusa. Assim, temos a seguinte figura: 
A 


Q 
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O enunciado nos dá o valor da área do triângulo. Precisamos calcular o valor da base e da 
altura do triângulo. Vamos encontrar uma relação entre os catetos e o ângulo a. 


AB = 2sena 
AC = 2cosa 


1 1 v2 
Ame = 7 4B AC>—s a 2sena * 2cosa > E sen(20) 


V2 
52g = 45" sg =22,5º 


Como « = 22,5º < 45º, temos que o cosseno de q é maior que o seno desse ângulo. Logo, o 
menor lado é dado por: 


AB = 2 sen 22,5° 


Lembrando que sen (A) = + mentos temos: 


Leci a 2-2 
2 E 4 


AB =2: 


Gabarito: “b”. 


25. (ITA/2016) 


Sejam À uma circunferência de raio 4 cm e PQ uma corda em À de comprimento 4 cm. As 
tangentes a À em P e em Q interceptam-se no ponto R exterior a À. Então, a área do triângulo 
em PQR, em cm? é igual a 


2V3 
5 
4V3 
Eg 


d) 


e) 
Comentários 


Seja O o centro da circunferência A. Como o comprimento de PQ é igual ao raio da 
circunferência, temos que OPQ é um triângulo equilátero de medida 4 cm. Então, temos: 
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Sendo P,Q tangentes à circunferência e OÊM = OÔM = 60º, temos MÊR = MÔR = 30º. 
Logo, APQR é isósceles com PR = QR e M é a mediatriz do triângulo PQR: 


A altura RM é dada por: 


2V3 


tg30° = Šu > RM = —— cm 
o 
2 3 i 


Calculando a área do triângulo PQR: 


1 — 2v3 13 
Ang = t-a 9 Ar =a M 


Gabarito: “e”. 


26. (ITA/2016) 
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Um hexágono convexo regular H e um triângulo equilátero T estão inscritos em circunferência 
de raios Ry e Ry, respectivamente. Sabendo-se que H e T têm mesma área, determine a razão 
Ry/Rr. 


Comentários 


Temos as seguintes figuras: 


Sabemos que o hexágono convexo regular é composto por 6 triângulos equiláteros. Vamos 
calcular o valor da altura ON: 


Ry v3 
2 


ON = Rysen(60º) = 


A área do hexágono H é dada por: 
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A 6 1 R 
H 7 2 H 
Para o triângulo equilátero T, sabemos que O” divide a altura na razão 2: 1. Assim, O'M = 


EO'/2: 


OM="L 5 EM-=ÊR 
2 Ddr 


O lado do triângulo equilátero pode ser calculando usando a tangente: 
EM 3 1 V3 
°) = — > MC = -Rz :— > MC = — R+; > DC = V3R 
tg (60°) ul C=3Rr C=5 Rr C = V3Ry 


A área do triângulo equilátero T é dada por: 


1 3 
Ar=5"V3Rr'5Rr=— Ri 


Como as áreas das duas figuras são iguais, temos: 


3V3 3V3 
An = Ara R} = Doris (E 


Ry _ v2 


Gabarito: — 
Rr 2 


27.(ITA/2016) 

Seja P, um polígono convexo regular de n lados, com n > 3. Considere as afirmações a seguir: 
|. P, é inscritível numa circunferência. 

II. P, é circunscritível a uma circunferência. 


III. Se L, é o comprimento de um lado de P, e a, é o comprimento de um apótema de P,, então 
> < 1 para todon > 3. 


É (são) verdadeira(s) 
a) apenas |. 
b) apenas Il. 
c) apenas III. 
d) apenas le Il. 
e) |, Ile Il. 
Comentários 
Analisando as afirmações I e II: 


D Verdadeira. Pois as bissetrizes internas do polígono se encontram em um único ponto que 
equidista dos vértices do polígono. Logo, é inscritível. 


IT) Verdadeira. Pois as mediatrizes dos lados do polígono se encontram em um único ponto. 
Logo, esse ponto equidista dos lados do polígono. Portanto, é circunscritível. 
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IIT) Falso. Sabemos que qualquer polígono regular de n lados é formado por n triângulos 
isósceles. Assim, temos: 


Pela figura, podemos ver que: 


ln 
0 2 0 la an 1 
to (5) => 20l) am a zeg) 
Lembrando que o ângulo interno 0 pode ser calculado como: 
360° 
“mn 
An 1 
nO aco 
Vamos ver se encontramos um polígono que contraria a hipótese da afirmação: 
an 1 180° 1 
L a >= (a )< 
n 


A função tangente é crescente e n E N, então, quanto maior o valor de n, o valor da tangente 


fica mais próximo do zero. Então, tomando n grande o suficiente temos que a desigualdade 
tg (=) < -6 satisfeita. Logo, essa afirmação é falsa. 


Gabarito: “d”. 


28. (ITA/2014) 


Em um triângulo isósceles ABC, cuja área mede 48 cm?, a razão entre as medidas da altura 
AP e da base BC é igual a 2/3. Das afirmações abaixo: 


|. As medianas relativas aos lados AB e AC medem V97 cm; 
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Il. O baricentro dista 4 cm do vértice A; 
IIl. Se æ é o ângulo formado pela base BC com a mediana BM, relativa ao lado AC, então 
cos a = 3/V97, 
é (são) verdadeira(s) 
a) Apenas |. 
b) Apenas II. 
c) Apenas III. 
d) Apenas le III. 
e) Apenas Il e III. 
Comentários 


O enunciado diz que: 


AP: BC 
ABC — = 48 (1) 
al =- > AP = 2 BC (ID) 
BC 3 3 
Substituindo (II) em (I): 
ZBC -BC 
-z e = 48:3 > BC=12>AP=8 
A 
= 
B 6 P 6 C 


Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo ABC, encontramos: 
AC? = 8? + 6? > AC = 10 = AB 
Vamos analisar as afirmações: 


I. Como AB = AC, temos que as medianas são iguais. Vamos calcular o valor de uma delas: 
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B 6 P 3 n3 C 


MN é a base média do triângulo APC, pois AM = MC. Então, PN = NC = 3 cm e MN = 
4 cm. Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo BMN: 


BMº=924+4º>5BM=V97cm 
Portanto, afirmação verdadeira. 


Il. Perceba que ABPG-ABNM, desse modo, temos: 


BP PG 6 PG 24 
N mM ug 
24 48 16 
a a 


Portanto, afirmação falsa. 


llI. A afirmação diz que « = MBC: 


O cosseno desse ângulo é dado por: 
BN 9 
cos œ = — > cosa = —— 
BM V97 


“Afirmação falsa. 


Gabarito: “a”. 


29. (ITA/2011) 
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Considere um triângulo equilátero cujo lado mede 23 cm. No interior deste triângulo existem 
4 círculos de mesmo raio r. O centro de um dos círculos coincide com o baricentro do triângulo. 
Este círculo tangência externamente os demais e estes, por sua vez, tangenciam 2 lados do 
triângulo. 


a) Determine o valor de r. 
b) Calcule a área do triângulo não preenchida pelos círculos. 


c) Para cada círculo que tangência o triângulo, determine a distância do centro ao vértice mais 
próximo. 


Comentários 


Vamos construir a figura do texto: 


a) Note que DE é base média do triângulo equilátero. Então, CE = CD = DE e ACDE 
também é triângulo equilátero. Como a circunferência de centro Os tangencia os lados desse 
triângulo, temos que H} é ponto de tangência da circunferência com a base DE. Logo, Os é 
baricentro do ACDE. Pelas propriedades do baricentro: 


_ CH; 
a 
Vamos calcular o valor de CHs: 
v3 3 
CH, = CD: sen(60°) > CH, = e =5 em 
Assim, o raio r é dado por: 
13 1 
= SS q= 
r 39 r 7 cm 


b) A área do triângulo não preenchida pelos círculos é dada pela diferença entre a área do 
triângulo ABC com a soma das áreas dos círculos: 
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A = AaBC = 4 . Ac 


1 
Aapc = 2 f 2V3 " (2V3 "sen 60°) > Anpc = 3V3 cm? 
2 


1 TT P 


T 
A= 33-4:754 =(3/3-7m) cm? 
c) Pelas propriedades do baricentro, temos: 
COs = 203H3 > CO, = 2r > COs = 1 cm 
Gabarito: a) r = Z cm b) A = (3v3 — n) cm? c) 1cm 


30. (ITA/2011) 


Sejam ABCD um quadrado e E um ponto sobre AB. Considere as áreas do quadrado ABCD, 
do trapézio BEDC e do triângulo ADE. Sabendo que estas áreas definem, na ordem em que 
estão apresentadas, uma progressão aritmética cuja soma é 200 cm?, a medida do segmento 
AE, em cm, é igual a 


a) 10/3 

b) 5 

c) 20/3 

d) 25/3 

e) 10 
Comentários 


Desenhando a figura do texto: 


D | C 
E 

l l 
Si [E 

A T E l= B 


As áreas das figuras são dadas por: 


Asscp = l? 
(I-x+D-l 22-lIx 
ASS SD 
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F x 
ADE 7 2 


O texto diz que (A4gcp, Agenc AnDE) é uma PA cuja soma é 200 cm?: 
S = Aapcp + Agenc + Aane 
212 — Ix lx 
>200=2+——— + (I 
7 z 0 
Apegpc é O termo médio da PA, então: 


A _ Aascp + AsDE 
BEDCT 3 o 
lx 
Ai a fas je dm) 
E a AG 


Substituindo (II) em (I): 


200 = (5) PAVLA +2 
Aa 2 2 
= Es me N | 
A Su CA TIS 2XS Ig 
© 20 
we 


unn 
c. 


Gabarito: 


31. (ITA/2011) 


Um triângulo ABC está inscrito numa circunferência de raio 5 cm. Sabe-se ainda que AB é o 
diâmetro, BC mede 6 cm e a bissetriz do ângulo ABC intercepta a circunferência no ponto D. 
Se a é a soma das áreas dos triângulos ABC e ABD e ß é a área comum aos dois, o valor de 
a — 28, em cm”, é igual a 


a) 14. 

b) 15. 

c) 16. 

d) 17. 

e) 18. 
Comentários 


Vamos desenhar a figura da questão: 
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x 


DR 


Como AB é o diâmetro da circunferência, temos que A4BC é retângulo. Aplicando o teorema 
de Pitágoras nesse triângulo, encontramos AC = 8 cm. 
Já temos os dados suficientes para calcular a área do AABC. Precisamos encontrar a base e a 
altura do A4BD: 
AD = 10 : sen0 
BD = 10: cos 


As áreas dos triângulos são dadas por: 
6:8 i 
AABC = 2. = 24 cm 


(10 - sen6 : 10 : cos6) 


AaBD = 2 > App = 25" sen(20) 


8 4 
AABC > sen(20) = TO > sen(20) = E 


Ain = 25 < => Amp = 20 cm? 
Podemos calcular o valor de a: 
a = AmetAmn > 4 = 44 cm? 
Para calcular o valor de f, precisamos encontrar o valor da área do ABEC: 
go =E > CE = 6196 


8  2tgð 4 
MBC > tg(20) = 5> 1 pg = 3 2199 +3t96-2=0 
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—3 + V25 1 
tgð = ———— > tg) = - ou tg0 = -2 
4 2 
1 
> CE = ns = 3cm 
Assim, a área do ABEC é dada por: 
BC ; CE Ea 
ABEC > Aoc — dem 


AABE = Aapc — ABEC > B = 24 E 9 = 15 cm? 
Calculando o valor da expressão da questão: 
a — 2p = 44 — 2:15 = 14 cm? 
Gabarito: “a”. 
32. (ITA/2008) 


Considere o quadrado ABCD com lados de 10m de comprimento. Seja M um ponto sobre o 
lado AB e N um ponto sobre o lado AD, equidistantes de A. Por M traça-se uma reta r paralela 
ao lado AD e por N uma reta s paralela ao lado AB, que se interceptam no ponto O. Considere 
os quadrados AMON e OPCQ, onde P é a intersecção de s com o lado BC e Q é a intersecção 
de r com o lado DC. Sabendo-se que as áreas dos quadrados AMON, OPCQ e ABCD 
constituem, nesta ordem, uma progressão geométrica, então a distância entre os pontos 4 e 
M é igual, em metros, a 


a)15 + 5V5 
b) 10 + 5V5 
c) 10 — V5 
d) 15 — 5V5 
e) 10 — 3v5 


Comentários 
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O enunciado diz que (Amon: Aopco» AaBcD) é uma PG. Queremos calcular o valor de AM = 


Aopcq é O termo médio da PG, então: 
Abpco = Asmon ' Aascp > [(10 — x)2]? = x? 10? > (10 — x)? = |10x| 
Como (10 — x)? > 0, temos: 
x? — 20x + 100 = 10x > x? — 30x + 100 = 0 
x = 15 + V125 >x = 15 5V5 
Como x < 10, temos: 
y=15= 55 
Gabarito: “d”. 
33. (ITA/2008) 


Sejam r e s duas retas paralelas distando 10 cm entre si. Seja P um ponto no plano definido 
porr e s e exterior à região limitada por estas retas, distando 5 cm de r. As respectivas medidas 
da área e do perímetro, em cm?e cm, do triângulo equilátero PQR cujos vértices Q e R estão, 
respectivamente, sobre as retas r e s, são iguais a 


a) TE e 521 


b) as e 10/21 
c) 175V3 e 1021 
d) 1753 e 5v21 
e) 700 e 10/21 


Comentários 
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Precisamos calcular o valor do lado do triângulo equilátero. Analisando a figura, podemos ver 
que: 


5 25 
AAPQ > sena SÉ AE cosa = bez 


15 15 
ABPR > sen(a + 60°) = T > senacos60º + sen60ºcosa = — 


l 
Substituindo os valores, obtemos: 


51,13 (25.155 V3(12-25) 15 
[2 


= me =. És = 
7 E] a” 7 >» 43(Ľ — 25) = 25 


Elevando ao quadrado: 


625 [700 10v21 
(É — 25) = 625 > [ =—-— +25 > |= FA i 


3 cm 


Calculando a área e o perímetro: 


PE Ri y3 417543 


ud E 2 

4 3 4 > e 
10421 

2p=31=3:— > 2p = 10V21 cm 


Gabarito: “b”. 


34. (ITA/2008) 


e r PER E : l SRE . 5 
Um triângulo acutângulo de vértices A,B e C está inscrito numa circunferência de raio ae 
Sabe-se que AB mede 2V5 e BC mede 22. Determine a área do triângulo ABC. 


bo Aula 11 — Geometria Plana IV 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 11: ITA/IME 2020 


Comentários 


C 


Sabemos que o ponto de encontro das mediatrizes de um triângulo é o circuncentro. 


OM e ON são as mediatrizes dos lados AB e BC. Então, OBM e ONB são triângulos 
retângulos. 


Aplicando o teorema de Pitágoras nesses triângulos, obtemos: 


AOBM > 0M? = po - (V5) > 0M = e 
AONB > ON? = 5) —“(N7) >0N= = 


Para calcular a área do triângulo, precisamos calcular sua altura. Se tomarmos como base o 
segmento BC, a altura será dada por: 


h = AB : sen(a + B) = h = AB-(senacosB + senfcosa) 


Analisando os triângulos OBM e ONB, podemos escrever: 


42 
B Fa B V2 3 
senß = ——— =- e cosp = —=— =z 
5⁄2 5 5⁄2 5 
3 3 
v5 
3 v10 V5  3v10 
sent =>—— = —— e CoS = —n= = ——— 
5⁄2 1 5⁄2 10 
3 3 


Substituindo na expressão de h: 
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y 3 4 3vV10 
a E Sto) h= ava 
A área do triângulo é dada por: 
BC -h 2V2 - 3/2 


Gabarito: A = 6 


35. (ITA/2007) 


Sejam P, e P, octógonos regulares. O primeiro está inscrito e o segundo circunscrito a uma 
circunferência de raio R. Sendo 4, a área de P; e 4, a área de P}, então a razão 4, /A, é igual 


c)2N2-1 


ge Arara) 


Gn 


e) — 


Comentários 


Vimos que qualquer polígono regular de n lados é formado por n triângulos isósceles. Vamos 
representar o polígono P,: 


O ângulo 0 dos triângulos isósceles do octógono é dado por: 
360° 360° 
>50 = 


0 = 8 


= 45º 
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Como o octógono possui 8 triângulos isósceles, sua área é dada por 8 vezes a área de cada 
triângulo. Vamos calcular 44: 


1 0 0 
A, =8: 5 R- cos (2). 2:R:sen(=) > A, = 4Rº?sen(6) 


altura base 
0=45º54,=4R2sen(45) 54, = 2V2R? 


Para calcular 45, precisamos encontrar a base do triângulo isósceles. 


Observando a figura, vemos que: 


t (D)=2=: (5) = á > b = 2Rt (5) 
So) plo) ap” * Ao 


Lembrando que a tangente do arco metade pode ser calcular através da seguinte fórmula: 


V2 
; (5) = senô e (= sen45º TD = fm 
a ~ 1+cos0 92 o 1+cos45° v2 
Pa 
> b = 2(V2— 1)R 


Agora, podemos calcular 45: 
1 
A, =8:5"R:2(V2—1)R > A, = 8(V2 — 1)R? 


A razão pedida é dada por: 


A 2V2R?  2V2(V2+1) 
A 8(v2 — 1)R? E 8 
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Gabarito: “e”. 


36. (ITA/2007) 


Seja P, um polígono regular de n lados, com n > 2. Denote por a, o apótema e por b, o 
comprimento de um lado de P,. O valor de n para o qual valem as desigualdades b, < a, e 
bn-1 > 4-4, pertence ao intervalo 


= RS JR <n<7. 
b6 <n<9. 
c)8 <n < 11. 
d) 10 < n < 13. 
e)12 < n < 15. 
Comentários 


Vamos representar genericamente um polígono regular de n lados: 


O ângulo interno 0 do polígono regular é dado por: 
360° 
0 = 
n 


Vamos encontrar uma relação entre a, e bp. Analisando a figura, podemos escrever: 


b 
: j=? -p bh ed a 
I2) a Sn T da tada 


Queremos b, <a, e bn-1 > an-1, então, temos: 


180° 180° 180 
EET E ) <a = 2tg( E )<1>tg( : 
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° = 1 


e 


Precisamos encontrar uma aproximação de tangente para fazer as comparações acima. 
Sabemos que tg(45°) = 1 e a função tangente é crescente para ângulos positivos, então, o ângulo 
que procuramos deve ser menor que 45°. 


bn-1 > An-1 > Zan tg ( 


n— 1 n—1 


Vamos testar o valor da tg (30°): 


v3 1 

tg(30°) = — = 0,57 > => 
Joe 3 
Esse valor é maior que 1/2. Então: 


o 


<30 >n>6 


180° 1 180 
g( E ) <3 < tg80) > 


Para a outra desigualdade, podemos usar o triângulo retângulo abaixo, podemos calcular o 
valor da tg(22,5°): 


C 
A 
1 
D V2 B 1 A 


1 1 
tg(22,5°) = J41 > tg(22,5°) = V2 —1=x04< 2 


i (E) > 5> to(225) = > 225° > ( Deo sna 
asa)” po tese ma SA n 7257" 
6<nNn<9 


Gabarito: “b”. 


37. (ITA/2006) 


Considere um losango ABCD cujo perímetro mede 100 cm e cuja maior diagonal mede 40 cm. 
Calcule a área, em cm”, do círculo inscrito neste losango. 


Comentários 


Sabemos que um losango é um quadrilátero equilátero. O enunciado nos dá o perímetro do 
losango, logo, podemos calcular o lado do losango: 


AB=BC=CD=DA=I 
papcp= l+l+LlL+L> 100 = 4l > l = 25 cm 


Para calcular a área do círculo inscrito no losango, precisamos encontrar o raio desse círculo. 
Vamos desenhar a figura: 
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Perceba que o triângulo retângulo ABO é o clássico triângulo retângulo 3: 4: 5. Então, o lado 
BO éiguala 15 cm. 


Os triângulos ABO e AOH são semelhantes, vamos calcular o valor de r: 


E T E N N E do 00 12 
~ D— D— D— D— > = 
BO OH 15 r ' cs 


Desse modo, a área do círculo é dada por: 
A=nr?>54A4=1'12º5 A = 144r cm? 


Gabarito: A = 1441 cm? 


38. (ITA/2005) 


Considere o triângulo de vértices 4, B e C, sendo D um ponto do lado AB e E um ponto do 
lado AC. Se m(AB) = 8cm, m(AC) = 10 cm,m(AD) = 4 cm e m(AE) = 6 cm, a razão das 
áreas dos triângulos ADE e ABC é 


a) 1/2. 

b) 3/5. 

c) 3/8. 

d) 3/10. 

e) 3/4. 
Comentários 


Do enunciado, temos a seguinte figura: 
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B 
A área de cada triângulo é dada por: 


1 
AADE a A = 12:sena 
altura 


Aapc = 5"8:10 "sena = 40: sena 
altura 
Calculando a razão pedida, encontramos: 
Asp; 12:sena 3 
e “40-sena 10 


Gabarito: “d”. 


39. (ITA/2005) 


Seja n o número de lados de um polígono convexo. Se a soma de n — 1 ângulos (internos) do 
polígono é 2004º, determine o número n de lados do polígono. 


Comentários 
Lembrando que a soma dos ângulos internos de um polígono convexo é dada por: 
S; = (n — 2) : 180º 


O enunciado da questão diz que a soma de n — 1 ângulos do polígono é igual a 2004°. 
Chamando de 0 os ângulos internos do polígono, temos: 


Si — 80 = 2004° 50 = S; — 2004º 
Substituindo a fórmula da soma na equação acima: 
(n — 2) : 180° — 2004° = 6 
Como o polígono é convexo, o ângulo interno deve satisfazer a seguinte desigualdade: 
0 < 8 < 180° 
0 < (n — 2): 180º — 2004° < 180º 
2004° < (n — 2) - 180° < 2184° 
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2004º 21845 
180º n < -Igoe 


13,13 < n < 14,13 


Como n E N, temos que o único valor possível é n = 14. 


+2 


Gabarito: n = 14 


40. (ITA/2004) 


Duas circunferências concêntricas C, e C, têm raios de 6 cm e 6V2 cm, respectivamente. Seja 
AB uma corda de C, tangente à C}. A área da menor região delimitada pela corda AB e pelo 
arco AB mede, em cm?, 


a) 9 (m — 3) 

b) 18 (m + 3) 
c) 18. (T= 2) 
d) 18 (m + 2) 
e) 16 (m + 3) 


) 
) 


Comentários 


Duas circunferências são concêntricas quando possuem o mesmo centro. Vamos desenhar a 
figura do enunciado: 


Como AB é tangente à C4, temos que OH é a mediatriz do triângulo AOB. Então, AOH é 
retângulo. Vamos calcular o valor de 8: 
6 v2 
— = — > 0 = 45º 
6v2 2 
Portanto, AH = HB = 6 e AAOB é retângulo isósceles. 


cos = 


A área da menor região delimitada pela corda AB é dada pela diferença entre o setor circular 
AOB e o triângulo AOB: 
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2.: 


Aa (6/7) - $- 6v2: 6V2 > A = 18(7 — 2) cm? 


Es 
área do setor circular área do triângulo 


Gabarito: “c”. 


41. (ITA/2003) 


Sejam r e s duas retas paralelas distando entre si 5 cm. Seja P um ponto na região interior a 


estas retas, distando 4 cm der. A área do triângulo equilátero PQR, cujos vértices Q e R estão, 
respectivamente, sobre as retas r e s, é igual, em cm? a: 


a) 3/15 
b) 7/3 
c) 5V6 


Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 


t é a reta tangente a r e s que passa pelo ponto P. Usando as relações trigonométricas, 
encontramos: 


4 4 
sen(60° — a) = 7 > sen(60°)cosa — sena cos(60°) = 7 


Substituindo os valores: 


311 11 4 JME-D-1 4 ED 
Ee Razi do. 


E = 2— = 
21 E =4>)43([2-1)=9 


32-3=81>2=28>1=2N7 
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A área do triângulo equilátero é dada por: 


A=7 
4 PARAN 


A= 
Gabarito: “b”. 


42. (ITA/2003) 


Considere três polígonos regulares tais que os números que expressam a quantidade de lados 
de cada um constituam uma progressão aritmética. Sabe-se que o produto destes três 
números é igual a 585 e que a soma de todos os ângulos internos dos três polígonos é igual a 
3780°. O número total das diagonais nestes três polígonos é igual a: 


Comentários 


Sejam n4, Nn, e nz os lados dos polígonos tais que (n4, nz, n3) formam uma PA. Então, 
podemos escrever os lados como: 


(ni nonz) = (n-r,nn+r) 
Sabemos que a fórmula da soma dos ângulos internos é dada por: 
S; = (n — 2) : 180° 
De acordo com o enunciado: 
(n =r — 2) : 180° + (n — 2) : 180° + (n +r — 2) : 180º = 3780° 
3780° 
180° 


n-r—-2+n-—-2+n+r-2= 


3n-6=21>n=9 
Temos também os dados do produto dos lados: 
P=(n-r)n:(n+r)=585>(9-1)(9+7) - 
81-r? =65ər=4 
Portanto, os lados são: 
(ni nan) = (5,9,13) 
Lembrando que o número de diagonais de um polígono é dado por: 


_n:(n-3) 


4 2 


Vamos calcular o total de diagonais: 
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sobe Cn DD) 


dr 2 2 2 


> dr = 5 +27 +65 = 97 
Gabarito: “d”. 


43. (ITA/2001) 


De dois polígonos convexos, um tem a mais que o outro 6 lados e 39 diagonais. Então, a soma 
total dos números de vértices e de diagonais dos dois polígonos é igual a: 


Comentários 


Sejam n, e n, os lados dos polígonos convexos tais que n4 < n. Então, de acordo com o 
enunciado: 


ny =n; +6 
d, = dı +39 
Sabendo que o número de diagonais é dado por: 
-3 
i= - ) 
Temos: 
n(n — 3) E mm —3) 


n? + 9n; + 18 = n? — 3n, + 78 > 12n; = 60 > n =5>n, =11 
O número de vértices de um polígono convexo é igual ao número de lados. Vamos calcular o 


número total de vértices e de diagonais dos dois polígonos: 


565-3) 11(11-23) 


Gabarito: “b”. 


44. (ITA/1999) 


Duas circunferências C} e C, ambas com 1m de raio, são tangentes. Seja C} outra 


circunferência cujo raio mede (V2 — 1)m e que tangencia externamente C4 eC,. A área, em 
mê, da região limitada e exterior às três circunferências dadas, é: 
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e) m(N2 = 1) — 1 
Comentários 


De acordo com os dados do enunciado: 


A, B,C são os centros das circunferências. Note que AABC é isósceles. Então, CT é bissetriz 
do triângulo no vértice C. Vamos calcular o valor do ângulo C: 


1 
V2-1+1 
Portanto, AABC é retângulo em C. Como AABC é isósceles, temos 4 = B = 45º. 


V2 . 
sen0 = TS TET 


bo Aula 11 — Geometria Plana IV 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 11: ITA/IME 2020 


A área da região limitada é dada por: 


1 90º 
= uni qn, 


4 2 
“360º. 360º m(V2-1) 


T T TT V2 
A=1-(-+-(3-2V2)|>A4A=1--(4-2V2)>4A=1-r|1--=] m? 
4 4 4 2 
Gabarito: “a”. 


45. (ITA/1999) 


Duas circunferências de raios iguais a 9m e 3m são tangentes externamente num ponto C. 


Uma reta tangencia estas duas circunferências nos pontos distintos 4 e B. A área, em m”, do 
triângulo ABC é: 


a) 27/3 


27N3 
2 


c) 9V3 
d) 272 
INZ 

e) — 


2 
Comentários 


b) 


CH é altura do triângulo ABC e é paralelo a AO, e BO,. Assim, AD = HE = BO, = 3 mM. 
Vamos calcular CE: 


AO, 0,D-ACO,E e À CE E 

~ > — = — >5D = 
172 2 6 CE per 
3 9 
CH=CE+HE=>5+3=5M 
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Analisando a figura, podemos ver que DO, = AB. Aplicando o teorema de Pitágoras no 
AO,DO;: 
12? = 6? + DO? > DO, = 6V3 = AB 
A área do triângulo é dada por: 


1 1 9 27N3 
4S ABCH As cela mm 


2 


Gabarito: “b”. 


46. (ITA/1998) 

Considere as afirmações sobre polígonos convexos: 

|) Existe apenas um polígono cujo número de diagonais coincide com o número de lados. 
II) Não existe polígono cujo número de diagonais seja o quádruplo do número de lados. 


III) Se a razão entre o número de diagonais e o de lados de um polígono é um número natural, 
então o número de lados do polígono é ímpar. 


a) Todas as afirmações são verdadeiras. 


) 
b) Apenas (1) e (III) são verdadeiras. 
c) Apenas (I) é verdadeira. 
d) Apenas (III) é verdadeira. 
e) Apenas (Il) e (III) são verdadeiras. 
Comentários 
I) Verdadeira. 
Igualando o número de diagonais com o número de lados: 
d=n> nro) =nens=5 
2 n+0 
Logo, o único polígono que satisfaz essa condição é o pentágono. 
II) Falsa. 
dei CO mes em 
2 n+0 
Logo, existe um polígono que satisfaz essas condições. 
III) Verdadeira. 


Calculando a razão entre o número de diagonais e o número de lados de um polígono de n 
lados: 
n(n — 3) 
2 n-3 


A = =k>n=2k+3 
n n 2 


«n é ímpar 


ĝo Aula 11 — Geometria Plana IV 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 11: ITA/IME 2020 
Gabarito: “b”. 


47.(ITA/1997) 


Em um triângulo ABC, sabe-se que o segmento AC mede 2cm. Sejam q e p, respectivamente, 
os ângulos opostos aos segmentos BC e AC. A área do triângulo é (em cm?) igual a 


a) 2sen?acotgb + sen(2a) 
b) 2sen?atgbB — sen(20) 

c) 2 cos? acotgB + sen(2a) 
d) 2 cos? æ tgp + sen(20) 
e) 2sen?atgb — cos(2a) 


Comentários 


Aplicando a lei dos senos no triângulo ABC: 
BC 2 R _ 2sena 
sena senf ~ senf 


Calculando a altura AH: 
AH = 2seny > AH = 2sen(180° — (a + B)) > AH = 2sen(a + 6) 

A área do triângulo é dada por: 

1 (m 


1 
Ass DO Ai senh) (senla + 6) 


sena 


A= 
senf 


[2(senacosß + sengcosa)] > A = 2sen?acotgh + sen(2a) 


Gabarito: “a”. 
48. (ITA/1996) 


Um hexágono regular e um quadrado estão inscritos no mesmo círculo de raio R e o hexágono 
possui uma aresta paralela a uma aresta do quadrado. A distância entre estas arestas paralelas 
será: 


vV3-vV2 
2 


a) R 
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d) 


Riy 
2 


vV3-—1 
2 


e) R 


Comentários 


Queremos calcular o valor do x. Esse valor é dado pela diferença entre os apótemas AO e 


CO: 
RV2 
AOCD > 0C = R cos 45° > 0C = TE 
RV3 
AOAB > AO = R cos 30° > 40 o 
3-2 
5 x= 40 -0C = “to 
Gabarito: “a”. 


49. (ITA/1995) 


Considere C uma circunferência centrada em O e raio 2r, e t a reta tangente a C num ponto 
T. Considere também A um ponto de C tal que o ângulo AÔT = 0 é um ângulo agudo. Sendo 


B o ponto de t tal que o segmento AB é paralelo ao segmento OT, então a área do trapézio 
OABT é iguala 


a) r? (2 cos 0 — cos 20) 
b) 27r2(4cos0 — sen 20) 
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c) r? (4 sen 8 — sen 20) 
d) r? (2 sen 8 + cos 8) 
e) 2r? (2 sen 20 — cos 28) 


Comentários 


A área do trapézio é dada por: 


(AB + OT) - BT 
AoABT = oe 


Vamos calcular o valor dos segmentos: 
OD = 2rcos6 > DT = 2r — 2rcos0 = AB 
AD = 2rsenô = BT 
Substituindo os valores na expressão da área, encontramos: 


(2r — 2rcos0 + 2r): 2rsen6 
AgaBr = E > Aoagr = (4r — 2rcos0) : rsen8 


Aoasr = r° (4senB — sen(20)) 
Gabarito: “c”. 
50. (ITA/1995) 


O comprimento da diagonal de um pentágono regular de lado medindo 1 unidade é igual à raiz 
positiva de: 


ajx? +x—-2=0 
b)x?—-x—-2=0 
c)x?—2x+1=0 
d) x? +x—1=0 


e)x?—-x—1=0 
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Comentários 


Como BÔC e BÃC “enxergam” o mesmo segmento BC, temos que BÃC = BÔC/2. 
360º 

5 
AABC é isósceles, então ABC = ACB = 72º. 


Vamos desenhar o pentágono regular e usar as relações métricas dos triângulos isósceles que 
estão contidos nele: 


BÔC = = 72º > BÂC = 36º 


Note que A4ABC-ABCD, então, temos: 


xX 1 à 
NR Es indo —x—1=0 
1+V5 
o 
Como x > Q: 
1+v5 
a 
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Analisando as alternativas, encontramos o gabarito na letra e. 


Gabarito: “e”. 


E E 


51. (IME/2018) 


Seja um heptágono regular de lado l cuja menor diagonal vale d. O valor da maior diagonal 
satisfaz a qual das expressões? 
ld 
a e= 
laa 
d2 


b) — 


d-l 


Comentários 


O bizu nessa questão é desenhar as diagonais do polígono de modo a obter um quadrilátero 
e aplicar o teorema de Ptolomeu: 


D 


Como o heptágono é regular, ele é inscritível em uma circunferência. Logo, o quadrilátero 
ABCD também é inscritível em uma circunferência. Assim, podemos aplicar o teorema de Ptolomeu: 


AC : BD = AB : CD + AD : BC 


dl 
dx = lx + dl > dx — lx = d> x = 7—7 
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unn 
a. 


Gabarito: 


52. (IME/2017) 


Dado um quadrado ABCD, de lado a, marcam-se os pontos E sobre o lado AB, F sobre o lado 
BC, G sobre o lado CD e H sobre o lado AD, de modo que os segmentos formados AE, BF, CG, 


e DH tenham comprimento igual a m A área do novo quadrilátero formado pelas interseções 
dos segmentos AF, BG, CH, e DE mede: 


Comentários 


De acordo com os dados do enunciado: 


Q 


D G 


V 


Y AJA 


A 3a E & 
A4 4 
Queremos calcular a área do quadrilátero XYZW. 


Vamos analisar o quadrado maior. Note que os triângulos AED, BFA,CDH,DAE são 
retângulos e congruentes, então, como a medida dos lados desses triângulos são iguais, temos: 


ADE = BÂF = CÊÎG = DĈH = a 
AÊD = BFA = CĜB = DÎÊC = 90° — a 
Sendo ABCD um quadrado: 
XÂD = YA = ZĈB = WDC = 90° — a 
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Os triângulos AXE, BYF, CZG, DWH são retângulos. Como AF //CH e DE//BG com AH = 


BE = CF = DG, temos que XYZW possui lados iguais e, portanto, é um quadrado. Então, para 
calcular sua área, temos que encontrar o valor do seu lado. Seja x a medida do lado do quadrado 


interior: 
C 


Note que ADAE-AHMA, então, pela semelhança dos triângulos: 


a 
AH HM Z x a 
DE AD 5a a “TS 
4 
a? 
“A =— 
XYZW 25 


unn 
a. 


Gabarito: 


53. (IME/2016) 


; ~_ sen(2x) 1 a és T 7 
Seja a equação Ed, As soluções dessa equação para x E |— pi: formam um polígono 
gx 


no círculo trigonométrico de área 
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1 
d) F 
e)1 
Comentários 
Vamos encontrar as soluções da equação: 


sen(2x) 1 2senxcosx 1 1 


= > ————————————— 
tgx 2 SEnx 2 
COSX 


Como x E [-Z,m|, temos: 


A área desse triângulo é dada por: 


unn 
a. 


Gabarito: 


54. (IME/2015) 
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Num triângulo ABC isósceles, com ângulos iguais em B e C, o seu incentro I se encontra no 
ponto médio do segmento de reta que une o seu ortocentro H a seu baricentro G. O segmento 
de reta AG é menor que o segmento de reta AH. Os comprimentos dos segmentos de reta HI 
e IG são iguais a d. Determine o perímetro e a área desse triângulo em função de d. 


Comentários 


A figura do enunciado é dada abaixo: 


T 


Sabendo que o incentro de um triângulo equidista de seus lados e que o baricentro divide o 
seu segmento na razão 2: 1, temos: 
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HM=z25IM=IE=d+z 
AG =2GM > AG = 2(2d + z) > AG = 4d + 2z 


Analisando as semelhanças de triângulos, temos: 


injian eds PE de _ (d +z)(6d + 2z) 
HD JE HD  d+z E 5d +2z 
Al BH 5d+2z BH z(5d + 22) 
AMIE-ABHMS— = — > L2 ypa 
IE HM d+z Z d+z 
merama A aa A AN 
GF IE GF  d+z © 5d+2Z 


Como G é baricentro do triângulo, temos: 
a AC: GF 


Sage = 3" Seca > > BD =3:GF 


Do segmento BD: 
BD = BH + HD > 3; GF = BH + HD 

Substituindo o valor das variáveis, encontramos: 

, £ + z)(4d + 2z) o z(5d+2z) (d+z)(6d +22) 

5d + 2z d+z 5d + 2z 

Simplificando a equação: 

3(d+z)(4d +27) z(5d + 2z)? + (d + z)?’ (6d + 227) 

(5d + 2z)(d + Z) (5d + 2z)(d + 2) 

> 6(d? + 2dz + z°)(2d + z) = z(25dº + 20dz + 4z?) + 2(d? + 2dz + 2º)(3d + 2) 
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> 6(2dº + dz + 4d?z + 2dz? + 2dz? + 2º) 
= 25dº?z + 20dz? + 47º + 2(3dº + d?z + 6d?z + 2dz? + 3dz? + 2º) 


> 12d? + 30d2z + 24dz? + 67º = 39d?z + 30dz? + 6z? + 6dº 
> 6d? = 9d2z + 6dz? 
> 272 +3dz—2dº = 0 
Escrevendo z em função de d: 
—3d + 25d? -3d + 5d d 
Eaa 


Dessa forma, temos a seguinte situação: 


Z 


Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo AGF: 
5d? 5 
(5d)? = (5) Apis Ape 


Pela semelhança de triângulos: 


5VI5, 15d 
ieradies SE =2M 74 Edo aue reima 
GF MC 5d MC "g m 
4 


Aplicando o teorema de Pitágoras no AAMC: 
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2 
15d? 15d 
AC? = AM? + MC? > AC = (5) (2) > AC = 215d = y 


Portanto, o perímetro e a área do triângulo ABC são dados por: 


2p = x + 2y > 2p = 5V15d 


AM -BC (= (V154) P 
tas 


ABC — 2 


15v15d? 


ABC = 
4 


2 
Gabarito: 2p = 5V15d e Sapc = ai 


55. (IME/2015) 


Seja um trapézio retângulo de bases a e b com diagonais perpendiculares. Determine a área 
do trapézio. 


Comentários 


Supondo a < b, sendo as diagonais perpendiculares e o trapézio retângulo, temos: 


Note que AACD ~ABAD, então, pela semelhança de triângulos: 


AD CD h a 
aBO ADO bo po! Vab 
A área do trapézio é dada por: 
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unn 
c. 


Gabarito: 


56. (IME/2011) 


Seja o triângulo retângulo ABC com os catetos medindo 3 cm e 4 cm. Os diâmetros dos três 
semicírculos, traçados na figura abaixo, coincidem com os lados do triângulo ABC. A soma das 
áreas hachuradas, em cm?, é: 


a) 6 

b) 8 

c) 10 

d) 12 

e) 14 
Comentários 


O triângulo retângulo ABC possui catetos de 3 cme 4 cm, então, a hipotenusa é iguala 5 cm. 
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q ACIAB 34 
o 2 
2 
n (25) T /5\° 257 
Si +S +S =—2 = T(>) Pos a 


Sa + S; = (S> + So) + (S3 +S) + S4 — (Sı +S, + S3) 


9r 257 
T r E T =6 


unn 
a. 


Gabarito: 


57. (IME/2010) 


Seja ABC um triângulo de lados AB, BC e AC iguais a 26, 28 e 18, respectivamente. Considere 
o círculo de centro O inscrito nesse triângulo. A distância AO vale: 


V104 
A 


d) V104 
e) 3104 
Comentários 


De acordo com o enunciado, temos: 


Calculando o valor de x: 
BC=28526-x+18-x=28>2x=41-285x=8 


Podemos calcular o valor da área do triângulo usando a fórmula de Heron: 


Assc = Vp(p— a)lp — b) — c) 
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26+28+18 
E = 


Aupc = /36(36 — 28)(36 — 18) (36 — 26) = 4/36(8)(18)(10) = 72V10 


Sabendo que Aapc = pr, temos: 


A = pr => 72V10 = 36r > r = 2V10 


Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo AOT;: 


A0? = x? +r? > 40 = |8? + (210) > A0 = VIO4 


36 


2p=a+b+c>p= 


Gabarito: “d”. 


7. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Finalizamos um assunto muito cobrado nas provas do ITA/IME. É muito provável que tenha 
algumas questões de geometria plana no seu vestibular. 

Nessa aula, é importante saber trabalhar com polígonos e como calcular as medidas dos lados 
e os ângulos internos dessas figuras. No tópico de áreas, você deve memorizar as fórmulas das áreas 
das figuras planas e também saber como resolver questões envolvendo esse tema. 

Tente resolver todas os exercícios ao longo da teoria e dos vestibulares anteriores, sempre 
que tiver dúvidas consulte a resolução ou comentários das questões. 

Nunca deixe uma dúvida sua passar! Caso isso aconteça, entre em contato conosco pelo 
fórum de dúvidas ou se preferir: 
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INTRODUÇÃO 
Olá, 


Nesta aula, estudaremos matrizes e determinantes. Este tema costuma cair com bastante 
frequência nas provas do ITA/IME. Veremos os conceitos básicos de matrizes e, principalmente, os 
teoremas e propriedades para calcularmos o valor dos seus determinantes. 


As matrizes são muito úteis na resolução de sistemas lineares e este será o conteúdo da nossa 
próxima aula. Se você já tem familiaridade com matrizes, faça uma leitura rápida da teoria e vá para 
a lista de exercícios. O importante é ganhar velocidade e estar com os conceitos bem fixados. 


Se você ainda não se sente confortável com esse assunto, leia a teoria com calma e tente 
entender os conceitos básicos para saber resolver os exercícios do seu vestibular. 


Qualquer dúvida, não hesite em nos procurar. Estamos aqui para auxiliá-lo. 


Bons estudos. 
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1. MATRIZES 


1.1. NoçÃo BÁSICA 


Uma matriz é um agrupamento de informação no formato de tabela com linhas e colunas. 


Veja alguns exemplos: 


A=(1 8 18 a 
“À3 200 1,72 v2 


7/3 2 
B=(, R 
1 0 1 
-1 -2 
C= ! 
E 4 3 
5 
5 5 0 
13 3 
D=4 3 4 
0 5 —1 


Repare que podemos representar uma matriz usando os parênteses “( )“ ou os colchetes 


E 


Como podemos ver, uma matriz é formada por elementos dispostos em linhas e colunas. 
Cada elemento possui um “endereço” que é composto de duas informações: a qual linha e a qual 
coluna ele pertence, nessa ordem. 


As linhas são contadas de cima para baixo e as colunas, da esquerda para a direita. Vamos 
tomar a seguinte matriz 4 como exemplo: 


na G 8 18 5) 
“À3 200 1,72 v2 
Nessa matriz, temos 2 linhas e 4 colunas: 


A=(10 8 18 ema 12 
E 200 1,72 2) «= 2a 


3 
ttt 1 
12 col 22 col 32 col 


AS. ail 
No exemplo, o elemento da primeira linha e da terceira coluna é indicado por a43 e seu valor 
é 18, ou ainda, qa = 18. 


Podemos dizer que a matriz A tem dimensão 2x4 e ela pode ser representada pelas 
seguintes notações: 


A2x4 
Ou 
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A= (aij) i E {1,2} e j E {1,2,3,4} ou simplesmente 4 = (a;;) 


2x4 


aij é o elemento da matriz da linha i e coluna j. Usamos a letra minúscula para representar 
os elementos da matriz. 


1.2. LEI DE FORMAÇÃO 


Aprendemos em aulas passadas que podemos calcular os termos de uma progressão com 
base em uma fórmula chamada lei de formação. De modo análogo, podemos calcular cada termo 
de uma matriz através de uma lei de formação. Vejamos como isso acontece: 


A= (ai) tal que ajj; =i +j 


Essa fórmula nos diz que a matriz A é do tipo 2x2, então, ela possui duas linhas e duas 
colunas: 


i= Es a 


A21 Q22 
Com base na lei de formação, vamos calcular o valor de cada termo: 
aj =i+j 
au =1+1=2 
az =1+2=3 
a1 =2+1=3 
an2 =2+2=4 


4=(, 4) 


Assim, a matriz 4 é dada por: 


1.3. TIPOS DE MATRIZES 


Quando dizemos que uma matriz é do tipo 4,,yn ou que 4 = (a;;) myn Significa que a matriz 
A tem m linhas e n colunas. Podemos dizer também que a matriz 4 tem dimensão m x n. 


Vejamos, agora, alguns tipos muito frequentes nas provas. 


1.3.1. Matriz linha 
Matriz com apenas uma linha, do tipo A = (a;)iyn com i = 1 e j E {1,2, ... n}. 


Exemplo: 


A=[1 z a v5 


AT (a) 6 


=] 
3 0 
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1.3.2. Matriz coluna 
Matriz com apenas uma coluna, do tipo A = (a;;)mx1, comi E {1,2, ..,m} ej = 1. 


2 
1 
—5 
A = |log(7) 
e 
0 
IE 


A = (aij)7x1 
1.3.3. Matriz quadrada 


Matriz com o mesmo número de linhas e de colunas, do tipo 4 = (a;;)mam» OU ainda, de 
ordem m. 


apee A 
Je P? Y 1 
An L j k À 
uv R T 

= (dij)axs 


Embora alguns autores usem como sinônimos as palavras tipo, dimensão e ordem de uma 
matriz, é mais indicado a distinção tipo e dimensão para matrizes retangulares e ordem para 
matrizes quadradas. 


Diagonais da matriz quadrada 
As matrizes quadradas têm duas diagonais: a principal e a secundária. 


A diagonal principal é o conjunto de todos os elementos de uma matriz quadrada em que i = 
j, OU seja, em que o número da linha do elemento é igual ao número da coluna. 


£f c A 
“IE y n 
Amp j À 
Lv RR 


Elementos da diagonal principal: (a, qp,K,7) 


A diagonal secundária é o conjunto de todos os elementos em que i + j = n + 1, ou seja, em 
que o número da linha do elemento somado ao da coluna seja igual à ordem da matriz mais um. 


a Bb c 
Je 2 n 
A=] kd 

v Q T 


Elementos da diagonal secundária : (A, y, j, 4) 
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1.3.4. Matriz retangular 


Uma matriz é dita retangular quando o número de linhas é diferente do número de colunas, 
ou seja, uma matriz do tipo A = (ar) n em quem £n. 


a b 
A=l|c d 

e f 
A= (aj), xo 


1.3.5. Matriz nula 


A matriz nula possui todos seus elementos iguais a zero. 


0 0 0 0 
A=I0 0 0 0 
0 0 0 0 

A = (aij) 


1.3.6. Matriz diagonal 


Uma matriz é considerada diagonal se, além de ser quadrada, todos os elementos em que 
i + j são iguais a zero, ou seja, somente os elementos da diagonal principal, i = j são não nulos. 


1000 
“10 200 
A=l0 070 
0 0 05 
A = (aj). 


1.3.7. Matriz identidade (matriz unidade) 


Essa matriz é importantíssima em nosso estudo e o motivo disso nós veremos ainda nesta 
aula. 


A matriz identidade tem as seguintes características, obrigatoriamente: 
v é quadrada; 
v é diagonal; 
Y tem todos os elementos da diagonal principal iguais a 1. 
1 0 0 
h=/0 1 0 
0 0 1 


Note que o símbolo da matriz identidade, ou matriz unidade, é I e o índice que o acompanha 
é a ordem da matriz. No caso do exemplo, 15 significa matriz identidade de ordem 3. 


1.3.8. Matriz triangular 
Uma matriz 4 é considerada triangular se todos os elementos acima ou abaixo de sua 


diagonal principal são nulos. 
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Se os elementos não nulos estiverem acima da diagonal principal, a matriz A é dita matriz 
triangular superior. 

Se os elementos não nulos estiverem abaixo da diagonal principal, a matriz A é dita matriz 
triangular inferior. 


1 52 4 
Matriz triangular superior > : : 7 : 
0 0 0 —4 
100 0 
Matriz triangular inferior > r 
1 9 8 —4 
1.3.9. Matriz oposta 
A oposta da matriz 4 é a matriz —A. 
“ft -1 
a= o | 
Oposta de A = -A = - [1 a 
_ [i -1 
pare a] 
E E Es 


1.4. IGUALDADE ENTRE MATRIZES 


Duas matrizes são consideradas iguais se têm o mesmo tipo; além disso, seus elementos são 
idênticos e estão nas mesmas posições. 


JEE 


Mesma ordem, mesmos elementos e mesmas posições de elementos. Matrizes iguais. 
E a A Ê 
2.5 5 


Mesma ordem, mesmos elementos, mas em posições diferentes. Matrizes diferentes. 


1 0 0 
E 1 0 1 
0 0 1 


Ordens diferentes. Mesmo duas matrizes identidade, são matrizes diferentes. 1, = L. 
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4 3114 


Mesma ordem, mesmas posições. Caso x = 9, as matrizes serão iguais. Caso x £ 9, as 
matrizes serão diferentes. 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 1. Escreva a tabela definida por: 
| a) 4 = (ai)... =i+ 3j 

o fi+tji=) 
Bai (ai) sx> =Í O, ij 
l | Resolução: 
ajA = (aj). =i+3j 


Analisando a matriz, podemos ver que ela possui 2 linhas e 3 colunas (da informação 2x3). 
| Assim, i E {1,2} e j E {1,2,3}. Vamos encontrar cada elemento da matriz: 


i=1,j=1>a,=1+3:-1=4 
i =2,j=1>a,=2+3:1=5 
i =1,j=2 >a =1+3:2=7 
i = 2,j =2 > a, =2+3:2=8 
i = 1,j = 3 > a =1+3:3=10 
i = 2,j = 3 > a3 =2+3:3=11 


Portanto, a matriz A é dada por: 


“4 7 10 
5 8 11 
TOPOR fi+ji=j 
b) A= (ay), =Í OG ij 
A matriz A possui a seguinte forma: 
dj 12 
A = |û21 Q22 
a31 32 | 
Se o índice i + j, o elemento da matriz é zero e se i = j, ele será a soma desses índices, | 


| logo: 
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2 0 
0 4 


0 0 


A= 


Emas 
| 5 8 11 oO | 


| 2. Determine x e y para as igualdades abaixo: 
2x 2) 4 2 
a) 3 sy) aU q 


| x? 1 x 1 
b)|2y 2|=ļ10 2 
| x 3 2x 3 


| Resolução: 


a Ei sy) E É A 


Na igualdade de matrizes, devemos igualar cada elemento cujos índices são iguais. Então: | 


a a-fe 


Igualando os elementos, obtemos: 


| Gabarito: a) A = b) A = 


2x = 
sy =152%=2ey=3 


x? =x>x=00ux=1 
2y=10>y=5 > x=00uy=5 


| x=3x>x=0 
| Gabarito: a) x =2 ey = 3 b)x=00uy=5 


1.5. OPERAÇÕES COM MATRIZES 


É comum, ao iniciarmos o estudo de um conjunto diferente, entendermos como funcionam 
as operações fundamentais dentro desse universo. 


Veremos, nos próximos passos, como aplicar as operações básicas das matrizes. 


1.5.1. Adição 
Antes de sabermos como, precisamos saber quando. 


Só podemos somar duas matrizes se elas tiverem a mesma dimensão. Atenção, não é 
necessário que elas sejam quadradas, só de mesma dimensão. 


Assim, seria impossível somarmos uma matriz 4,,; com uma matriz Bays. 
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Quando duas matrizes 4 e B são de mesma dimensão, podemos efetuar a soma, que é 
definida somando os elementos de 4 e de B de mesma posição. Acompanhe. 


—1 4 
A=|8 6 
7 5 
1 2 
B=|-3 6 
5 —9 
Como as matrizes A e B são de mesma dimensão, 3x2, podemos efetuar a soma. 
—1 4 1 2 —1 +1 4+2 0 6 
A+B=|8 6|+I|-3 s |=[94C3 6+6 -|; 2 
7 5 5 -9 7+5 5+(—9) 12 —4 
1.5.2. Subtração 


A subtração é feita de maneira similar à soma. As matrizes devem ser de mesma dimensão e 
a subtração é feita elemento a elemento das matrizes. Veja. 


Dadas as mesmas matrizes que utilizamos no exemplo da soma. 


-1 4 
4=|8 5| 
7 5 
1 2 
Rajes | 
5 -9 


Façamos a matriz 4 — B. 


o dl 1 2 -1=1 4—2 == 4-2 —2 2 
A-B=|8 s|- -3 6 |= |e- 6—6 |- 8+3 6-6 -[n o| 
7 $ 5 —9 7-5 5- (—9) 7-5 5+9 2 14 


1.5.3. Multiplicação 


A multiplicação entre matrizes é um ponto chave nesta aula. Muito do que veremos adiante 
depende do produto matricial. 


Podemos multiplicar uma matriz por um escalar (um número real) ou por outra matriz. 


Multiplicação de um escalar por uma matriz ou vice-versa 


A multiplicação de uma matriz por um escalar é relativamente simples, basta multiplicarmos 
todos os elementos da matriz pelo escalar. 


1 5 8 3 
A=|-=4 6 23 4 
“1098 
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A. 
3-1 o -28 ES 
3:4=|3:(-4) 3-6 3:23 4 
3" (=1) 3-0 3-9 3-8 
3 15 24 9 
3:4=|-12 18 69 12 
—3 0 27 24 


Multiplicação entre duas matrizes 


Para entender como se dá o produto entre duas matrizes, vamos partir de um exemplo 
contextualizado e, a partir do entendimento deste, vamos generalizar o caso para as matrizes em 


geral. 

Suponha que, em uma confecção, sejam produzidos três tipos de peças: calças, camisas e 
vestidos. 

Essas peças utilizam, além de outros materiais, botões e zíperes. 


As quantidades utilizadas em cada peça são listadas na tabela a seguir. 


Item Calça Camisa Vestido 
Botões 1 6 3 
Zíperes 1 0 1 


Nos meses de janeiro a abril do ano passado, a empresa confeccionou as seguintes 
quantidades de peças. 


Peça Janeiro Fevereiro Março Abril 

Calça 100 150 180 250 
Camisa 300 350 500 500 
Vestido 50 70 80 60 


O gerente de almoxarifado quer saber quantos botões foram gastos no mês de janeiro. Como 
ele pode, com os dados das tabelas, chegar a esse valor corretamente? 


Vamos destacá-los. 


Item Calça Camisa Vestido 


P Aula 12 — Matrizes e Determinantes 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 12: ITA/IME 2020 


Botões 1 6 3 
Zíperes 1 0 1 
Peça Janeiro Fevereiro Março Abril 
Calça 100 150 180 250 
Camisa 300 350 500 500 
Vestido 50 70 80 60 


Com os valores referentes à questão do gerente, para saber a quantidade total de botões 
gastos no mês de janeiro daquele ano, fazemos: 


Botões em janeiro = 1:100 + 6:300 + 3:50 = 100 + 1800 + 150 = 2.050 


Vamos escrever esses dados na forma de matriz e explicitar os valores usados na operação. 


1 6 3 


a=l 01 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 500 
50 70 80 60 


Caso quiséssemos descobrir o mesmo dado sobre o mês de março, poderíamos fazer. 


1 6 3 


a=l 0 1 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 500 
50 70 80 60 


Botões em março = 1 -180 + 6:500 + 3 : 80 = 180 + 3.000 + 240 = 3.420 
Mais uma. 
Como seria o cálculo para saber o número de zíperes gastos no mês de abril? 


Vejamos nas matrizes quais seriam os dados relacionados. 


1 6 3 


A=[, 01 


P Aula 12 — Matrizes e Determinantes 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 12: ITA/IME 2020 cd 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 500 


50 70 80 60 


Zíperes em abril = 1:250 + 0:500 + 1:60 = 250 + 0 + 60 = 310 


Perceba que essa operação envolve a multiplicação de valores, mas uma multiplicação 
múltipla e, a posteriori, a soma desses valores. 


Além disso, utilizamos sempre uma linha da primeira matriz com uma coluna da segunda 
matriz. 


Estamos caminhando para entender como se dá o produto de matrizes. Vamos mais um 
passo. 


Caso o gerente da empresa precisasse saber quantos botões e zíperes foram gastos a cada 
mês, entre janeiro e abril daquele ano, ele poderia fazer o produto das matrizes inteiras, 4 - B. 


O princípio da multiplicação nós já conseguimos entender: associar uma linha da primeira 
matriz a uma coluna da segunda matriz, multiplicar elemento a elemento e somar os produtos. 


Vamos, então, fazer o produto total dessas matrizes. 


1 6 3 


asli 0 1 


B = |300 350 500 500 


50 70 80 60 


100 150 180 500 


Lembre-se, linha da primeira matriz com coluna da segunda. 


Daremos início ao produto A: B com a primeira linha da matriz A e a primeira coluna da 
matriz B. Esse resultado será colocado na primeira linha e primeira coluna da matriz A - B. 


asl 0 |] 


100 150 180 250 
B=|300 350 500 500 
50 70 80 60 
kpe re | = [2050 | 
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Prosseguindo, faremos a primeira linha de A com a segunda coluna de B. O resultado vai para 
a primeira linha e segunda coluna de 4 - B. 


as 0 |] 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 500 
50 70 80 60 
Ass [E 1:150 +6:350+3:70 | Z [PER 2.460 | 


Primeira linha de A com terceira coluna de B. O resultado vai para a primeira linha e terceira 


coluna de 4 * B. 
A= h 0 || 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 500 


50 70 8 60 


Aps sá 2.460 1:18046:500+3-80 | — p 2.460 3.420 | 


Primeira linha de A com quarta coluna de B. O resultado vai para a primeira linha e quarta 


coluna de 4 * B. 
A H 0 || 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 500 


50 70 80 6 


sie aii 2.460 3.420 1:25046:500+3" ias — iü 2.460 3.420 a] 


Terminamos aqui a primeira linha da matriz A. Passemos, então para a segunda. 


Segunda linha de A com primeira coluna de B. O resultado vai para a segunda linha e primeira 


coluna de 4 * B. 
A= f 6 °] 


100 150 180 250 
B =|300 350 500 500 


50 70 80 60 
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A-B= | 2.050 2.460 3.420 iii = p= 2.460 3.420 3.430 
1-100+0-300+1-50 150 


Segunda linha de 4 com segunda coluna de B. O resultado vai para a segunda linha e segunda 


coluna de 4 * B. 
A= E 6 | 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 500 
50 7 80 60 
2.050 2.460 3.420 dido — ko 2.460 3.420 3.430 


150 1:150+0:350+1:70 150 220 


A:'B= 


Segunda linha de A com terceira coluna de B. O resultado vai para a segunda linha e terceira 


coluna de 4 * B. 
A= | 6 à] 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 500 
50 70 8 60 
A-B= 2.050 2.460 3.420 E] = pedi 2.460 3.420 3.430 
150 220 1:180+0:500+1:80 150 220 260 


Quase acabando, chegamos ao nosso último passo. 


Segunda linha de A com quarta coluna de B. O resultado vai para a segunda linha e quarta 


coluna de 4 * B. 
AE | 6 à] 


100 150 180 250 
B = |300 350 500 5 ) 

50 70 80 6 

2.050 2.460 3.420 3.430 So 2460 3.420 3.430 


150 220 260 1:2504+0:500+1-60 150 220 260 310 


A'B= 


Dessa forma, o produto das matrizes é 


2.050 2.460 3.420 3.430 


Ape 220 260 310 
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Mas o que, afinal, significa esse produto? 


Vamos, então, restaurar os títulos das linhas e colunas para entender melhor. 


Janeiro Fevereiro Março Abril 
A-B= Botões [ 2.050 2.460 3.420 3.430 
Zíperes | 150 220 260 310 


O produto entre as matrizes explicitou outro tipo de dado, que estava implícito nas matrizes 
iniciais. 

O preço a se pagar por explicitar essa informação foi perder outra, quantas calças, camisas e 
vestidos foram feitos em cada mês. 


Sempre que conversarmos, daqui para frente, em multiplicação de matrizes, estaremos 
considerando este processo que acabamos de fazer: linhas da primeira matriz e colunas da segunda. 


Consequências da multiplicação entre duas matrizes 


Ao multiplicarmos duas matrizes, utilizamos cada linha da primeira matriz com cada coluna 
da segunda. 


Isso só pode ser feito se o número de elementos de cada linha da primeira matriz for igual ao 
número de elementos de cada coluna da segunda matriz. 


Muito bem. 


E quantos elementos tem cada linha da primeira matriz? Exatamente o número de colunas 
da mesma matriz. O número de colunas de uma matriz indica, também, quantos elementos cada 
linha contém. 


Quantos elementos cada coluna da segunda matriz possui? Exatamente o número de linhas 
que a mesma matriz possui. O número de linhas de uma matriz indica, também, quantos elementos 
cada coluna contém. 


Desse modo, só podemos efetuar o produto entre matrizes se houver essa compatibilidade, 
caso contrário o produto é impossível. 


Uma regra prática que pode ajudar bastante nessa análise é a seguinte. 


Se queremos multiplicar a matriz 4 pela matriz B, devemos analisar as dimensões de ambas. 


Amen ` Bpxq 


Se n e p forem iguais, o produto é possível; se forem diferentes, não existe o produto 4 - B. 


Outra coisa interessante é que o tamanho da matriz resultante é determinado pelas 
dimensões de A e B. 
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Lembra-se de que, ao relacionarmos a segunda linha da primeira matriz com a quarta coluna 
da segunda matriz o resultado deveria ser colocado na segunda linha com a quarta coluna da matriz 
resultante do produto? 


Pois bem, essa relação é o que determina o tamanho da matriz resultante e a regra prática 
também explicita essa informação. 


Uma vez sendo possível o produto A: B com n = p, as dimensões da matriz-produto são 
dadas por 


Amen * Bnxq 


Podemos dizer então que 
Amen" Baxq =A: Bmxq 
Vejamos alguns exemplos. 


AÅ2x3 z Baxa > é possível > A E Boxa 


A3x1 * Box; > não é possível 


123 
A=[4 5 1 
279 
B = [3] 


Como 4 = Co eB = (Oo h o produto 4 - B não é possível. 


Essa característica gera outra consequência, acompanhe. 
Existe o produto matricial entre a matriz 45,3 e a matriz B,w2? 


Provavelmente você respondeu que não, pois o número de colunas de 4 não é compatível 
com o número de linhas de B. 


Asx3 * Boxo não é possível 


Outra pergunta. Existiria o produto B - A? 


Vejamos. 


Box2 * A2x3 > é possível > B- Asws 
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(o) O FIQUE 
va ATENTO! 


Temos uma conclusão importante para tirar daqui: os produtos 4- Be B - A são diferentes! 
Não existe a propriedade comutativa para o produto entre matrizes, tome muito cuidado com isso. 
A-BHB-A 


Multiplicação da matriz A pela matriz identidade e vice-versa 


Com o que aprendemos sobre multiplicação de matrizes, vamos fazer o produto de uma 
matriz genérica 4 pela matriz identidade de mesma dimensão de 4. 


ase 4 
= 


Dessa forma, temos o produto A - I dado por 


aisi alo i 


Fazendo o produto associando cada linha de A a cada coluna de 7. 


ai1+b:0 a:0+b:1 
cii+d-0 c:0+d-1 


aij J=4 


AI =[ 


Ou seja 
A-I=A 
Tentemos o contrário, I - A. 
“la b 
Aa j a) 
1410 
di a À 


rag E g 


Fazendo o produto associando cada linha de 1 a cada coluna de A 


l:a+0:c 1:b+0:d 


PAS gado 0O-b+1-d 


Ou seja, 
Podemos concluir, então, que 
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A:'I=I-A=A 
Essa propriedade também vale para matrizes maiores. No entanto, só existem matrizes 


identidade quadradas, portanto, para valer a propriedade, a matriz A também deve ser quadrada. 


Por essa característica de não mudar a matriz A nos produtos, a matriz 1, além de matriz 


identidade e matriz unidade, é chamada de elemento neutro da multiplicação do conjunto das 
matrizes. 


Vejamos uma aplicação em contexto de prova. 


| 3. (Unicamp/2017) Sendo a um número real, considere a matriz G ). 


| Então, 42017 é igual a 


(5) 
ga 
i a 
ib ( | 

a 

i 1 1 2017 
Dea] 

0 —1 
Comentários 
Seria improvável uma questão exigir que você calcule uma potência tão alta. 

| É mais provável que haja uma sequência lógica que nos permite inferir qual seria 42017. 
Comecemos, então, a calcular as potências de 4 para ver se percebemos o padrão. 


a : -0 ; TEn 
A (o ane cia Pts o =! 


PSA ASASA 


Podemos perceber, pela sequência, que 4º” = [e AP% = A, 
| Desse modo, concluímos que 42017 = qímpar = À = (o al 
Gabarito: b) 
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1.6. PROPRIEDADES OPERATÓRIAS 


LEITURA 


OBRIGATÓRIA 


Este tópico é muito importante para sabermos resolver algumas questões das provas 


ITA/IME. 


1.6.1. 


1.6.2. 


Adição 

Para A, B e C matrizes m x n, temos as seguintes propriedades: 
P1) A+B=B+A 

P2)(A+B)+C=A+(B+C) 

P3JA+0=A 

P4) A+(-A)=0 


Multiplicação de matrizes por escalar 


As seguintes propriedades são válidas para a multiplicação de matrizes por um número real 


escalar. Sejam 4 e B matrizes quaisquer do tipom xnea,B ER: 


1.6.3. 


1.6.4. 


por: 


P5) (a: ß):-A=a: (B-A) 
P6)a(A+B)=a'A+a:B 
P7)(a+ß)-A=a:-A+ß-A 


Multiplicação de matrizes 

Para a multiplicação de matrizes, temos as seguintes propriedades: 
P8) (AB)C = A(BC), para Amyn Bnxp € Cpxq 

P9) A(B + C) = AB + AC, para Amxn» Bnxp € Cnxp 

P10) (A + B)C = AC + BC, para Amyn: Bmxn € Cnxp 

P11) a(AB) = («A)B = A(aB), para AmynBnxp € & E R 


Demonstrações 
Vamos ver algumas demonstrações para as propriedades acima: 
P1) A + B = B + A, com Amxn € Bmxn 


Sejam X = A + B eY = B + A, então, os elementos de cada uma dessas matrizes são dados 
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X=A+B> Xij = Qij F bij 
a] NE) o 
elemento de X elemento de A elemento de B 
VP=B+AS Yi = bi; + ai; = dij + bij 
> Xij = Yij 


X=Y 


P8) (AB)C = A(BC), para Amyn Bnxp € Cpxq 


Sejam as matrizes Amxn» Bnxp» Cpxq» Dmxp» Enxa Xmxg € Ymxq. Fazendo AB = D,BC = 
E,DC = X e AE = Y, temos: 


n 
D = AB > di; D 
k=1 
p 
X =DC > x =D dy 
j=1 
Substituindo d;; na equação de xj: 
p n 
Xi = ba X an “De; |" Cj 
j=1 Nk=1 


Como o somatório é apenas de produtos, podemos incluir o termo cj; dentro dos somatórios: 


p 
Xi = a Qik ` Dj" Cj 


n 
j=1k=1 
Para as matrizes E e Y: 
p 


E = BC > ex = È by: 


En 
n 


Y = AE > yn => awe 


k=1 
Substituindo ex; na equação de yy: 
n p n P 
Ya = X au X byc =D Y ai bij Cp 
k=1 j=1 k=1 j=1 


Se alterarmos a ordem dos somatórios, o resultado se mantém, logo: 


P n 
Yu = a Qik * bj "Ca 
j=1k=1 
> Xü = Yü 
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X=Y 


Portanto, a igualdade é válida: 
(AB)C = A(BC) 


P9) A(B + C) = AB + AC, para Amxn» Bnxp € Cnxp 


Seja a matriz X de ordem m x p tal que X = A(B + C), então, temos: 


n n 


distributiva 
Xik = X (as + b;;) ' Cjk == Xik 7 X (as ' Cik + bij ‘ Cip) 
j=1 j=1 
n n 
>x =X ajo +% b c 
Cik ij “jk ij “jk 
X j=1 j=1 
a —m 
AC BC 
«X =AC+BC 


P10) (A + B)C = AC + BC, para Amyn: Bmxn € Cnxp 


Demonstração análoga à P9. 


P11) a(AB) = («A)B = A(aB), para AmynBnxp € & E R 


Fazendo C = «A e D = qB, temos: 


n n n 
(aA)B = CB = a Cij big = Da i aij) $ bik = 4: > Qij * big = a(AB) 
j=1 j=1 j=1 
n n n 
A(aB) = AD = X a ; dig = Dias (a i bj) = Da; ` big = a (AB) 
j=1 j=1 j=1 


< a (AB) = (44)B = A(aB) 


(o) O FIQUE 
va ATENTO! 


As seguintes propriedades algébricas não são válidas para as matrizes: 
1) AB = BA 


Vimos que o produto AB e BA, normalmente, geram resultados diferentes. Essa propriedade 
é válida apenas se 4 e B são comutativas, isto é, AB = BA. 
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2) Produtos notáveis: 
(A + B)(A — B) = £? — B? 
(A + B)? = A? + 2AB + B? 


A ordem das matrizes altera o produto. Essas identidades são válidas apenas se A e B são 
matrizes comutativas. Caso contrário, temos: 


(A + B)(A — B) = A? — AB + BA — B? 
(A + B)? = (A + B)(A + B) = 4? + AB + BA + B? 


Uma observação interessante é que se B = I (matriz identidade), os produtos notáveis são 
válidos. Veja: 


(A+ D(A - D = A? -AI + IA - P = 2? -I 
a 


(A+ D? = (4+ D(4 +D = £ +AI+IA +P =4+2A+I 


3)A-B=0>A4A=00uB=0 


No produto de matrizes, podemos ter 4 e B não nulas tais que A - B = 0. Exemplo: 
tG ges=(4 )=4s=6 Jd Go) 


4942=0>54=0 


Caso análogo à situação 2, com B = A. 


5)AB=AC>54=00UB=C 


Nesse caso, podemos subtrair AC nos dois lados da equação matricial: 
AB — AC = AC — AC 
AB-AC=0>5A4(B-C)=0 


Assim como no caso 2, essa igualdade não implica 4 = 00uB — C = 0. 


1.7. MATRIZ TRANSPOSTA 


1.7.1. Definição 


A transposta de uma matriz 4, simbolizada por 4º ou 47, é a matriz cujas linhas de 4 foram 
transformadas em colunas de A£. 


1=[5 0]>4-[5 al 
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1 4 
2 D 
3 6 


. — z t = F 1 a 
Dada uma matriz 4 = (ai) y a sua transposta é dada por 4º = (aji) em tal que aj; = aij 


dE, 2 9 


ial 5 6 


j=4'= 


Formalmente: 


para todo i ej. 


1.7.2. Matriz Simétrica 


A matriz 4 é considerada simétrica se 


t — A 
a 3 4 
A=|3 b 5|[=4 
4 5 c 
1.7.3. Matriz Antissimétrica 
A matriz 4 é considerada antissimétrica se 

At = —A 

0 3 4 0 -3 —4 

A=|=3 0 =5|=54*=|3 0 5 |=—A 
—4 5 0 4 -5 0 


Note que a matriz antissimétrica deve possuir a diagonal principal nula. 


1.7.4. Propriedades da matriz transposta 
P12) (A)! = A 
P13) (A + B)t = AŻ + Bt 
P14) (aA) = «A! 
P15) (AB)! = B'A! 


Demonstração: 
P12) (A)! = A 
Fazendo A = C eA = (ai) nn temos: 
ai; = aj = aij Yi j 


= (AS! — A 


P13) (A+ B)t = AŻ + Bt 
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Sejam as matrizes A + B = X = (6.77) NA eA +Bt=X'= CD) um então: 


[= = = mf 1 E: 
Xji = Xij = Qij + bij = Aji + bjp Vi, j 


«(A +B) =A +Bº 


P14) (4.4)! = «A! 
Fazendo («4)' = (aj) um temos: 


[4 Em TA a 
aji = k-aj =k aji YL) 


P15) (AB)' = B'A! 
Fazendo AB = X = (Xik)mxp € (AB)! = X* = (Xki)pxm, temos: 


n 


(Xki) = Xik = a Qij’ bik 


j=1 


Como o somatório é de elementos da matriz, podemos alterar a ordem: 


n 
(Xki) = D bik * Qij 
j=1 


Substituindo bjk = by; € dij = dji: 


n 
(xi) = ba bkj ` aji 
j=1 


BtAt 


Aplicação: 


Vamos ver com um exemplo a veracidade das propriedades acima: 
. ,_fa b K y ae 
Seja 4 = [E d eB= | A então: 
to [a c tt Ia b 
P12) A =|; dsa = [6 E 


a+x b+y 
ctz d+w 
s(+B =i; diwl=l alt; w=4+8 


P14) Para k E R: 


P134 +B =| 


easke greai fot dg Jet 


araa nN 
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¿ _ [ax + bz e Zļja C] otat 
SCAB) = [55 4 bu cy + dw =|, MIR a) = B'4 


1.8. TRAÇO DE UMA MATRIZ 


1.8.1. Definição 
O traço de uma matriz é a soma dos elementos da sua diagonal principal. 


Dada a matriz 


12 5 
A=|3 1 4 

7 4 13 

o traço da matriz A, tr A, é dado por: 

1 2 5 
A=|3 1 4 

7 4 13 
trA=1+1+13 

trA=15 


Usando termos genéricos, para uma matriz A de ordem n: 


n 
trA = >. Aii 
i=1 


1.8.2. Propriedades 
P16) trAt = trA 
P17) tr(aA) = a- trA 
P18) tr(A + B) = trA + trB 
P19) tr(AB) = tr(BA) 


Demonstração: 
Vamos demonstrar a propriedade P19: 
Seja AB = C = (a eBA=D= Com então, temos: 
n 
Cy = Y aw bej n n 


k=l > trC = 2 ` aig * bki 


n 
trC = >. Cii ERA 
i=1 
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dy =D bu au n n 


n n 
a > trD =Y Y buau= DD au bki 
DE >. da k=1 i=1 i=1 k=1 
k=1 
«trC =trD 


1.9. MATRIZES ESPECIAIS 


(i OO 
Qn ACORDE!! 


Neste tópico, veremos algumas definições importantes para a resolução das questões dos 
vestibulares. Preste atenção nas definições de matriz inversa, matriz ortogonal e matriz de rotação, 
elas já foram cobradas em provas anteriores! 


Considere A uma matriz quadrada de ordem n. 


1.9.1. Matriz inversa 


A inversa da matriz A é denotada por 4 1. A matriz A é inversível se, e somente se, ela 
satisfazer a seguinte relação: 


AN = AHA = la 
Se ela não for inversível, ela é classificada como matriz singular. 


* Atenção! Alguns exercícios usam o termo invertível no lugar de inversível. 


1.9.2. Matriz ortogonal 
Uma matriz quadrada A de ordem n é ortogonal se, e somente se: 


i. A é inversível. 
ii. A inversa de A coincide com sua transposta. 


Também é válida a seguinte relação: 


AMT =A A=, 
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1.9.3. Matriz de rotação 


Dado um ponto P(x,y) no plano R?, podemos rotacionar este ponto em torno da origem 
(0, 0) sob um ângulo 8 > 0 no sentido anti-horário usando uma matriz de rotação. Vamos encontrar 
essa matriz. 


P'(x',y') 


Vamos escrever o ponto P(x, y) na forma matricial: 


x 
E= l] 
Seja P'(x',y') o ponto obtido pela rotação de P(x, y): 
pa 
y 


Observando o triângulo P'OQ' da figura e usando as relações trigonométricas, podemos 
escrever: 


x' = d : cos(a + 0) (1) 
y'=d-sen(a+6) (II) 
Do APOQ: 


x 
x =d: cosa > cosa =7 (IT) 


y =d: sena > sena =" (IV) 


Aplicando a fórmula de adição de arcos nas equações (I) e (II): 
x' = d - (cos a cos 0 — sen q sen 8) 
y’ =d ; (sena cos + send cosa) 


Substituindo as identidades (II) e (IV) nas equações acima: 


x =d: (qcos 6 — E seno) 


> x'=xcos6 — y sen ð 
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y'=d: (Zcoso + sen ð) 
> y' = xsen 8 + y cos 8 
Desse modo, podemos escrever as relações acima na forma matricial: 
[5 E [e 6 —sen j H 
y senf  cos6 44y 
A matriz de rotação no sentido anti-horário é dada por M: 


cos6 — sen ] 


M Ro PERY = | 
anti-horário sen g cos g 


Se quisermos rotacionar no sentido horário basta inserir —0 no lugar de 6: 


Mhorário = Es -0 —sen ps a | cos0 sen 


sen —0 cos —6 — sen6 cos6 


CURIOSIDADE 


No plano Rê, temos 3 eixos coordenados. Dado um ponto P(x, y, Z) no plano Rê, podemos 
rotacionar esse ponto em torno do eixo Z através da seguinte matriz de rotação: 


cos0 -—sen6 0 
M, = |sen0 cos 8 0 
0 0 1 


P'(a', y’, z’) 


P(x, y, z) 


T 


Para rotacionar P em torno do eixo x, devemos usar a seguinte matriz: 
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1 0 0 
M, =1ļ0 cos6 —sen0 
O senf  cos6 


Em torno do eixo y: 


1.9.4. Matriz nilpotente 
A é uma matriz nilpotente se existir um número p E Z, tal que: 


Se po é o menor inteiro positivo que satisfaz essa relação, dizemos que A é uma matriz 
nilpotente de índice po. 


1.9.5. Matriz idempotente 


A é uma matriz idempotente se satisfazer a seguinte relação: 


4 =A 


Consequentemente: 


HORA DE 


PRATICAR! 


P E E E E ES E T E EE AE AE A E A E EE A E E E A E EE E E A E E E S E E A E E E E E A E A EAE EN AEE E T E A E E E 


| 4. Dados 4 = E °] eB = | al calcule: 


| a)J4+4+B 

bJA-B 

| c) 4B 

| Resolução: 

ns E DES H 


ma-s=[L, do “= o Ro T 


P Aula 12 — Matrizes e Determinantes 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 12: ITA/IME 2020 à 


| “[1 2[6 11 [1:6+2:4 1:1+2:(-D)1] [14 —13 
94B =| AP eo -5.64+3:4 —5-1+3.(-7] |-18 -26 
eaea? Sgi iori SA 
E oabánito: a) E | b) [5 i c) 8 -26 


| 5. Suponha 4 e B matrizes reais inversíveis e de ordem n, tais que 4 + B = AB. Prove que 


At + Bt =]. 


| Resolução: 
| Se A e B são matrizes inversíveis, então, podemos escrever: 
BA = AFA =1 
BB = BtB =I 
Vamos analisar a equação dada: 
A+B= AB | 
Usando as propriedades matriciais, vamos multiplicar à esquerda ambos os lados por 41: | 


A`1(A + B) = A7! (AB) > AtA + A™tB = (AA) B > 1+ AB =1-B 
I I 


Agora, vamos multiplicar à direita ambos os lados por B71: 
(I + A`tB)BTt = BB! > B™t + A~I(BBTt) =1> B7 +A t =] 
A+B =] 


| Gabarito: Demonstração 


| 6. A,B e C são matrizes quadradas de ordem n. Se a matriz C é antissimétrica, demonstre | 
| que: | 


(AB! +30)! = BA — 3C 
| Resolução: 


Se C é antissimétrica, então: 


Aplicando as propriedades da transposta, temos: 
(A*B* +30)" = (A'B) + (3C)' = (BO (AD! + 3C* = BA +3Cº 
Usando a definição de antissimétrica: 
BA + 3C* = BA — 3C 
« (AtBt + 3C) = BA — 3C 


| Gabarito: Demonstração 
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|7. Sejam A e B matrizes reais e de ordem n, tais que A é inversível. Dado que 4 1BA 1 =. 
Mostre que B = 42. | 


| Resolução: 
De acordo com o enunciado, temos: 
| ABA =] 
| Multiplicando à esquerda da equação por 4: | 
| A(AIBAD =A-I | 
(AM) BAT =A 
I 
BA =A 
Multiplicando à direita da equação por A: 
(BADA=A-ASB(ATA)=A4? 
EB =A? 


| Gabarito: Demonstração 


| 8. Sejam 4 e B matrizes quadradas de ordem n. Definimos tr (A) como a soma dos demenis. 
| da diagonal principal da matriz 4. Demonstre que tr(AB) = tr(BA). | 


| Resolução: 
| Demonstração visto na teoria, propriedade P19. 


| Gabarito: Demonstração 


| |9. Uma matriz possui inversa se ela é não singular. Determine uma matriz não singular B qué | 
satisfaça a seguinte equação matricial: 


| o E 
| baga que 4 = [i 


Resolução: 


| Como B é não singular, temos que ela é inversível. Assim, vamos multiplicar à esquerda da 
| equação por B: | 


E 3 0 E 3 0 3 0 
14 — 14 =R. 2p: 
B a=[ ]=>BB A=B ho >A B f | 
O enunciado nos dá a matriz 4, vamos substituí-la na equação: 
21 _ 3 0 
| à =R lo a | 
| Como B é inversível e multiplica uma matriz quadrada de ordem 2, podemos afirmar que | 
| ele também é quadrada de ordem 2. Vamos escrever B desse modo: | 
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a: 


RE alo R S Da 


Assim, encontramos o seguinte sistema: 


1= 3a a=: 
2=-2b b= 1 
3=3€ c=1 
4 = —2d d=-2 
. p _ [1/3 —1 

| da 1 -2 

| Gabarito: B = |" i 


par —sen(0) 
l sen(0)  cos(0) i 
| matriz A é ortogonal, quando A*t = A”?. Verifique se a matriz R(0) é ortogonal. Justifique 

| sua resposta. | 


| 10. A matriz R(0) = é chamada de matriz de rotação. Dizemos que uma | 


| Resolução: 
| Partindo de At = 471, podemos manipular essa equação e encontrar: 
AAt = AM 
AA =I 
Então, se AAt = I, podemos afirmar que A é ortogonal. 


Vamos encontrar a transposta de R(0) e calcular R(0)Rt (8): 


tran _ [ cos(0) sen(6) 
RAUT Ee cos(0) 
tegy — [cos(8) —sen(0)] [ cos(0) sen(0)] | 
| ROR E= pen cos(8) | Es cos(6)] | 
| = | cos? (0) + sen? (0) cos(8) sen(6) — sen(0) RA o É 01. I | 
— Lsen(0) cos(8) — cos(6) sen(0) sen? (0) + cos? (0) “do u` 


< R(O)Rt(0) =I 
Essa é a definição de matriz ortogonal. Portanto, R(0) é ortogonal. 


| Gabarito: Demonstração 
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2. DETERMINANTE DE UMA MATRIZ 


2.1. DEFINIÇÃO 


A primeira coisa que temos que distinguir é que o determinante de uma matriz 4, simbolizado 
por det(A), é um número, não uma matriz. Além disso, só podemos calcular o determinante de 
matrizes quadradas. 


Mas que número é esse? 

Aqui nós inverteremos um pouco a didática. 

Primeiro, vamos aprender a calcular o determinante de matrizes de várias ordens. Só na 
próxima aula, quando estivermos estudando os sistemas, teremos condições de entender de onde 
esses números saíram. Por isso, tenha paciência que chegaremos lá, ok? 

2.1.1. Determinante de matriz de ordem 1 

Existe matriz de ordem 1? 

Pois é, existe sim. É uma matriz que só tem uma linha e uma coluna. 

E o determinante desse tipo de matriz é imediato, veja. 

Ara = la] > det(A) = a 


Ou seja, o determinante de uma matriz de ordem 1 é o próprio elemento da matriz. Veja o 
exemplo. 


Ai = [3] > det(A) = 3 


Essa foi fácil, năo? Vamos à próxima. 


2.1.2. Determinante de matriz de ordem 2 
Para o determinante de uma matriz de ordem 2 já temos que fazer alguns cálculos. 


Dada a matriz A tal que 


a b 
c d 

O determinante de A, det(A), é dado por uma subtração entre o produto dos elementos da 
diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundária. 


a=] 


Como é que é? 


Calma, vamos esquematizar essa definição no corpo da matriz A. 
Diagonal Diagonal 


Desse modo, o determinante da matriz A, det(A), que também pode ser representado pela 
matriz encerrada por duas barras paralelas, é dado por 


det(4) = |? P|=a:d-bc 
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Vejamos um exemplo. 


Dada a matriz 4, calcule seu determinante. 


E E |] 


Explicitando os elementos das diagonais, temos. 
a= D<] 


de(4) =| 1 J=1:1-3:(-2) 


Assim, 


det(4) = 1+6 
det(4) = 7 


ATENÇÃO!! 


Uma matriz é escrita entre colchetes: 


a=[5, : 


Um determinante pode ser escrito pela sua expressão ou pela matriz encerrada por duas barras 
paralelas: 


det(4) = | P|=a:d-b:c 


Matrizes e determinantes não são sinônimos. 


Faça a distinção na hora da escrita, principalmente em questões abertas. 


2.1.3. Determinante de matriz de ordem 3 


Para calcular o determinante de uma matriz de ordem 3, utilizaremos a regra de Sarrus, como 
detalhada a seguir. 


Peguemos, por exemplo, a matriz A dada por 


1 0 1 

4= =] -2 0 
a 4 3 
5 


O primeiro passo para calcularmos o determinante dessa matriz é duplicarmos a primeira e 
a segunda colunas de 4. 
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O próximo passo é fazer os produtos dos elementos nas direções tanto da diagonal principal 
quanto da diagonal secundária. 


Embora possamos fazer ambos os produtos simultaneamente, separaremos em duas partes 
para maior clareza. 


Façamos primeiro a parte positiva na direção da diagonal principal. 


Multiplicaremos os elementos de cada diagonal e somaremos esses produtos. Todo esse 
resultado será a parte positiva de nosso determinante. 


1:(-2):340:0:5+1:(-1) 4] 


[-6 +0 — 4] 
[-10] 
—10 


E, agora, a parte negativa, na direção da diagonal secundária. 


O determinante, então, será a soma desses resultados parciais. 
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É 
det(A) = —10 + 5 
= 2 
det(A) = —— 
5 
48 
det(A) = E 


Uma outra forma de memorizar a regra de Sarrus é através da seguinte figura: 


Ao invés de duplicar a primeira e a segunda coluna de A, podemos multiplicar os elementos 
de acordo com a trajetória das linhas indicadas: 
detA = q * A22 ' A33 + Q12 ` doa * A31 + A32 ` A21 ` Q13 
—Q43 ` A22 ` Q31 — Q23 * Q32 * Q11 — doq * Q12 ` Q33 
Usamos as setas apenas para nos guiarmos. Quando resolvermos os exercícios de 
determinantes, faremos o cálculo com apenas uma tabela do seguinte modo: 


HORA DE 

PRATICAR! 
| 14. Calcule: EEEa | 
a) [5] | 
uso | 
dh a 
| 5 2 -1 
'c)|3 0 -3 
| 1 1 2 
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| Resolução: 
a) |5]=5 


mf>d=s9-2:1=-10-2=-12 


o7 


| =5:0:2+2:(-3):1+1:3:(-D=-((-1):0-:1+(-3)-1.5+3-2:2) | 
| = —6 — 3 — (—15 + 12) = —9 — (—-3) = —6 | 
| *Obs.: Separei em duas tabelas para poder visualizar melhor. 

| Gabarito: a) 5 b) —12 c) —6 


| 12. Resolva: 
| x 1 x 
1 x —1|=0 
| 1 3 2 
| Resolução: 


Vamos calcular o determinante: 
2x? + (—1) + 3x — x? — (—3x)—- 2 = 0 
x? +6x-3=0 


Encontrando as raízes: 


x = —3 + V12 = -3 + 2v3 


Portanto: 


2.2. TEOREMA DE LAPLACE 


DESPENCA NA 


PROVA! 
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Este teorema é muito útil para resolver as questões de determinantes do ITA/IME e ela 
costuma ser cobrada com bastante frequência. Vejamos os conceitos iniciais. 


2.2.1. Conceitos iniciais 


Até aqui vimos como calcular o determinante de matrizes de ordem 1, 2 e 3. Existem diversos 
métodos para se calcular o determinante de uma matriz, mas, antes de aprendê-los, veremos a 
definição de menor complementar e cofator de um elemento matricial. 


Menor complementar de um elemento 


O menor complementar de um elemento matricial a;;, representado por Dij, é o 
determinante de uma submatriz que conseguimos eliminando a linha e a coluna do elemento a;;. 


Vejamos como obter o menor complementar de um elemento na matriz 4. 


1 2 5 
A=|3 1 4 
7 4 13 


Digamos que precisemos do menor complementar do elemento a,,, ou seja, precisamos 
calcular D31 


Precisamos eliminar, então, a linha e a coluna de a; e calcular o determinante da matriz que 
sobra. 


Podemos ver que o elemento a,, = 3 está, como indicado, na segunda linha e na terceira 
coluna. 


Dessa forma, 


TOME NOTA! 


Todo elemento de uma matriz quadrada tem menor complementar. 


Cofator (ou complemento algébrico) de um elemento 


O cofator de um elemento a;;, representado por 4;;, é dado pela seguinte fórmula. 


jr 
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A = CD - Dij 


1 2 5 
3 1 4 
7 4 13 


do item anterior e já tendo calculado o menor complementar D,,, vamos aproveitá-lo e 
calcular o cofator A31. 


Considerando a matriz 


A= 


Dz = 6 
Ay = CD - Dy 
A21 = (= “Do 
Az, =(-1):6 
A =(-1):6 
A = —6 
Assim, o menor complementar de q,, é A21 = —6. 


2.2.2. Matriz dos cofatores 


Na seção anterior vimos como calcular o cofator de um número, dado pela fórmula 
— ij. 


Pois bem, a matriz dos cofatores, simbolizada por A’, é uma matriz formada pelos cofatores 
de todos os elementos de 4. 


Vejamos, então, como é a matriz de cofatores A’. Seja A dada por: 
a: 
a= É 0 | 
Aij = (=) Dij 
An = (=) ; Di; =(-1)?- É 0 | =1:0=0 
An = CD-D = (13 fá q |=(-1):3=3 
; =] 
Az = (11)! : Da, = (-1)º- = (—1):(—1)=1 
Aa = CD: Da = (Dt fras 
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Dessa forma, a matriz de cofatores de 4, ou 4”, é 


1 Am Pis 
A = 
A21 As» 
f 0 —3 
A = | 1 | 


Também podemos representar a matriz dos cofatores de A por cof (A). 


2.2.3. Teorema fundamental de Laplace 


Este teorema nos permite calcular o determinante de uma matriz A de ordem maior ou igual 
a 2. Ela afirma que o valor do determinante de uma matriz A é igual a soma dos produtos dos 
elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores. 


Seja A uma matriz quadrada de ordem n, pelo teorema de Laplace: 


I) Escolhendo-se a linha i (fixamos i e variamos j): 


Exemplo de aplicação: 
10 15 17 39 


. as (0) 3 2 
Dada a matriz A = 9 0 2 5 
—4 0 1 3 


a) Escolhendo a linha 1 da matriz 4, o seu determinante é dado por: 


Oo oro 
10 15 17 39 


detA = a; «Ay ta: Ap + Aig As + Q14 Ass 
det A = 10 - A, + 15-4,, + 17: A, + 39: Ay 
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b) Escolhendo a coluna 2 da matriz A: 


10 17 39 
a=|5 [9] 3 2 
-9 lof 2 5 
-4 lol 1 3 


detA = q; : Á12 + Q22 ` A22 + Q32 ` Ago + dg" Ago 
det A = 15:4,, + 0: A22 + 0 - Ass +0- As, 
> detA = 15 -4,> 


Podemos escolher qualquer fila para calcular o determinante, pois o resultado é o mesmo. 
Note que no caso (b), precisamos calcular apenas o cofator 4,,. Desse modo, para facilitar os 
cálculos, devemos escolher a fila com a maior quantidade de zeros possível. 


2.3. PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES 


Estudamos, até agora, o que são as matrizes, as principais operações com matrizes e o 
determinante de uma matriz. 


Estudaremos, agora, algumas propriedades que podem ser úteis na resolução dos exercícios. 


Essas propriedades até podem ser deduzidas na hora, mas há um ganho considerável de 
tempo de resolução quando se tem contato com elas previamente. 


2.3.1. Fator comum em uma fila da matriz 
Entenderemos aqui por fila uma linha ou uma coluna de uma matriz. 


Ao multiplicarmos uma fila de uma matriz por uma constante k, o determinante dessa matriz 
também fica multiplicado pela mesma constante k. 


Façamos a demonstração para uma matriz genérica 2x2, embora a propriedade seja válida 
para todas as matrizes quadradas (só têm determinantes as matrizes quadradas, lembra?). 


a b 
A= 
[: d 
Vimos, há algumas páginas, que 
o E E E 
det(4) = |$ =a d-bec. 


Multiplicando uma de suas filas, digamos a segunda coluna, por uma constante k, teremos, 
como resultado, a matriz A’. 


; k-b 
aal k-d 


Note que multiplicamos apenas uma fila, não a matriz inteira. 
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Vejamos o que acontece com o determinante de 4”. 
dea) =|! é i tj =a: k-d-k-bec 


Podemos colocar a constante C em evidência. 
det(A)=a-k:d-k-b:c=k-(a:d-b:c) 
det(A’) =k-(a:d-—b-c) 
det(A’) = k- det(A) 
Exemplo: 


Vamos calcular o valor do determinante abaixo: 


9 27 27 
3 5 2 
2 3 1 


Note que a primeira linha da matriz desse determinante possui o fator comum 9, podemos 
colocá-lo em evidência e, assim, facilitamos o seu cálculo: 


S Al al 1 3 3 
3 5 2|=9.|3 5 2|=9.(5+12+27-30-6-9)=9.(—1)=-—9 
2 3 1 2 3 1 


2.3.2. Fator comum na matriz 


Ao multiplicarmos uma matriz de ordem n por uma constante k E R, o seu determinante fica 
multiplicado por k”. Essa situação é parecida com a propriedade anterior, porém, todas as filas ficam 
multiplicadas pela constante k e, por isso, uma matriz multiplicada por k resulta em um 


determinante multiplicado por k - k -...: k: 
os, 
nvezes 


det(k - A) = k” det A 


Exemplo: 
2 4 4 1 2 2 
8 2 10/=22:|4 1 5|=8-(2+40+8-8-5-16)=8-21= 168 
8 2 4 4 1 2 


2.3.3. Teorema de Bézout 


Quando trocamos duas filas de lugar, o determinante é afetado de tal modo que o 
determinante da nova matriz 4' é o oposto do determinante de A, veja. 


Dada a mesma matriz 4, genérica, que nos tem acompanhado. 
a 
A= 
É 
E Dl cassa 
det(A) = |? d=a d-b:c 
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Vamos trocar de lugar a primeira e a segunda linhas e ver como det(A) é afetado. 
nes 
det(A) = p dj =c:b-d-a 
a b 
det(A) =c:':b—-d'a 

Colocando o sinal de negativo em evidência. 

det(A) = —(-c-b+d-a) 
Alternando a ordem do argumento dos parênteses. 

det(A) = —(d -a — c: b) 

det(A) = — det(A) 


Essa propriedade é conhecida como teorema de Bézout. 


RESUMINDO 


Ao trocar duas filas de uma matriz de lugar, o determinante muda de sinal. 
Trocou de novo? Muda de sinal de novo. 


2.3.4. Filas paralelas iguais ou proporcionais 


Quando duas filas paralelas (duas linhas ou duas colunas) são iguais ou proporcionais, o 
determinante da matriz é zero. 


Dada a matriz 4 com uma linha sendo a multiplicação de outra linha por uma constante. 
2 4 
A=[ 49] 
6 12 
Perceba que a segunda linha é o triplo da primeira. 


Calculemos, então, det(A). 


det(A) = f a E o 
det(A) = 24 — 24 
det(A) = 0 


Apesar de termos visto em uma matriz singular de ordem 2, essa característica está presente 
em todas as matrizes quadradas. 


2.3.5. Combinação linear de filas 
Dizemos que uma fila F1 é uma combinação linear de outras (F2, F3, F4 ...) quando 
Fi=a-F2+b-F3+c-F4+- 


Vejamos um exemplo numérico. 
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Seja A a matriz quadrada abaixo: 
1 2 5 
3 1 4 


7 4 13 


Não é óbvio e precisamos fazer alguns cálculos para perceber. No entanto, note que a terceira 
linha L3 é a soma da primeira com o dobro da segunda. 


A= 


Assim, podemos dizer que 

L3=1-:L1+2:L2 

(7,4,16) = 1: (1,2,5) +2-(3,1,4) 
(7,4,16) = (1,2,5) + (6,2,8) 

(7,4,16) = (7,4,16) 
Assim, 

L3 =1:L1+2:L2 
E o que acontece quando uma matriz tem uma linha como combinação linear de outras? 
Simples, seu determinante é nulo. 


Calculemos, como exercício, o determinante dessa matriz A por meio da regra de Sarrus. 


1 2 5 
A=|3 1 4 
7 4 13 
Dupliquemos a primeira e a segunda coluna. 
1 2 5112 
det(A) =|3 1 4/31 
7 4 13 


Façamos, então, parte positiva do determinante na direção da diagonal principal. 


1 2 
3 1 
7 4 


[1-1:134+2:4:7+5-3-4] 
[13 + 56 + 60] 
129 
E, agora, a parte negativa, na direção da diagonal secundária. 
| 12 
pA 
[5:-1:7+1:4:4+2:3:-13] 
—[35 + 16 + 78] 
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—[129] 
—129 
O determinante, então, será a soma desses resultados parciais. 
det(A) = 129 — 129 
det(4) = 0 


2.3.6. Matriz triangular 


O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto de todos os elementos da sua 
diagonal principal. Seja 4 uma matriz triangular de ordem n: 


Demonstração: 


Supondo que M seja uma matriz triangular inferior: 


a, 0 0 0 

a21 a22 0 TAR 0 
M=|as as ass 0 

Anı? Anz2 Ang `“ Ann 


Aplicando-se o teorema de Laplace na primeira linha, encontramos: 


a21 a22 O TAR 0 
det M = a31 a32 a33 0 
Anı An2 An3 ` Amn 


det M = a11 : Am 
Sabemos que o cofator é dado por: 
Ay = (=) *Dy = Dy 


Da = 


An2 Ang ` Amn 


det M = a11 j D41 


D,, é o determinante de uma matriz parecida com a matriz inicial, porém, sem a primeira 
linha e coluna. Podemos aplicar o teorema de Laplace na primeira linha das matrizes resultantes e, 
assim, sucessivamente: 


detM = a11 e a22 i a33 Eoia Ann 
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2.3.7. Matriz transposta 


O determinante de uma matriz quadrada de ordem n é igual ao determinante da sua 
transposta: 


detA = det At 


Exemplo: 
“fa b profa c f ESNS i 
Seja M = [E I temos M* = |; O determinante dessas matrizes é dado por: 


detM = ad — bc 
det Mt = ad — bc = det M 


2.3.8. Decomposição em soma 


Se uma matriz for da seguinte forma: 


aii Q12 bij + Cj Ain 
dy Q22 Do; + Co; Azn 
A=|d3 a32 Da; + C3; Azn 
Anı Anz ba; +t Chj Ann 


Podemos decompor o cálculo do seu determinante em duas outras: 


dj 12 bij + Gj Ain 
a21 Q22 bo; + Ca; Azn 
det A = a31 a32 bs; + C3j azn 
Anı Anz ba; T Chj Ann 
aii dz bij Ain Qi 2 Cij Ain 
a21 a22 bo; An a21 a22 C2j ln 
detA = |azı ds, ba; azn| + |231 432 caj Azn 
Ani o D j ann Anı Anz Cnj Ann 


*Essa propriedade também é válida se tivermos uma 


Demonstração: 
ai? dz 
a21 Q22 
det A = a31 a32 
an1 an2 


Vamos aplicar o teorema de Laplace na coluna j da matriz A: 
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det A = (bij + C1j) s Aij ++ (bn; + Cni) $ Anj 


dj dy bij Ain i1 12 C1j Ain 
a21 a22 bo; An a21 a22 C2j ln 
detA = |az1 ds, ba; azn| + |231 %32 “aj Azn 
Ani an2? Bi e Ann Ani an2? ‘|! Cnj “e Ann 
det Ar det Ar 


Se aplicarmos o teorema de Laplace na coluna j das matrizes A’ e A”, encontramos: 
det4' = (by) Aij ++ (ba) Any 
detA” = (cij): A+ + (cny) Any 

Assim, podemos ver que: 


det A = det A’ + det A” 


Exemplos: 
1 4 6 1 2 6 1 2 6 
2 5 7=|2 4 7+2 1 7 
3 6 8 3 6 8 3 0 8 
1 4 6 1 4 6 1 4 6 
2 5 7/=ļ|1 2 6+/1 3 1 
3 6 8 3 6 8 3 6 8 


2.3.9. Teorema de Cauchy 


O teorema de Cauchy afirma que a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer 
de uma matriz A pelos respectivos cofatores de uma fila paralela é igual a 0. 


Vejamos sua aplicação. Seja a matriz A de ordem n representado abaixo: 


Escolhendo-se os elementos da primeira linha e multiplicando-os pelos cofatores dos 
elementos da última linha, ordenadamente, temos: 


a11 ` Ani + Q12 ' Ano + + Ain Am = O 


A soma algébrica acima é equivalente a calcular o determinante da seguinte matriz: 


dj 12 aij Ain 
a21 Q22 do; on 
A' = |d34 32 As; sn 
dj Q12 dj Ain 
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Aplicando-se o teorema de Laplace na última linha, encontramos: 
det A’ = a11 š An + a12 i Ano ++ Ain e Ann 
Como temos duas filas paralelas iguais, o determinante de A’ é igual a zero: 


detA’ = a11 a Am + a12 š An2 + ee + Ain a Ann = 0 
E, assim, verificamos o teorema de Cauchy. 


2.3.10. Teorema de Jacobi 


Atenção neste teorema! Ele é muito usado para resolver as questões do ITA/IME! 


O teorema de Jacobi afirma que multiplicando-se uma fila de uma matriz por um número 
qualquer e adicionando o resultado obtido a uma fila paralela qualquer, o valor do seu determinante 
não se altera. 


Exemplo: 


Vamos calcular o valor do seguinte determinante: 


2 3 4 
|2 4 6 10 
detM=|3 6 8 12 


10 12 13 14 
Pelo teorema de Jacobi, podemos multiplicar a primeira linha por (—2) e somá-la à segunda 
linha: 


1 2 3 4(*02) 
2 4 6 10 
3 6 8 12 
10 12 13 14 
1 2 3 4 1 2 3 4 
2-1:2 4-2.2 6-3:2 10-4-2] 10 0 O 2 
3 6 8 12 “13 6 8 12 
10 12 13 14 10 12 13 14 
Agora, vamos multiplicar a primeira linha por (—3) e somá-la à terceira linha: 
1 2 3 4]x(-3) 
O 0 0 2 


3 6 8 12 
10 12 13 14 


1 2 3 4 
0 0 0 2 
0 0 —1 0 


10 12 13 14 
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Usando o teorema de Laplace na terceira linha, encontramos: 


det M — (—1) $ Ass 


1 2 4 
A3 =(-1)*.|0 0 2/=40-24=16 
10 12 14 
> detM = —16 


O teorema de Jacobi é muito útil para manipular as matrizes dos determinantes. Ele nos 
permite simplificar o cálculo dos determinantes e também ajustar as matrizes de um modo que 
possibilite aplicar outras propriedades dos determinantes. 


2.3.11. Teorema de Binet 
O teorema de Binet diz que, para duas matrizes 4 e B, quadradas e de mesma ordem, vale 
det(A : B) = det(A) - det(B). 
Exemplo: 


Vamos testar o teorema de Binet com as matrizes A e B. 
SL 3 
A i 2 
ato a 
e j 5 
Temos que 
_11 3 
dera) =|, 5 
det(4) = 1:2 — 3: (—4) 
det(4) = 2 + 12 
det(A) = 14 
49 1 
det(B) = | E 
det(B)=9:5—-1:4 
det(B) = 45 — 4 
det(B) = 41 


1 3 T9 1 
A-B= i 
a hs 
Preparando as matrizes para o produto matricial. 
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[1 3.9 1 

=", dl L | 

1:9+3:4 1:1+3:5 

(Otra Org 

9+12 1+ 15 

—36 +8 —4+10 
21 16] 
—28 6 


A-B= | 
A-B = [ 


A-B= 


Então, 

derça-5) =| 21 18 

det(A : B) = 21 : 6 — 16 : (—28) 
det(A - B) = 126 + 448 
det(A - B) = 574 
Segundo o teorema de Binet, temos 
det(A - B) = det(A) - det(B) 
574 = 14:41 
574 = 574 > Verdadeiro 


Confirmando a validade do teorema. 


Consequência do teorema de Binet 
Nós já vimos que 
AA! =I 

Então, 

det(A- AD) = det(D) = 1 
Pelo teorema de Binet, podemos dizer, também, que 

det(A- A!) = det(A) - det(A 1) = det(D) = 1 
Considerando apenas a parte destacada da equação. 
det(A) -det(A D) = 1 

Dividindo ambos os termos da equação por det(A), temos. 

det(A) -det(A"!) 1 


det(A) ~ det(A) 
derea) det(A) a 
dettAJ - det(A) 
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1 
det(A) 


Que é uma relação importante no desenvolvimento de alguns exercícios. 


det(AD) = 


2.3.12. Matriz de Vandermonde 


A matriz de Vandermonde é toda matriz de ordem n > 2 do tipo: 


1 1 1 e 1 
ai a2 As ci an 
a? az az e a? 

ar 1 a} 1 a} 1 ani 


Note que os elementos de cada coluna dessa matriz formam uma PG cujo primeiro termo é 


Indicamos pela letra V o determinante da matriz de Vandermonde. Esse valor é dado por: 


V (a1, Qz, aid) = | [a = aj) 


i>j 


O determinante V é igual ao produto de todas as diferenças possíveis entre os elementos 
característicos com a condição de que o índice i seja maior que o índice j. 


Demonstração: 
Vamos provar pelo princípio da indução finita. 


1º) Verificando a validade da propriedade para n = 2: 
A = 3 ` |> detA = a> — a, 
ai a2 


Logo, a propriedade é válida para n = 2. 


22) Supondo que a propriedade seja verdadeira para matrizes de ordem n — 1. Então, 
devemos demonstrar que ela é verdadeira para matrizes de ordem n. 


1 1 1 e 1 

ai a2 a3 ‘© dn 

V =| a aî as o= až 
a ayt al! Sos a 


Vamos aplicar o teorema de Jacobi sucessivas vezes nas linhas do determinante da matriz: 
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1 1 1 1 x(—a1) 
ai a2 a3 an | e x(—a,) 
a? as a a2 | e 
: x(—a) 
a? 1 af 1 af 1 ant e 
1 1 1 1 
0 a — qq az — q an — 
0 aî — aza aĝ — asa4 aż — ana 
ioa a, ag aa do “= Oy 
1 1 1 
a2 — a1 Us — a1 E Un — qq 
az(a, — a1) as(as— a) e anlan— as) 
0| a3? (a-a) ag (as — a) an’ (an — a) 


Aplicando o teorema de Laplace na primeira coluna, encontramos o seguinte determinante: 


dy — a1 dy — ai FAR an — Ai 
az(a, — a1) az (az — a) di an (an — 4) 
a37’ (az-a) as (az-a) - ag’ (an-— a) 


Note que cada coluna possui um fator comum, podemos colocá-los em evidência: 


1 1 Pe 1 
a a ... a 
V=(a,)—-a)-(azs—a)-.. (an — a): i e o 
a a37? o an7? 
vı 


V' é o determinante da matriz de Vandermonde de ordem n — 1, pela hipótese de indução, 
temos: 


V' = [a — a;), para i,j € (2,3,...,n) 
i>j 
Portanto: 
V = | [a — a;), para i,j E (1,2,3,...,n) 
i>j 
A propriedade é válida para matrizes de ordem n > 2. 


O ITA já cobrou a matriz de Vandermonde. Veja: 
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ESTACAI 


NA PROVA! 


| 13. (ITA/2003) Sejam a, b, c e d números reais não-nulos. Exprima o valor do determinante da | 


matriz 
bcd 1 aa 
acd 1 b b? 
abd 1 c œ 
abc 1 d d? 


| na forma de um produto de números reais. 
| Comentários 


Note que se multiplicarmos a primeira, segunda, terceira e quarta linha por a,b,c e d, 
| respectivamente, obtemos o fator comum abcd na primeira coluna: | 


bcd 1 aa? abcd a a? a? 1 a @ a 
avd [acd 1 b b?|__ı labcd b b? baba b b? b? 
abcd |abd 1 c c?| abca labcd c cè c| abcaji c c cœ 
abc 1 d d? abcd d d? d’ 1 d œ a 
1 aa a 
1 b bP b’? 
| Pl e e ë 
| tdd d 


Lembrando que o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua transposta, | 
| podemos escrever: | 


1 a @ ao 1 1 1 1 
1 b b° bj|_|a b c d 
1 c c2 c? a? b? c? d? 
1 d d? dê a? bê c3 d? 
Assim, obtemos o determinante de uma matriz de Vandermonde, esse valor é dado por: 
1 a a@œ@ æ 
2 3 
: f E = (d — c)(d — bd — a)lc- b)(c — a)lb-a) 
1 d d? d? 


2.3.13. Matrizes semelhantes 
Uma questão que o ITA pode cobrar é sobre matrizes semelhantes. Vamos explorar 
esse tema. 


Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que a matriz A é semelhante à 
matriz B se, e somente se, existe uma matriz inversível P tal que satisfaça a seguinte relação: 
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Se essa relação estiver escrita na prova, podemos afirmar que 4 e B são matrizes 
semelhantes. 


Vejamos o que acontece quando aplicamos o determinante nessa igualdade: 
det A = det(P 1BP)=- det A = det P~! . detB - det P 


Teorema de Binet 


Sabemos que det P”1 = —, substituindo essa identidade na igualdade acima, obtemos: 
1 
det A = Jep etB «det? 
[det A = det B| 
Portanto, se 4 e B são matrizes semelhantes, os determinantes delas são iguais. 
Outra informação interessante que podemos extrair é a seguinte: 


Seja À um número real e 1 a matriz identidade de ordem n, usando as propriedades matriciais 
e a definição de matriz inversa, podemos escrever: 


AI = à (PTP) = PAP (D) 
I 
Vamos somar (I) nos dois lados da seguinte igualdade: 


+PT1AP 
A = P71BP ==> A + P™tAP = P™tBP + P™HAP > A + AI = P~t(BP + AP) 
AI 


Lembrando que À é um número real, para fatorar a expressão à direita, devemos escrever ÀI: 
> A + ÀI =PI(B+ADP 
Agora, aplicando o determinante: 
det(A + AI) = det[P7t(B + ADP] 


O ITA já cobrou algo sobre esse resultado. Veja: 


(ITA/2017) 
1 0 0 7 0 2 
0 2 o|er =o 1 o| 
0 0 3 2 0 5 
Considere 4 = P-1DP. O valor de det(4? + 4) é 
a) 144. 
b) 180. 
c) 240. 
d) 324. 
e) 360. 


Sejam D = 


Comentários 
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Usando o Teorema de Binet, temos: 
det(A? + 4) = det[A(A + 1)] = det A - det(A + 1) 
O enunciado da questão afirma que: 
A = PDP 
Aplicando o determinante: 
det A = det(P7tDP) = detP"! - det D - det P = det D 
Para calcular o determinante de A + I, vamos somar I na identidade dada: 
A+I=PDP+ I >A+I= PDP + PtP 
PIP 
A+I=PI(DP+P)=PI(D+4DP > det(A +I) = det(D + 1) 
Dessa forma, precisamos calcular o valor da seguinte expressão: 
det(A? + 4) = det A - det(A + 1) = det D - det(D + 1) 


Vamos calcular det D: 


1 0 0 

detD=ļ0 2 oļ=6 
0 0 3 
200 

det(D+D =|0 3 0/=24 
004 


Substituindo esses resultados na equação, obtemos: 
det(A? + A) = det D - det(D + I) = 6-24 = 144 


Gabarito: “a”. 


2.4. REGRA DE CHIÓ 


A regra de Chió é uma consequência do teorema de Jacobi. Ela permite reduzir a ordem de 
um determinante de ordem n > 2 em uma unidade. Para usar a regra de Chió, a matriz deve possuir 
a1 = 1. Vejamos sua definição. 


Seja uma matriz M de ordem n > 2 representada abaixo: 


1 d2 Qiz dn 

Q21 Q22 Q23 `“ dom 

M = |31 as, 33 A3n 
an1 an2 an3 Ann 
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Vamos calcular o determinante de M. Aplicando o teorema de Laplace, temos: 


=) 
x(—aj3) 
x(—a;2) | | 
1 d2 dg "dn 
Q21 Q22 Q23 `“ dom 
det M = |31 a32 a33 ee azn 
Ani An2 An3 `“ Amn 
1 0 0 e 0 
dj Q22 — QA21đ12 Q23 — doada `“ don T don 
detM = |31 a32 — Q31đ12 Q33 — A3113 Cr Agn— 31đın 
Anı n2 7 An1ıliz2 Any T dada o Ann T Anilin 


Pelo teorema de Laplace na primeira linha, temos: 


a22 — A2112 Q23 — A2113 `“ Azn T do An 

a32 — A31đ12 Q33 — A3113 `“ Azn — dan 
det M’ — : : 3 E 

an2 — An1d42 Ang — Anda `U Ann T Anilin 


det M' é um determinante de ordem n — 1. Essa é a regra de Chió. 


Vamos ver na prática como aplicamos a regra de Chió. Seja M a matriz abaixo: 


1 2 3 4 
3 5 8 10 
M= -1 2 5 


4 2 15 11 
Como a,, = 1, podemos aplicar a regra de Chió para calcular det M. 


ER O N. 2 
3: 5 8 10 
dtM =j f1 2 5 
4:2 15 11 
5-3.2 8-3.3 10-3:4 —1 -1 -2 
dtM=|-1-2:.2 2-2.3 5-2.4|=|-5 —4 -3 
2—4.2 15—4-3 11-—4.-4 -6 3 -5 
das 
detM =(-D(-1)|5 {14 3 
-613 —5 
Aplicando novamente a regra de Chió: 
4-5.1 3-5.2 —1 -7 
deM =| Co- -5-6259 7 |=-7- 063) = 56 
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2.5. CÁLCULO DA MATRIZ INVERSA PELO DETERMINANTE 


Veremos aqui um método para calcular a inversa de uma matriz usando o seu determinante. 
Preliminarmente, precisamos ver a definição de matriz adjunta e o lema de Cramer. 


2.5.1. Matriz adjunta 


A matriz adjunta de A, representada por 4 ou adj(4), é a transposta da matriz de cofatores, 
ou seja, 


A = (ADÉ 
Sendo a matriz 
seia 
temos 
v i 
Dessa forma, 
A = (49! 
= 21t 
a= $ i 
S i l 


que é a matriz adjunta de A. 


2.5.2. Lema de Cramer 
Se A é uma matriz quadrada de ordem n e L, é a matriz identidade de ordem n, então: 
Demonstração: 
Sejam A = (aij) „4 = (Ay) n € £ = (Bi), tal que Bij = Aji. 


Vamos calcular C = A - À: 


n n 


a= S aw Bj=) au A; 


k=1 k=1 
Desse modo, temos: 
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n 
X an - Aip = detA; sei =j 
k=1 

Teorema de Laplace 

Cij = n 
X au “Ar =0;sei +j 
k=1 


Neye 
Teorema de Cauchy 


Portanto, C é a matriz diagonal: 


det A 0 0 e 0 
0 det 4 0 e. 0 
C=| 0 0 det A O |=detA: In 
0 0 0 det 4 
Analogamente, seja D = 4-4 
n n n 
di; = Bik ' akj = S Au ‘akj = >. akj ` Áki 
k=1 k=1 k=1 
n 
D ax ' Ay = detA; sei =j 
k=1 
du = Teorema de Laplace 
ij n 
Do ams -Aki = O;sei +j 
k=1 


Teorema de Cauchy 


Logo: 
det A 0 0 0 
0 det A 0 e 0 
D=| 0 0 detA + O |=det4-L, 
0 0 0 - detA 


Assim, podemos concluir: 


A-A=À-A=detA-L, 


2.5.3. Inversa de uma matriz 


Se 4 é uma matriz quadrada de ordem n e detA = 0, então, A é inversível e sua fórmula é 
dada por: 


P Aula 12 — Matrizes e Determinantes 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 12: ITA/IME 2020 å 


Portanto, para que exista a matriz inversa, precisamos ter, obrigatoriamente, det 4 + 0, caso 
contrário, não poderíamos fazer a divisão e, consequentemente, não existiria 41. 


ATENÇÃO!! 


Só é inversível a matriz em que det 4 + 0. 


Demonstração: 
Vamos usar o lema de Cramer: 
A-A=detA- ln 


Sendo det 4 uma constante, podemos dividir ambos os lados por esse número e escrever: 


Usando a outra identidade do lema de Cramer: 
A -A= detA -In 


1 E 
> AJ ASI 
(dera n 


Desse modo: 


1 2 1 É 
A: 'A)= A) ASLA 
T ) (gera n (1) 
Pela definição de matriz inversa, temos: 
AA t= A A=I (2) 


Portanto, analisando (1) e (2), podemos ver que: 


Aid 
~ detA 
Vejamos um exemplo: 
Vamos calcular a inversa da matriz 
“q -1 
A = E 0 | 


O seu determinante é dado por: 
1 -1 
det(A) = f o | 


det(A) = 1-0 — (—1) -3 
det(A) = 0+3 
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det(4) = 3 
Devemos encontrar a matriz adjunta de 4, calculando a matriz dos cofatores, encontramos: 
[= 0 —3 
As k 1 | 
Dessa forma: 
A = (A)! 
ro. [0 -31 
Ac 1 E 
7. [0 1 
e -3 1 
Podemos calcular a inversa de 4. 
tsd 
det(A) 
ljo q 
At =— 
3 L-3 1 
E 0 s 1 
a 3. 3 
1 1 
—.(—3) —.1 
3 (3 3 
ö 1 
At = 3 
r 1 
3 


2.6. CÁLCULO DO DETERMINANTE DE MATRIZES INFINITAS 


Esse tópico é para os alunos que vão prestar o vestibular do IME. Essa banca adora cobrar o 
cálculo do determinante de matrizes infinitas. Para resolvê-las precisamos encontrar um padrão no 
determinante. Vamos ver uma questão do IME e aprender com o passo-a-passo da sua resolução. 

(IME/2005) Calcule o determinante da matriz n x n em função de b, onde b é um número 
real tal que b? £ 1. 


b2+1 b 0 0 0 0 
b b? +1 b 0 0 0 
0 b b? +1 b 0 0 
0 0 b b? +1 0 0 n linhas 
0 0 0 0 ©. b?+1 b 
0 0 0 0 e b b? +1 
n colunas 
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Resolução: 


Vamos definir como A, o determinante de ordem n representado acima. Para resolver essa 
questão, podemos usar o teorema de Laplace na primeira linha e obter: 


A = (b? + 1) - Dii +b- Di3 


Dy e D,, são os menores complementares dos elementos a, = b? +1 e a =b, 
respectivamente. 


Pela definição de menor complementar, temos: 


a) Encontrando o menor complementar para a,, = b? + 1: 


An = 
2 
Da = (1). K o ý 7 E E y E 
0 0 0 e b2+1 b 
0 0 0 aims b b2+1 
An-1 


Note que o determinante acima é igual ao determinante 4, reduzido de uma ordem. Então: 
> Di1 = An 


b) Encontrando o menor complementar para q,, = b: 


ordem n 
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D,» E e É e 


ordem n-—1 


Podemos aplicar o teorema de Laplace na primeira coluna do determinante acima: 


b? +1 b e 0 0 
b b? +1 = 0 0 
Di =—b- : : KA : : 
0 0 e b241 b 
0 0 e b b? +1 
An-2 


> Diz = —b : An» 
Substituindo D,, e D,, na equação de Ap, obtemos: 
An = (b? + 1) ; A-1 7 b? Ao 
Assim, encontramos a seguinte relação de recorrência: 
An — (b? + 1) - An-1 + b? - Ap- = 0 
Agora, temos diversos modos de resolvê-la. Veja: 
Método 1) Vamos encontrar um padrão no determinante do problema. 


Para n = 1, temos: 


A = |b? + 1| 
A =b? +1 
Paran = 2: 
A oral b | 
j b b+1 
A, = bt +b? +1 
Paran = 3: 
b? +1 b 0 
Às = b b? +1 b 
0 b b? +1 


A = bf +b* +b’ +1 
Note que A,, A, e A; podem ser vistos como a soma de uma PG de razão b? cujo primeiro 
termo é a, = 1. Aplicando-se a fórmula da soma da PG nesses determinantes, obtemos: 
bt —1 
b?-1 
6 


b?-—1 


ireb ris 
A = bt + b? +1 = 
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6 4 2 i. 
A3 = b° + bt +b +l=5 
Perceba o padrão do valor dos determinantes. Vamos fazer a seguinte suposição e provar 
que ela é válida por PIF: 
h2n+2 =1{ 
b? —1 
12) Para k = 1, sabemos que ela é válida. 


An = 


22) Supondo que seja válida para 


b2k+2 = b2k | 
RSRS SE a 
Precisamos provar que 
b2k+4 E 
Ak+1 = þ2 — 1 


Usando a equação de recorrência, temos: 
Ak+1 = (b? + 1) Apm b? Apos 
Substituindo os valores de A, e Ap 4 na equação: 
b2k+2 —1 bt —1 
= 2 2 
Aus = (b +D (r) (=) 


(hora => b? I b2k+2 =j = b2k+2 + b?) 


A = 
k+1 b2 = 1 
b2k+4 =f 
A = — 
Portanto, essa fórmula é válida. Logo, a solução do determinante é dada por: 
h2n+2 pis 
Ae ni 


Método 2) Partindo da fórmula de recorrência: 
An = (b? + 1) ; A-1 7 b? Ao 
Vamos fatorar os termos: 
Dam Apai = b Mam Ana) 
Podemos alterar o valor de n da relação acima e encontrar: 
Anai “Ana = b? Ma — Ano3) 
An-2 — An-3 = b? . (Ana — Ara) 


A, — Às =b2.(A;—A,) 
As — À, =b2.(A,— A) 
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Sabemos que A, = b? + 1 e A, = b4 + b? + 1. Então: 
A -4 =! 
A — A, = bÈ: (A, — A) = b6 
AA = b? : (4A; — A,) = bê 


Note que as diferenças entre os determinantes consecutivos formam uma PG de razão b? 
cujo primeiro termo é b£: 


(A, PEA A, As — As, nu. sida E An-1) PG de razão b? 
n—1 termos 
Aplicando-se a soma da PG, obtemos: 


be (he) 1) 
An = Bs +Bna— Anote tho-M=> 5 — 


b? —1 
hb2n+2 — pé 
da Ee 
b2+1 
pantip ; = 
E = = 
b2n+2 —1 
E 


Método 3) Esse método envolve assuntos que você irá aprender quando iniciar seus estudos 
no ITA/IME e, por isso, pode ser que você não entenda. Mas, não se preocupe! Apenas tente decorar 
as etapas envolvidas. Ele pode ser útil na sua prova e é sempre bom ter uma ferramenta a mais para 


resolver as questões. 
EA, ATENÇÃO 
| 
=] ¿~ DECORE! 


Vamos encontrar a solução da recorrência: 
An — (b? +1): An +b? Aco = 0 
Devemos encontrar a sua equação característica, para isso, faça: 


An — (b? +1): An +b? “Duo = 0 
Pa x1 x? 


Equação característica: 
x? — (b? +1)xx +b? =0 
Essa é uma equação do segundo grau. Vamos calcular o valor do discriminante: 
A = (b? + 1}? — 4b? = bt — 2b? + 1 = (b? — 1}? 


Como o enunciado afirma que b? +1, temos A = (b? — 1)? > 0. Logo, a equação 
característica possui 2 raízes distintas. Então, a solução da recorrência é dada pela seguinte equação: 
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An=Qox tea: x} 


Onde x4, x, são as raízes da equação característica e c4, C2 são constantes. 
Vamos calcular as raízes: 
(+i) (b7 -= 1)? b?ti- i) 
X12 = E E 

x =b? ex, =1 
Substituindo na fórmula de A,: 

An =G: b+c 
Agora, precisamos encontrar o valor das constantes c4 e c3. 
Para n = 1, temos: 

A =&:b? +c 

b241 

c: b? +c =b? +1 

Paran = 2: 

A Et bro 

b4+b2+1 
c: bt +c =bt+b?+1 
Assim, temos o seguinte sistema: 
l & b? +c =b? +1 (1) 
& -bt +c = bt +b? +1 (1) 
Fazendo (IT) — (1): 
2 


cı (bt — b?) = þf > C = kei 
Substituindo o valor de c, em (1): 
b? 4 1 
2 — h2 E 2 
pz * +c =b +1>c& =b tica RA 


Desse modo, obtemos: 
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3. LISTA DE QUESTÕES 


O LISTA DE 
QUESTÕES 


ITA 


14. (ITA/2019) 


Considere as seguintes afirmações a respeito de matrizes 4 de ordem n x n inversiveis, tais 
que os seus elementos e os de sua inversa sejam todos números inteiros: 


|. |det(4)| = 1. 

I. AT = At. 

Ill. A + 471 é uma matriz diagonal. 
É(são) sempre VERDADEIRA(S) 

a) apenas |. 

b) apenas III. 

c) apenas le II. 

d) apenas I| e III. 


e) todas. 


15. (ITA/2018) 


Uma progressão aritmética (a4, a2, ..., An) satisfaz a propriedade: para cada n E N, a soma da 
a1 a2 dz 
progressão é igual a 2n? + 5n. Nessas condições, o determinante da matriz | 


é 

a) —96. 
b) —85. 
c) 63. 
d) 99. 
e) 115. 


16. (ITA/2018) 


Sejam 4 e B matrizes quadradas n x n tais que A + B = A-Bel, a matriz identidade n x n. 
Das afirmações: 
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|. In — B é inversível; 
Il. In — A é inversível; 
IWlLA-B=B-A. 

é (são) verdadeira(s) 

a) Somente |. 

b) Somente II. 

c) Somente III. 

d) Somente le Il. 


e) Todas. 


17.(ITA/2017) 
1 0 0 7 O 2 
0 2 o|er = 0 1 o| 
0 0 3 2 0-5 
Considere 4 = P-1DP. valor de det(4? + 4) é 
a) 144. 
b) 180. 
c) 240. 
d) 324. 
e) 360. 


Sejam D = 


18. (ITA/2016) 


se M = L Pi eN= b l então MNT = M-1N éiguala 


3 5 
2 2 
a) |s 3 
2 2 
3 1 
2 2 
b)jf 5 
2 2 
3 11 
2 2 
c) |13 5 
2 2 
3 5 
2 2 
d) [is 3 
2 2 
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19. (ITA/2016) 


Seja A a matriz de ordem 3x2, dada por 4 = 


1 0 
0 1). 
1 1 
a) Determine todas as matrizes B tais que BA = L. 


b) Existe uma matriz B com BA = I, que satisfaça BB” = 1,? Se sim, dê um exemplo de uma 
dessas matrizes. 


20. (ITA/2015) 

Seja A = (ay) a matriz tal que a;; = 2î-1(2j — 1),1 < i,j < 5. Considere as afirmações a 
seguir: 

|. Os elementos de cada linha i formam uma progressão aritmética de razão 2º. 

Il. Os elementos de cada coluna j formam uma progressão geométrica de razão 2. 
III. tr A é um número primo. 

É (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 

b) apenas le ll. 

c) apenas ll e III. 

d) apenas l e III. 


e) 1, ILe Il. 


21. (ITA/2014) 


Seja M uma matriz quadrada de ordem 3, inversivel, que satisfaz a igualdade 
2 
det(2M?) — det(V2M?) = g det (3M). 


Então, um valor possível para o determinante da inversa de M é 
a) 1/3 
b) 1/2 
GJ2Z/3 
d) 4/5 
e) 5/4 
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22.(ITA/2014) 


Considere as seguintes afirmações sobre as matrizes quadradas 4 e B de ordem n, com A 
inversível e B antissimétrica: 


|. Se o produto AB for inversível, então n é par; 

Il. Se o produto AB não for inversível, então n é ímpar; 
Ill. Se B for inversível, então n é par. 

Destas afirmações, é (são) verdadeira(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenas e II. 

c) Apenas le III. 

d) Apenas ll e III. 

e) Todas. 

23.(ITA/2014) 


Considere a equação A(t): X = B(t), tE R, em que A(t) -| =i 1 1 
=) 1 2 


x et 
p e B(t) = o) Sabendo que det4A(t)=1 e t+0, os valores de x,y e Z são, 
z 0 
respectivamente, 


a) 2V2, 0, —3 v2. 
b) —2vV2, 0, —3 V2. 
c) 0,342, 242. 

d) 0,23, 3. 

e) 2V3, —V3, 0. 


24. (ITA/2013) 


Considere A E€ Msws(R) com det(A) = V6 e æ € R\{0}. Se det(a«AtAAt) = V6a?, o valor de 
q é 


a) 1/6 

b) 6/6 

c) V36/6 
d) 1 

e) V216 
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25. (ITA/2012) 


Considere a matriz quadrada A em que os termos da diagonal principal são 1,1 +x,,1+ 
X2, 51 + x, e todos os outros termos são iguais a 1. Sabe-se que (X4,X5,...,Xn) é uma 
progressão geométrica cujo primeiro termo é 1/2 e a razão é 4. Determine a ordem da matriz 
A para que o seu determinante seja igual a 256. 


26. (ITA/2011) 
Determine todas as matrizes M € M,,>(IR) tais que MN = NM,VN E Mp2 (R). 


27.(ITA/2010) 


Sobre os elementos da matriz 
Xi X2 X3 X4 


A = o É É A E Mıx4(R) 
1 0 0 0 


sabe-se que (x1, X2, X3, X4) e (Yis Y2 Yz, Y4) são duas progressões geométricas de razão 3 e 4 
e de soma 80 e 255, respectivamente, então, det(4"!) e o elemento (471), valem, 
respectivamente, 


aj-e12 
Z2 
b) -Že -12 
d-e12 
1 1 
qe 
1 1 
Ear 


28. (ITA/2008) 


Uma matriz real quadrada A é ortogonal se A é inversível e 471 = A*t. Determine todas as 
matrizes 2x2 que são simétricas e ortogonais, expressando-as, quando for o caso, em termos 
de seus elementos que estão fora da diagonal principal. 


29. (ITA/2008) 


Sejam A e C matrizes n x n inversíveis tais que det(I + C7tA) = 1/3 e det A = 5. Sabendo-se 
que B=3(471 + C71)}, então o determinante de B é igual a 


a) 3” 
n2) 
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c) 1/5 


gn-1 


d) 
5 
é) 53% 


30. (ITA/2006) 


Sejam as matrizes 


E & gb i dei 
= o J = I = 2 3 
ASi a a gleja q i q 
a 4 32 6 p =i di F 


Determine o elemento cs, da matriz C = (A+ B)™+. 


31. (ITA/2006) 


abc = 20 —2b =2Ç 

Sedet|p q r = —1, então o valor do det | 2p +x 2q+y 2r + z|é iguala 
x y 2 3x 3y 3z 

a) O 

b) 4 

c) 8 

d) 12 

e) 16 


32. (ITA/2005) 


Sejam 4 e B matrizes 2x2 tais que AB = BA e que satisfazem à equação matricial A? + 2AB — 
B = 0. Se B é inversível, mostre que (a) AB! = B"1A e que (b) A é inversível. 


33.(ITA/2004) 

Considere as afirmações dadas a seguir, em que 4 é uma matriz quadrada nxn,n > 2: 

|. O determinante de A é nulo se, e somente se, 4 possui uma linha ou uma coluna nula. 

Il. Se A = (a;;) é tal que a;; = O para i > j, com i,j = 1,2,...,n, então det A = a,,422 ... Ann- 


III. Se B for obtida de A, multiplicando-se a primeira coluna por V2 + 1 e a segunda por V2 — 
1, mantendo-se inalteradas as demais colunas, então det B = det 4. 

Então, podemos afirmar que é (são) verdadeira(s) 

a) apenas Il. 


b) apenas III. 
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c) apenas le Il. 
d) apenas II e III. 


e) todas. 


34. (ITA/2004) 
Seja x E€ Re a matriz 
22” (x? + di 
a log, 5 
Assinale a opção correta. 
a) Vx E R, A possui inversa. 
b) Apenas para x > 0, A possui inversa. 
c) São apenas dois os valores de x para os quais A possui inversa. 
d) Não existe valor de x para o qual A possui inversa. 


e) Para x = log, 5, A não possui inversa. 


35. (ITA/2004) 

Se 4 é uma matriz real, considere as definições: 

|. Uma matriz quadrada A é ortogonal se e só se A for inversívele 471 = A£. 

Il. Uma matriz quadrada A é diagonal se e só se a;; = 0, para todo i, j = 1,...,n, comi + j. 


Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que são, simultaneamente, diagonais e 
ortogonais. 


36. (ITA/2003) 

Sejam 4 e P matrizes n x n inversíveise B = P-IAP. 
Das afirmações: 

|. Bt éinversívele (B) 1 = (BD. 

Il. Se A é simétrica, então B também o é. 

lll. det(A — AI) = det(B — À) ,VÃ ER. 

é(são) verdadeira(s): 

a) todas. 

b) apenas |. 

c) apenas le Il. 


d) apenas le III. 
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e) apenas ll e III. 


37. (ITA/2003) 


Sejam a, b,c e d números reais não-nulos. Exprima o valor do determinante da matriz 


bcd 1 a nó 
acd 1 bb? 
abd 1 c œ 
abc 1 d @ 


na forma de um produto de números reais. 


38. (ITA/2002) 


Seja A uma matriz real 2x2. Suponha que a e p sejam dois números distintos, e V e W duas 
matrizes reais 2x1 não-nulas, tais que AV = «aV e AW = pW. 


Se a,b E R são tais que aV + bW é igual à matriz nula 2x1, então a + b vale 
a) O. 

b) 1. 

c)-1. 

a) 1/2; 

e) —1/2. 


39. (ITA/2002) 

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n tais que AB = Ae BA =B. 
Então, [(A + B)']2 é igual a 

a) (A+ B)2. 

b) 2(4t - BÉ). 

c) 2(4º + B’). 

d) AÉ + Bt. 

e) AÉ Bt. 


40. (ITA/2002) 
Seja a matriz 


fe a 
sen120º cos390º 


O valor de seu determinante é 
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242 
a) Ea 
b) ae 
v3 
c) — 
2 


d) 1 
e)0 


41. (ITA/2001) 
Considere a matriz 


1 1 
3 4 
9 16 
8 27 64 


A soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa de A é: 
a) 1 
b) 2 
Cc) 3 
d)4 
e) 5 


D 
II 
Amam 
NH 


42. (ITA/2001) 

Sejam 4 e B matrizes n x n, e B uma matriz simétrica. Dadas as afirmações: 
(I) AB + BA! é simétrica. 

(II) (A + At + B) é simétrica. 

(Ill) ABAº é simétrica. 

temos que: 

a) apenas (I) é verdadeira. 

b) apenas (Il) é verdadeira. 

c) apenas (III) é verdadeira. 

d) apenas (1) e (III) são verdadeiras. 


e) todas as afirmações são verdadeiras. 


43. (ITA/2000) 


Considere as matrizes mostradas na figura adiante 
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T sl 3 1 0 2 0 X 
M=|0 1 0LN=|3 2 0ļ},P=ļ|1 ex=(») 
2 © 4 1 1 1 0 Z 


Se X é solução de MiNX = P, então x? + y? + z? é igual a 
a) 35. 
b) 17. 
c) 38. 


d) 14. 
e) 29. 


44. (ITA/2000) 


Sendo x um número real positivo, considere as matrizes mostradas na figura a seguir 


logix Jlogix? 1 
a= 5. 65 ) 


0 — log; x 1 
0 loga x? 
B= 1 0 
-3 o —4 
A soma de todos os valores de x para os quais (AB) = (AB)! é igual a 
a) = 
b) Ž 
c) z 
d) 
e) - 
45. (ITA/2000) 


Considere as matrizes reais mostradas na figura adiante 


a 0 0 1 0 0 
m=(0 » a)er=(0 1 0) 
0 0 c 0 0 1 


em que a + 0 e a,b e c formam, nesta ordem, uma progressão geométrica de razão q > 0. 
Sejam 44,4, e Às as raízes da equação det(M — AI) = 0. Se 241223 = a e à; +2; + å; = 7a, 


então a? + b? + c° é igual a 
a) 21/8 


bo Aula 12 — Matrizes e Determinantes 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 12: ITA/IME 2020 


b) 91/9 
c) 36/9 
d) 21/16 
e) 91/36 


46. (ITA/1999) 


Sejam x, y e z números reais com y + 0. Considere a matriz inversível 


Lal 4 
y 0 0 


z —1 1 


A= 


Então: 

a) A soma dos termos da primeira linha de 47! é iguala x + 1. 
b) A soma dos termos da primeira linha de 471 é igual a O. 

c) A soma dos termos da primeira coluna de 471 é igual a 1. 

d) O produto dos termos da segunda linha de 471 é igual a y. 


e) O produto dos termos da terceira coluna de 471 é igual a 1. 


47.(ITA/1999) 


Considere as matrizes 


asb 4 zsh dx= be-i} 


Se x e y são soluções do sistema A — 3I)X = B, então x + y é igual a: 
a) 2 
b) 1 
c) O 
d) — 


e)— 


48. (ITA/1998) 


Sejam as matrizes reais de ordem 2, 


a=[t7" E B= f a 


Então, a soma dos elementos da diagonal principal de (AB) | é igual a: 
aja+1 
b) 4(a + 1) 
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(5 +20 +a?) 
d(1+2a+a?) 


eJ-(5+2a + a?) 


49. (ITA/1998) 


Sejam A e B matrizes reais quadradas de ordem 2 que satisfazem a seguinte propriedade: 
existe uma matriz M inversível tal que: 4 = M7tBM. 


Então: 

a) det(—4t) = det B 

b) detA = — det B 

c) det(24) = 2 det B 

d) Se det B + 0 então det(—AB) < O 
e) det(A — I) = — det(I — B) 


50. (ITA/1997) 


Considere as matrizes 


2 0 1 =1. 0 1 
A=|0 2 OļeB=| 0 -2 0 
1.0., 2 1 0- = 


Sejam åp, À4 € À, as raízes da equação det(A — AI) = O com À, < À, < 423. 
Considere as afirmações 

(I) B = A — Ad 

(lI) B = (A — 1, Å} )A 

(11) B = A(A — 415) 

Então 

a) todas as afirmações são falsas. 

b) todas as afirmações são verdadeiras. 

c) apenas (I) é falsa. 

d) apenas (Il) é falsa. 


e) apenas (Ill) é verdadeira. 


51.(ITA/1996) 


Seja a E Re considere as matrizes reais 2x2, 
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O produto AB será inversível se e somente se: 

aja?-5a+6+0 

b) a? — 5a 0 

c)a? — 3a +0 

d)a?—2a+10 

e)a? — 2a 0 


52. (ITA/1996) 


Considere A e B matrizes reais 2x2, arbitrárias. Das afirmações a seguir assinale a verdadeira. 
Justifique a afirmação verdadeira e dê exemplo para mostrar que cada uma das demais é falsa. 


a) Se A é não nula então A possui inversa. 
b) (AB)! = Af Bt 

c) det(AB) = det(BA) 

d) det A? = 2 det A 

e) (A + B)(A — B) = 2? — B? 


53. (ITA/1995) 


Sejam 4 e B matrizes reais 3x3. Se tr(A) denota a soma dos elementos da diagonal principal 
de 4, considere as afirmações: 


[DI tr(4*) = tr(A) 

[(11)] Se A é inversível, então tr (A) + 0. 

[(I1)] tr(A + AB) = tr(A) + Atr(B), para todo À E R. 
Temos que: 

a) todas as afirmações são verdadeiras. 

b) todas as afirmações são falsas. 

c) apenas a afirmação (1) é verdadeira. 

d) apenas a afirmação (Il) é falsa. 


e) apenas a afirmação (Ill) é falsa. 


54. (ITA/1995) 


Dizemos que duas matrizes n x n A e B são semelhantes se existe uma matriz n x n inversível 
P tal que B = P-1AP.Se A e B são matrizes semelhantes quaisquer, então: 
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a) B é sempre inversível. 

b) se 4 é simétrica, então B também é simétrica. 

c) BŽ é semelhante a 4. 

d) se C é semelhante a A, então BC é semelhante a 42. 

e) det(AI — B) = det(AI — A), onde À é um real qualquer. 


Em ansÃg.:: 


55. (IME/2019) 


Calcule o valor do determinante: 


4 2 1 
log 81 log 900 log 300 
(log9)? 2+410g3+ 2(l0g3)? (log3 + 2)? 
a) 1 
b) 2 
c)4 
d) 8 
e) 16 


56. (IME/2018) 


Sejam x4, X2, X3 € X4 OS quatro primeiros termos de uma P.A. com x, = x e razão r, com x,r E 
R. O determinante de 


é 

a) O 
bjx. 
a er 
di astro 
e) x- r? 


57. (IME/2017) 
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Seja M uma matriz real 2x2. Defina uma função f na qual cada elemento da matriz se desloca 


para a posição seguinte no sentido horário, ou seja, se M = (E A implica que f(M) = 
(ab) 
d b/ 


Encontre todas as matrizes simétricas 2x2 reais na qual M? = f(M). 


58. (IME/2017) 


1 a -2 
Seja A= ļa-2 1 1 | com a E R. Sabe-se que det(A? — 2A + I) = 16. A soma dos 
2 -3 1 


valores de a que satisfazem essa condição é: 
Obs.: det(X) denota o determinante da matriz X 
a) O 

b)1 

c) 2 

d)3 

e)4 


59. (IME/2016) 

Seja 4 = (s, a O maior valor de a, com a = 1, que satisfaz 42! = I é: 
Observação: I é a matriz identidade 2x2. 

a) - 

b) 2 


v3 
c) 


d) Ž (v3 - 1) 
e) Ž (V3 + 1) 


60. (IME/2015) 


Sejam S =a+b+ceP =aÉ-b- c. Calcule o determinante abaixo unicamente em função de 
SeP. 


a? + (b + c}? 2b? (a+b) +c? 
2a? (a+c) +b? (a+b? +c? 
a? b? (a + b)? 
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61. (IME/2015) 


Dada a matriz 4, a soma do módulo dos valores de x que tornam o determinante da matriz A 
nulo é: 


1 2 0 0 
A > il x—1 2 
1 x+4 0 0 
X —1 1 x-2 
a) 7 
b) 8 
c)9 
d) 10 
e) 11 
62. (IME/2014) 
a b c 
Seja a matriz A = |b c al,emquea,b ec são números reais positivos satisfazendo abc = 
cab 


1. Sabe-se que ATA = I, em que A" é a matriz transposta de A e I é a matriz identidade de 32 
ordem. O produto dos possiveis valores de a? + b? + c? é 


a) 2 
b) 4 
c) 6 
d)8 
e) 10 


63. (IME/2013) 


t 2 3 
Seja A o determinante da matriz : x? el O número de possíveis valores de x reais que 


xo K 1 
anulam A é 


a) O 
b) 1 
c) 2 
d) 3 
e) 4 
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64. (IME/2012) 

São dadas as matrizes quadradas inversiveis A, B e C, de ordem 3. Sabe-se que o determinante 
de C vale (4 — x), onde x é um número real, o determinante da matriz inversa de B vale — : e 
que (CA')* = P-1BP, onde P é uma matriz inversível. 


Sabendo que 4 = : : o) determine os possíveis valores de x. 
1 0 0 

Obs.: (M)* é a matriz transposta de M. 

a)-1e3 

b)le-—3 

c)2e3 

dj1e3 

e)-2e-—3 


65. (IME/2012) 
Calcule as raízes de f(x) em função de a, b e c, sendo a,b,c e x E R (real) e 


xab É 


“ola x cb 
fe) = b c x al 
E D md & 
66. (IME/2010) 
y? + 2? xy XZ 
Demonstre que a matriz xy x2 + 2? yz |, onde x,y,z E N, pode ser escrita 
XZ yz x+y? 


como o quadrado de uma matriz simétrica, com traço igual a zero, cujos elementos pertencem 
ao conjunto dos números naturais. 


Obs.: Traço de uma matriz é a soma dos elementos de sua diagonal principal. 


67. (IME/2010) 


Considere o determinante de uma matriz de ordem n, definido por: 


1 1 1 1 1 1 
=1 Ə 0 0 0 0 
0 -1 3 0 O 0 
An =]|0 0 =1 3 O 0 
0 0 O 0 3 0 
0 0 O 0 = 3 
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Sabendo que A, = 1, o valor de A,, é 
a) 59049 

b) 48725 

c) 29524 

d) 9841 

e) 364 


68. (IME/2009) 


Seja A uma matriz quadrada inversível de ordem 4 tal que o resultado da soma (4! + 34º) é 
uma matriz de elementos nulos. O valor do determinante de 4 é 


a) -81 
b) —27 
c)-—3 
d) 27 
e) 81 


69. (IME/2008) 
Assinale a opção correspondente ao valor da soma das raízes reais da equação: 


logx logx logx 
log6x log3x cosx|=0 
1 1 log? x 


a) 1,0 
b) 7 

c) 10,0 
d) 11,0 
e) 11,1 


70. (IME/2007) 
Seja a matriz D dada por: 
1 1 1 
D = p q T 
sen(P) sen(0) sen(Ê) 
na qual p, ger são lados de um triângulo cujos ângulos opostos são, respectivamente, 
P, Ô e R. O valor do determinante de D é 
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a)-1 

b) O 

e) 1 

d) T 
eJp+q+r 


71. (IME/2007) 


1 0 
eB = o | e seja P uma matriz inversível tal que B = 
2 


1 
Considere as matrizes 4 = E 


Ale AIW 


D 


P-1AP. Sendo n um número natural, calcule o determinante da matriz A”. 


72. (IME/2006) 
Seja D, = det(A,,), onde 


2 —1 0 0 0 (0) 

—1 2 —1 0 0 0 
marane 

0 0 0 0 © 2 —1 

0 0 0 0 =. —1 2 dngn 


Determine D, em função de n (n E N,n > 1). 


73. (IME/2004) 


Calcule o número natural n que torna o determinante abaixo igual a 5. 


1 =i 0 0 
0 1 == 0 
0 0 1 —1 


log;(n— 1) log;(n+1) log,(n-1) logo(n— 1) 


74. (IME/2002) 


Uma matriz quadrada é denominada ortogonal quando a sua transposta é igual a sua inversa. 
Considerando esta definição, determine se a matriz [R], abaixo, é uma matriz ortogonal, 
sabendo-se que n é um número inteiro e æ é um ângulo qualquer. Justifique a sua resposta. 


cos(na) -—sen(na) O 
[R] = |sen(na) cos(na) 0 
0 0 1 


75. (IME/2000) 
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Calcule o determinante: 


1 1 1 1 1 1 1 
1 3 1 1 1 1 1 
1 1 511 1 1 
D=|1 1 1 7 1 1 1 
114112 19 1 1 
1 1 1 1 1 11 1 
1 1 1 1 1 1 13 


76. (IME/1999) 
Determine uma matriz não singular P que satisfaça a equação matricial PIA = E w 
1 2 
A= . 
onde E 4 


77. (IME/1994) 


Um aluno, ao inverter a matriz 


1 a b 
A=I0 c a| = lav} 1 <j <3 
4 e f 


cometeu um engano, e considerou o elemento a43 igual a 3, de forma que acabou invertendo 
a matriz 


1 a b 
3 e f 


Com esse engano o aluno encontrou 


572 O —1/2 
p= =| o i |] 
-5/2 0 1/2 


Determinar 41. 


Obs.: O elemento (3,1) de B71 deve ser —3/2. 


78. (IME/1993) 


Determine os valores de x para que: 


79. (IME/1992) 
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Calcule o valor do determinante abaixo: 


m+ x m m m m 
m m+x m m m 
j= m m m+x m m 
4 m m m m+x m 
m m m m e m+x 


80. (IME/1991) 


Determine todas as matrizes X reais, de dimensões 2x2, tais que AX = XA, para toda matriz 
A real 2x2. 


81. (IME/1990) 


Calcule o determinante da matriz nxn que possui zeros na diagonal principal e todos os outros 
elementos iguais a 1. 


82. (IME/1989) 
Calcule o determinante da matriz 


a? (a+1)? (a+2) (a+3) 
b? (b+1)? (b+2)2 (b+3) 
c? (c+1)2 (c+2)? (c+3) 
d? (d+1)? (d+2)? (d+43) 


83. (IME/1988) 


Sejam A, B e C matrizes 5x5, com elementos reais. Denotando-se por 4" a matriz transposta 
de 4: 


a) Mostre que se 4: 4' = 0, então 4 = 0. 
b)MostrequeseB-A-4'=C-A-A,entãoB-A=C-A. 


84. (IME/1987) 


Sejam 


va a 


g 
duas matrizes de elementos inteiros. Verifique se a matriz AB é inversível. 
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4. GABARITO 


JE, GABARITO 


ITA 


14.a 
15.a 
16.e 
17.a 
18.c 


a a— 
19.a) B = |$ a 


20.e 
21.a 
22.c 
23. b 
24.c 
25.Ordem 5 


26.M = G °) comx E R 
27.c 


as. (1 O (1 0 ( 1-b’ b e - b’ b de “a 
o O a a po qua MA 
29.d 

2 
30.C34, = -i 
31.d 
32. Demonstração 
33.d 
34.a 
35. 


1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1 0 0 
(o 1 o)(0 1 o):(a —1 o):(a 1 o ) 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 —1 


-1 0 0 —1 0 0 1 0 0 -1 0 0 
[o —1 o):(0 1 o )i(o —1 o (o = o ) 
0 0 1 0 0 —1/ 0 0 —1 0 0 -1 


36.d 
37. (d — c)(d — b) (d — a)(c — b)(c — a)(b — a) 
38.a 
39.c 
40.e 
41.a 


11 


d ži b) Sim. Exemplo: F H o] 
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42.e 
43.a 
44.b 
45.a 
46.c 
47.d 
48.c 
49.a 
50.e 
51.e 
52.c 
53.d 
54.e 


57.M = (o 0): M = E 1), M - 


Nie Nje 
Nie Nje 


58.d 

59.e 

60.28ºP 

61.a 

62.Questão anulada 

63.c 

64.d 
65.x=-(a+tb+c)oux=a+b-coux=a-b+coux=-a+b+c 
66. Demonstração 


67.c 
68.e 
69.e 
70.b 
1 n 
n — — 
71.det A” = (5) 
72.D =n+1 
73.n = 3 
74. Prova 
75.D = 46080 
F 
76.P = |$ 
= —4 
6 
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5 0 —1 
77.41=|8 1 -2 

—4 : o 1 
78.x = {-2, 0, a 
79.D, = x" + mnx™! 


go.x=[" 0 
0 m 
81.D, = (n — DCI 
82.D = 0 
83.Prova 


84. AB é não inversível 


5. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


ITA 


14. (ITA/2019) 


Considere as seguintes afirmações a respeito de matrizes 4 de ordem n x n inversiveis, tais 
que os seus elementos e os de sua inversa sejam todos números inteiros: 


|. |det(4)| = 1. 
I. AT = At. 
Ill. A + A71! é uma matriz diagonal. 
É(são) sempre VERDADEIRA(S) 
a) apenas |. 
b) apenas III. 
c) apenas le ll. 
d) apenas |e III. 
e) todas. 
Comentários 
I. Verdadeira. 


Como os elementos da matriz 4 e os de sua inversão são todos inteiros, temos que det 4 e 
det 471 são ambos inteiros. Sabendo que: 


det A71 = 
i det A 
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Temos, necessariamente, det A = +1 e isso implica |det A| = 1. 
II. Falsa. 


Temos uma afirmação muito genérica. Normalmente, afirmações desse tipo são falsas, vamos 
encontrar um contra-exemplo: 


Se A = É o temos 4! = (5 i] eA = G J 


Note que |det A| = 1. 
III. Falsa. 


Novamente, vamos encontrar um contra-exemplo: 


1 2 3 1 -2 5 2 0 8 
SeA=|0 1 4|temos4!=|0 1 —4 |.Logo,A+At={(0 2 0Oleessanão 


0 0 1 O 0 1 0 0 2 
é uma matriz diagonal. 


Gabarito: “a”. 


15. (ITA/2018) 


Uma progressão aritmética (a4, a, ...,a,) satisfaz a propriedade: para cada n E N, a soma da 


ai a2 dg 
progressão é igual a 2n? + 5n. Nessas condições, o determinante da matriz | 44 As a| 
a; +2 as qo 
é 
a)—96. 
b) —85. 
c) 63. 
d). 99, 
e) 115. 


Comentários 


O enunciado nos dá a soma dos n termos da progressão, podemos encontrar os termos da 
PA e sua razão: 


Sn = 2n? + 5n 
n=1>S6S =q =2.(1}2+5-1=7 
n=2s 6 =q +a =2- (2)? +5-2=18 >a =18-7=11 
r=a-q=11-7=4 


Vamos substituir os termos da PA e calcular o determinante da matriz: 


a1 a2 dz 7 11 15 
a4 as aę|=]|19 23 27 
a; +2 ag ag 33 35 39 
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Para facilitar os cálculos, vamos simplificar o determinante. Lembrando que aplicando-se o 
Teorema de Jacobi, o determinante não se altera, então, temos: 


Multiplicando a segunda coluna por (—1) e somando à terceira: 


7 111 115 7 11 4 7 11 1 
19 |23| [271 = |19 23 4/=4-119 23 1 
33 135] 139 33 35 4 33 35 1 


Multiplicando a primeira coluna por (— 1) e somando à segunda: 


Fita 7 41 7 2 4 
4-/19/|23] 1])=4-|19 4 1|=8:|19 2 1 
33| {35| 1 3 2 1 33 1 1 


Multiplicando a primeira linha por (—1) e somando à segunda e à terceira, encontramos: 


7 2 1 
8- 12 0 0ļ|=8:(—12) = —96 
26 —1 0 


Gabarito: “a”. 


16. (ITA/2018) 


Sejam A e B matrizes quadradas n x n tais que A + B = A - B e I, a matriz identidade n x n. 
Das afirmações: 


|. 1, — B é inversível; 
Il. 1 — A é inversível; 
WILA-B=B-A. 

é (são) verdadeira(s) 
a) Somente |. 

b) Somente Il. 

c) Somente III. 
d) Somente le Il. 
e) Todas. 
Comentários 


Sabemos que uma matriz é inversível se, e somente se, o seu determinante é diferente de 
zero. Então, analisando a afirmação le II, se det(L, — B) + 0 e det(l, — A) 0, temos que I, — B 
e l, — A são inversíveis. 


O enunciado diz que: 
A+B= AB 


Vamos manipular a equação de modo a encontrar I — AeI-— B: 
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A+B=A4B>5A4-AB+B=0 
Subtraindo I, a matriz identidade n x n, nos dois lados da equação: 
A-— AB +B -I = -I > A(I — B) — (I — B) = —I > (A — D(I — B) = -I 
> (I-4(1I-B)=I 
Aplicando o determinante, encontramos: 
det[1 — A)(I — B)] = 1 > det(I — A) det(I — B) = 1 


Logo, analisando a equação acima, temos det(I — A) + 0 e det(I — B) + 0. Portanto, ambas 
as matrizes são inversíveis e uma é a inversa da outra (devido ao produto (I — A)(I — B) = I). 


A afirmação Ill afirma que AB = BA. Sabemos que as matrizes (I — A) e (I — B) são inversas 
uma da outra, então: 


I=(I—B)(I—A)=I—-A-B+BA=I1-—(A+B)+BA=]I-— AB + BA 
AB 
>] =]I— AB + BA > AB = BA 


Portanto, todas as afirmações são verdadeiras. 


Gabarito: “e”. 


17.(ITA/2017) 


1 0 0 7. -0 2 
SejamD=|0 2 oleP=|0 1 o| 

0 0 3 2 05 
Considere A = Pi DP. O valor de det(4? + 4) é 
a) 144. 
b) 180. 
c) 240. 
d) 324. 
e) 360. 


Comentários 
Usando o Teorema de Binet, temos: 
det(A2 + A) = det[A(A+ D] = det A - det(A + 1) 
O enunciado da questão afirma que: 
A = PDP 
Aplicando o determinante: 
det A = det(P“1DP) = detP"! .detD- det P = det D 

Para calcular o determinante de 4 + I, vamos somar I na identidade dada: 


A+I= PDP + L > A +I = PDP + P!P 
PIP 
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A+I=PI(DP+P)=PI(D+4DP> det(A +I) = det(D + 1) 
Dessa forma, precisamos calcular o valor da seguinte expressão: 
det(A? + A) = det A - det(A + 1) = det D - det(D + 1) 
Vamos calcular det D: 


1 0 0 
detD=|0 2 0|=6 
0 0 3 
2 0 0 
det(D+D) =|0 3 0|=24 
0 0 4 


Substituindo esses resultados na equação, obtemos: 


det(A? + A) = det D - det(D + I) = 6 : 24 = 144 
Gabarito: “a”. 


18. (ITA/2016) 


Se M = E A eN = E | então MN” — MIN é igual a 


É 

2 2 

a) |5 3 
2 2 

É md 

2 2 
b)|; 5 
3 3 

3 ü 

2 2 

Es ER 
2 2 
a 

2 

d) 2 
2 


m m. 
wNIW® NiBNIw 


(D 

— 
a 
5 | 

| l 
niwn|S 
TOA 


Comentários 


, E a b 
Vamos calcular a inversa de M, seja M71 = [5 d : 


miop E J-B $ 
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-c= 1 
a-c=1 dele ts si 0 Ż 
b == d — 0 =i 2 
1 1 >» Mt = 
2a=0 b= 2 Sd= 2 1 1 
2h =] o 5 
Calculando o valor da expressão: 
i 1 1 3 3 11 
porra -g2 -0 22 ġg_m -4 | 2 2|_|2 2 
MNT =M N= 5] a] ° ila J o5 afoj 5 
2 2 2 2 2 
Gabarito: “c”. 
19. (ITA/2016) 
1 0 
Seja 4 a matriz de ordem 3x2, dada por 4 = |0 11. 
1 1 


a) Determine todas as matrizes B tais que BA = L. 


b) Existe uma matriz B com BA = I, que satisfaça BB” = 1,? Se sim, dê um exemplo de uma 
dessas matrizes. 


Comentários 


.p_ labe E 
a) Seja B = |4 A | então, temos: 


10 a+c=1 
o abc mo b+c=0 
DA= ad e ap -6 = d+f=0 
e+f=1 
Vamos colocar todas as variáveis em função de a e d: 
a+c=1 c=1-a 
b+c=0 b=-c=a-l1 
d+f=07 f=- 
e+f=1 e=1-f=1+d 
. “fa a-i 1-a 
B= |a 1+d -d 
b) Vamos verificar se existe a matriz: 
a d 
To a a—1 1-a o “(10 
BB'=h>[5 da cela 1 1+d|=[5 4 
l-a -d 
1 
3a” -4a +1=0>a=10ua=7 
a? + (a— 1} +(1-a)} =1 


2d+1 

ad + (a — 1)(1 +d) - (1-a)d = 0 > 3ad+a-1-2d=0>4=7 a 
d? + (1 +d)? +d? =1 T 

d(3d +2) = 0 >d = 0 oud = — 


wI N 
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Analisando o sistema acima, podemos verificar que as soluções são dadas por: 


1 2 
(a; d) E fca; 0); (=: -5) 
Para a = 1 e d = 0, temos a seguinte matriz: 
0 0 
1 0 


w b) Sim. Exemplo: F H o 


B = lo 

Gabarito: a) B = E a 1 

20. (ITA/2015) 

Seja A = Co a matriz tal que a;; = 2m2] — 1),1 < i,j < 5. Considere as afirmações a 

seguir: 

|. Os elementos de cada linha i formam uma progressão aritmética de razão 2º. 

Il. Os elementos de cada coluna j formam uma progressão geométrica de razão 2. 

III. tr 4 é um número primo. 

É (são) verdadeira(s) 


a) apenas |. 


) 
b) apenas le ll. 
c) apenas Ile III. 
d) apenas le III. 
e) |, ile III. 
Comentários 
|. Vamos analisar os elementos da linha i. 
Se a; = 2171 (2j — 1), então: 
a;j+1 = 27120 +1) — 1) = 21t ((2j — 1) + 2) = 2t (2j — 1) + 2' 
aij 
> tac üj =2 
Os elementos de cada linha dessa matriz formam uma PA de razão 2'. 
~ Verdadeira 
Il. Vamos analisar os elementos de cada coluna: 
ai = 21(2j — 1) 
di+1,j = 2i(2j—1)=2.251(2j—-1)=2. Qij 
aij 
> liuj = 2: Qij 


Pela equação acima, podemos ver que ela é uma PG de razão q = 2. 
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“ Verdadeira 


Ill. Sendo A uma matriz 5x5, então, pela definição de tr 4, temos: 
5 
trA = >. Akk 
k=1 


a; = 271 (2j — 1) 
q1 = 2112-1-1) =1 
azz = 2?-1(2.2—1)=6 
az = 23-1(2. 3 — 1) = 20 
az, = 2%1(2.4—1) =56 
ass = 25-1(2 - 5 — 1) = 144 
>trA = 1+6 +20 +56 + 144 = 227 


227 é um número primo, logo, afirmação verdadeira. 


Usando os dados do enunciado: 


“ Todas afirmações são verdadeiras 
Gabarito: “e”. 


21.(ITA/2014) 


Seja M uma matriz quadrada de ordem 3, inversivel, que satisfaz a igualdade 


det(2M?) — det(NV'2M?) = a det (3M). 


Então, um valor possível para o determinante da inversa de M é 


Comentários 


Usando as propriedades dos determinantes e sabendo que a matriz é de ordem 3, temos: 
2 
det(2M?) — det(V2M?) = z det (3M) 


2 
23(det M)? — YZ (det M)? = £. 3º det M 
8(det M)? — 2(det M)? = 6 det M 
Fazendo det M = x: 
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2x? — 8x2 + 6x =0 
x(x? —-4x+3)=0 
x(x— 3)(x— 1) = 0 
Assim, encontramos os possíveis valores para o determinante de M: 


detM = 0 oudet M = 1oudetM = 3 


Lembrando que det M7! = — e que para M ter inversa, devemos ter det M + 0, temos: 


1 
det M7! = 1 ou det M71 = 3 


Portanto, encontramos o gabarito na letra a. 


unn 
a. 


Gabarito: 


22. (ITA/2014) 


Considere as seguintes afirmações sobre as matrizes quadradas 4 e B de ordem n, com A 
inversível e B antissimétrica: 


|. Se o produto AB for inversível, então n é par; 

Il. Se o produto AB não for inversível, então n é ímpar; 
Ill. Se B for inversível, então n é par. 

Destas afirmações, é (são) verdadeira(s) 


a) Apenas |. 


) 
b) Apenas le Il. 
c) Apenas le III. 
d) Apenas le III. 
e) Todas. 
Comentários 
|. Vamos verificar se AB é inversível: 
Se 4 é uma matriz inversível, temos det 4 = 0. 
Como B é antissimétrica, temos: 

Bt = —B > det Bt = det(—B) > det B = (—1)” det B > dtB(1-(-1D))=0 
Se n for par: 

detB (1 — (—1)”) = 0 => detB (1—1) = 0 
Nesse caso, det B não é necessariamente igual a zero. 
Se n for ímpar: 
det B (1 — (—1)”) = 0 > det B (2) = 0 > det B = 0 
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Então, se AB é inversível, temos det(AB) + O e, assim, detA - det B + 0. Desse modo, 
+0 +0 
devemos ter n para para det B + 0. 


“ Verdadeira 


Il. Se AB não for inversível, devemos ter det B = 0. Sabemos que n ímpar implica det B = 0, 
mas, n par também pode ocasionar det B = 0. Logo, afirmação falsa. 


“ Falsa 
HI. Como analisamos na afirmação |, devemos ter n par para B ser inversível. 
“ Verdadeira 


unn 
c. 


Gabarito: 


23.(ITA/2014) 


Considere a equação A(t)-X = B(t), tER, em que A(t) -| —1 1 1 
=9 1 Pd 


X et 
p e B(t) = o) Sabendo que detA(t)=1 e t+0, os valores de x,y e Z são, 


Z 0 
respectivamente, 


a) 2V2, 0, —3V2. 
b) —2V2, 0, —3vV2. 
c) 0, 3V2, 2V2. 
d) 0,2V3, V3. 
e) 2V3, —V3, 0. 
Comentários 
Inicialmente, devemos calcular o valor de t. Se det A(t) = 1, temos: 


2e% -et —1 
—1 1 1 
—3 1 2 


4e U+3et+1-3-2eU — 2e% = 1 
2e7%* +e*-3=0 
e*t — 3e” + 2 = 0 > (e” — 2)(e* -1)=0 


det A(t) = =1 


Raízes: 
et = 1 > t = 0, não convém, pois t + O 
et=2>»et=v2 


> e% =) 


e = 


N| e 
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Vamos usar a equação para calcular os valores pa 


Ze E —1 
10 -4=00=[5 | |= - É 


E z JEE 


a (D 
—x +y +z = —vV2 (II) 
—3x + y + 2z = 0 (HI) 


Fazendo (I) + (II), encontramos y = 0. 
De (III), para y = 0 temos z = 3x/2. Substituindo em (1): 


3x x 
r-D=vis-S=V25x=-22 


> z = —3V2 
Portanto: 
(x,y,z) = (—2V2, 0, —3V2) 
Gabarito: “b”. 
24. (ITA/2013) 


Considere A € M;ys (R) com det(4) = V6 e « € R\{0}. Se det(«AtAAt) = V6a?, o valor de 
q é 


a) 1/6 

b) V6/6 

c) V36/6 

d) 1 

e) V216 

Comentários 

Usando as propriedades dos determinantes e o Teorema de Binet, temos: 
det(a At AA?) = V6a? > a? det At det A det At = V6a? 

q? (a? (det A)? — V6) = 0 


Como a + 0 e det A = V6, temos: 
3 
æ? E) —-/6=0 
v6 
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3| V6 |1 $436 
q = ——— = = = — 
4/63 6 6 


unn 
C. 


Gabarito: 


25. (ITA/2012) 


Considere a matriz quadrada 4 em que os termos da diagonal principal são 1,1 +x,,1+ 
X2, 51 + x, e todos os outros termos são iguais a 1. Sabe-se que (X4,X5,...,Xn) é uma 
progressão geométrica cujo primeiro termo é 1/2 e a razão é 4. Determine a ordem da matriz 
A para que o seu determinante seja igual a 256. 


Comentários 


De acordo com o enunciado: 


1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1+x 1 e 1 1 1+x 1 1 
A=|1 1 1+x 1 > det4=|1 1 1+x, 1 
: . 1 : s 1 
1 1 1 e. 1+x, 1 1 1 e 1+x, 
Já que a4; = 1, podemos aplicar a regra de Chió: 
x 0 0 0 
O x, 0 «+ 0 
det4=|0 0 xs 0 | = x1 A Da 
: ad) 
O 0 0 x, 


Como (x1, X2, ..., Xn) é uma PG, podemos usar a propriedade dos termos equidistantes da 
PG: 


2 
n 
det A = X1 © X2 © X3 * a t Xn = ę = Xa ) — (x? E qria 
~m 


x1:q”71 
Substituindo os valores: 
n 
2 


15? 2 n 
detA = (5) ve) = (pensa = 2(n-2)n 


detA = 256 > 22n = 28 > n2? — 2n -8 = 0 
(n-9)(n+2)=0>n=40un=-2 


n é a ordem da matriz, então, deve ser um número positivo. Logo, n = 4. Como aplicamos a 
regra de Chió uma vez, a ordem da matriz A é igualan + 1 = 5. 


Gabarito: ordem 5 


26. (ITA/2011) 
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Determine todas as matrizes M € M,,>(IR) tais que MN = NM,VN E M2 (R). 


Comentários 


Sejam M = z 7) eN = (ca) pe aroro o o enunciado, temos: 
= , E M2x2 
o al 
Z nba NE - ans pç 


az +cw bz+ dw cx+ dz cy+dw 
Assim, encontramos o seguinte sistema: 


ax + cy = ax + bz cy = bz (1) 
bx + dy = ay + bw bx + dy = ay + bw (II) 
az + cw = cx + dz az + cw = cx + dz (III) 
bz + dw = cy + dw bz = cy (IV) 
Queremos todas as matrizes M quadradas de ordem 2 que satisfaçam a equação MN = NM 
para qualquer matriz N quadrada e real. Como b e c são elementos da matriz N, para qualquer valor 


dessas variáveis serem válidas, devemos ter pelas equações (I) e (IV): y = z = 0. Substituindo 
esses valores nas equações (II) e (II), obtemos: 


bx + dy = ay + bw (II) > bx = bw 
az + cw = cx + dz (ID > cw = cx 
Analisando as equações acima, vemos que elas são verdadeiras para qualquer b,c E R se 


w = x. Desse modo, as matrizes M que satisfazem as condições do problema são do tipo: 


m=(. °) =x- In comx ER 


x 0 


Gabarito: M = a +) -com xER 


27.(ITA/2010) 


Sobre os elementos da matriz 


E Maxa (R) 
1 0 0/0 


sabe-se que (x4, X2, X3, X4) e (Y1, Y2 Yz, Y4) são duas progressões geométricas de razão 3 e 4 
e de soma 80 e 255, respectivamente, então, det(A7t) e o elemento (A7t)>; valem, 
respectivamente, 


a)— e 12 
72 
pi===0=4) 
72 
jei 12 
72 
TE 
7212 
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Comentários 
Podemos calcular o valor dos termos usando os dados do enunciado. 
Para (x4, X2, X3, X4): 
80 
xı + 3x, ++ = 80 > = 34955"? 
Para 1, Y2 Y3» Y4): 
255 
yi + 4y, + 4y + 4y = 255 > y4 EESTE ITO 3 
Então, a matriz A é dada por: 


2 6 18 54 


4- |3 12 48 192 


0 0 0) 1 
1 0 0) 0 
Vamos calcular o valor do seu determinante: 
2 6 18 54 1 3 9 27 
_|3 12 48 192] 505, |1 4 16 64 
detA =l o o 4) rod 1 
1 0 0 (0) 1 0 0 0 
Aplicando a regra de Chió: 
4-3 16-9 64-27 1 7 37 
det4=6-| 0 0) 1 =6.-|/0 0) 1 | =6-(—21 +9) = -72 
0-3 0-9 0— 27 —3 —9 27 
det A71 = De 
E ~ detA 72 


Para encontrar o elemento (A 1),3, não precisamos calcular toda a matriz 471, basta usar o 
método do determinante: 


-1 =Z 1 É == 1 
(A=) = a cofzz A = ETU cof32A 
í 2 18 54 1 9 27 4 
Aas- a e O 4 e a 16 64 = a Oee 
1 0 0 1 0 0 
(A D,3 = 12 


unn 
C. 


Gabarito: 


28. (ITA/2008) 


Uma matriz real quadrada A é ortogonal se A é inversível e 471 = A*t. Determine todas as 
matrizes 2x2 que são simétricas e ortogonais, expressando-as, quando for o caso, em termos 
de seus elementos que estão fora da diagonal principal. 


Comentários 
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A questão pede todas as matrizes 2x2 simétricas e ortogonais. Se 4 é simétrica, podemos 
escrever: 


AzA sa=( b) 


A é ortogonal se A é inversível e vale a igualdade 41 = At, então: 


priest ato mto ( = E P) 
I 


0 1 b c/\b c 
a2+b? =1 
ab+bc=0>b(a+c)=0 
b? +c? = 1 


|) Se b = 0, temos: 
bla+c)=0>a=+1lec=+Ł1 


o DO culo calo 1) 


b(a+c)=0>c=-a 


Possíveis matrizes: 


Il) Se b + 0, temos 


a? + b? = 1 > a = y1 -— b? > c = Fy1 — b? 
Para esse caso, como a matriz deve ser real devemos ter 1 — b? > 0: 
—1<b<1 
Possíveis matrizes: 
(é 1—b? b 
b +V1—b 
Portanto, as possíveis matrizes são dadas por: 
Ro ND er 
E b siler b 1-b? 


f 1 0 —1 0j x. . = 
As matrizes o WA e ( o 1 já estão inclusas nas matrizes do caso Il, com b = 0. 


Wade A p-n Ea 


DE e |-1;1] 


Gabarito: G 1 


29. (ITA/2008) 


Sejam A e C matrizes n x n inversíveis tais que det(7 + C7tA) = 1/3 e det A = 5. Sabendo-se 
que B = 3(A7t + C7+t)}, então o determinante de B é igual a 


a) 3” 
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c) 1/5 


gn-1 


5 
e)5. 371 
Comentários 
Vamos aplicar o determinante em B: 
B = 3(47t + C71)! > det B = det[3 (47t + C71)t] 
Agora, devemos manipular a equação de forma a obter as variáveis fornecidas na questão: 
det B = 3” . det (a + = = 3” . det(A71 + C71AATI) = 3” - det( (1 + C71A)AT!) 


AT1+CT1I 


det(I + CIA 
> detB =3".det(I+C-14)-det4 1 = 3” . UOA 


det A 
Substituindo o valor das variáveis, encontramos: 
1 
det B = 3” 6) = Ei 
5 5 
Gabarito: “d”. 
30. (ITA/2006) 
Sejam as matrizes 
1 0 1/2 -1 1 3 —1/2 1 
-2 5 2 -3 1 -2 -2 3 
Aela A & aA aa 4 4 
-5 1 3/2 0 5 -1 1/2 5 


Determine o elemento cs, da matriz C = (A+ BJ". 
Comentários 


Questão que pede o elemento de uma matriz inversa 4x4. Para encontrá-lo, basta usar o 
método do determinante: 


i © y sd pi 3 =p i 2 30 0 
dd s 2 = Ji =27 =2 3] |i 30-0 
A+B=|4 a 2 a!|lfla 1 1 lo 032 
-5 1 3/2 0 5 =i i2 E 0 025 
sdai e TET (A + BJ 
E ~ det(A + B) ~ det(A + B) 


1 
C34 = det(A + B). co faz (A + B) 


Calculando o determinante: 
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2 3 00 
“4-1 3 0 0 
det(A + B) = ed O 
0 0 2 5 
Somando a segunda linha com a primeira, temos: 
1 6 0 0 
“4-1 3 0 0 
det(A + B) = 00372 
0 0 2 5 
Aplicando a regra de Chió: 
9 0 0 
det(A +B) =ļ|0 3 2ļ|=135-36=99 
0 2 5 
1 6 0 
cofis(A+B)=(-1)*|-1 3 0|=(—1)(6+ 12) = —18 
0 0 2 
Portanto, o elemento cs, é dado por: 
18 2 


s=- 39 T 


2 


Gabarito: c34 = E 


31. (ITA/2006) 


a b € —2a —2b —2c 

Sedetlp q r|=-1,entãoovalordo det|2p +x 2q+y 2r+zl|éiguala 
e Z 3x 3y 3z 

a) O 

b) 4 

c) 8 

d) 12 

e) 16 


Comentários 


Usando as propriedades dos determinantes, temos: 


—2a —2b —2c a b c 
det|2p+x 2q+y 2r+tz|=-2:3:|2p+x 2q+y 2r+z 
3x 3y 3z x y Z 
Multiplicando a terceira linha por (—1) e somando à segunda linha: 
a b c a bc 
> -6:|2p 2q 2r|=-12:|p q r|l=-12:(-1)= 12 
x y Z Xx y zZ 


Gabarito: “d”. 
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32. (ITA/2005) 


Sejam A e B matrizes 2x2 tais que AB = BA e que satisfazem à equação matricial A? + 2AB — 
B = 0. Se B é inversível, mostre que (a) AB“! = B"1A4 e que (b) A é inversível. 


Comentários 


a) Para mostrar essa igualdade, devemos usar AB = BA. Multiplicando-se essa equação à 
direita por BT 1: 


ABB! = BAB 1 > A = BAB“! 
Agora, multiplicando-se à esquerda por B71: 
BIA = B-1BAB”! 
BB A= AR 
b) Devemos mostrar que det 4 + 0, usando a equação dada, temos: 
A? + 2AB —B = 0 > AA + 2AB =B 
Multiplicando-se a equação acima à direita por BT 1: 
AAB! + 2ABB 1 =BB1=>AAB!+2A=I5A(AB!+2D)=I 

Aplicando-se o determinante: 

det[A(AB”1 + 21)] = det] 

det A - det(AB 1! + 2I) = 1 


Como o produto desses determinantes resulta no número 1, devemos ter detA +0 e 
det(AB71! + 2I) + 0. Portanto, A é inversível. 


Gabarito: Demonstração 


33. (ITA/2004) 

Considere as afirmações dadas a seguir, em que 4 é uma matriz quadrada n x n,n > 2: 

|. O determinante de A é nulo se, e somente se, 4 possui uma linha ou uma coluna nula. 

Il. Se A = (a;;) é tal que a;; = O para i > j, comi,j = 1,2,...,n, então det A = a,,ã,, ... Ann- 
III. Se B for obtida de A, multiplicando-se a primeira coluna por VZ + 1 e a segunda por V2 — 
1, mantendo-se inalteradas as demais colunas, então det B = det 4. 

Então, podemos afirmar que é (são) verdadeira(s) 

a) apenas Il. 

b) apenas III. 

c) apenas le Il. 

d) apenas le III. 

e) todas. 


Comentários 
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|. Veja que essa afirmação é falsa, pois, temos matrizes que não satisfazem essa condição e 
resultam em um determinante diferente de zero. Contra-exemplo: 


A=(5 1) > det4=0 


2 2 
“ Falsa 
Il. Temos a seguinte matriz triangular: 
dj dz i3 Ain 
O a» as am 
A=| 0 O as azn 
0 0 O am 


Vimos na aula teórica que o determinante de matrizes triangulares é igual ao produto da sua 
diagonal principal, então, temos: 


det 4 — a11 s a22 DE cura S Ann 
“ Verdadeira 


Ill. Nesse caso, os elementos da primeira e segunda colunas terão os fatores comuns V2 + 1 
ev2-1, respectivamente. Desse modo, o determinante de B é dado por: 


detB = (V2 + 1)(V2 — 1) det A = det A 


“+ Verdadeira 
Gabarito: “d”. 
34. (ITA/2004) 
Seja x E Re a matriz 
e 2% (x2+1)1 
nr log, 5 


Assinale a opção correta. 


a) Vx E R, A possui inversa. 


) 
b) Apenas para x > 0, A possui inversa. 
c) São apenas dois os valores de x para os quais A possui inversa. 
d) Não existe valor de x para o qual A possui inversa. 
e) Para x = log, 5, A não possui inversa. 
Comentários 


Nessa questão, devemos analisar a inversa de A. Para isso, vamos calcular o seu 
determinante: 


2” +D -( 1 
2% Jlog,5 md x2? +1 


Se det A = 0, temos que A não possui inversa. Então: 


detA = 
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Pá (1 5 à ) 0 
(0) ——— l= 
82 x? +1 
Temos duas possibilidades: 


2* = 0 > Äx E R que satisfaz essa condição 


1 1 
l —-——— = l = —— 2+1= 
082 5 x? +1 UBE "EN dad j log, 5 


x? = log; 2 — 1 > x = +y log; 2 — 1 
Note que log; 2 < 1, então, log; 2 — 1 < 0. Logo, x ¢ R. 
Assim, Vx E R, det A + 0 e, portanto, A é inversível. 


Gabarito: “a”. 


35. (ITA/2004) 

Se 4 é uma matriz real, considere as definições: 

|. Uma matriz quadrada A é ortogonal se e só se A for inversívele 471 = At. 

Il. Uma matriz quadrada A é diagonal se e só se a;; = 0, para todo i,j = 1,...,n, comi  j. 


Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que são, simultaneamente, diagonais e 
ortogonais. 


Comentários 
A questão pede todas as matrizes 3x3 que são diagonais e ortogonais. 


Se 4 é diagonal, então, ela é da forma: 


a 0 0 
A=|0 b 0 
0 0 c 


Como A também deve ser ortogonal, temos que A é inversível, então, det A = abc + 0 e vale 
a identidade: 


a 0 0O/a 0 0 1 0 0 
Misas Ai = Adi AAt =I (0 b o) (0 b o)=(0 1 o) 


O O c/\0 O c 0 01 
A At 


a? =1 
b? =12>2a=+Ł1;b=+1ec=+1 


= 


Portanto, todas as matrizes de ordem 3 são dadas por: 


1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1 0 0 
(o 1 o):(0 1 o):(o —1 o):(o 1 o ) 
0 0 1 O 0 1 O 0 1 0 0 —1 
—1 0 0 —1 0 0 1 0 0 —1 0 0 
[o —1 o);( 0 1 o Ji(o —1 o Jo —1 o) 
0 0 1 0 0 —1 O 0 —1 0 0 -1 
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-1 0 0 = 
[o -1 o):( 0 
oO 0 1 0 


36. (ITA/2003) 


Sejam A e P matrizes n x n inversíveise B = P7tAP. 
Das afirmações: 
|. BÉ é inversível e (B)-1 = (BDF. 
Il. Se 4 é simétrica, então B também o é. 
lll. det(A — AI) = det(B — AI), YA E R. 
é(são) verdadeira(s): 
a) todas. 
b) apenas |. 
c) apenas e Il. 
d) apenas le III. 
e) apenas Il e III. 
Comentários 
|. Aplicando o determinante em B = P-1AP: 
detB = det P7tAP = det P™t det A det P = det A 


Como A é inversível, temos det A 0. Sabendo que det Bt = det B = det A + 0, então, Bt 
é inversível e vale a propriedade (B')-1 = (BD. 


“ Verdadeira 


II. A afirmação diz que A = At > B = Bt. Vamos verificar: 


B = P-!AP 
Bt = (PAP) = PAP = PA(P SP + B 
“ Falsa 


III. Sendo À uma constante, temos: 
AI = APF = PAP 
I 
Subtraindo P™+AP em ambos os lados da equação B = P-1AP: 
B — P™tAP = P™tAP — P™tAP > B — A1 = PHCA — ANDP 
Aplicando o determinante na equação acima: 
det(B — AI) = det[P7t (A — ADP] = det P~! det(A — AI) det P = det(A — AD) 
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O ad 


“ Verdadeira 


Gabarito: “d”. 


37.(ITA/2003) 


Sejam a, b,c e d números reais não-nulos. Exprima o valor do determinante da matriz 


bed 1 a q 
acd 1 bb? 
abd 1 c œ 
abc É d d 


na forma de um produto de números reais. 
Comentários 


Note que se multiplicarmos a primeira, segunda, terceira e quarta linha por a,b,c e d, 
respectivamente, obtemos o fator comum abcd na primeira coluna: 
3 


bcd 1 aa abcd a a a 1 aa a 
abcd [acd 1 b bÞP|__1 labcd b b b| abdh b b? p? 
abcd |abd 1 cc? abcd |abcd c c? œ| abcd|1i c e œ 

abc 1 d dº abcd d d? d’? 1 d d d’ 

1 a a q 
1 bb bê 
= 1 c Ê œ 
1 d d d’ 


Lembrando que o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua transposta, 
podemos escrever: 


1 aa a 1 1 1 1 
1 b bP b|.la b c d 
1 c c2 c3 a? b? c? d? 
1 d œ œ a? b? c dè 
Assim, obtemos o determinante de uma matriz de Vandermonde, esse valor é dado por: 
1 a a aè 
2 3 
r E r = (d — c)(d — b) (d — a)(c — b) (c — a) (b — a) 
1 d d dº 


Gabarito: (d — c)(d — b)(d — a)(c — b)(c— a)(b — a) 


38. (ITA/2002) 


Seja 4 uma matriz real 2x2. Suponha que a e p sejam dois números distintos, e V e W duas 
matrizes reais 2x1 não-nulas, tais que AV = «aV e AW = BW. 


Se a,b E R são tais que aV + bW é igual à matriz nula 2x1, então a + b vale 
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d) 1/2. 
e) —1/2. 
Comentários 
De acordo com o enunciado, temos aV + bW = 05x: 
aV = —bW 
Se AW = BW e b é uma constante, então, multiplicando essa equação pela constante (—b): 
(—b)AW = (-b)BW > A (-bW) = p (-bW) > AaV = BaV > a (AV) = BaV 
aV aV av 
aaV — BaV = 0 > [ala — B)]V = 03x1 
Como V é uma matriz 2x1 não nula e a + p, devemoster a = 0. 
Sendo aV = —bW e W + 0,w, então: 
aV=0=-bW5b=0 
Portanto, a+b = 0 


Gabarito: “a”. 


39. (ITA/2002) 

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n tais que AB = A e BA =B. 
Então, [(A + B)']2 é igual a 

a) (A+ B)?. 

b) 2(4º - BÉ). 

c) 2(4º + B9). 

d) AÉ + Bt. 

e) A'Bº. 


) 
) 


Comentários 
Vamos analisar a expressão [(A + B)']*: 
[CA + B)*]? = (4º + BO? = (A)? + 4ºB! + B'A! + (B+)? 
> [(A + B)t]? = (42)* + (BA)! + (AB)! + (B°) 
Usando as equações AB = A e BA = B, temos: 
Multiplicando AB = A à direita por 4: 
ABA = A? > A (BA) = 4? > AB = 4 > = A 
B A 
Multiplicando BA = B à direita por B: 
BAB = B? > B (AB) = B? > BA = B? > B = B? 
A B 
Substituindo essas igualdades na equação, obtemos: 
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[(4 + BX]? = At + Bt + At + Bt = 2(4t + BŻ) 


unn 
c. 


Gabarito: 


40. (ITA/2002) 
Seja a matriz 
| cos25° sen65° | 
sen120° cos390° 
O valor de seu determinante é 
2v2 
3 


3v3 
2 


a) 


b) 


Comentários 
Sabendo que sen65° = cos25° e cos 390° = cos 30°, temos: 


cos25º  sen65º Tea cos25° 


sen120° cos390° sen120° cos30° = cos 25° cos 30° — cos 25° sen 120 


v3 v3 
> cosas (3-5) =0 
Gabarito: “e”. 

41. (ITA/2001) 
Considere a matriz 

1 1 1 1 

am l i 5 is 

1 8 27 64 
A soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa de 4 é: 
a) 1 
b) 2 
c)3 
d) 4 
e)5 


Comentários 


O bizu nessa questão é notar os elementos 1 na primeira linha de 4. 
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a bcd 
Fazendo 41 = j , e usando a definição de inversa: 
m n o p 
AAT! = 
à e S b c d 10 00 
| 2 3 4 f g hn |o 100 
1 4 9 16 j k l 0 010 
1 8 27 64 n o p 0 0 0 1 


Queremos calcular o valor de a + e + i + m. Pelo produto das matrizes acima, temos: 
atetitm=l 
Portanto, a soma dos elementos da primeira coluna da inversa de 4 é 1. 


Gabarito: “a”. 


42. (ITA/2001) 

Sejam 4 e B matrizes n x n, e B uma matriz simétrica. Dadas as afirmações: 
(I) AB + BA! é simétrica. 

(11) (A + A! + B) é simétrica. 

(Il) ABAº é simétrica. 

temos que: 


a) apenas (I) é verdadeira. 


) 
b) apenas (Il) é verdadeira. 
c) apenas (Ill) é verdadeira. 
d) apenas (I) e (Ill) são verdadeiras. 
e) todas as afirmações são verdadeiras. 
Comentários 
|. Se B é simétrica, temos B = Bº. Então: 
(AB + BA)! = (AB)! + (BAD)! = BtAt + (A)!B! = BA! + AB = AB + BA! 
Assim, AB + BA! é simétrica. 
«~ Verdadeira 
ll. (A + At + B} = Æ + (4t + Bt =A +A+B=A+4+B 
Logo, (A + 4º + B) é simétrica. 
“ Verdadeira 
Ill. (ABA! = (AD!BtA! = ABA! 


Logo, ABA! é simétrica. 
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“ Verdadeira 


Gabarito: “e”. 


43. (ITA/2000) 


Considere as matrizes mostradas na figura adiante 


1 -1 3 1 0 2 0 x 
M=|0 1 0LN=|3 2 0),P=|1 ex = (>) 
2 ə 1 1 1 1 0 Z 


Se X é solução de M-INX = P, então x? + y? + z? é igual a 


Comentários 
Multiplicando a equação MT1NX = P por M à esquerda, temos: 
MM-INX = MP > NX = MP 


1 0 2N,x 1 -1 3\/0 
: 2 o) (3) = E 1 o) (1) 
1 1 1/42 2 3 1/40 


x+2z = —1 (1) 
3x + 2y =1 (II) 
x+y+z=3 (IN 


De (I), temos: 


—-1-x 


De (11): 


Substituindo essas variáveis em (JIT): 


x + 


L=3X [1% 
= ( )=3>2x+1-3x-1-x=6>-2x=6>x=-3 


2 2 
-1 - (53) 
a RE 1 
1- 3(-3) 
a 


Portanto, o valor da expressão pedida é dada por: 
x? + y? +z? = (3)? + 5? + 1! = 35 
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Gabarito: “a”. 


44. (ITA/2000) 


Sendo x um número real positivo, considere as matrizes mostradas na figura a seguir 


("ss x logix? ) 
3 3 


0 —loggx 1 
0 loga x? 
3 
B = 1 0 
—3 log1ı x —4 
3 
A soma de todos os valores de x para os quais (AB) = (AB)! é igual a 
25 
a) A 
28 
b) T 
32 
c) E 
27 
d) T 
e) - 


2 
Comentários 


Vamos calcular AB: 


0 loga x? 
logıx logıx? 1 3 
AB = 3 3 1 0 
0 =log;x 1/\-3 logi x —4 
3 
logi x? — 3logıx logix-logyx?—4 
AB = 3 3 3 3 
— log; x — 3 log1 x —4 
3 
logı x? — 3logıx — log; x — 3 log1 x 
> (4B =| 7 i 
B) loga x  log1 x? — 4 —4 
3 3 
Para AB = (AB)*, devemos ter: 
log1 x : log1 x? — 4 = — log; x — 3 log1 x 
3 3 3 
—log3x -2 log3 x — loga x 


2(logs x)? — 4 = — log; x + 3 log; x > 2(log; x)? — 2l0g;x — 4 = 0 


> (log; x)? —log;x—2=0 
Encontrando as raízes: 
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+V9 1+3 
PE a 
log; x = 2 oulog;x = —1 
1 
> xı = 90u xX% => 
3 
Portanto, a soma de todos os valores de x é: 
1 28 
x +X, =9+ 3 


Gabarito: “b” 


45. (ITA/2000) 


Considere as matrizes reais mostradas na figura adiante 


a 0 0 1 0 0 
M=|0 b 1ļel=|0 1 0 
0 0 c 0 0 1 


em que a + 0 e a,b e c formam, nesta ordem, uma progressão geométrica de razão q > 0. 
Sejam 44,4, e Às as raízes da equação det(M — AI) = 0. Se A,1,)Ã;) = a e A +2, + å; = 7a, 


então a? + b? + c° é igual a 
a) 21/8 
b) 91/9 
c) 36/9 
d) 21/16 
e) 91/36 
Comentários 


Vamos calcular as raízes da equação: 
a—À 0 0 
det(M - 4) =| 0 b-1 1 |=(a-4)(b-4)(c-4)=0 
0 0 == A 
As raízes são: 
M=a;A,=beAg=c 
Como (a, b,c) é uma PG de razão q, temos: 
(a,b,c) = (a, aq, aq?) 
Usando os dados do enunciado: 
ataq+ag?=7a>a(q?+q-6)=0 
Como a + O: 
P+]-6=0>q=-30uqg=? 
Sabendo que q > 0, devemos ter q = 2. 
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Usando a outra informação: 
a:aq: aq? =a > a??? =a 


Comoa + 0eq=2: 


1 
223 = 1 >Q? =- 
a a 8 
1 1 
= > 2 — q 2=—.4=-— 
b = aq => b a“q 8 > 
2 2 204 1 
c = aq] > c= aq ET n 
Portanto: 
21 
a 


Gabarito: “a”. 


46. (ITA/1999) 


Sejam x, y e z números reais com y + 0. Considere a matriz inversível 


o 1 1 
A=|y 0 0 
z —1 1 


Então: 

a) A soma dos termos da primeira linha de 471 é iguala x + 1. 

b) A soma dos termos da primeira linha de 471 é igual a 0. 

c) A soma dos termos da primeira coluna de 471 é igual a 1. 

d) O produto dos termos da segunda linha de 471 é igual a y. 

e) O produto dos termos da terceira coluna de 471 é iguala 1. 
Comentários 


Vamos calcular a matriz inversa de 4: 


sf A 4 
~ detA 
x 1 1 y 0 0 1 0 0 
det4 =|y 0 0|=-— 1 1=>:|x 1 1 
z —1 1 z —1 1 z —1 1 


Aplicando a regra de Chió: 
o 1 1/0 
detA = —y | || = —2y 


Calculando a matriz adjunta de A: 
A = (49! 
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11 A12 A13 


A 
Lembrando que 4' = po A22 A23 


e que 4;; = (—1)' +j D; ;, temos: 
31 A23 Ass 
0 —y —y 0 =2 0 
A'=|-2 x-z x+z|>4=ļ|-y x-z | 
0 y —y x+Zz -y 
1 
0 7 0 
0 1 -x+2z 1 
5 At =- — -y x-z “la 2 “2 
2y E x + Z -a y 
1 -x-z 1 
2 2y 2 


Analisando as alternativas: 
Pa ,1 1 
a) Falsa. A soma dos elementos da primeira coluna é a + T 1. 


b) Falsa. A soma dos termos da primeira linha é 1/y. 


c) Verdadeira. Conforme visto no item a. 


5 z1 —x+Zz 1 
d) Falsa. O produto dos termos da segunda linha é Ei ( 5 ) (- +) +y. 


e) Falsa. O produto dos termos da terceira coluna é (- +) (+) =. 


Gabarito: “c”. 


47.(ITA/1999) 


Considere as matrizes 


asb 4 zsh dx= be-i} 


Se x e y são soluções do sistema (AAt — 3I)X = B, então x + y é igual a: 
a) 2 


) 
b) 1 


2) 


) 
d) —1 
e) — 


Comentários 


a an = p= (f 1 afè a-ak DE = 5] 
E GERE Sir 
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l —x—2y=1 (I) 
—2x + 2y = 2 (ID 
Fazendo (1) + (II): 
—3x = 3 > x = —1 
=x — 2y = 1 > 2y = —-(—-1)-1>y=0 
Portanto, x + y = —1. 
Gabarito: “d”. 


48. (ITA/1998) 


Sejam as matrizes reais de ordem 2, 


T "Je pa p a 


Então, a soma dos elementos da E principal de (AB) 1 é igual a: 
aja+1 
b) 4(a + 1) 
FE + 2a +a?) 
a) +2a+a?) 
e) =(5 +2a+a?) 
Comentários 


Vamos calcular a matriz AB, usando os dados do enunciado: 


aB=[214 le do a2+3a+2 
1 a 2 F a a+1 a+3 
Se C = (AB)1, queremos calcular c,, + C22. Usando o método do determinante: 
AB) 
eo LABI 
-cofAB 


au = nie 


1 
=. AB 
C22 det(AB) co faz 


Calculando o valor do determinante: 


2 2 
detAB = |° +a+2 aq2+3a+2 


a+1 a+3 
Multiplicando a primeira coluna por (—1) e somando à segunda coluna: 
2 2 2a a° +a+2 a 
det AB = |° +a+ = . = 2 2 — 2; 
i a+1 2 Med q O RD] 
det AB = 4 
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Encontrando os elementos da diagonal principal: 


1 a+3 

C11 4 CAP arde 
1 a2+a+2 
q a r 


Portanto, a soma da diagonal principal é dada por: 
E a+3 tatz a? +2a+5 
C C = === — Z LLa 

11 22 4 4 4 


unn 
c. 


Gabarito: 


49. (ITA/1998) 


Sejam A e B matrizes reais quadradas de ordem 2 que satisfazem a seguinte propriedade: 
existe uma matriz M inversível tal que: A = MTÍBM. 


Então: 
a) det(— 4º) = det B 
b) det4 = — det B 


c) det(24) = 2 det B 
d) Se det B = 0 então det(—- AB) < 0 
e) det(A — I) = — det(I — B) 
Comentários 
Aplicando o determinante na propriedade do enunciado, temos: 
det A = det(M71BM) 


Usando o Teorema de Binet: 


1 
det A = det(M 1) det B det M = — det B det M = det B 
det M 


> det A = det B 
Vamos analisar as alternativas: 
a) det(— A!) = det B 
Como as matrizes são de ordem 2, temos: 
det(—4*) = (—1)? det(A!) = det A = det B 
“* Verdadeira 
b) Falsa. 
c) Falsa. Pois det(24) = 2? det A = 4 det A = 4 det B 
d) Falsa. Não se pode afirmar que det B + 0 implica det(— AB) < 0. 


e) Falsa. Pois: 
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A=M BM 
Subtraindo M”1M nos dois lados da equação: 
A -MM = M“İBM — MM 
I 
A-I=MI(B-DM 
Aplicando o determinante: 
det(A — I) = det[IM !(B — DM] = det(B — 1) 
A alternativa afirma que: 
det(A — I) = — det[-(B — D] = —(-1)? det(B — I) = — det(B — 1) 


Gabarito: “a”. 


2 0 1 el 0 1 
A=|0 2 OļeB=| 0 -2 0 
1 0 2 1 0 = 


Sejam 2ọ, 44 € À, as raízes da equação det(A — AI) = 0 com À < À, < 43. 


50. (ITA/1997) 


Considere as matrizes 


Considere as afirmações 
(I) B = A — 2o13 

(lI) B = (A — 2, I})A 
(llI) B = AÇA — 2,6) 
Então 


a) todas as afirmações são falsas. 


) 
b) todas as afirmações são verdadeiras. 
c) apenas (I) é falsa. 
d) apenas (Il) é falsa. 
e) apenas (Ill) é verdadeira. 
Comentários 
Vamos encontrar as raízes da equação: 
det(A — Al) = 0 
2—À 0 1 
0 2—4 o |{=0>(2-4}}-(2-4)=0 
1 0 2—À 
(2 -A[(2-4)} -1]=0 
2-1A=05314=2 
2-2)2-1=0>5(02-)=+1>514=10u1=3 
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Como À, <A <A, temos ùo = 1,4 = 2e A, =3. 
Vamos analisar as afirmações: 
(1) B = A e Aols 


0 0 1)/2 0 1 1 0 2 
(A — 21;)A = (o 0 o) (o 2 o) = E 0 o) + B 
1 0 0/M 02 2 0 1 


(lll) B = A(A— 2,13) 


2 0 1)/-1 0 1 —1 0 1 
ata auto = (o 2 o)(o = o )=(o -2 o )=2 
1 0 2 1 O —1 1 0 —1 


“ Verdadeira 


Gabarito: “e”. 


51. (ITA/1996) 


Seja a E Re considere as matrizes reais 2x2, 


as qles=[5 dal 


O produto AB será inversível se e somente se: 
aja? -5a +60 
b) 

c) a? — 3a £ 0 
dJa?-2a+1%0 
e)a? — 2a +0 


a? — 5a + 0 


Comentários 
O produto AB é inversível se, e somente se, det(AB) + 0. 
Vamos aplicar o Teorema de Binet: 


a = 79-1 9-3 
1 3º 7 23 
(324 — 1)(7%7t . 273? — 7 873?) +0 


det(AB) = det A - det B = É 


Devemos ter: 
324 —1 #037% +3?!>2a+0>a#+0 
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7a-1 7a-2 7 a—2 7 0 
7071.273 — 7.8%? +0 > E RA a =15(5) * (5) 
> (a-2)%0 
Portanto: 
a(a — 2) £ 0 


Gabarito: “e”. 


52. (ITA/1996) 


Considere 4 e B matrizes reais 2x2, arbitrárias. Das afirmações a seguir assinale a verdadeira. 
Justifique a afirmação verdadeira e dê exemplo para mostrar que cada uma das demais é falsa. 


a) Se A é não nula então A possui inversa. 
b) (AB)! = At B* 

c) det(AB) = det(BA) 

d) det A? = 2 det A 

e) (A + B)(A — B) = 2? — B? 


) 
) 


Comentários 
a) Falsa. 


Sabemos que nem toda matriz não nula resulta em det A + 0. Veja o contra-exemplo: 


a 5) > detA = [É z|=6-6=0> detA =0 


Portanto, A não é inversível. 
b) Falsa. 
Vimos que (AB)! = B!A! e a ordem das matrizes altera o produto. 


Contraexemplo: 
a(i Des=(0 Dont=(l Jer 5) 


2 3 5 3 13 13 
an a 11) > (4B r= i) 
eee aG Saa 


c) Verdadeira. 
Pelo Teorema de Binet, temos: 
det(AB) = det A - det B 
det(BA) = detB - det A = det A - det B = det(AB) 
d) Falsa. 
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Pelo Teorema de Binet: 
det 42 = det(AA) = det A - det A = (det A)? 


Nesse caso, nem sempre (det A)? = 2 det A. Contra-exemplo: 


ass É) = detA = 6 


2 det 4 = 12 + 36 = (det A)? 
e) Falsa. 


Vimos na aula teórica que (A + B)(A — B) = 4? — AB + BA — B?. Veja o contraexemplo: 
a= a)es=(5 3) 
arna-i D D 9) 
2 
7 


æ -B =( J E nie E 2 


> (A + B)(A — B) + 4? — B? 


Gabarito: “c”. 


53. (ITA/1995) 


Sejam 4 e B matrizes reais 3x3. Se tr(A) denota a soma dos elementos da diagonal principal 
de A, considere as afirmações: 


[DI tr(4*) = tr(A) 

[(11)] Se A é inversível, então tr (A) + 0. 

[(I1)] tr(A + AB) = tr(A) + Atr(B), para todo À E R. 
Temos que: 


a) todas as afirmações são verdadeiras. 


) 
b) todas as afirmações são falsas. 
c) apenas a afirmação (1) é verdadeira. 
d) apenas a afirmação (Il) é falsa. 
e) apenas a afirmação (Ill) é falsa. 
Comentários 
(I) Verdadeira. 


A diagonal principal da transposta de uma matriz não se altera. Então, temos: 
3 
tr(At) = a as = tr(A) 
i=1 
(II) Falsa. 
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Basta tomar um contraexemplo de uma matriz cujos elementos da diagonal principal são 


zeros: 
0 1 2 
A= ( 0 3) > detA = 5 + 0 > A é inversível 
1 1 0 
trA=0 
(III) Verdadeira. 
Vamos usar a definição do traço de uma matriz, para 45,3 € B3x3: 
3 3 3 3 3 
tr(A + AB) = X Cau + Abii) = ne Ai; + >. Abii = >. aii + aX bii = tr(A) + Atr (B) 
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 


Gabarito: “d”. 


54. (ITA/1995) 


Dizemos que duas matrizes n x n A e B são semelhantes se existe uma matriz n x n inversível 
P tal que B = P-1AP.Se A e B são matrizes semelhantes quaisquer, então: 


a) B é sempre inversível. 


) 
b) se A é simétrica, então B também é simétrica. 

c) BŽ é semelhante a 4. 

d) se C é semelhante a 4, então BC é semelhante a 42. 

e) det(AI — B) = det(AI — A), onde À é um real qualquer. 
Comentários 


Perceba que o ITA cobra questões de semelhança de matrizes desde 1995 e até em questões 
recentes, vimos esse tema cair. Nesse tipo de questão, o importante é saber que quando duas 
matrizes são semelhantes, temos a identidade conforme visto nas resoluções das questões acima: 


det(AI — B) = det(AI — 4) 
Essa identidade vem da seguinte manipulação: 
B=P-1AP ls —B = —P-1AP mi -B=4 É — P-1AP 
p-1P 
M-B=P1AP-PiAP>4-B=P-I(AI-A)P 
Aplicando o determinante e o Teorema de Binet: 
det(AI — B) = det[P-1(AI — A)P] 
det(AI — B) = det(P71) - det(AI — A) - det P 
~ det(AI — B) = det(Al — 4) 


As outras afirmações são muito genéricas e, por isso, podemos encontrar para cada uma 
delas um contraexemplo. 


Gabarito: “e”. 
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55. (IME/2019) 


Calcule o valor do determinante: 


4 2 1 
log 81 log 900 log 300 
(log9)? 2+410g3+ 2(l0g3)? (log3 + 2)? 
a) 1 
b) 2 
c)4 
d) 8 
e) 16 


Comentários 


Nessa questão, devemos notar que todos os logaritmandos são múltiplos de 3. Vamos 
simplificar o determinante: 


4 2 1 
log 81 log 900 log 300 
(log9)? 2+410g3+2(l0g3)? (log3+ 2)? 
4 2 1 
= | l0g3* log(3? - 102) log(3 - 102) 
(10g32)2 2+410g3 + 2(l10g3)? (log3 + 2)? 
4 2 1 


= | 4log3 2log3 +2 log 3 +2 
4(log3)? 2(log3 +1)? (log3 +2)? 


1 1 1 
=4.2.| log3 log3 +1 log3 +2 
(log3)? (log3+ 1)? (log3 +2) 


Agora, perceba que o determinante resultante é de uma matriz de Vandermonde. Então, 
temos: 


=4.2. (log 3 + 2 — (log 3 + 1)) (log 3 + 2 — log 3)(log 3 + 1 — log 3) 
=8:1:2.1=16 
Gabarito: “e”. 
56. (IME/2018) 


Sejam x4, X2, X3 € X4 OS quatro primeiros termos de uma P.A. com x, = x e razão r, com x,r E 
R. O determinante de 
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Xi X X 
X X2 X2 
Xi X2 X3 
Xi X2 X3 

é 

a) O 

b)xt-r 

E e 

d)x:r 

exer’ 


Comentários 


Vamos reescrever o determinante. Sabendo que (x1, X2, X3, X4) são os termos de uma PA com 
xı = x e razão r, temos: 


X% cd dj 2 x x x x 

X X2 X X| |X x+r x+r x+r 
Xx X% X3 X| |x x+r x+2r x+2r 
Xi X2 X3 Mi x x+r x+2r x+3r 


Multiplicando a primeira linha por (—1) e somando às outras linhas: 


x x xXx xX 1 1 1 1 

0r r r| masc 111 

o r 2r 2] Tro 1—2 2 

O r 2r 3r 0123 
Podemos aplicar a regra de Chió: 

111 

=xr'.i 2 2]J=x:rº.(6+24+2-2-4-3)=x:rº 
123 


Gabarito: “e”. 


57. (IME/2017) 
Seja M uma matriz real 2x2. Defina uma função f na qual cada elemento da matriz se desloca 
para a posição seguinte no sentido horário, ou seja, se M = (c A! implica que f(M) = 
(a b) 

d b” 
Encontre todas as matrizes simétricas 2x2 reais na qual M? = f (M). 

Comentários 
Vamos encontrar todas as matrizes simétricas M,, tal que M? = f (M). 


Se M é simétrica, então, ele é da forma: 


n=(5 8) 
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a? +b? =b (1) 
ab + bc =a (ID 
ab + bc = c (II) 
b? + c? =b (IV) 
Das igualdades (II) e (III), temos: 
a=c 


Substituindo essa identidade no sistema, encontramos: 


a? + b? =b (1) 
2ab =a (II) = E +b? =b (I) 
2ab =a (IID 2ab =a (II) 
b? +a? =b (IV) 
De (II), temos: 
a(2b— 1) = 0 
=00ub= z 
a=00ub =; 


Se a = 0, temos de (I): 
b? =b>b(b—-1)=0>b=0o0ub=1 
Se b = 1/2, temos de (I): 


To l agd ql 
ROS DE A 
Portanto, as matrizes que satisfazem ao problema são: 
11 1 1 
ONA ORN D A 2 2 
mM=(6 u= M= LIS] i 1 
2 2 2 2 
1 1 1 
~.n (0 0 _(/0 1 _|2 2 _| 2 2 
Gabarito: M = (1 ):M = (4 0):M = 11 ouM = 1 1 
2 2 2 
58. (IME/2017) 
1 E =2 
Seja 4=|a-2 1 1 | com a E R. Sabe-se que det(A? — 24 + I) = 16. A soma dos 
2 -=3 1 


valores de a que satisfazem essa condição é: 
Obs.: det(X) denota o determinante da matriz X 
a) O 

b) 1 
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e) 4 
Comentários 
Note que 42 — 24 + I = (A — 1)2. Então, temos: 
det(A? — 2A + I) = det(A — 1)? = det(A — 1) - det(A — I) = [det(A — D]? 
Aplicando o Teorema de Binet: 


> [det(A — 1)]º = 16 > det(A — I) = +4 


0 a -2 
det(A-D=|a-2 0 1 | = 2a + 6(a — 2) = 8a — 12 
2 —3 0 


Assim, temos as seguintes possibilidades: 
8a—12=4>a=2 
Ou 
8a — 12 =—4>a=1 
Portanto, a soma dos valores de a que satisfazem essa condição é aq, + a, = 3. 
Gabarito: “d”. 
59. (IME/2016) 


Seja A = E al O maior valor de a, com a = 1, que satisfaz 4?! = I é: 


Observação: I é a matriz identidade 2x2. 


a)> 
b) É 
Rs 
a) 2(N3-1) 
e) 2(V3+1) 


Comentários 


Se 424 = I, aplicando o determinante, encontramos: 


Binet 
det 42! = det] =S [det A]?4 = 1 > (a? + b?) = 1 > a@? +b? = 1 


Para 0 E [0,27], temos que a = cos 0 e b = — sen O satisfazem a equação. Logo, A é a 
matriz de rotação: 


Es 0 -—senô6 
sen 0 cos 8 
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o a 


Para a matriz de rotação, temos: 


ins ps nð —sennô 
sennô  cosnð 
Desse modo: 


424 = Ee pr _ k 0 
sen(240)  cos(240) 0 1 


> cos(240) = 1 e sen(240) = 0 
240 = 2knr,k E€ Z 
km 
“T2 


Ea (=) 
a = cos E 


> 0 


Queremos o maior valor de a, como a + 1, encontramos o maior valor quando k = 1. Então: 


a = cos (5) 


Esse é o cosseno de 15º: 


v2//3 1 
cos(45º — 30º) = cos 45º cos 30º + sen 45º sen 30º = 5 
Gabarito: “e”. 


60. (IME/2015) 


SejamS=a+b+ceP=a-b-c. Calcule o determinante abaixo unicamente em função de 
SeP. 


a? + (b + c)? 2p (a + b)? + c? 
2a? (a+c)? +b? (a+b? +c? 
a” b? (a + b)? 
Comentários 


Questão de manipulação algébrica. 


Vamos aplicar o teorema de Jacobi no determinante da matriz: 


a? + (b + c)? 2b? (a + b)? + c? 
D = 2a? (a+c) +b? (a+b? +c? 
a? b? (a + b)? HE 
(b + c)? b? c? 
D=| a? (a +c)? Es o x(—1) 
a? b? (a + b)? 
(b + c)? b? c 
D = ja? — (b+c)? (a+c}?-— b? 0 
aĉ? — (b + c)? 0 (a + b)? — c? 
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(b + o)? b? c? 
D=|(a-b-c)(a+b+c) (a-b+c)(a+b+c) 0 
(a-b-c)(a+b+c) 0 (a+b-c)(a+b+c) 
(b + c)? b? c 
D = (a+b +c). |(a@a-b-c) (a-b+o) 0 
(a-b-c) 0 (a+b-c) 
x(—1) 
2bc b? c? 
D = (a+b +c)? |-2c (a-b+o) 0 
—2b 0 (a+b-c) 


Calculando o determinante: 


D = (a+b +c- |2bc (a —b +c) (a+b -—c)+2bc? (a —b +c) +2b?c(a+b-c) 
S? S—2b S-2c S-2b S-2c 
D=S".2bc:-[(S-—-2b)(S-209)+c(S — 2b) + b(S — 20)] 
D=Sº.2bc-[Sº-2bS-2cS+4bc+cS— 2bc + bS — 2bc] 
D =s"-2he-s-|5-(b+O 
S-a 
D = 2S8ºabc = 25ºP 
Gabarito: 25º P 


61. (IME/2015) 


Dada a matriz 4, a soma do módulo dos valores de x que tornam o determinante da matriz 4 
nulo é: 


1 Ex 0 0 
re x 1 x—1 2 

1 x+4 0 0 
x =l 1 x= 2 

a)7 

b) 8 

c) 9 

d) 10 

e) 11 


Comentários 


Queremos det 4 = 0, precisamos encontrar a equação do determinante. Vamos aplicar a 
regra de Chió: 
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1 2x 0 0 3 
gtg 1 x-1 2. Da Fo : 
1 x+4 0 0 ass 
—1 — 2x 1 x—2 


x -1 1 x-2 
det A = 2(—x + 4) — (—x + 4 (x — 1)(x — 2) = (—x + 4) (2 — x? + 3x — 2) 
= (—x + 4)(—x? + 3x) = x(x — 4)(x — 3) 
Se det A = 0, então: 
x(x — 4)(x — 3) = 0 > xı = 0 ou x, = 3 ou x3 = 4 
A soma do módulo desses valores é: 
lxil + lx + |x, =0+3+4=7 


uan 
a. 


Gabarito: 


62. (IME/2014) 


@ BE 
Sejaamatriz4=|b c a em que a, b e c são números reais positivos satisfazendo abc = 
cab 


1. Sabe-se que ATA = I, em que A" é a matriz transposta de A e I é a matriz identidade de 32 
ordem. O produto dos possiveis valores de a? + b? + c? é 


a) 2 
b) 4 
c) 6 
d) 8 
e) 10 
Comentários 
Essa questão foi anulada, veja o motivo: 


Note que 4” = A, então: 


a bclla b c 1 0 0 
422=I>|b callb c al=/0 1 0 
c a bilic a b 0 0 1 


Dessa identidade, encontramos as seguintes equações: 
a +b? +c? =1 
ab +bc+ac=0 
Podemos usar essas equações para encontrar o valor dea +b +c: 


(a +b +c)? = a? +b? +c? + 2(ab +bc + ac) 
1 0 


(a+b+c} =1>a+b+c=+1 
O problema afirma que a, b, c são números reais positivos, então, devemos ter: 


a+b+c=1 
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Sabendo que abc = 1, podemos usar a desigualdade das médias: 
a+b+c 


3 > Vabc 
at+b+c>3 


Nesse caso, encontramos um sistema sem solução, pois a + b + c = 1 e pela desigualdade, 
vemos que o menor valor que a + b + c assume é 3. 


Por esse motivo, a questão foi anulada. 
Se não houvesse a restrição de a, b, c ser positiva, poderíamos resolver o problema aplicando 
o determinante na identidade 42 = I: 
2 Binet 2 
det(4º) = det I => (det A)? = 1 > detA = +1 


detA = 3 abc — (a? + b? + c?) = +1 
1 


a? +b? +c? =3 F1 
a? + b? +c? = 2oua? +b? +c? =4 
Portanto, o produto dos possíveis valores dessa expressão é 2 : 4 = 8. 


Gabarito: Questão anulada 


63. (IME/2013) 


1 2 3 

Seja A o determinante da matriz : x? x3|. O número de possíveis valores de x reais que 
wx 4 

anulam 4 é 

a) O 

b) 1 

EJA 

d)3 

e)4 


Comentários 


Vamos calcular o valor de x que torna o determinante nulo: 


1 2 3 1 2 3 
A=ļx x æl|=0ə>x- |1 x x2]=0 
x x 1 x x 1 


Pelo teorema de Jacobi, vamos multiplicar a terceira linha por (—1) e somar à segunda linha: 


1 2 3 1 2 3 
x-|1-x 0 x2-1]=0>x:|-(x-1D) 0 (x-D(x+D|=0 
x x 1 x x 1 
1 2 3 
x: (x—1):-|—-1 0 x+1|=0 
x x 1 
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Aplicando a regra de Chió: 
2 x + 4 
rr WD 3) =0>*: (x — 1) - (21-30) +x(x+4))=0 


E ioga +4x) = 0 
x(x— 1)(xº —- 2x +2)=0 


Note que o discriminante da equação quadrática acima é menor que zero, logo, as raízes 
dessa equação não são reais: 


xº-2x+2=0>5xéER 
Portanto, as únicas raízes são: 
x=00ux=1 
Temos 2 raízes reais. 


Gabarito: “c”. 


64. (IME/2012) 

São dadas as matrizes quadradas inversiveis A, B e C, de ordem 3. Sabe-se que o determinante 
Z j E TRS 1 

de C vale (4 — x), onde x é um número real, o determinante da matriz inversa de B vale E 

que (CA)! = P-1BP, onde P é uma matriz inversível. 


Sabendo que 4 = E ; o) determine os possíveis valores de x. 
1 0 0 

Obs.: (M)* é a matriz transposta de M. 

a)-1e3 

b)1le-— 

c)2e3 

d)1e3 

e)—2e— 


Comentários 
Pela igualdade fornecida no enunciado: 
(CAP = PBP > ACt = PBP 
Aplicando o determinante na equação acima: 
det(ACº) = det(P7tBP) A detA : det Ct = det P7! . det B - det P > det A - det Ct = det B 
Sabendo que det Ct = det C, do enunciado, temos: 
detCt = detC = 4- x 


1 1 
det B7! = EO sa detB = —3 
det A = —x 
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Substituindo os valores na equação dos determinantes: 
—x(4— x) = -3 
xº-4x+3=05(x-3(x-1)=0>5x=30ux=1 
Gabarito: “d”. 
65. (IME/2012) 


Calcule as raízes de f(x) em função de a, b e c, sendo a,b,c e x E R (real) e 


xab É 


flo) = 


Ss e] 


xc b 
c xa 
b a x 


Q 


Comentários 


Vamos usar o teorema de Jacobi e somar a segunda, terceira e quarta linha na primeira: 


x a bc xtat+b+c xtatb+c x+a+b+c xtat+b+c 
OER xc b E a xX c b 
b cxa b c xX a 
c b ax c b a xX 
1 1 1 1 
f@=&@+a+b+)|; - 7 j 
c bax 


Agora, podemos usar a regra de Chió: 

x-a c-a b-a 
c-b x-b a-b 
b-c a-c x-c 


fl)=(x+ta+b+o) 


Pelo teorema de Jacobi, vamos somar a segunda linha na primeira: 


x-a-b+c x-a-b+c 0 
flO)=(x+ta+b+c) c—b x—b a—b 
b-c a—c x—c 

1 1 0 


c—b x-b a-b 
b-c a-c x-c 


fœ)=(x+a+b+c)(x-a-b+c) 


Aplicando Chió: 
—c a-b 
-b pg 
fœ) =(x+a+b+c)(x-—a-—b + c)((x-— c) — (a — b)?) 
fO)=(x+ta+b+c)lx-a-b+c)lx-a+b-c)x+ta-b-c) 


Portanto, as raízes de f são dadas por: 


fO=G+arb+oak-a-b+o)|E 


f(x)=0>x=-(a+b+c)oux=at+b-coux=a-b+t+coux=-a+t+b+c 
Gabarito:x=-—(a+b+c)oux=at+b-coux=a-b+coux=-a+b+c 
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66. (IME/2010) 


y? +z? xy XZ 
Demonstre que a matriz xy x? +z? yZ , onde x,y,z E N, pode ser escrita 
XZ yz x Fy? 


como o quadrado de uma matriz simétrica, com traço igual a zero, cujos elementos pertencem 
ao conjunto dos números naturais. 


Obs.: Traço de uma matriz é a soma dos elementos de sua diagonal principal. 
Comentários 


Seja M uma matriz simétrica 3x3 da forma: 


a d e 
no(a b f) 
e fc 


O enunciado afirma que o traço de M deve ser igual a zero e todos os seus elementos 
perntecem ao conjunto dos números naturais, então, temos: 


trM=a+b+c=0 


Como a,b,c E N, devemos tera =b=c=0: 


O de 
no(a o r) 
e f 0 


Queremos uma matriz M que satisfaça a seguinte relação: 


y? + 2? xy XZ 
M° =| xy x? + 2? yz 
XZ yz x+y? 
0 d e/0 de y? +z’ xy XZ 
(a 0 na 0 - xy xº+2? yz 
e f Oie fo XZ yzy x+y 
d? + e? ef df y? +z? xy XZ 
ef d? +f? de =| xy x? +z? yz 
df de e? +f? XZ yz x? +y? 
Se tomarmos d = z,e = y e f = x, temos que a igualdade é satisfeita. 
0z y 
Assim, M = (z 0 z) é a matriz simétrica de traço igual a zero e cujos elementos são 
y x 0 
naturais que satisfaz a relação: 
y? + 2? xy XZ 
M? =| xy x? + 2? yZ 
XZ yz x+y? 


Gabarito: Demonstração 
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67. (IME/2010) 


Considere o determinante de uma matriz de ordem n, definido por: 


1 1 1 1 1 1 
-1 3 0 0 0 0 
O =1 3 0 0 0 
A =] 0 ~ = 3 O 0 

0 0 0 0 3 0 
0 0 0 0 a 3 

Sabendo que 4; = 1, o valor de A,, é 

a) 59049 

b) 48725 

c) 29524 

d) 9841 

e) 364 


Comentários 
Vamos aplicar o teorema de Laplace na primeira coluna, então, para n > 2: 
An = 1: A1; +(—1)- A21 


3 0 0 0 0 

-1 3 0 0 0 

Au = o -1 3 n O 0]|- CPP ÉS A 
a 0 0 a 3 0 
BEERE o o 01543 

E matriz triangular de ordem n-1 


O determinante acima é de uma matriz triangular de ordem n — 1, então, o seu valor é igual 
ao produto da diagonal principal: 


Ay = 301 
t t4 l 1 1 1 1 1 
ER a 130 0 0 
Ars o t3 a g alap |l dé 0 0 
ND e = 
y : : di i > 0 0 0 .. -1 3 
B 2O lae l 


Nesse caso, o determinante possui a mesma forma de A, com a diferença de uma ordem a 
menos: 


A = —Apn-1 


Então, 4, é dado por: 
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An = ren (—An-1) 
Ar As 


Assim, encontramos uma fórmula de recorrência para o determinante. Para calcular A40, 
podemos proceder da seguinte forma: 


AM 
A — 4A, = 3! 
AG — Ag = 3º 
Mg — AG = 3º 
Ao — hM =3º 
Ao —A,=3" +32 +. +3º 
1 


> A0=1+3+32+..+3º 


10 termos 
Essa expressão é a soma de uma PG de razão q = 3 cujo primeiro termo é 1, desse modo: 
(31° = 1) 310 RE 
3-1 2 


Aro = 1 : = 29524 


Gabarito: “c”. 


68. (IME/2009) 


Seja A uma matriz quadrada inversível de ordem 4 tal que o resultado da soma (4! + 34º) é 
uma matriz de elementos nulos. O valor do determinante de 4 é 


a) —-81 
b) —27 
)=3 
d) 27 
e) 81 
Comentários 
Do enunciado: 
A*+34º =0 
A* = —3Aº 
Aplicando det dos dois lados: 
det 4º = det (—34º) 
Mas, a matriz 4 é 4x4, logo: 
(det 4)! = (—3)* - det A? 
(det A)! = (—3)* - (det A)? 
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(det 4)! — [34 . (det A)?] = 0 
(detA)? (det A — 34) = 0 


Então, det A = 0 ou det A = 3º = 81. Contudo, o enunciado diz que A é inversível, então, 
det 4 + O. Portanto: 


det4 = 81 


Gabarito: “e” 


69. (IME/2008) 
Assinale a opção correspondente ao valor da soma das raízes reais da equação: 


logx  logx logx 
log6x log3x cosx|=0 
1 1 log? x 


a) 1, 
b) 7 
c) 10,0 
d) 11,0 
e) 11,1 
Comentários 


logx  logx logx 
log6x log3x cosx|=0 


1 1º  log?x 
Colocando log x em evidência: 
1 1 | 
logx |log6x log3x cosx|=0 
1 1º  log?x 
Pelo teorema de Jacobi, subtraindo a primeira linha da terceira linha, temos: 
0 0 1 — log? x 
log x |log 6x log 3x cosx |=0 
1 1 log? x 


Aplicando teorema de Laplace na primeira linha: 
log x - [- 1)1+3 . (1 — log? x) - A du JOB a 
log x - (1 — log? x) - (log 6x — a 3x) = 0 
Portanto, devemos analisar três possibilidades: 
1) selog x = 0, então: 


x=1 
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2) se (1 — log? x) = 0, então: 
log? x = 1 
logx = +1 
x = 10 ou x = 10" 
3) se (log 6x — log 3x) = 0, então: 
log 6x — log 3x = 0 
log 6x = log 3x 
6x = 3x 
x=0 


Mas isso não é uma raiz, pois log O não está definido, ou seja, x = 0 não pertence ao domínio 
da função logarítmica. 


Desse modo, as raízes são x = 1, x = 10 e x = 101 = 0,1. Assim: 
S=1+10 +0,1 = 11,1 


Gabarito: “e” 


70. (IME/2007) 
Seja a matriz D dada por: 


1 1 1 
r 


= p q 
sen(P) sen(ĝ) sen(R) 


na qual p, ger são lados de um triângulo cujos ângulos opostos são, respectivamente, 
P, Ô e Ê. O valor do determinante de D é 


a)—1 
b) 
c) 
d) 
e)p+q+r 


0 
1 
T 


Comentários 


Aplicando a lei dos senos no triângulo citado, temos: 
P è > 4q _ r 
sen(P) sen(ĝ) sen(ĝ) 
Além disso, calculando o determinante D, temos: 


D=q-sen(R)+p-sen(0)+r-sen(P)-q-sen(?) — r - sen(ĝ) — p - sen(Ê) 


(1) 


Reorganizando: 


D= (a i sen(R) Zy: sen(0)) + (p . sen(ĝ) — q: sen(P)) + (r i sen(P) =p: sen(R)) 
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De (1), temos que: 
q-sen(R) =r - sen(Q) 
p-sen(0) = q - sen(Ê) 
r-sen(P) =p - sen(Ê) 
Logo, 
D=0+0+0=0 
Gabarito: “b” 


71. (IME/2007) 


1 

= 1 0 

] eB = o | e seja P uma matriz inversível tal que B = 
2 


Considere as matrizes 4 = 


4 
P-1AP. Sendo n um número natural, calcule o determinante da matriz A”. 


Ale AIW 


Comentários 
Temos que: 
det B = det(P71AP) 
det B = det P™+ - det A - det P 


Mas P é inversível, logo: 


1 
det P71 = det P > det P71 -detP = 1 


Portanto: 
det B = (det P71 . det P) - detA > det B = det A 

Do enunciado, temos: 

1 0 


det B Je- 
e = = — 
0 = 
> 2 
Ou seja: 
d de 
mam 


Para calcular o valor do determinante de A, basta usar o teorema de Binet: 
det A” = (det A)” 


1 
é n— [o 
“ |Idet A = (5) 


n 


Gabarito: det 4” = o 


72. (IME/2006) 
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Seja D, = det(A,), onde 


2 med 0 0 0 0 

e 2° =1 0 0 0 
e UN 

0 0 0 O se 2% =l 

0 o 0 p = =i Zioa 


Determine D, em função den (n E N,n > 1). 
Comentários 


Aplicando o teorema de Laplace em D, na primeira linha: 


2 -1 0 O == 0 0 
—1 2 -1 0 0 0 
DS dai 0 -1 2 -1 0 0 4 
0 0 0 0 2 —1 
0 0 0 O = —1 2 
Dn-1 (n-1)x(n-1) 
—1 —1 0 0 0 0 
0 2 -1 0 0 0 
CD- (p2. 0 1 2 -1 0 0 
0 0 0 O = 2 -1 
0 0 0 0 se —1 2 'mn-Dxmn-9 
O segundo determinante pode ser calculado utilizando Laplace novamente: 
-1 -1 0 O =œ 0 0 
0 2 -1 0 =œ 0 0 
O -1 2 -1 0 0 o 
0 0 0 0 2 —1 
0 0 0 0 —1 2 'n-Dx(n-1 
2 -1 0 O = 0 0 
—1 2 -1 0 > 0 0 
Den. 0 -1 2 -1 0 0 E 
0 0 0 0 2 —1 
0 0 0 O = —1 2 
Dn-2 (n-2)x(n-2) 
0 -1 0 0 0 0 
O 2 -1 0 0 0 
+CD Cent. 0 -1 2 -1 0 0 
0 0 0 0 2 —1 
0 0 0 O = —1 2 
0 (n-2)x(n-2) 
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Note que a primeira coluna do segundo determinante da soma acima é nula, logo, esse 
determinante é nulo. 


Portanto, para o segundo determinante, temos: 


-1 -1 0 0 0/0 
O 2 -1 0 = 0 0 

O -1 2 -1 = 0 0 ii 
ad bss TE E agudo je aa E n=2 
O 0 0 0 = 2 1 

O 0 0 0 1 Dl) 


Assim, o determinante D, é dado pela seguinte fórmula de recorrência: 
Dn =2:Dn-1) — Den-2) 


Usando essa fórmula, podemos escrever: 


Da = 2-3 — D3 
na en OD 
Da =D, 4 + D, — D, 


Desse modo: 


Da = Da + D» no D, 
Da-1 = Dn-2 + D2 — Di 


D, = Di + D, D, 
= E TR E, 
D, =D + (n — 1)(D; — Di) 


«ID, = (n— D(D, — D,) + D1 | (D) 


Podemos calcular D, e D4: 


D, = k zA =3 
Substituindo esses valores em (1): 
Da=(n-1)-(3-2)+2 
Da=n-1+2 
“|D,o=n+1 
Gabarito: D, =n+41 
73. (IME/2004) 


Calcule o número natural n que torna o determinante abaixo igual a 5. 
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1 
0 1 = 0 
0 0 1 = 


log;(n— 1) log(n+1) log,(n-1) logo(n— 1) 
Comentários 


Seja A o determinante apresentado no enunciado. Pelo teorema de Jacobi, somando a 
primeira coluna com a segunda, temos: 


1 0 0 0 
0 1 —1 0 
aS 0 1 zj 
log, (n— 1) log;(n+1)+log;(n— 1) log;(n— 1) log;(n— 1) 
1 0 0 0 
0 1 —1 0 
a= g 0 1 Si 


log;(n — 1) log;((n+D(n — 1)) log:(n-1) log:(n- 1) 
Aplicando o teorema de Laplace na primeira linha: 


1 —1 0 
A=1. (1). 0 1 =i 
log ((n + 1)(n — 1)) log;(n— 1) log:(n- 1) 
1 =ï 0 
A= 0 1 —1 
log ((n + 1)(n — 1)) log;(n— 1) log:(n- 1) 


Para o novo determinante As,3, devemos somar a primeira coluna com a segunda coluna 
novamente: 


1 0 0 
A= 0 1 =í 
logo ((n + D(n — 1)) loga((n+1)(n-1)) log:(n-1) 


Aplicando Laplace na primeira linha: 


1 =i 
a oga(n + Dn —1)?) log;(n- 5| = log; (n — 1) + log>((n + 1)(n — 1)?) 


A = logo ((n + 1)(n — 1)°) 
Como queremos À = 5, temos: 
log>((n +1)(n - 1))=5 
(n+D(n—-1))=28=4.28 
Portanto n + 1 = 4en — 1 = 2, ou seja, é solução. 


Gabarito: n = 3 


74. (IME/2002) 
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Uma matriz quadrada é denominada ortogonal quando a sua transposta é igual a sua inversa. 
Considerando esta definição, determine se a matriz [R], abaixo, é uma matriz ortogonal, 
sabendo-se que n é um número inteiro e a é um ângulo qualquer. Justifique a sua resposta. 


[R] = 


sen(na) cos(na) O 
0 0 1 


cos(na) -—sen(na) o 


Comentários 


Vamos calcular a inversa de [R]: 


[R] = 


1 
det[R] i 


1) det[R]: 


det[R] = cos? (na) + sen? (na) = 1 
2) [R]: 


[R] = (Rio) 


Ro 0 = RS 0 0 r 
0 1 0 1 

m=- m | cos a E 0 
0 0 E (na) —sen(na) 

sen(na) cos (na) 
= [cos(na) —sen(na) O E 

[R] = |sen(na) cos(na) o 

0 0 1 


cos(na) sen(na) o 


[R] = 


—sen(na) cos(na) O 
0 0 1 
3) [RJ !: 


1 cos(na) sen(na) O 
[R] = [RJ=1: Esena) cos(na) o 
det[R] 0 0 i 
cos(na) sen(na) O 
—sen(na) cos(na) O 
0 0 1 


[R] = = [R]" 


Logo: 
[R]" = [R] 
Portanto, [R] é ortogonal. 


Gabarito: Prova 
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75. (IME/2000) 


Calcule o determinante: 


1 1 1 1 1 1 1 
1 3 1 1 1 1 1 
1151411 1. 1 
D=|1 1 1 7 1 1 1 
1 1 1 19 1 1 
1 1 1 1 1 11 1 
1114144144 13 


Comentários 


Pelo teorema de Jacobi, vamos multiplicar a primeira coluna por (—1) e somar às outras. 


12000 0 0 

10400 0 0 

D=|1 0 0 6 0 0 0 

10008 0 0 

1 0 0 0 0 10 0 

1 0 0 0 0 O 12 
Aplicando o teorema de Laplace na primeira linha: 

2000 0 0 

0400 0 0 

4.]0 060 0 0 

Deth 00800 

0 0 0 0 10 0 

0 0 0 0 O 12 


Aplicando teorema de Laplace na primeira linha, novamente: 
4 0 0 0 0 


060 0 0 
D=1-2:]0 0 8 0 0 
0 0 0 10 0 


0 0 0 0 12 
Desse modo, podemos observar que realizando esse processo sucessivas vezes, obtemos: 


D=1.2.-4-6-8-10-12 
D = 46080 
Gabarito: D = 46080 


76. (IME/1999) 


Determine uma matriz não singular P que satisfaça a equação matricial PTA = | 3 


onde 4 = [5 l 


Comentários 
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Temos inicialmente que: 
1, [6 0 
P a=[ 4 
Multiplicando por P à esquerda nos dois lados: 
St p6 0 
PP a=P|o A 
Então: 
_pl6 0 
a=Pl, 4 
Substituindo 4 e fazendo P = | b], 
c d 
1 2. [a bļj6 0 
5 al= le allo al 
E 21. [6a —b 
5 4 


6c -d 
Igualando os termos das matrizes, encontramos: 


6 1 a 
= > = — 
a a 6 
-b = 2 > b = -2 
6 5 ? 
= — = 
C c 6 
-d = 4 > d = —4 
Portanto: 
1 
z —2 
P= 5 ) 
6 
2 a3 
Gabarito: P = E 
- —4 
6 
77. (IME/1994) 
Um aluno, ao inverter a matriz 
1 a b 
A= o e al= [elissa 
4 e f 


cometeu um engano, e considerou o elemento a43 igual a 3, de forma que acabou invertendo 
a matriz 


1 a b 
> e f 
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Com esse engano o aluno encontrou 
So 0 cad 
p= =| 3 A | 
=S 0 4/2 
Determinar 41. 
Obs.: O elemento (3,1) de B71 deve ser —3/2. 
Comentários 


Inicialmente, temos: 


1 0 0 
BB1=|0 1 0 
0 0 1 


Aplicando a observação referente ao elemento (3,1): 


1 
E 1 0 0 
1|=]0 1 0 


0 
1 = 
1 0 0 1 
0 = 
2 
a b E E 
2 e= a -374t3 
3 1 1 1 0 0 
3c—-d c —--c+-d|=|0 1 0 
2 2 2 0 0 1 
DO ui 3 3 P 
e Eae 
Então, dos elementos que estão na segunda coluna: 
a=0 
c=1 
e=0 
Substituindo, temos: 
z à 0 l 
2 2 era 
3 3 1 1 0 0 
3--d 1 --+-d|=|0 1 0 
2 E 001 
15 3 i Pad 
2 2! 2 2! 
Então, da segunda linha e primeira coluna: 
3 a 
z4= 
d=2 


Da primeira linha e primeira coluna: 
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Da terceira linha e primeira coluna: 


Então a matriz 4 é da forma: 


=10 12 


ET ER 
4 0 5 


Agora, é necessário inverter 4. Seja 4”! dado por: 


m n p 
AI = É r s| 
x y zZ 
m n , 1 0 1 1 0 0 
0O 1 2|=|0 1 0 
: , zH4 0 5 0 01 
m+4p n m+2n+5p 1 0 0 
q+4s r q+2r+5s -|o 1 o 
x+42 y x+2y+5z 0 0 1 
Podemos observar, na segunda coluna que: 
m20; E=1: 
Substituindo, temos: 
m+4p 0 m+5p 1 0 0 
q+4s 1 q+2+5s|=ļ|0 1 0 
x+4z 0 x + 5z 0 01 


Da primeira e terceira coluna da primeira linha: 


+4p = 1 
m+5p=0 
Subtraindo as duas equações: 
p=-—1 
Substituindo em m + 5p = 0: 
m=5 


Da primeira e terceira coluna da segunda linha: 
f q+4s=0 
q+2+5s=0 


Subtraindo as duas equações: 
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Substituindo em q + 4s = O: 


Da primeira e terceira coluna da terceira linha: 


E +47 =0 
x+5z=1 
Subtraindo as duas equações: 
z=1 
Substituindo em x + 4z = O: 
x=—4 
Desse modo, temos: 
m n p 
AI = É r s| 
x y zZ 
5 0 —1 
Al=|8 1 -2 
—4 0 1 


5 0 —1 
Gabarito: A1 =| 8 1 -2 
0 


78. (IME/1993) 
Determine os valores de x para que: 
= 2 4 6 
X 
x? 0 4x 4 
X 4 10 %=2 
Comentários 


Seja: 


Por Laplace na terceira linha: 


2 4 6 x 2 6 x 2 4 
I=xº:lx+2 0 10 |+4x-|x x+2 10 |-4:|x x+2 0 
4 10 x-2 x 4 x—2 x 4 10 


I = x? - (—4x? + 60x +96) +4x-(xº — 8x? — 8x) —4- (6x? + 8x) 
I = 28x? + 40x? — 32x 
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I = 4x: (7x? +10x—8)=0 


Então, x, = O é solução. Além disso, devemos achar as soluções de 7x? + 10x — 8 = 0: 


_—10+ 102 — 4:7- (—8) 


2:7 
—10 + 18 
s= A 
4 
X2 == €X =—2 


Portanto, os valores de x para I = 0 são: 


[205 
x= iy, 


Gabarito: x = {-2, 0,5) 


79. (IME/1992) 


Calcule o valor do determinante abaixo: 


m+x m m m m 
m m+x m m m 
p =| M m m+x m m 
E m m m m+x m 
m m m m e m+x 
Comentários 
Podemos escrever D, da seguinte forma: 
m+x m m m m 
m m+x m m m 
D = m m m+x m m 
4 m m m m+x m 
m m m m e TA 
Observe que D, = m + x. Além disso: 
m m m m m x m m m m 
m m+x m m m 0 m+x m m m 
p- m m +x m e da 0 m mx m m 
n jm m m m+x m 0 m m m+x m 
m m m m e m+x 0 m m m m+x 
Seja 4, a primeira parcela da equação acima e B, a segunda parcela, então, podemos 
escrever: 
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m m m m m 
m m+x m m m 
m m m+x m m 
Ar = 
m m m m+x m 
m m m m © m+x 
Pelo teorema de Jacobi, podemos multiplicar a primeira coluna por —1 e somar às outras: 
m m m m e m m 0 00 « 0 
m m+x m m m m x00 œ 0 
m m m+x m pos m zis 
A, = > An Z m O x 0 0 
m m m m+x m m 0 0 x « 0 
m m m m e m+x m 0 0 0 «+ xlaxn 
Assim, usando o teorema de Laplace na primeira linha: 
x00 « 0 
O x O =| 0 
A, =m:10 0 x 0 
0 0 0 «+ xana) 


Encontramos um determinante de matriz diagonal, portanto: 
An =m: x" 


Além disso, aplicando Laplace na primeira coluna da segunda parcela de D,: 


x m m m e m 
O m+x m m m 
0 m m+x m e m 
m= 0 m m m+x m =x: Da-i 
0 m m m e m+x 
Desse modo: 
Dn = An + Bn 


D, = x™1tm + x- Dp-1 


Note que 
2 X 1 2 
Da-1 = x" + X: Da-> DX Da-1 = xnm m + P AE Da-2 


2 
o 
Dn-2 = xX"? + x- Da-3 > X° Ds = Xim + x? Dis 


Assim, podemos escrever o seguinte produto: 
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Da = xim + x -Dac 
xD =x"Im + Ba 
12. Prz = xim + x2-Dios 
xD, = xim + xt. Di (+) 
Da=m(n-1)x"! +x"r1.D, 
Substituindo D, = m + x na equação acima: 
D, = m(n — 1)x™t + x™t(m + x) 
Portanto: 
D, = x” + mnx™ t 


Gabarito: D, = x" + mnx™ 1 


80. (IME/1991) 
Determine todas as matrizes X reais, de dimensões 2x2, tais que AX = XA, para toda matriz 
A real 2x2. 
Comentários 
Podemos escrever 4 e X das seguintes formas: 


a11 a 
a21 Q22 


A= | fem | 
X21 X22 

Então, fazendo AX = XA, temos: 

11X11 + Q12X21 11X12 + ] 

21X11 + Q22X21 21X12 + do2X22 

X11đ11 + X12024 X11đ12 + a] 

X21đ11 + X22024 X21ü12 + X22422 


ax = | 


xa = | 


Igualando os termos das matrizes: 


pata + 12X21 Q11X12 + Pd — Ea +X12027 X042 + Eid 
21X11 + Q22X21 Q21X12 + do2X22 X21đ11 + X22024 Xo1042 + X22422 
11X11 + Q12X21 = X11044 + X12021 
21X11 + d22X24 = X21044 + X22024 
11X12 + Q12X22 = X1042 + X12422 
d21X12 + d22X22 = X21042 + X22422 


Da primeira equação: 
11X11 + Q12X21 = X11044 + X12021 
d12X21 = X12021 
Para que a equação acima seja satisfeita para todo a42 e a31: 
X21 = X12 =0 


Substituindo no sistema: 
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11X11 = X11411 
21X11 = X22421 
12X22 = X11412 
22X22 = X22422 


Retirando as equações redundantes: 


Fin = X22đ21 
12X22 = X11412 


Logo, para que as equações acima sejam satisfeitas para todo a42 e a21, devemos ter: 
X11 = X22 
Portanto, sendo x11 = X22 = M e X21 = X12 = 0, temos: 
m 0 
x=] 
O0 m 
Gabarito: X = [r “ 
O m 


81. (IME/1990) 


Calcule o determinante da matriz nxn que possui zeros na diagonal principal e todos os outros 
elementos iguais a 1. 


Comentários 


O determinante citado é: 


0111 1 

1011 1 

1 1 0 1 1 

=h 110 1 

111100 

Observe que D, = 0. Além disso, podemos escrever D, da seguinte forma: 

1 1 1 1 1 -1 1 1 1 = 1 
1 0 1 1 1 0 0 1 1 œ= 1 
1 1 0 1 1 0 101: 1 
D=h1140 "lo 110 1 
11110 0 1 1 1 = 0 


Seja 4, a primeira parcela de D, e B, a segunda parcela de D,. 


Usando o teorema de Jacobi, podemos multiplicar a primeira coluna de 4, por (—1) e somar 
as outras colunas: 


1111 1 10 0 0 0 
1011 a 1-1 0 o0 0 
4-101 |]. 0 -1 o0 0 
"Sd dq il j 0 0 -1 0 
1111 ol 4 o o 0 -1 
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Assim, podemos aplicar Laplace na primeira linha e obter: 


—1 0 0 0 
0 —1 0 0 
An=]ļ]0 0 —1 0 
O 0 O «+ —1'm-Dxn-1 
A, é o determinante de uma matriz diagonal, logo: 
An = (m 
Além disso, de B,, temos: 
-1 111.01 0111 1 
0 011: 1 1 0 1 1 1 
0 1 0 1 1 Laplace na coluna 1 1 1 0 1 1 
= eee = (— . 
Bh=l0 110 1 B=CD'lh 1440 1 
O 111º: Om 11110 
Dn-1 (n-Dx(n-1) 


Então, B, = (—1) -.D,. 
Desse modo, o determinante D, pode ser escrito como: 
Dn = An + Ban 
Da = (=1)"-1 — Da 
Com essa fórmula de recorrência, podemos escrever a seguinte soma telescópica: 
Da = (=1)""! — Da 

(=1)'Da-1 = (=1)" — (—1)} Dn-2 

CID, = (Dt (ID, (O, 

D, = (n — 1)(—1)"=t — (—1)"-?D, 


Lembrando que D, = 0, temos: 
Da = (n -DED 
Gabarito: D, = (n — 1)(-1)"-1 


82. (IME/1989) 
Calcule o determinante da matriz 
a? (a+1)? (a+2) (a+3) 
b? (b+1)? (b+2)2 (b+3) 
c? (c+1)2 (c+2)? (c+3) 
d? (d+1)? (d+2)? (d+43) 
Comentários 


Chamemos a matriz dada do enunciado de D. 
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o a 


Vamos aplicar Jacobi e subtrair todas as colunas da primeira: 


a? (a+1)2-a? (a+2)2-a? (a+3}-— a? 
p=?” (b+1)2-b? (b+2)} -b° (b+3) —b? 
c? (c+1)}-—c? (c+2)}-—c? (c+3)}2-c? 
d? (d+1)2-d? (d+2)2-d? (d+3)2—-d? 

a? 2a+1 4a+4 6a+9 

p=|b? 2b+1 4b+4 6b+9 

c? 2c+1 4c+4 6c+9 

d? 2d+1 4d+4 6d+9 


Além disso, fazendo a terceira coluna menos duas vezes a segunda: 


a? 2a+1 2 6a+9 
b? 2b+1 2 6b+9 
c? 2c+1 2 6c+9 
d? 2d+1 2 6d+9 


Fazendo a quarta coluna menos três vezes a segunda: 
a? 2a+1 2 6 
b? 2b+1 2 6 


c 2c+1 2 6 
d? 2d+1 2 6 


Então, podemos observar que a terceira e a quarta coluna são múltiplas uma da outra. Pela 
propriedade dos determinantes, se uma linha é múltipla da outra o determinante é nulo. Portanto: 


D=0 


D = 


D = 


Gabarito: D = 0 


83. (IME/1988) 


Sejam A, B e C matrizes 5x5, com elementos reais. Denotando-se por 4" a matriz transposta 
de 4: 


a) Mostre que se A - 4' = 0, então 4 = 0. 
b)MostrequeseB-A-A4'=C-A-A,entãoB-A=C-A. 
Comentários 
a) Como 4' é a transposta de 4 e considerando 4 = [a;;], temos que a diagonal principal de 
AA = [xi] é: 


a. 
H 


Se 4: A' = 0, temos x;; = 0. Para isso, já que a matriz é composta somente por elementos 
reais, devemos ter: 
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a; =0 


Portanto: 
A=[0,;]=0 
b) Inicialmente, temos que: 
B-A-A=C:A-AS(B-C)-A-A =0 

Então, multiplicando por (B — C)' dos dois lados, obtemos: 

(B-C)-A-A-(B-C)'=0 (1) 
Conhecendo a propriedade da transposta do produto matricial, podemos escrever: 

((B-C)-A) =4'-(B-0) 

Substituindo essa relação na equação (I): 

((B-0-4)-((B-0)-4) =0 
Pelo item anterior, temos que: 

AA =054=0 
Logo: 
((B-C)-A)-((B-C)-4) =05(B-C).A=05B-A=C:A 

Como queríamos demonstrar. 


Gabarito: Prova 


84. (IME/1987) 


Sejam 


aos 
+ As 


eB=(, j m) 
n o pq 
g 


duas matrizes de elementos inteiros. Verifique se a matriz AB é inversível. 


Comentários 
Multiplicando AB e calculando seu determinante, temos: 


ai+bn aj+bo al+bp am + bq 
ci+dn cj+do cl+dp cm+ dq 
ei+fn ej+fo el+fp em+fq 
gi+hn gj+ho gl+hp gm+hq 


det AB = 


Vamos trocar a primeira coluna pela primeira coluna multiplicado por j e subtraindo a 
segunda coluna multiplicada por i. 


ai + bn > (ai + bn) - j — (aj + bo) - i = b(nj — oi) 
ci + dn > (ci + dn) ; j — (cj + do) -i = d(nj — oi) 
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ei+fn>(ei+fn):j-—-(ej+fo)-i=f(nj-oi) 

gi + hn > (gi+hn)-j-(gj+ho)-i = h(nj — oi) 
Fazendo a substituição acima na matriz do determinante, encontramos: 
b(nj— oi) aj+bo al+bp am+bq 
d(nj—oi) cj+do cl+dp cm+ dq 
f(nj—oi) ej+fo el+fp em+fq 
h(nj— oi) gj+ho gl+hp gm+hq 
b aj+bo al+bp am+ bq 
d cj+do cl+dp cm+dq 
f ej+fo el+fp em+fq 
h gj+ho gl+hp gm+hq 


Vamos trocar agora a segunda coluna pela segunda coluna multiplicado por l e subtraindo a 
terceira coluna multiplicada por j. 


aj + bo > (aj + bo) -l — (al + bp) -j = b(ol — pj) 

cj + do > (cj + do) -l — (cl + dp) -j = d(ol — pj) 

ej + fo > (ej +fo):l— (el + fp): j= f(ol-— pj) 

gj + ho > (gj + ho) - l— (gl + hp) -j = h(ol — pj) 
Repetindo o processo: 


det AB = 


det AB = (nj — oi) 


b(ol—-pj) al+bp am + bq 
d(ol— pj) cl+dp cm + dq 
f(ol-pj) el+fp em+fq 
h(ol— pj) gl+hp gm+hq 


det AB = (nj — oi) 


Iwn as 


b b al+bp am+bq 
d d cl+dp cm+dq 
f f el+fp em+fa 
h h gl+hp gm+hq 


Perceba que det AB possui duas colunas iguais, o que implica em det AB = 0. E como det AB 
é O, a matriz AB não pode ser inversível. 


det AB = (nj — oi)(ol — pj) 


Gabarito: AB é não inversível 
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6. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Você deve ter percebido que as questões do ITA sobre matrizes são bastante conceituais e as 
do IME envolvem bastante cálculos. O segredo para conseguir resolver qualquer questão de 
matrizes é entender bem os fundamentos e saber quando aplicar as propriedades matriciais. 


Tente entender as definições dos diferentes tipos de matrizes e decorar as propriedades dos 
determinantes. Elas serão muito úteis para resolver as questões dessas bancas. 

Resolva a lista de exercícios com calma e sempre tire suas dúvidas! 

Qualquer problema estamos à disposição. 

Bons estudos e até a próxima aula. 
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INTRODUÇÃO 


Olá. 


Nesta aula, estudaremos os principais métodos de resolução de um sistema linear e veremos 
outros conceitos que envolvem um conhecimento prévio de matrizes. Por isso, antes de iniciar essa 
aula, é necessário que você saiba como trabalhar com determinantes de matrizes. Ela será essencial 
para estudar sistemas lineares. 


Ao longo da aula, resolveremos diversos exercícios para consolidar o conhecimento adquirido 
e ganhar velocidade na hora da prova. Se você já estudou esse assunto e se sente confortável, pule 
a parte teórica e vá para a lista de exercícios. Tente resolver todos sem consultar a resolução. 
Sempre que tiver dúvidas, não hesite em nos procurar no fórum de dúvidas ou se preferir: 
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1. EQUAÇÃO LINEAR 


1.1. DEFINIÇÃO 


Toda equação da forma 


x tax, + a3X3 + tax = b|, 


nas quais X,,X5,X3,...,Xn São incógnitas, é classificada como equação linear. Note que todos os 
expoentes das incógnitas devem ser unitários. Os termos 4, 42, A3, ..., An que acompanham as 
incógnitas são denominados de coeficientes e b é o termo independente da equação. 


Vejamos alguns exemplos de equação linear: 
1)x+2y+372=0 

2) 10x + 0,5y — 5z + 36w = 2 

3) 22x + 23y + Zire 

Exemplos de equação não linear: 

4) 2x? + 3xy + 4z = 10 
5)2cosx+3seny=1 

6) 2e* + 3y + 142w + 6w? = —6 


1.2. SOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO LINEAR 


A solução de uma equação linear é apresentada na forma de um conjunto ordenado de 
números. Seja uma equação com n incógnitas do tipo: 


Mx tax, + tax, = b 


Se a ênupla ordenada (a, B, ..., y) torna a equação acima verdadeira, podemos afirmar que 
essa sequência de números é uma solução da equação. 


TOME NOTA! 


Ênupla ordenada é uma sequência ordenada de n elementos e esta ordem se dá, 
preferencialmente, na ordem em que as variáveis são apresentadas. Se n = 2, temos uma dupla 
ordenada. Sen = 3, temos uma tripla ordenada ou terna. Sen = 4, temos uma quádrupla ordenada 
e, assim, sucessivamente. 


Vejamos um exemplo: 
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Vamos analisar a equação x + 2y + 32 = 4. 
Tomando (x,y,z) = (2,1,0) e substituindo na equação, temos: 
x+2y+372=4 
2+2:1+3:0=4 
4 = 4 > Verdade 
Portanto, a tripla ordenada (2, 1, 0) é uma solução da equação. 
Mas, fazendo (x,y,Z) = (0,0,0), obtemos: 
0+2:0+3:0=4 
0 = 4 > Falso 
Assim, a terna (0, 0, 0) não é solução da equação. 


Perceba que podemos ter infinitas soluções para essa equação, veja: 


x+2y+372=4 x+2y+32=4 x+2y+32=4 
14+2:(-2)+3-(-2)=4 3+2º:(-1)+3:1=4 0+2:543-1=4 
14-4-6=4 3-24+3=4 0+1+3=4 
4=4 4=4 4=4 
Verdade Verdade Verdade 


2. SISTEMA LINEAR 


2.1. DEFINIÇÃO 
Agora que sabemos o que é uma equação linear, podemos entender o que é um sistema de 
equações lineares, também chamado de sistema linear. 


Sistema, no contexto da matemática, é formado por um conjunto de equações que devem 
ser satisfeitas simultaneamente. Usamos uma chave do lado esquerdo das equações para 
representar um sistema. 


Vejamos alguns exemplos: 
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f +y+z+w=0 
xy=1 
Esse sistema possui duas equações e quatro incógnitas (x, y,z,w). A primeira equação é 
linear e a segunda, não. Por esse motivo, o sistema é não linear. 


x+y+z=1 
prisma 
2x+y+z=3 


Nesse sistema, temos um conjunto de equações lineares. Portanto, esse é um sistema linear. 


Algumas questões podem nomear os sistemas, por exemplo: 
T Aa o di 
2x +3y=4 dx + by =e 


sistema S sistema T 


2.2. SOLUÇÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


O sistema linear tem um conjunto solução da mesma forma que a equação linear. 


A diferença é que o conjunto solução deve tornar verdadeira não só uma, mas todas as 
equações do sistema. 


Vejamos um exemplo. 


x+y=1 
y+z=2 
x+z=3 


Nosso sistema linear tem 3 equações e 3 incógnitas. Vejamos quais das ternas a seguir podem 
ser consideradas solução. 


(0,1,1) 0+1=14/ 1+1=2/ 0+1=3X 
(111) 1+1=1X 1+1=2/ 1+1=3X 
(0,0,1) Oro- IX 0+1=2X 0+1=3X 
(1,0,2) 1+0=1Y 0+2=24V 1+2=3V 
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Pelo que podemos ver na tabela, algumas ternas não satisfazem a equação alguma, outras 
satisfazem apenas uma ou apenas duas equações. Dos exemplos da tabela, apenas a terna 
(1,0,2) satisfez a todas as equações do sistema, portanto dizemos que ela é uma solução do sistema 
linear. Mais tarde aprenderemos não só a encontrar a terna solução desse sistema como teremos 
condições de dizer se esta é única ou se existem outras soluções. 


Existem, também, sistemas que não apresentam solução alguma, são os ditos sistemas 
impossíveis. 


Dedicaremos mais tempo ao estudo destes mais adiante, mas vejamos um exemplo a título 
de ilustração. 


x+y=1 


x+y=2 


Mesmo que não tenhamos estudado como solucionar um sistema ainda, podemos perceber 
que não existem dois números x e y cuja soma dê 1 e 2 simultaneamente. Assim, este sistema é 
impossível. 


Veremos as técnicas para se resolver um sistema nos próximos tópicos. Por ora, precisamos 
apenas entender o que é um sistema e reconhecer quando um conjunto é ou não solução deste. 


2.3. REPRESENTAÇÃO MATRICIAL 


Você se lembra da multiplicação de matrizes? 
Vamos utilizá-la agora. 


Dadas as matrizes 


1 2 3 
A=|4 72 
3 1 1 

x 


Façamos o produto das matrizes A - X. 


1 2 3] px 
axoli 5 aG 
3 1 1 
Algumas observações: 


Estamos multiplicando uma matriz A33 por outra X3x1. 


O produto é possível e a matriz resultante é do tipo A * X3x1. 
Continuemos. 


Preparemos as matrizes para o produto. 
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1 2 ala 
4 7 +] 
3 1 11) 4 
1:-x+2'y+3'z 
river 
a rly los 


AX= 


AX = 


Perceba que esse conjunto de equações é muito similar às equações que vimos no sistema 
linear. 


Como adendo, pensemos em uma igualdade entre o produto 4 - X e uma matriz B dada por 


2 
B=|4 
5 
Nas condições dadas, temos: 
AX=B 
1 2 31] x 2 
4 7 2 p- 4 
3 1 11 tz 5 


Itl de 
Ar Yt2Z 
E e o nt -ytz 


E 


Para que duas matrizes sejam iguais, seus elementos precisam ser idênticos, ou seja 
1-x+2:'y+3:z=2 


4-x+7:y+2:z=4 
3:-x+1:y+1:z=5 


Que é a representação de um sistema de equações lineares, um sistema linear. 


Assim, podemos tanto representar um sistema linear por meio de suas equações quanto por 
meio de uma equação matricial do tipo 


2.3.1. Matriz incompleta 


Chamaremos de matriz incompleta de um sistema linear a matriz A formada pelos 
coeficientes de todas as equações do sistema. 


Assim, dado o sistema que acabamos de ver no item anterior 
lix+2 y +t3z=2 


4-x+7:y+2:z=4 


3:-x+1:y+1:z=5 
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A matriz incompleta do sistema é 
1 2 3 
4 7 2 


3 1 1 


A matriz A é chamada de incompleta por não conter os valores dos termos independentes do 
sistema, não carregando, portanto, informação suficiente para inferirmos, só a partir dela, o sistema 
todo. 


A= 


2.3.2. Matriz completa 


A matriz completa C de um sistema linear traz tanto os coeficientes das equações quanto os 
termos independentes. 


lty F3 z= 2 
4:-x+7:y+2:z=4 


3:-x+1:y+1:z=5 


2.3.3. Equações equivalentes 
Duas equações são ditas equivalentes se têm exatamente o mesmo conjunto solução. 
Veja, por exemplo, as duas equações do sistema a seguir. 
| x+y=6 
2x + 2y = 12 


Para a primeira, há vários pares ordenados que são solução, por exemplo, podemos citar 
(2,4) e (0,6). 


Vamos testar esses pares na primeira equação para nos certificar de que são, realmente, 
soluções. 


(2,4) 2AA- GN 


(0,6) age o! 


Vimos que, para ser solução de um sistema, a solução deve satisfazer a todas as equações do 
sistema. 
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Testemos, então, as mesmas soluções para a segunda equação. 


(2,4) DA ON DEDE A- Arg IDA 


(0,6) js fá ea Mui oia efe qe qe! 


Percebemos, então, que as soluções (2,4) e (0,6) são soluções de ambas as equações. 


Como são equações, podemos isolar uma das variáveis para deixá-la explícita. Façamos isso 
com ambas. 


x+y=6 
Subtraindo y de ambos os membros da equação. 
x+y=-y=6-y 
x+y-y=6-y 


x=6-y 
Façamos o mesmo com a segunda equação. 
2x + 2y = 12 
Colocando 2 em evidência no primeiro membro. 
2(x + y) = 12 
Dividindo ambos os membros por 2. 
2(x+y) 12 
2 2 
2(x+y) 12 
2 2 
2(x +y) o 
2 
x+y=6 


Subtraindo y de ambos os membros. 


Percebeu como ambas as equações explicitaram a mesma expressão para a incógnita x? 


Isso quer dizer que qualquer solução que encontremos para a primeira equação será, 
também, solução da segunda, pois ambas trazem a mesma informação acerca das variáveis, são 
equivalentes. 
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Olhando com atenção para as equações do sistema, podemos perceber que a segunda 
equação tem seus termos, um a um, correspondentes ao dobro dos termos da primeira equação. 


x+y=6 


2x + 2y = 12 


Sempre que tivermos uma equação linear sendo resultado da multiplicação de outra equação 
linear por uma constante (diferente de zero), essas equações apresentarão exatamente a mesma 
informação, portanto, serão equivalentes. 


Utilizaremos esse mesmo fato para simplificar equações equivalentes nos próximos tópicos. 


2.3.4. Combinação linear de equações 


As equações equivalentes são proporcionais entre si e há uma correspondência entre elas 
por meio de uma constante. 


No entanto, uma equação, mesmo que não equivalente a outra de um sistema, pode não 
trazer uma informação nova, pois tudo o que ela “informa” já está contido nas outras equações do 
sistema. 


Vejamos um caso prático. 
x+y+z=10 


2x +y +27 = 17 


3x + 2y + 3z = 27 


Embora a terceira equação do sistema não seja equivalente a nenhuma das outras, ela não 
traz informação nova ao sistema. 


Pense que cada equação traz restrições às variáveis em questão. 


Antes de colocar qualquer equação em um sistema, é como se fosse perguntado algo do tipo: 
pense em quaisquer 3 números. 


Quando colocamos a equação x + y + z = 10, restringimos de “quaisquer 3 números” para 
“pense em 3 números com soma igual a 10“. Houve uma restrição de possibilidades. 


Ao colocar a segunda equação, 2x — y + 2z = 17, aumentamos a restrição. Agora, não basta 
pensar em 3 números com soma 10, é preciso que, além de apresentar a soma 10, o dobro do 
primeiro menos o segundo mais o dobro do terceiro resulte em 17. Uma restrição ainda maior. 


O problema é que, ao inserir a terceira equação, 3x + 2y + 2z = 27, essa restrição não 
censura número algum que já não tenha sido restringido pelas anteriores. 


Mas professor, como é que eu vou saber disso? 
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No próximo tópico veremos um método para retirar de um sistema as equações “inúteis”. 
Por enquanto, podemos ver um indício disso ao perceber que a terceira equação é a soma das outras 
duas, veja. 


I 


tiy 8 


3x + 2y + 3z = 27 
Na aula sobre matrizes, estudamos quando uma fila era combinação linear de outras, lembra? 


|” 


Pois é, aqui é exatamente a mesma coisa. Uma equação é “inútil” em um sistema se ela é 


uma combinação linear de outras. 


Poderíamos então, sem perda de informação ou generalidade, reescrever o sistema sem essa 
equação “inútil”. 


x+y+z=10 


2x +y +2z= 17 
E teríamos, exatamente, o mesmo conjunto solução que o sistema de onde partimos. 


Vejamos, agora, um método para descobrir essas tais equações “inúteis” em um sistema para 
podermos eliminá-las e reescrevermos nossos sistemas de forma mais objetiva. 


2.3.5. Matrizes equivalentes de um sistema linear 
Recapitulando. 


Vimos que um sistema linear pode ser representado por um produto de matrizes e tivemos 
contato tanto com a matriz incompleta quanto com a matriz completa do sistema. 


Vimos também que há equações equivalentes entre si e equações que são combinações 
lineares de outras. 


De posse dessas duas informações, podemos elaborar o seguinte raciocínio. 


Um sistema linear pode ser equivalente a outro, desde que suas equações sejam equivalentes 
entre si. 


Vejamos o exemplo em que todas as equações do segundo sistema são o dobro das equações 
do primeiro. 


x+y+z=10 2x + 2y + 2z = 20 
2x +y + 2z = 17 > equivalente a > 44x + 2y + 4z = 34 


3X Ly TS = Z7 6x + 4y + 67 = 54 


As matrizes completas (as que incluem os termos independentes) desses sistemas são: 
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1 1 1 10 2 2 2 20 
: 1 2 17 > equivalente a > f 2 4 | 
3 2 3 27 6 4 6 54 
Vimos no item anterior que a terceira equação desse sistema, por ser a soma das duas 
equações anteriores, pode ser excluída do rol sem prejuízo para o sistema. 


1 1 1 10 2 2 2 20 
2 1 2 17ļ|> equivalentea >|4 2 4 34 
3—23 —27 6 4 6 54 

2 2 2 20 
E rad 10) > equivalentea > |4 2 4 34 
2 1 2 17 6 4 6 54 


Voltando à representação clássica do sistema, essas matrizes representam 
2x + 2y + 2z = 20 


x+y+z=10 
| > equivalente a > 4 4x + 2y + 4z = 34 


2x +y +22 = 17 
6x + 4y + 6z = 54 


Portanto, podemos ter dois sistemas com escritas diferentes, com representações matriciais 
diferentes, e, ainda assim, serem equivalentes. 


3. TIPOS DE SISTEMAS LINEARES 


Um sistema pode ser classificado nos seguintes tipos: 


Determinado 


(solução única) 
SPD 


Possível 


Impossível 


Indeterminado 


(infinitas soluções) 
SPI 


(sem solução) 
SI 


Vejamos o que cada um significa. 
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3.1. SISTEMA POSSÍVEL E DETERMINADO (SPD) 


Um Sistema Possível e Determinado (SPD) é um sistema que admite uma única solução. 
Por exemplo: 


x+y+z=6 xy=3 
2x+y-z=7 > 4y = 2 > (3,2,1) 


x+2y+z=8 z=1 
Esse sistema é SPD, pois admite apenas a solução (x, y, Z) = (3,2,1). Veremos adiante que 


um sistema com n incógnitas deve possuir, obrigatoriamente, n equações para poder ser 
classificada como SPD. 


3.2. SISTEMA POSSÍVEL E INDETERMINADO (SPI) 


Um Sistema Possível e Indeterminado (SPI) é um sistema que admite infinitas soluções. 
Por exemplo: 
x+y+z=6 


2x + 2y + 2z = 12 


x+2y+72=8 


Note que a segunda equação é proporcional à primeira, termo a termo. Assim, podemos 
reescrever o sistema do seguinte modo: 
x+y+z=6 
x+y+z=6 
2x + 2y + 22 = 2- 
x+2y+z=8 
x+2y+z=8 
Agora, temos 2 equações e 3 incógnitas. Perceba que as ternas (2,2,2) e (3,2,1) são 
soluções do sistema: 
2+2+2=6 6=6 
(2,2,2) > > 


2+2:-2+2=8 8=8 


3+2+1=6 6=6 
(3,2,1) > > 


3+2:2+1=8 8=8 


Além dessas soluções, podemos encontrar outras. Logo, não é possível determinar uma única 
solução. 
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3.3. SISTEMA IMPOSSÍVEL (SI) 


Um Sistema Impossível (SI) é como o próprio nome diz, é impossível. Não conseguimos 
encontrar ênuplas que tornem verdadeiras todas as equações do sistema. 


Por exemplo: 
i +y =2 
x+y =5 


Podemos notar que não é possível encontrar uma dupla ordenada (x, y) tal que a soma deles 
resulte, simultaneamente, em 2 e 5. Assim, esse sistema é impossível. 


4. MÉTODOS DE RESOLUÇÃO 


B- ACORDE!! 


Vamos estudar nesse e nos próximos capítulos o que realmente cai na prova. Então fique 
atento! 


Podemos resolver um sistema linear de diferentes modos, vamos estudar os principais que 
podem ser cobrados no vestibular. 


4.1. SUBSTITUIÇÃO 


Essa é a técnica mais simples e consiste em isolar uma variável de uma equação e substituir 
em outra. 


Veja um exemplo. 


A 
x+y=2 


Podemos isolar a variável y da segunda equação e substitui-la na primeira. 
x+y=2>y=2-x 


To 
y=2-x 


Agora, basta substituir y na primeira equação e encontrar o valor de x. 
3x+y=10 
3x + (2-x)=10>2x=8>ə>x=4 
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Com o valor de x, podemos substitui-lo na segunda equação e encontrar o valor de y: 


y=2-x>y=2-4>y=-2 


4.2. SOMA DE EQUAÇÕES NO PRÓPRIO SISTEMA 


Outro método simples, ele consiste na soma de equações de um mesmo sistema. 


A condição mais propícia para utilizar o método da soma de equações em um sistema é ter 
pelo menos uma variável com coeficiente de mesmo módulo e de sinais opostos em duas equações 
distintas. 


Veja um exemplo. 
| +y=7 
x—y=1 


Perceba que, se somarmos ambas as equações, a incógnita y será anulada, facilitando o 
cálculo da incógnita x. 


o 


Agora, basta substituir o valor de x em qualquer uma das equações e encontrar o valor de y. 


4.3. TEOREMA DE CRAMER 


Considerando um sistema linear de n incógnitas e igual número de equações representado 
na forma matricial 


A-X=B 


No qual A é a matriz incompleta do sistema, X é a matriz coluna das variáveis e B é a matriz 
coluna dos termos independentes. Se a ênupla (q4, &2, ..-, €n) é solução do sistema, o teorema de 
Cramer afirma que 


D; 
q; = pi E (1,2,...,n) 


Em que D é o determinante da matriz A e deve ser necessariamente diferente de zero e D; é 
o determinante da matriz obtida de A substituindo-se a i-ésima coluna de A pela matriz coluna B. 
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O teorema de Cramer é aplicável apenas para sistemas que possuem o número de 
incógnitas igual ao número de equações, pois a matriz 4 deve ser quadrada para possibilitar o 
cálculo do determinante e este deve ser diferente de zero (D + 0). 


Essa é a definição do teorema, vamos usar um exemplo para você ver na prática como 
funciona. 


x+y+z=6 
2x+y-z=7 


x+2y+z=8 


Representando-o na forma matricial 4: X = B, temos: 


1 1 1 
2 1 = 


1 2 1 


A= 


Inicialmente, devemos calcular o determinante da matriz A: 


1 1 1 
D =detA=|2 1 —1|=1-1+4-1-(-2)-2=3 
1 2 1 


Como D + 0, podemos aplicar o teorema de Cramer para encontrar as variáveis. 


Perceba que a primeira coluna da matriz A apresenta apenas coeficientes da incógnita x, a 
segunda, apenas de y enquanto a terceira, apenas de Z. 


1x+1y+1z=6 
1 1 1 
2x+1y-1z=7>|2 1 —1 


1x+2y+1z=8 
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Vamos começar pela variável x. Para isso, devemos substituir a coluna da incógnita x pela 
matriz coluna B e chamar o determinante dessa matriz de D, (já que estamos calculando x): 


1 1 1 6 
Ap 1 = s =|| 
L12 å 8 
6 1 1 
D;=|7 1 =i 
sz a 


Então, calculando D: 
D, = (6 — 8 + 14) — (8 — 12 + 7) = 12-3 = 9 
Assim, x é dado por 


Vamos repetir o processo para as variáveis y e z. Para calcular D,, devemos substituir a 
segunda coluna de A pela matriz B: 


111 6 
A=s|2 1-1 pel, 
12 1 8 
16 1 
m= 7 =i 
Iig q 


>D,=7-6+16-7+8-12=6 


Desse modo, y é dado por: 
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Por fim, para calcular D,, devemos substituir a terceira coluna de 4 pela matriz B: 


11 T 6 
A=|2 1 =l B=|7 
iZ á 8 
116 
D,=|2 1 7 
12 8 


> D, = (8 +7 +24) — (6 + 14 + 16) = 39-36 =3 
Então: 


D 3 
z=% => 
Portanto, a terna (3, 2, 1) é a solução do sistema. 
Recapitulando. 
Calculamos o determinante da matriz incompleta do sistema e o nomeamos D. 


Substituímos a primeira coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos o 
determinante dessa matriz e o nomeamos D,. 


Substituímos a segunda coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos o 
determinante dessa matriz e o nomeamos D}. 


Substituímos a terceira coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos o 
determinante dessa matriz e o nomeamos D,. 


Por fim, calculamos o valor de cada incógnita pelo teorema de Cramer 


Veremos na prática que o teorema de Cramer não é muito utilizado na resolução de sistemas 
lineares, ele é mais teórico. O importante desse teorema é que ele nos permite identificar quando 
um sistema é SPD, SPI ou Sl. No tópico de discussão de um sistema linear, veremos como analisar 
um sistema. Agora, vamos estudar um método bastante útil na resolução de sistemas. 
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Podemos calcular as soluções de um sistema linear através da inversa da matriz 4 (matriz 
incompleta do sistema). Se det A + 0, temos que a matriz A é invertível e, assim, podemos escrever: 


A-X=B 
Como A é invertível, podemos multiplicar à esquerda nos dois lados da equação por 41: 
A-A- X=A1.-B 
I 
“X= AB 
Portanto, as soluções da matriz coluna X são dadas pelo produto matricial 41. B. 


Exemplo de aplicação: 


da 


x+y=2 
Vamos verificar se a matriz incompleta é invertível: 
-[2 1 e 
a= j| > detA =2 1=1#0 
Logo, A é invertível. Podemos calcular sua inversa: 
1 . [1 -1 
At = A = 
det 4 E 2 | 
Assim, as soluções são dadas por: 


Esse é um outro método para encontrar a solução de um sistema linear. Na prática, para 
sistemas grandes, esse método parece não ser muito útil devido à necessidade de se calcular a 
matriz inversa. 


4.4. ELIMINAÇÃO GAUSSIANA 


A Eliminação Gaussiana, também conhecido como escalonamento, é um método para 
resolver sistemas lineares. Este método consiste em transformar o sistema linear original em um 
sistema equivalente cuja matriz incompleta é do tipo triangular superior. Ele consiste nas seguintes 
operações elementares: 
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e Multiplicar uma equação do sistema por uma constante k + 0; 
e Substituir uma equação pela soma dela própria com o múltiplo de outra qualquer; 
e Trocar duas equações de posição. 


Veja um exemplo de escalonamento de sistema: 


x+y+z=6 
2x+y-z=7 
x+2y+z=8 


Vamos fazer as seguintes referências: L, para a primeira equação, L, para a segunda equação 
e L} para a terceira equação. Assim, iniciemos o processo de escalonamento. 


Inicialmente, devemos zerar o coeficiente da primeira incógnita da segunda e da terceira 
equações. Substituímos L, por 2L, — L, e L} por Ly — L: 


L> > 2L, — Ls 
2L — L > 2(x +y +z)—-(2x+y-z)=2.6-7 
2L L >y+3z=5 


Ly > Lz — Lı 
L; — L > (x+ 2y +z)—-(x+y+z)=8-6 
L- L; >y=2 
x+y+z=6 x+y+z=6 
2x+y-—-z=7-40x+y+32=5 


x+2y+z2=8 0x +y + 02 =2 


Agora, substituímos Ls por L — Ls e simplificamos: 
L; > Lz — L3 
L, — L; > (y +3z)-y =5-2 
L — L; > 3z=3>z=1 
x+y+z=6 x+y+tz=6 


0x +y +3z=5~40x+y+3z=5 


0x+y+0z=2 Wx+0y+z=1 
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O sistema resultante é o sistema escalonado. 


A título de comparação, vejamos o sistema anterior, original e escalonado, e suas respectivas 
matrizes. 


x+y+z2=6 x+y+z=6 
2x+y-z=7 y+32=5 
— 
x+2y+z=8 z=1 
Sistema original Sistema escalonado 
1 1 1 6 1 1 1 6 
2. 1 =1 7 E 1 3 | 
12 1 87 logii 


Matriz original Matriz escalonada 


Perceba que a matriz incompleta escalonada é triangular superior: 


Lt L | 
0 1 3 
0 0 1 


Matriz triangular superior 


5. DISCUSSÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


Vamos aprender neste capítulo como analisar um sistema linear. Vimos que este sistema 
pode ser SPD, SPI ou Sl. 


Normalmente, usamos o teorema de Cramer para identificar se o sistema é possível e 
determinado e se este não for o caso, analisamos as equações do sistema para saber se ele é SPI ou 
SI. 


Iniciemos pelo teorema de Cramer. 


5.1. CLASSIFICAÇÃO PELO TEOREMA DE CRAMER 


Vimos que para calcular os valores das incógnitas pelo teorema de Cramer, necessariamente, 
devemos ter D + 0, pois D é o denominador de todas as frações determinantes das incógnitas. 
Dy Dy D, Dwy D; 
xX = =p'? =Y =t =J?" 
Assim, se D 0, o sistema é possível e determinado (SPD). 


Caso o sistema apresente D = 0, ele poderá ser ou SPI ou SI. Para fazer a distinção entre 
esses tipos, devemos fazer a análise das equações do sistema. 
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Se o sistema apresentar o número de equações menor que o número de incógnitas, ele 
automaticamente será SPI ou SI e nunca SPD. 


Resumindo: 


Teorema de Cramer 


ou SPI ou SI 
5.2. SISTEMA POSSÍVEL E INDETERMINADO OU SISTEMA IMPOSSÍVEL 


Agora que sabemos que D =+ O implica que o sistema é SPD. Devemos analisar o caso em que 
D = 0. Considere o sistema abaixo para análise. 


are 
x+by=2 


Vamos calcular o determinante da matriz dos coeficientes: 
a 1 
D= | | =ab-1 
1 b 
Se D + 0, temos um sistema possível e determinado, isso acontece se ab = 1. 


Se D = 0, podemos ter um sistema possível e indeterminado ou impossível, isso ocorre 
quando ab = 1. 


Então, se D = 0, temos: 
1 
= pe 


Substituindo b no sistema: 
E +y=1 


a Ms 
x a~ 


ax +y = 2a 


Para termos um SI, devemos fazer com que uma equação seja a contradição da outra. 


Perceba que para qualquer valor de a + 1/2, encontramos um sistema impossível. Pois, os 
coeficientes das incógnitas de cada equação são iguais e a + 1/2 implica em termos independentes 
diferentes. 


E se a = 1/2, temos um sistema possível e indeterminado, pois a segunda equação torna-se 
equivalente à primeira e o sistema fica reduzido à apenas uma equação: 
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xX 

2 

Também podemos analisar de outro modo. Se queremos um SPI, podemos fazer com que a 

segunda equação seja proporcional à primeira equação. Desse modo, conseguimos reduzir o 
número de equações do sistema e, assim, indeterminamos o sistema. 


+y=1 


Se as equações são proporcionais, os termos devem ser proporcionais entre si, um a um. 


eo a 1 1 


1x+by=2 "1I p 2 


Assim, temos: 


a 1 1 
"o 
I d 
a o 
Note que 
1 
ab=:2=1 


E isso satisfaz a condição D = 0. Portanto, sea = 1/2 e b = 2, temos um SPI. 


5.3. SISTEMA LINEAR HOMOGÊNEO 


Um sistema linear é homogêneo quando todos os seus termos independentes são nulos. Veja 
um exemplo: 


x+y+z+tw=0 
x—-y+22z-w=0 
3x — 2y — 82 + 1w =0 


x—y-z-w=0 
Nesse sistema, podemos perceber que a quadrupla (0,0,0,0) é solução do sistema. Essa 


solução é chamada de solução trivial. Além dessa, podemos ter a solução não trivial. Para analisar 
essa possibilidade, devemos calcular o determinante da matriz dos coeficientes do sistema. 


Se D + 0, temos um SPD e, consequentemente, a solução trivial é única. Se D = 0, temos 
um SPI e, assim, encontramos a solução trivial e diversas soluções não triviais. 


TOME NOTA! 


Um sistema linear homogêneo sempre admite solução! Ele pode ser possível e 
determinado ou possível e indeterminado, mas nunca impossível! 
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6. POSTO OU CARACTERÍSTICA DE UMA MATRIZ 


Esse tema é passível de cair no ITA ou no IME. 


Para calcular o posto (ou característica) de uma matriz, devemos encontrar a sua forma 
escalonada. Assim, a característica dessa matriz é o número de linhas não nulas da matriz 


escalonada. 
Representamos o posto da matriz A por p(A). 


Dessa forma, temos: 


iig 

A=I0 1 3 5] 90 =3 
0011 
111/10 

B=|0 1 0 ITOE 
000 0 
71 4 10 
CE a 
0015 

o nd | POA 
000 0 
000 0 


Sempre que uma linha for combinação linear de outras ou ainda, produto de outra linha por 
uma constante, teremos uma redução do posto da matriz, pois se trata, como dissemos antes, de 


|” 


uma linha “inúti 


6.1. TEOREMA DE KRONECKER 


O teorema de Kronecker nos permite encontrar a característica de uma matriz de outro 
modo. De acordo com esse teorema: 


O posto de uma matriz 4 de ordem n é p se: 


e Existir em A alguma submatriz A’ de ordem p com determinante não nulo; 
e Todos os determinantes das submatrizes de 4 de ordem p + 1 devem ser nulos. 


Exemplo: 
1 2 3 
A=|1 2 3 
5 1 4 


Note que a primeira e a segunda linha da matriz A são proporcionais entre si, desse modo, 
det A = 0. Como o determinante de A de ordem 3 é nulo, seu posto não pode ser 3. Vamos analisar 
as submatrizes de A de ordem 2 e verificar se encontramos alguma com determinante não nulo. 
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Tomando a submatriz A’ formada pelos dois primeiros termos da primeira linha e pelos dois 
primeiros termos da segunda linha conforme ilustrado acima, temos: 


A'= E °] > detA’ = 0 


É notório que qualquer submatriz de ordem 2 que tomarmos usando a primeira e a segunda 
linha, teremos determinante nulo. Logo, temos que analisar as submatrizes usando a primeira e a 


terceira linha de A. 
1 2 3 
5 11 4 


At = [o “|=det4'=1-10=-9+0 


O determinante da submatriz 4” é não nulo, como o determinante de A é nulo, aplicando o 
teorema, temos que o posto de 4 é 2. 


ESCLARECENDO 


Submatriz é uma matriz obtida excluindo-se algumas linhas ou colunas da matriz original. No 
exemplo acima, podemos ter as seguintes submatrizes: 


31>4'=|2 3 
4 1 4 


1 [2 3l $ 


3 

1 3 
3j >a" =] 
5 4 


Esses são apenas alguns exemplos de submatrizes que podemos extrair de A. 


6.2. TEOREMA DE ROUCHÉ-CAPELLI 


Outro método de discussão de sistemas lineares é pelo teorema de Rouché-Capelli. Esse 
teorema, diferentemente do teorema de Cramer, permite analisar todos os tipos de sistemas 
lineares (SPD, SPI, SI). Considere o sistema linear abaixo. 
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11X1 + d12X2 + ee + AinXn = bı 
a21X1 + a22X2 +e + AnXn = b, 


Am1X1ı + am2X2 +“ + AmnXn = bn 


Esse sistema possui m equações e n incógnitas. Seja p a característica da matriz incompleta 
do sistema e q a característica da matriz completa. O teorema de Rouché-Capelli permite inferir que: 


e Sep =+ q,temos um sistema impossível. 
e Sep= q <n, temos um sistema possível e indeterminado. 
e Sep=q=n,temos um sistema possível e determinado. 


Vejamos sua aplicação com os exemplos abaixo: 


x—y+2z2=0 
—x + 3y q 


Seja A a matriz incompleta e C a matriz completa. Desse modo, temos: 
2 1 1 2 1 1 1 
1 —1 2ļ|eC=|1 —1 2 0 
-1 3 1 -1 3 12 
Como a matriz A é quadrada, podemos calcular seu determinante: 
detA = -2 -2 +3 — 1- 12-1 = -15 #40 


Assim, sendo p a característica da matriz A, temos p = 3. 


2x+y+z=1 
n| 


A= 


A matriz completa C possui 3 linhas e 4 colunas, então, para calcular q (característica da 
matriz C), devemos calcular o determinante de uma submatriz de C. Quando fazemos isso, devemos 
sempre calcular os determinantes das submatrizes de maior ordem e ir testando até encontrar um 
que gere determinante não nulo. Nesse caso, como det 4 + 0, podemos tomar a submatriz de C 
igual à matriz A. Logo, q = p =3. 


Nesse sistema, temos três incógnitas, desse modo n = 3. 


Encontramos p = q = n e de acordo com o teorema de Rouché-Capelli, temos um SPD. 


2x+y+z=1 
2) x+y+z=2 
2x +2y+2z=4 


Vamos proceder de modo análogo ao exemplo 1. 
2 1 1 2 1 1 1 
1 1 1)eC=|1 1 1 2 
2 2 2 2 2 2 4 
Note que det A = 0, pois a terceira linha é proporcional à segunda. Assim, devemos analisar 


os determinantes das submatrizes de A. Como a ordem de A é 3, vamos analisar as submatrizes de 
ordem 2. 


A= 


PR Aula 13 — Sistemas Lineares 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 13: ITA/IME 2020 cd 


É íi i 
L4 1 
22 3 
ret d Ro 

s=|; ]=>det4'=1%0 


A= 


Como o determinante dessa submatriz é não nula, temos p = 2. 


Agora, vamos analisar a característica de C. Como C é uma matriz 3x4, devemos analisar suas 
submatrizes. Perceba que a terceira linha da matriz C é proporcional à segunda, assim, os 
determinantes das submatrizes de ordem 3 são nulos. Desse modo, devemos analisar as submatrizes 
de ordem 2. Como A4' também é uma submatriz de C e seu determinante é não nulo, podemos tomar 
essa submatriz e encontrar q = 2. 


O sistema possui n = 3. Então, como p = q < n, temos um SPI. 


2x+y+z=1 
3)/4x + 2y + 2z = —1 
=x +3y+z=2 
Aqui, temos: 
2 1 1 2 1 1 1 
A=|4 2 2)eC=|4 2 2 -1 
=]. 3 1 =] 3 1 2 


Note que det 4 = 0, pois a segunda linha é proporcional à primeira. Então, vamos analisar 
suas submatrizes. 


2 1 1 2 2 
A=|4 2 2 >4' =|} ]=det4'=2-6=-4+0 
—1 3 1 
Assim, p = 2. 


Agora que encontramos p, vamos calcular q. 


2 1 1 1 1 1 1 
C=|4 2 2 —1ļ|>C'=|2 2 —1|>detC'=4-3+2-6+1-4=-—-6#+0 
—1 3 1 2 3 1 2 
Como det C’ + 0 e C' é de ordem 3, temos q = 3. 


Já podemos concluir pelo teorema de Rouché-Capelli que esse sistema é impossível, pois p + 


HORA DE 
PRATICAR! 
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| (Fuvest/2005) 


| Diz- -se que a matriz quadrada A tem posto 1 se uma de suas linhas é não-nula e as outras são | 
“múltiplas dessa linha. 


| | Determine os valores de a,b ec para os quais a matriz 3x3 


2 z 3 
3a-b+2c 1 6 
b+c-—3a z c—2a+b 


tem posto 1. 
| Comentários 


A matriz A é de ordem 3, então ela pode ter posto 3. Se queremos que a matriz A tenha | 
| posto 1, devemos fazer com que as outras linhas da matriz A sejam proporcionais à primeira. | 
| Dessa forma, conseguimos reduzir o posto da matriz. 


Perceba que os números que não têm incógnitas nos dão indicações sobre a. 
| proporcionalidade entre as linhas da matriz. i 


z 3 
2 
J? >: 
ži 1 6 


2 


NIe 


Assim, percebemos que existe uma proporcionalidade entre essas linhas de tal forma que | 
| a segunda linha contém elementos que são o dobro de cada elemento da primeira linha e a | 
| terceira linha contém elementos que são iguais aos elementos da primeira linha. 


Devemos encontrar a, b, c que satisfaçam as seguintes equações: 
3a-b+2c=2:2 
b+c-3a=2 
c—2a+b=3 
Desse modo, temos o seguinte sistema: 
3a—b+2c=4 
fra +hb+c=2 


—2a+b+c=3 
Fazendo L, > L, + L4 e L} > L} + Ly, temos: 
3a—-b+2c=4 
30 =6 
a+3c=7 
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Podemos ver que em L,, temos c = 2. Substituindo esse valor em Ls, encontramos: 
a+3:-2=7>a=1 
Por fim, substituindo a e c em L;: 
3.:1-b+2:2=453-b4+44=45b=3 
Dessa forma, para os valores (a,b,c) = (1,3,2), o posto da matriz 4 é 1. 


| Gabarito: (a, b,c) = (1,3,2) 


7. APÊNDICE 


Nesse tópico, vamos aprofundar nosso conhecimento sobre sistemas lineares. Vejamos o que 
significa autovalor e autovetor. 


7.1. AUTOVALOR E AUTOVETOR 


Considere a equação matricial 
A-X=A-X 
Nos quais 4 é uma matriz quadrada de ordem n, X é a matriz coluna n x 1 e À é um número 


real ou complexo (complexo é um conjunto que abrange os números que não podem ser 
representados pelo conjunto dos reais). X também pode ser entendido como um vetor coluna. 


dq i2 tt" Qin Xi 
Q21 Q22 tr : X2 

AS | as « 5Ã=| : HAERGUA EC 
Ani An2 "o Am Xn 


Note que o produto matricial A - X gera uma matriz n x 1. 
Podemos manipular essa equação para encontrar o seguinte sistema: 
AX=A-NXNS5SDAX-A-X=O0 


Como À é um número real ou complexo, podemos reescrever o produto À : X como 41 - X. 


Veja: 
X4 À xX 
preili =E 
Xn A 
1 0 = 0 X1 A 0 = 0 X1 À: xX 
mersa À e did O dc a À: x; 
O 01 Xn DO e Al Ns a 


Assim, podemos escrever: 
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AX-A-X=0>5(A-1DX=0 


O produto matricial encontrado representa um sistema linear homogêneo: 


a —4À a12 ii Ain X1 0 
a21 a22 — À ERR : i X2 — 0 
an1 an2 o dan — À Xn 0 

A-AI 


Sabemos que todo sistema linear homogêneo admite a solução trivial. Vamos analisar o 
determinante da matriz incompleta desse sistema 


det(A — AI) 
Pelo teorema de Cramer, temos os seguintes resultados: 


e det(A -— AI) = 0 > SPI 
e det(A -— AI) + 0 > SPD 


det(A — AI) é chamado de polinômio característico cuja variável é À: 
p(4) = det(A — AI) 
Se igualarmos o polinômio característico a zero, encontramos a equação característica: 
det(A- A) = 0 


As raízes dessa equação (A,, À», ...,A,) são chamadas de autovalores da matriz A. Para cada 
um desses valores, geramos um conjunto solução. As soluções são chamadas de autovetores 
associados a cada autovalor. 


Vejamos na prática como aplicamos esse conhecimento. 


. , f (20 (* 
Considere o sistema abaixo, no qual 4 = E J ,X = () eñER. 


A-X=A-X 


Podemos encontrar o seu polinômio característico. Para isso, devemos calcular det(A — AI): 


4-2=(, zilo DECR 3-4) 


det(A — AI) = (2 — 4)(3 - 4) = 2? - 5A + 6 
> p(4)=2°-54+6 


Se quisermos encontrar os autovalores associados à matriz A, basta calcular as raízes da 
equação característica: 


2? —54+6=0 
As raízes dessa equação são À, = 2 e À, = 3. Esses são os autovalores de 4. 


Para encontrar os autovetores, usamos os autovalores encontrados e substituímos no 
sistema linear. 


Para À, = 2, temos: 
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AX=A-XS(A-A)-X=0 
a 5-2) G)=(9)= E D= (o) 
sa 


5 f 0=0 
2x+y=0 
>2x+y=0 
Assim, o sistema se resume à apenas uma equação. Seja x = æ + 0, então, temos: 
2x +y = 0 > y = —2x = -24a 


Portanto, para À, = 2, temos a seguinte solução: 


X = (p) >E = (za) +0 
Definindo-se os valores de « € R e diferentes de zero, encontramos os autovetores 


associados ao autovalor À, = 2. 
Vamos repetir o processo para À, = 3: 
E sa) OW 0):6)-6) 
> E e x =0 


Note que o sistema que encontramos não depende da variável y. Portanto, qualquer valor 
de y é solução do sistema. Desse modo: 


Lal eai 


Os autovetores associados ao autovalor À, = 3 possuem a forma acima e são soluções do 
sistema. 


Você verá que o ITA/IME pode eventualmente cobrar esse conhecimento na prova, mas esse 
assunto será cobrado de uma forma bem superficial, pois é um tópico da álgebra linear que é 
aprendido nos primeiros anos de engenharia. 


Para finalizar, vamos ver um teorema bem interessante que possibilita o cálculo da matriz 
inversa de um outro modo. 


ESCLARECENDO 


Para calcular det(A — AI), basta subtrair À da diagonal principal da matriz A. Veja os 
exemplos: 
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A=( 1) = detça — an) = [171 a 
1-2 4 7 


1 4 7 
p= (2 5 B) > deB =a) = 2 5-4 8 
3 6 9 3 6 E 


7.2. TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON 


Esse teorema dificilmente pode ser cobrado na prova e, por isso, vou apresentar apenas o 


que interessa. 
Considere uma matriz quadrada A de ordem n: 


dq i2 "An 

do 22 f 
AS 

Ani An2 `“ Amn 


Sendo p(4) = det(A — AI) o polinômio característico de 4, então pelo teorema de Cayley- 
Hamilton, p(A) = 0, isto é, A é um zero do seu polinômio característico. 


Podemos usar esse teorema para encontrar a inversa da matriz A. 


Vejamos um exemplo. 


Seja A = G a Podemos ver que A é inversível, pois det A = 2 + 0. Vamos encontrar seu 


polinômio característico. 


p= É! e =(0-)Q-0)-4=22-51+2 


> p(4) = 2? -54 +2 
Aplicando o teorema de Cayley-Hamilton, temos: 
p(A4) = 0 > Æ -5A +2I=0 
Multiplicando-se a equação acima à direita por 471, encontramos: 
A2.AI-5BA-AT+2A 1 =0 
AAA —-5A-AT+ZA! =0 
I 


I 


A-5I+241=0 
Isolando 471 e dividindo a equação por 2: 


m lj 
2 2 


Substituindo a matriz A na equação: 
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me 0 jef 1/2) 


0 5/2 2 1 
an. 


Esse é outro método para calcular a matriz inversa. Agora que vimos toda a teoria que 
precisamos para resolver as questões de sistemas lineares, vamos praticar! 


8. LISTA DE QUESTÕES 
O LISTA DE 
QUESTÕES 


1. (Fuvest/2015) 


ax—y=1 
No sistema linear; y +z = 1 , nas variáveis x,y ez, a em são constantes reais. E correto 
x+z=m 


afirmar: 

a) No caso em que a = 1, sistema tem solução se, e somente se, m = 2. 
b) O sistema tem solução, quaisquer que sejam os valores de ae dem. 

c) No caso em que m = 2, o sistema tem solução se, e somente se, a = 1. 
d) O sistema só tem solução sea = m = 1. 


e) O sistema não tem solução, quaisquer que sejam os valores de a e dem. 


2. (Fuvest/2009) 
Considere o sistema de equações nas variáveis x e y, dado por: 


l 4x + 2m?y = 0 
2mx + (2m — 1)y = 0 


Desse modo: 
a) Resolva o sistema para m = 1. 
b) Determine todos os valores de m para os quais o sistema possui infinitas soluções. 


c) Determine todos os valores de m para os quais o sistema admite uma solução da forma 
(x,y) = (a, 1), sendo « um número irracional. 


3. (Fuvest/2006) 


Considere o sistema linear nas variáveis x, y e Z: 
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x + (cos? a)y + (sen?a)z = 0 
x + (cos? b)y + (sen2b)z = 0 
(cos? c)y + (sen?c)z = 0 
a) Calcule o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear. 


b) Para que valores de a, b e c o sistema linear admite soluções não triviais? 


R f 1 
c) Calcule as soluções do sistema quando sen?a = 1 e cos? c = z 


4. (Fuvest/2003) 
O sistema 


Dh P 
cx +y =-—1 


onde c + 0, admite uma solução (x, y) com x = 1. Então, o valor de c é: 
a) —-3 

b) —2 

c)-1 

d)1 

e) 2 


5. (Fuvest/1997) 
Seja o sistema 


x+2y—-z=0 
x—my — 32=0 
x+3y+mz=m 


a) Determine todos os valores de m para os quais o sistema admite solução. 


b) Resolva o sistema, supondo m = 0. 


6. (Fuvest/1994) 
Considere o sistema: 
l x-my=1-m 
(1+m)x+y=1 
a) Prove que o sistema admite solução única para cada número real m. 


b) Determine m para que p valor de x seja o maior possível. 


7. (Unicamp/2019) 
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Sabendo que a e b são números reais, considere a matriz quadrada de ordem 2, 
fī 1 
a b 


a) Determine todos os valores de a e b para os quais ATA = AA”, em que 47 é a transposta da 
matriz 4. 


A 


b) Para a = b = 2, sejam k e 6 números reais tais que 


cos] _ „ [cos 
e = k en o) 


Determine os possíveis valores de tan 0. 


8. (UEM/2018) 


Considere o sistema linear nas incógnitas x,y e z dado por meio da seguinte operação com 
matrizes AX = B, onde 


L 2 -3 x a 

A=|2 4 6|,X= (3) eB= f) de forma que a,b e c sejam números reais dados e 
> 6 9 Z E 

fixos. 


Assinale o que for correto. 


01) Se a =b =c = 0, isto é se o sistema for homogêneo, então ele será possível e 
indeterminado. 


02) Se a e b forem nulos e distintos de c, então o sistema será impossível. 
04) O determinante da matriz 4 é não nulo. 
08) Se a = b = 1 e c = 0, então a tema (—1,1,0) é uma solução do sistema. 


16) Se o sistema for homogêneo, então a terna (2,1,0) é uma solução do sistema. 


9. (Fatec/2011) 


Sejam a e b números reais tais que o sistema, nas incógnitas x e y, 
3T 
xcosa + ysena = sen T 


Tm 
xcosb + ysenb = —cos (=) 


admita uma única solução. 

Nessas condições, pode-se afirmar que, sendo k um número inteiro, 
ajbta+ = 

b)b +a+ kr 


)b+a+k” 
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Tr 


db+a+>+kr 


TT 


e)b+a+2+kZ 
2 3 


10. (AFA/2019) 


Considere o sistema abaixo 


1 2 1 
rre 
2 1 1 
a? ` b2 X 
3 1 2 


Sabendo-se que a, b e c são números reais não nulos, é INCORRETO afirmar que 
a) lal + |b| + Icl E (R — Q) 
b)a2+b24+c2>2 


a? 1 v3 
c) O determinante da matriz | 0 pb? 4 |éiguala 1/6. 
o 0 g 


a e E 
data taépar. 


11.(AFA/2014) 
O sistema linear nas incógnitas x,y e z abaixo possui uma infinidade de soluções. 


(sena)x+y-—-z=0 
x—(sena)y+z=1 
x+y = cosa 


Sobre o parâmetro a,a E R, pode-se afirmar que 
aja=kr,kEZ 

b)a=2kr,k e Z 

cJa=5+2km,k EZ 


da="+kmkEZ 


12. (AFA/2012) 


Sejam as matrizes 


1 1 1 Xı k 
A=|1 1 2|,X=|%2|eB=]|3 
1 1 =2 X3 5 
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Em relação à equação matricial AX = B, é correto afirmar que 
a) é impossível para k = 7/2. 
b) admite solução única para k = 7/2. 


c) toda solução satisfaz à condição x, + x, = 4. 


d) admite a terna ordenada (2, i= +) como solução. 


13. (AMAN/2017) 
x—3y+kz=0 
Considere o sistema linear homogêneo {3x + ky + z = 0, onde k é um número real. 
kx +y=0 


O único valor que torna o sistema, acima, possível e indeterminado, pertence ao intervalo 
a) (—4, —2] 

b) (—2, 1] 

c) (2, 4] 

d) (2, 4] 

e) (4,6] 


14. (AMAN/2016) 


x+y+az=1 
Para que o sistema linear 4 x +2y+z=2 , em que a e b são reais, seja possível e 
2x +5y— 3z = b 
indeterminado, o valor de a + b é igual a 


a) 10 
b) 11 
¢) 12 
d) 13 
e) 14 


15. (AMAN/2011) 


Para que o sistema linear Pe seja possível e indeterminado, o valor de a + b é: 
a)—1 

b) 4 

c) 9 
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d) 14 
e) 19 


16. (EN/2015) 
Analise o sistema a seguir. 


x+y+z=0 
4x — 2my + 3z = 0 
2x + 6y — 4mz = 0 


Para o maior valor inteiro de m que torna o sistema acima possível e indeterminado, pode-se 


2num 
afirmar que a expressão ltg (= m) + sec 2 (2 no 1| vale 
1 
a) z 


b) Ž 


ITA 


17. (ITA/2018) 
Se o sistema 
x+y+z=0 
2a?y + (2a! — a)z = 0 
x +ay + (aè —1)z=0 


admite infinitas soluções, então os possíveis valores do parâmetro a são 


-1- , man 
a) 0, —1, — A 

1- 5 1+V3 
b) 0,=1, = ja 
Jo,-1, ans tea 


2 
d) 0, —1,—1 — V3, —1 + V3. 
e) 0,—1,1 — V3, 1 + V3. 


18. (ITA/2018) 
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Sejam X1,...,X5 € Y1, =, Y5 Números reais arbitrários e 4 = (a;;) uma matriz 5x5 definida 
por aij = xi +Yp1<tij<os5.Ser éa característica da matriz 4, então o maior valor possível 
der é 


a) 1. 
b) 2. 
E) 3. 
d) 4. 
e) 5. 


19. (ITA/2017) 


Considere o sistema de equações 


a T3 
Z Jy z 
4 81 40 

S E na 
x y? z 
E 24 7 
x y? z? 


Se (x, y, Z) é uma solução real de S, então |x| + |y| + |z| é igual a 
a) 0. 

b) 3. 

c) 6. 

d) 9. 

e) 12. 


20. (ITA/2017) 
Determine todos os valores reais de a para os quais o seguinte sistema linear é impossível: 


x+ay+z=2 
PETE 
3x+az=5 


21. (ITA/2016) 


Se o sistema de equações 


x+2y+7z=3 


EON 
3x +y+az= b 


É impossível, então os valores de a e b são tais que 
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aja=6ebza4. 
b)az6ebza4. 
cja*zteb=4. 
dda=6eb=4. 


e) a é arbitrário e b = 4. 


22. (ITA/2015) 


Sejam a e 8 números reais não nulos. Determine os valores de b,c,d, bem como a relação 
entre « e fp para que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam compatíveis 
indeterminados. 


a. Da 
cs+ty=6B 4x + dy =f 
23.(ITA/2014) 
1 -1 1 IFL X 
Sejam 4 = |» os || eB=|y-—2 | matrizes reais tais que o produto AB é uma matriz 
Ze Z 


antissimétrica. Das afirmações abaixo: 
|. BA é antissimétrica; 
Il. BA não é inversível; 


lll. O sistema (BA)X = 0, com Xº=[X x2 X3], admite infinitas soluções, é (são) 
verdadeira(s). 


a) Apenas e Il. 
b) Apenas Ile III. 
c) Apenas |. 

d) Apenas Il. 


e) Apenas III. 


24. (ITA/2014) 
Considere o sistema linear nas incógnitas x, e Z 


x+y+22=0 
—x+(send)y+42=0 ,0€ [0,27]. 
2x + (1 — cos 20)y + 162 = 0 


a) Determine 0 tal que o sistema tenha infinitas soluções. 


b) Para 6 encontrado em (a), determine o conjunto-solução do sistema. 
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25. (ITA/2013) 

ax+by =c 
px + qy = d 
m e d = nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O valor de p + q é 


Considere o sistema de equações f coma,b,c,d,p eq reais, abcd + 0, a + b = 


a)m 

m 
b) — 
c) m? — n? 
d) mn 
esm+n 


26. (ITA/2013) 


Considere o sistema nas variáveis reais x e y: 


de sena + 3y cosa =a 
x cosa + y sena = b’ 


com a E [0,51 e a,b ER. Analise para que valores de «x, a e b o sistema é (i) possível 


determinado, (ii) possível indeterminado ou (iii) impossível, respectivamente. Nos casos (i) e 
(ii), encontre o respectivo conjunto-solução. 


27.(ITA/2012) 


Seja n um número natural. Sabendo que o determinante da matriz 


1 

n log, 2 — log, 3 

A=|n+5 log;3” log; 243 
-5 logs =] 

Ogs 125 Ogs 25 


é igual a 9, determine n e também a soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa 
A, 


28. (ITA/2011) 


x+2y+32=a 
O sistema y+2z2=b 
3x— y—5cz=0 
a) é impossível, Va, b,c E R. 
b) é possível quando a = P ou CAL 
c) é impossível quando c = 1, Ya,b E R. 
d) é impossível quando a + 2 vc ER. 


7 
3 
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e) é possível quando c = 1 ea + 7b/3. 


29. (ITA/2011) 
Considere as afirmações abaixo: 


|) Se M é uma matriz quadrada de ordem n > 1, não nula e não inversível, então existe matriz 
não nula N, de mesma ordem, tal que MN é matriz nula. 


II) Se M é uma matriz quadrada inversível de ordem n tal que det(M? — M) = 0, então existe 
matriz não nula X, de ordem nx1, tal que MX = X. 


cos 0 —senb z 

IlI) A matriz | tgo E IA o| é inversível, VO + = + kr,k € Z. 
sec8 

Destas, é(são) verdadeira(s) 

a) apenas Il. 

b) apenas e ll. 

c) apenas le III. 


d) apenas ll e III. 


e) todas. 


30. (ITA/2010) 
Considere as matrizes4 E M,u(R) e X, B E M,a(R): 


a Lp 1 X b, 
Ab dd Ola sebo: 
amia dd 0) ape lil 


a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equação matricial AX = B tenha solução 
única. 


b) Se a? — b? = 0,a+0eB=[1 1 2 4]! encontre X tal que AX = B. 


31. (ITA/2008) 


1 -2 3 1 
Considere o sistema Ax = b, em que A = ( 2 k 6 ) p= (5) ekeR. 

-1 3 k-3 0 
Sendo T a soma de todos os valores de k que tomam o sistema impossível e sendo S a soma 
de todos os valores de k que tomam o sistema possível e indeterminado, então o valor de T — 
Sé 
a) —4 
b) —3 
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c) O 
d)1 
e)4 


32. (ITA/2007) 
Sendo x, y, z e w números reais, encontre o conjunto solução do sistema 


logl(x + 2y)(w — 372) 1] = 0 
2X+3z =G 2Y-32+W =0 


V2x+y+62—-2w-2=0 


33. (ITA/2006) 
A condição para que as constantes reais a e b tornem incompatível o sistema linear 
x+y+372=2 
x+t2y+5z=1 
2x +2y+az =b 


é 

aja-b+2 
b)a+b= 10 
c)4a—6b=0 
ai=: 
e)a: b = 24 


34. (ITA/2006) 
Seja o sistema linear nas incógnitas x e y, com a e b reais, dado por 


e 
(a+b)x+(a-b)y=1 


Considere as seguintes afirmações: 

|. O sistema é possível e indeterminado sea = b = 0. 

Il. O sistema é possível e determinado se a e b não são simultaneamente nulos. 
Wlx2+y2=(a2+b?)! se a? + b? + O. 

Então, pode-se afirmar que é (são) verdadeira(s) apenas 

a) | 

b) II 

c) III 
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d)lell 
e) lle Ill 


35. (ITA/2005) 


Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduíches, 7 xícaras de café e 1 pedaço 
de torta totalizou R$ 31,50. Em outra mesa, o consumo de 4 sanduíches, 10 xícaras de café e 1 
pedaço de torta totalizou R$ 42,00. Então, o consumo de 1 sanduíche, 1 xícara de café e 1 
pedaço de torta totaliza o valor de 


a) R$ 17,50. 
b) R$ 16,50. 
c) R$12,50. 
d) R$ 10,50. 
e) R$ 9,50. 


36. (ITA/2005) 
O sistema linear 
bx+y=1 
by+z=1 
x+bz=1 
não admite solução se e somente se o número real b for igual a 
a)—1. 
b) 0. 
c) 1. 
d) 2. 
e) —2. 


37. (ITA/2003) 


O número de todos os valores de a €E [0,27], distintos, para os quais o sistema nas incógnitas 
x,y e z, dado por 


—4x + y — 6z = cos 3a 
x + 2y — 5z = sen 2a 
6x + 3y — 4z = —2 cosa 


é possível e não-nomogêneo, é igual a: 
a) 2 
b) 3 


bo Aula 13 — Sistemas Lineares 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 13: ITA/IME 2020 


c)4 
d)5 
e) 6 


38. (ITA/2002) 

1. Mostre que se uma matriz quadrada não-nula A satisfaz a equação 
A +342+24=0(1) 

então (A + I)? = A + I, em que I é a matriz identidade. 


=] í 
tala a] 
0 -2 
satisfaz à equação (1) acima, encontre duas matrizes não-nulas B e C tais que B? + C? = B + 
C = A. Para essas matrizes você garante que o sistema de equações: 


e-op]-[ 


tem solução (x, y) + (0, 0)? Justifique. 


2. Sendo dado que 


39. (ITA/1999) 
A soma de todos os valores de a E [0, 27 [ que tornam o sistema 
x+y+z=0 
xsena + ycosa + z(2sena + cosa) = 0 
x sen?a + y cos? a + z(1 + 3 sen?a + 2 sen(2a)) = 0 


possível e indeterminado é: 
a) 57 
b) 471 
c) 37 
d) 27 


e) m 


40. (ITA/1998) 


Seja a,b E€ R. Considere os sistemas lineares em x, y e Z: 


x+y—z=0 

x—3y+z=1 

-2y +z =a 
e 
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x—y=0 
| zty -z=0 
2x = py F327 = 0 


Se ambos admitem infinitas soluções reais, então: 


a)$ = 11 


i 
c)ab => 
d) ab = 22 
e)ab = 0 


41.(ITA/1997) 
Sejam a,b,c ER* coma? = b? + c°. Se x,y e z satisfazem o sistema 


ccosy +bcosz=a 
ccosx +acosz = b 
b cosx +acosy =c 


Então cos x + cos y + cos Z é igual a 


42. (ITA/1997) 


A sequência (a4, a2, as, a4) é uma progressão geométrica de razão q E R* com q + 1 e a} + 
0. Com relação ao sistema 


o +ay =c 
azx +ay =d 


podemos afirmar que 

a) é impossível para c,d E [—1,1]. 

b) é possível e determinado somente se c = d. 

c) é indeterminado quaisquer que sejam c,d E R. 
d) é impossível quaisquer que sejam c,d E R*. 


e) é indeterminado somente se d = cq”. 
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43. (ITA/1996) 


Sejam q,,a,,43,4, quatro números reais (com a, + 0), formando nessa ordem uma 
progressão geométrica. Então, o sistema em x e y 


f ax+asy=1 
MAX + ad) = as 


é um sistema 

a) impossível. 

b) possível determinado. 

c) possível indeterminado. 

d) possível determinado apenas para q, > 1. 


e) possível determinado apenas para a, < —1. 


44. (ITA/1996) 


Sejaa E R, a > 0ea + 1e considere a matriz A: 
loga(3a) logio (3a)? 
1 
A =| ioga (Z) —loga(a) 


loga (1) log10(1) 
Para que a característica de A seja máxima, o valor de a deve ser tal que: 


aja*10ea+- 


b)a+vi0ea +: 
ca+5ea+10 
d)a +2ea+vV3 
e)a +2ea+vV10 


45.(ITA/1995) 
Se S é o conjunto dos valores de a para os quais o sistema 
x+y+z=0 
x + (loga) y +z=0 
27 
2x + 2y + (log —) z =0 
é indeterminado, então: 
a) S c[-3,3] 
b) S é vazio 
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c)S c [2,4] 
d) S c [1,3] 
e) S c [0,1] 


Es tosns 


46. (IME/2019) 

Dadas as funções definidas nos reais R: 

GO) = e, f.(0) = senQ0), fa) = cos(), f(x) = sen(2x) e fsçy = €*. 
Mostre que existe uma única solução a4, A2, A3, A4, Asg, tal que: 


afix) + asfolx) + asfa(x) + asfilx) + asfolx) seja a função constante nula, onde 
ai, A2, Q3, A44, A5 E R. 


47. (IME/2018) 
=3 
2 


Determine a faixa de valores de k para que exista uma matriz de números reais P tal que as 
condições abaixo sejam atendidas simultaneamente: 


Seja a matriz 4 = L | , com k real. 


a) ATP + PA = I em que 47 é a transposta da matriz A e l é a matriz identidade; 
b) P seja simétrica; 
c) py > 0, em que p41 é o elemento da linha 1 e coluna 1 de P; e 


d) |P| > 0, em que |P| é o determinante da matriz P. 


48. (IME/2018) 
Seja o seguinte sistema de equações, em que s é um número real: 
x, + X2 — SX3 = 0 
=2% F% + Xa = 1 
sx, — 2x, = 0 


Escolha uma faixa de valores de s em que as soluções do sistema são todas negativas. 
a)s < —2 

b)-2<s<o0 

qUuas<Il 

d)1<s<2 

e)s>2 
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49. (IME/2017) 


Classifique o sistema abaixo como determinado, possível indeterminado e impossível de 
acordo com os valores reais de m. 


(m-2)x+2y-z=m+1 
2x + my + 2z = m? +2 
2mx +2(m+1)y+(m+1)z =m? +3 


50. (IME/2010) 


tg(x)tgy -z)=a 
Seja o sistema 4 tg(y)tg(z — x) = b, onde a,b,c, x,y,z E R. 
tg(z)tglx -y)=c 


Determine as condições que a, b e c devem satisfazer para que o sistema admita pelo menos 
uma solução. 


51. (IME/2009) 
Seja o sistema de equações lineares dadas por 


6y1 + Y2 + Yz + Y4 + Ys = 10 
Yı + 6Y2 + Y3 + Y4 + Ys = 20 
Yı + Y2 + 6Y3 + Y4 + Ys = 40 
Yı + Y2 + Yz + 6y, + ys = 80 
Yı + Y2 + Y3 + Y4 + 6ys = 160 


O valor de 7y, + 3y; é 
a) 12 
b) 24 
c) 36 
d) 48 
e) 60 


52. (IME/2008) 


Os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema de quatro equações lineares e quatro 
incógnitas (x,y,z ew) são função de quatro constantes a, b,c ed. Determine as relações 
entrea,b,c e d para que o referido sistema admita uma solução não trivial, sabendo que CD = 
— DC, onde 


[x yY 
eD=[, w 
53. (IME/2007) 
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Considere o sistema de equações dado por: 


2x — y + 3z = b, 


(aypara 
5x — y + az = b; 


Sendo b4, b; e bs valores reais quaisquer, a condição para que o sistema possua solução única 
é: 


aja =0 
b)a = 2 
c)ja + 8 
d) a + b, + b, — bs 
e)a = 2b; — b, + 3b; 


54. (IME/1999) 
Determine a para que seja impossível o sistema: 


x+2y-3z=4 
3x- y+5z=2 
4x +y + (æ? —14)z=4a+2 


55. (IME/1998) 


Resolva e interprete, geometricamente, o sistema matricial abaixo, em função de q e $. 


1 = aim —4 
E —6 7 b|- a 
6 8 altz p 


Determine o valor de a para que o sistema abaixo tenha mais de uma solução e resolva-o neste 
caso: 


56. (IME/1988) 


2x +3y +az=3 


| x+ty-—z=1 
x+ay+3z=2 


9. GABARITO 


GABARITO 


<s 
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-145 -1-5 


1. a 
2. a) (x,y) = (x, —2x) Y x b) m, = HE, m, = =1-v5 


2 
3. a) cos?b — costa b)a=+b+kmr,kEZ c)(x,y,2)=(-z,—-42,2),Vz se cosb = 0 e 
(x,y,z) = (0,0,0), se cosb + O 
. b 


;m;=1 jm=- oum = 


4 
5. am = -3 b) œ yz) = (1,5, v x 

6. a) Prova b) m = -+ 

7. a) (a,b) = (1,k)Y k E Re (a,b) = (—1,1) b)tg0 = 2e tg = —1 
8. 01e02 

9 


15.d 
16.2 (Não há alternativa) 


ITA 


17.b 

18.b 

19.c 

20.a = —6 

21.a 

22. (a, b,b, c,d) = (=, 2,2v7, 32) e (a,B,b,c,d) = Si, 2, -2v2,-3V2), Yke 
R*. 

23. b 

24.9)0=5 b) (x,y,z) = (k,—k,0) Y k 

25.d 

26. (i)æ E [0,5 [— {Ș}, Ya, b E R (i)a =Z; a = bV3, Yb € R (iii)a = Z; a + bV3,Yb ER 

27.n = 3 e a soma dos elementos da primeira coluna de 4 1 é —1 

28. b 

29.e 


1 T 
30.aja#0 b)X=[-> 1 50] 
31.a 
32.(x,7,2,W) = (E+w,— 
33.a 


34.e 
35.d 


8 
373 
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36.a 
37.a 
38. Prova e justificativa. 
39.a 
40.b 
41.c 
42.e 
43.c 
44.b 
45.a 


Em, 


46. Demonstração 

47.{k ERI|k > —2) 

48.d 

49.i) Possível e Determinado se m E R — {0,1,2} ii) Possível e Indeterminado se m = O iii) 
Impossível se m = 1oum = 2 

50.a +b+c+abc=0 


51.d 

52.d = —a ou bc = ad 

53.c 

54.4 = — 

55. = Za+B+8. Fat2B-6,  _ B-36 


, 4 


Z = 
22+4 22+4 


56.a = 2e (x,y,z) = (5k,1 — 4k, k) 


10. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


QUESTÕES 
COMENTADAS 
1. (Fuvest/2015) 
ax—y=1 
No sistema linear; y +z = 1 , nas variáveis x,y ez, a em são constantes reais. É correto 
x+z=m 


afirmar: 
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a) No caso em que a = 1, sistema tem solução se, e somente se, m = 2. 


b) O sistema tem solução, quaisquer que sejam os valores de ae dem. 
c) No caso em que m = 2, o sistema tem solução se, e somente se, a = 1. 


) 
d) O sistema só tem solução se a = m = 1. 
) 


e) O sistema não tem solução, quaisquer que sejam os valores de a e de m. 
Comentários 


Para analisar o sistema, vamos calcular o determinante dos coeficientes: 


a —1 0 
O 1 1=a-i 
1 0 1 


Então, se a = 1, o sistema é possível indeterminado ou impossível. Substituindo o valor de a 
no sistema, temos: 


x—-y=1 
y+z=1 
x+z=m 


Assim, subtraindo a terceira equação da primeira, temos: 
(K+7)-(x-y)=m-1 
z+y=m-—1 
Logo, igualando à segunda equação do sistema: 
m-1=1 
m=2 


Desse modo, no caso em que a = 1, onde o sistema é possível indeterminado ou impossível, 


o sistema admite solução, ou seja, não é impossível se m = 2. Portanto, o item “a” é verdadeiro, os 
itens “b”, “d” e “e” são falsos. 


No caso do item “c”, se a + 1, o sistema é possível e determinado para qualquer valor de m, 
ou seja, com m = 2 o sistema admite solução para todo a + 1. Logo, o item “c” é falso 
Gabarito: “a” 


2. (Fuvest/2009) 
Considere o sistema de equações nas variáveis x e y, dado por: 


l 4x + 2m?y = 0 
2mx + (2m —1)y = 0 
Desse modo: 


a) Resolva o sistema para m = 1. 


b) Determine todos os valores de m para os quais o sistema possui infinitas soluções 


c) Determine todos os valores de m para os quais o sistema admite uma solução da forma 
(x,y) = (a, 1), sendo æ um número irracional. 
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Comentários 


a) Se m = 1, temos o seguinte sistema: 


E +27 =0 
2x +y=0 

Então, podemos observar que a primeira equação é igual à segunda, assim, o sistema é 
possível e indeterminado. Assim, da segunda equação temos y = —2x, logo, as soluções são do tipo: 


(x,y) = (x,—2x), para qualquer x. 


b) O sistema só pode possuir infinitas soluções se o determinante dos coeficientes for nulo, 
logo: 
4 2m? 
2m 2m-1 
Assim, 8m — 4 — 4m? = 0, ou seja, m? + 1 = 2m, subtraindo 2 dos dois lados: 


m? —1=2(m-1) (1) 


No entanto, sabe-se que, a? — b? = (a — b) (a? + ab + b?). Fazendo a=m e b=1, 
temos: 


|=0>4(2m-1)- 4m? =0 


mê-1=(m- Dm +m+41) 
Substituindo (1) na equação acima, temos: 
2(m-D=(m-D(m? +m+1) 
(m- Dm +m+1-2)=0 
(m-D)ml+m-1)=0 


Temos que m = 1 é solução. Além disso, eliminando essa solução, podemos simplificar a 
expressão acima: 


mê+m-1=0 
-1+V5 
a 
Portanto, o sistema possui infinitas soluções para os seguintes valores de m: 


c) Sabendo que a solução é da forma (x,y) = (a, 1), podemos substituir no sistema: 
f 4a +2m? =0 
2ma +2m-1=0 
Para que um sistema homogêneo admita solução na qual todos os coeficientes são não nulos, 


é necessário que o sistema seja possível e indeterminado, ou seja, admita infinitas soluções, uma 
vez que, num sistema homogêneo, caso ele seja possível e determinado, a única solução é a trivial. 
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2 
Da primeira equação do sistema, « = a Logo, param = 1: 
1 
a =--> 
2 
PE ; ; a ; ; =1+V5 
O que não é um valor irracional, portanto, não satisfaz este item. Param = ne 
2 
=1+5 
2 6+2V5  3+2V5 
I=—DDDD[D[ a =D" 
2 8 4 
. 3+2V5 3-2/5 „n . E : 
Ou seja, q, = ——4 € 4 =——, são irracionais. Portanto, os valores de m que 
satisfazem o item c) são: 
-1+5 -1—5 
m=—>— em, = — 
E 2 Š 2 
Gabarito: a) (x, y) = (x, —2x) V x b) m; = cs, m, = “Sm, = 1 c)m = cats ou 


—-1-45 
m = 7 


3. (Fuvest/2006) 
Considere o sistema linear nas variáveis x,y e Z: 


x + (cos? a)y + (senZa)z = 0 
x + (cos? b)y + (sen?b)z = 0 
(cos? c)y + (sen2c)z = 0 


a) Calcule o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear. 


b) Para que valores de a,b e c o sistema linear admite soluções não triviais? 
ES É 1 
c) Calcule as soluções do sistema quando sen?a = 1 e cos? c = z 


Comentários 
a) Seja o determinante dos coeficientes dado por: 


1 cos?a sen?a 
A=|1 cos?b sen?b| = cos? b sen?c + cos? c sen?a — cos? a sen?c — sen? bcos?c 
O cos2c sen?c 
A= sen?c(cos? b — cos? a) + cos? c (sen?a — sen? b) 
Mas, sen?a — sen?b = 1 — cos? a — (1 — cos? b) = cos? b — cos? a, substituindo em A: 
A= sen?c(cos? b — cos? a) + cos? c(cos? b — cos? a) 
A= (sen?c + cos? c) (cos? b — cos? a) 
Portanto, o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear é 


A= cos? b — cos? a 
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b) Para que o sistema homogêneo admita soluções não triviais, ele deve ser possível e 
indeterminado, ou seja, À deve ser nulo. 


A= cos? b — cos?a = 0 
> cos? b = cos? a 


Essa igualdade ocorre quando a = b + kr ou a = —b + kr, com k E Z. 


1o 4 e 
c) Se sen?a = 1 e cos? c = =, então, cos? a = 0 e sen?c = EE Substituindo no sistema: 


x+z=0 
x + (cos? b)y + (sen2b)z = 0 
1 4 
gy + ma =0 
Da primeira equação, temos x = —z, da terceira equação, temos y = —4z, substituindo 


esses valores na segunda equação: 
z(—1 — 4 cos? b + sen? b) = 0 
z = 0 é a solução trivial do sistema, caso contrário, temos: 
—1 — 4 cos? b + sen?b = 0 
—1 — 4 cos? b + 1 — cos? b = 0 
—5 cos? b = 0 
> cos? b = 0 
Desse modo, as soluções são: 
(x,y,z) = (=z, —4z, z), Yz se cos b = 0 
e 
(x,y,z) = (0,0,0), se cosb + O 
Gabarito: a) cos?b — cosa b)a=+b+kn,kEZ c)(x,y,z)= (-z,—-42,2),V Z se cosb = 
0 e (x,y,z) = (0,0, 0), se cosb + O 
4. (Fuvest/2003) 
O sistema 
i +(c+1)y=0 
cx+y=-—1 
onde c + 0, admite uma solução (x, y) com x = 1. Então, o valor de c é: 


a 


j=8 
b) —2 
si 


O 


) 
) 


O- 
ta 


P Aula 13 — Sistemas Lineares 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 13: ITA/IME 2020 F 


e)2 
Comentários 


Substituindo a solução no sistema: 


f +cy+y=0 
c+y=-1 
Reescrevendo e subtraindo as equações: 
1+cy+y=0 
f 1+c+y=0 
cy-1)=0 


Dado que o sistema admite uma solução com x = 1, então, devemos ter c + 0, pois, caso 
contrário, existiriam infinitos valores de y satisfazendo a equação acima. Logo, y = 1. 


Por fim, substituindo os valores de x e y em uma das equações do sistema, temos: 
c = —2 
Gabarito: “b” 


5. (Fuvest/1997) 


Seja o sistema 


x+2y-z=0 
|: —my—-32=0 
x+3y+mz=m 
a) Determine todos os valores de m para os quais o sistema admite solução. 
b) Resolva o sistema, supondo m = 0. 
Comentários 


Para analisar se o sistema admite solução, precisamos lidar com o caso em que o 
determinante dos coeficientes é nulo, pois se o determinante não for nulo, ele admite solução. 


1 2 —1 
A= |1 -m -3| = -m? -6-3 -m +9-2m = -m? -3m 
1 3 m 
Assim, m? + 3m = 0, logo, m = 0 ou m = —3. Se m = —3, temos: 


x+2y-z=0 
| x+3y-—-32=0 
x+3y —32=-—-3 
Subtraindo a segunda e a terceira equação, temos: 
(x + 3y — 3z) — (x + 3y —- 3z) = 3 


O que é um absurdo, pois a equação afirma que 0 = 3, logo, para m = —3, o sistema é 
impossível. 


Além disso, se m = 0, o sistema é dado por: 
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x+2y—-z=0 
x—32=0 
x+3y=0 
Da segunda e terceira equação, temos: 
x x 
e ve 
Substituindo na primeira: 
2 x 
Manita 


Portanto, o sistema admite infinitos valores de x como solução, consequentemente, admite 


infinitos valores de y e z. Ou seja, (x, y, z) = (x, — z 5) Vx 


Gabarito: a) m = —3 b) (x,y,z) = (x, 5) Yx 
6. (Fuvest/1994) 
Considere o sistema: 
l x-my=1-m 
(1+m)xx+y=1 
a) Prove que o sistema admite solução única para cada número real m. 
b) Determine m para que p valor de x seja o maior possível. 
Comentários 
a) Para o sistema admitir solução real única, ele deve ser possível e determinado, ou seja, 


seu determinante dos coeficientes deve ser não nulo: 


1 —m 
=1+m+m?=0 
l+m 1 idea 
Mas, A = 1 — 4 = —3 < 0, logo, essa equação não possui raízes reais. Portanto, o sistema é 


possível e determinado para qualquer m E R. 


b) Da segunda equação do sistema, temos y = 1 — mx — x, substituindo na primeira: 
x-m+mêxtmx=1-m 
xml +m+1)=1 


Para que x seja o maior possível, m? +m + 1 deve ser mínimo. Sendo m2+m+1 a 


E , Me b 1 
equação de uma parábola, temos que o valor mínimo ocorre quando m = — vE. 


Gabarito: a) Prova b) m = — 


7. (Unicamp/2019) 


Sabendo que a e b são números reais, considere a matriz quadrada de ordem 2, 
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1 1 
A=| 
a b 
a) Determine todos os valores de a e b para os quais ATA = AA”, em que 47 é a transposta da 
matriz 4. 
b) Para a = b = 2, sejam k e O números reais tais que 


eng] = *Isenol 


Determine os possíveis valores de tan 0. 
Comentários 


a) Encontrando a matriz AT A: 


ATA = [5 E Aa 1+ab 


1+ab 1+b? 
Agora, AM”: 
ar =[ oh bl=Lso ur 
Igualando cada elemento das matrizes, temos: 
| Rd >f a: 
lib a ah 1+ab=a+b 
Logo, a = 1 oua = —1. Para a = 1: 
1+b=a+b 
a=1 
Ou seja, para a = 1, ATA = AA” para qualquer valor de b. 
Para a = —1: 
l-b=-1+b5 
b=1 


Portanto, os valores de a e b que satisfazem a igualdade ATA = AMT são: 
(a,b) = (1,k)Y k E€ Re (a,b) =(—1,1) 


b) Para a = 2 e b = 2, temos: 
we 


| cos + sen | z pe 
2cos0 + 2sen ksen6 


Podemos montar o sistema: 


( cos6 + sen0 = kcos0 
2cos0 + 2sen8 = ksenô0 


Assim, se k = 0, da primeira equação do sistema, cos6 = —senôd, ou seja, tg = —1. 
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Além disso, substituindo a primeira equação na segunda: 
2cos0 + 2(kcos0 — cos0) = ksen6 
2kcos0 = ksen 
Desse modo, se k + 0, tg6 = 2. 
Portanto, os possíveis valores de tg0 são, tg) = 2 e tg = —1 
Gabarito: a) (a,b)=(1,k)vkeRe(ab)=(-1,1) b)tg0 = 2 etg0 = —1 


8. (UEM/2018) 


Considere o sistema linear nas incógnitas x,y e z dado por meio da seguinte operação com 
matrizes AX = B, onde 


1 2 3 X a 

A=|2 4 6|,X= (3) eB= (e) de forma que a,b e c sejam números reais dados e 
3 6 9 Z c 

fixos. 


Assinale o que for correto. 


01) Se a = b =c = 0, isto é, se o sistema for homogêneo, então ele será possível e 
indeterminado. 


02) Se a e b forem nulos e distintos de c, então o sistema será impossível. 
04) O determinante da matriz A é não nulo. 
08) Se a = b = 1 e c = 0, então a tema (—1,1,0) é uma solução do sistema. 
16) Se o sistema for homogêneo, então a terna (2,1,0) é uma solução do sistema. 
Comentários 
01) Para analisar se um sistema é possível e indeterminado, o determinante da matriz dos 


coeficientes precisa ser nulo: 


1 2 387% a x+2y+3z=a 
ax=B>(2 4 s) (7) = (b) > [estarice=o 


3 6 9M c 3x + 6y +9z=c 
1 2 3 
A=|2 4 6|= 
3 6 9 


*A segunda fila é proporcional à primeira e, por isso, o determinante é nulo. 


Assim, o sistema é possível e indeterminado. Item Verdadeiro. 


02) Podemos reescrever o sistema da seguinte forma: 
x+2y+3z=a 

2(x + 2y +3z)=b 

3(x + 2y +3z)=c 
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Então, substituindo a primeira equação na terceira, temos, 3a = c, mas, c£t0ea=0,0 
que é um absurdo. Desse modo, o sistema é impossível. Item Verdadeiro. 


04) Conforme calculado anteriormente, A = 0. Item Falso. 


08) Conforme comentado anteriormente, substituindo a primeira equação do sistema na 
terceira, temos, 3a = c, mas, sea = 1 e c = 0, 3 = 0. O que é um absurdo. Ou seja, o sistema é 
impossível e não admite soluções. Item Falso. 


16) Se o sistema for homogêneo, da primeira equação, temos, x + 2y + 3z = 0, substituindo 
a terna (2,1,0), obtemos 2+2:1+3:0=4=0,o que é um absurdo. Logo, tal terna não é 
solução do sistema. Item Falso. 


Gabarito: 01 e 02 


9. (Fatec/2011) 
Sejam a e b números reais tais que o sistema, nas incógnitas x e y, 


37 
x cosa + ysena = sen (5) 


7T 
x cosb + y sen b = —cos (=) 


admita uma única solução. 

Nessas condições, pode-se afirmar que, sendo k um número inteiro, 
a)b+a+k 

b)b +a + kr 

)b+a+kZ 


d)b#a+2+kr 


TT 


21 
eJbtat+-+k— 
2 3 
Comentários 
Para que o sistema admita uma única solução, seu determinante dos coeficientes deve ser 


não nulo: 


cosa sena 
cosb senh 


Desse modo, b — a + kr, ou seja, b + a + kn, k ER. 
Gabarito: “b” 


= sen b cosa — sen a cos b = sen(b — a) 


10. (AFA/2019) 
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Considere o sistema abaixo 


1 2 1 
ERR s 
2 1 1 

a? bè œo 
3 1 2 


Sabendo-se que a, b e c são números reais não nulos, é INCORRETO afirmar que 
a) la] + |b| + Icl E (R — Q) 
b) a? + b? +c? >2 


a 1 v3 
c) O determinante da matriz | 0 pb? 4 |éiguala 1/6. 
O O œ 


1 1 V 
E o s par. 
Comentários 


Tome x = Z, y= ze Z= Z, daí podemos escrever o seguinte sistema: 
x+2y+z=9 (1) 
2x+y-z=3 (II) 
3x — y — 2z = —4 (III) 
De (I), temos x = 9 — 2y — z. Substituindo (1) em (IN) e (III), obtemos o novo sistema: 
l —y — zZ = —5 (IV) 
—7y — 5z = —31 (V) 
De (IV), temos z = 5 — y. Assim, substituindo-o em (V): 


-7y — 5(5 — y) = —31 > —2y — 25 = -31 > 2y =6> y =3 


pe s isso 
y V3 


z=5-y>zZz=2 


3 Tsi 1 
c? =- > |lc| = — 
Z V2 


Então, 


Substituindo y em (IV): 


Substituindo y e z em (1): 


Analisando as alternativas: 
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a) 
PERE ud, 3/2 + 2V3 + 6 
a c| = — + — = — 
V3 v2 6 
De fato, o numerador é irracional e o denominador racional, esse número não pode ser 
escrito como a divisão de dois inteiros, portanto, não pode ser racional. Alternativa VERDADEIRA. 


ER-Q 


b) Sabendo que x? = |x|? e usando os valores de a, bec, 


1 1 11 
Rd a a 
Mas, 
11 12 11 
eoe E 


Desse modo, a? + b? + c? < 2. Alternativa FALSA. 


c) Usando os valores dea, bec, 


1 1 v3 
a 1 v3 1 
— 4 
EEE 
0 0 œ 1 
0 0 3 
Essa matriz é triangular e, assim, seu determinante é igual ao produto da diagonal principal: 
1 1 43 
a 1 v3 0 4 11 1 
2 = 2 = fosso > 
0O b 4 3 372 6 
2 
0 0 c oo 1 
2 
Alternativa VERDADEIRA. 
d) Por fim, 
1 1 


1 
Pax ty +z 


d'E 
Usando dos valores de x, y e z, encontrados no item a), 
x? +y? +z? =1+3+2=6 
Portanto: 
1 1 1 
atm 


A expressão é par. Afirmativa VERDADEIRA. 


=6 
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Gabarito: “b” 
11. (AFA/2014) 
O sistema linear nas incógnitas x,y e z abaixo possui uma infinidade de soluções. 


(sena)x+y—-z=0 
x— (sena)y+2z=1 
x+y = cosa 


Sobre o parâmetro a,a E R, pode-se afirmar que 
aja=kr,kEezZ 

b)a = 2knr,k EZ 

c)a =5+ 2kr,k EZ 

da="+kmk EZ 


Comentários 


Se o sistema linear possui uma infinidade de soluções, o sistema é possível e indeterminado. 
Assim, a primeira conclusão é que o determinante da matriz dos coeficientes é nulo. 


sena 1 —1 
1 -sena 1/=1-1-sena-sena=-2sena 
1 1 0 


Daí, como o determinante é nulo, temos: 
sena=0>5a=kn,kEezZ 
Entretanto, é preciso analisar se o sistema é impossível. Substituindo o valor de sen a no 
sistema, obtemos: 


y—z=0 
| x+z=1 
x +y =coskm 


Podemos dividir o problema em dois casos. Da primeira equação, temos y = z, substituindo 
nas duas outras: 


f x+y=1 
x +y = cos krt 
1º Caso) cos kr = 1 se k é par 
x+y=1 o 
rp=s9 +=] 
Nesse caso, o sistema é possível e indeterminado. 
2º Caso) cos kr = —1 se k é ímpar 
DRE dá 
x+y=-1 


Logo, o sistema é impossível. 
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Portanto, o sistema é possível e indeterminado se cos km = 1 para k par, ou seja, a = 2kr, 


k E Z. 
Gabarito: “b” 


12.(AFA/2012) 


Sejam as matrizes 


1 1 4 Xı k 
A=|1 1 2ļ|,X=|%2|eB=]|3 
1 1 =2 X3 5 


Em relação à equação matricial AX = B, é correto afirmar que 
a) é impossível para k = 7/2. 

b) admite solução única para k = 7/2. 

c) toda solução satisfaz à condição x, + x, = 4. 


d) admite a terna ordenada (2, 1, — 2) como solução. 


Comentários 


Inicialmente, vamos calcular o determinante da matriz dos coeficientes. Lembrando que duas 
filas iguais resultam em um determinante nulo, temos: 


1 1 1 

det|1 1 2ļ|=0 
1 1 -2 

Desse modo, o sistema só pode ser possível e indeterminado ou impossível. 


1 1 1 X1 k 
1 1 —21 1X3 5 


antan: 


Assim: 


AX =B > 


Xi +X + 2x3 =3 
Xı +X — 2x; = 5 


Então, dividindo a segunda equação por dois e subtraindo da primeira: 


UTG 3 


2 2 
xi tX = 2k — 3 (1) 
Dividindo a terceira equação por dois e somando com a primeira, temos: 
3 xı + X2 5 


=k+- 
2 t3 


2k 5 
X1 + xX =z ta (2) 


Igualando (1) e (2): 
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2k s o a L OTTE LEN E 
"a o 3 2 


Portanto, somente no caso de k = 7/2, o sistema é possível e indeterminado, não admitindo 
solução única. Caso contrário, a igualdade (1) = (2) não vale. Logo, os itens “a” e “b” são falsos. 


Além disso, substituindo k em (1), temos: 
x, + x, = 4 
Como foi mencionando anteriormente, o sistema só é possível se k = z, implicando em x, + 
x, = 4. Desse modo, o item “c” é verdadeiro. 
Por fim, para que (21, E) seja solução, devemos ter x, + x, = 4. Contudo, para 
(x1, X2, X3) = (21, -5), temos xı + Xx = 2 + 1 = 3 + 4. Portanto, o item “d” é falso. 


Gabarito: “c” 


13. (AMAN/2017) 


x=3ytkz=0 
Considere o sistema linear homogêneo {3x + ky + z = 0, onde k é um número real. 
kx+y=0 


O único valor que torna o sistema, acima, possível e indeterminado, pertence ao intervalo 
a) (—4, —2] 

b) (—2, 1] 

c) (2, 4] 
d) (2, 4] 
e) (4,6] 


) 
) 


Comentários 


Para que o sistema seja possível e indeterminado, o determinante dos coeficientes deve ser 
nulo. 


1 -3 k 
det|3 k 1|=05-3k+3k-kº-1=0 


k 1 0 
Assim, temos k? = —1. Podemos manipular essa equação da seguinte forma: 
k? = —1 > k = —1 
Portanto, o único valor que torna o sistema possível e indeterminado é k = —1, o qual 


pertence ao intervalo (—2, 1] do item “b”. 
Gabarito: “b” 


14. (AMAN/2016) 
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x+y+az=1 
Para que o sistema linear | x+2y+z=2 , em que a e b são reais, seja possível e 
2x +5y— 3z =b 
indeterminado, o valor de a + b é igual a 


Comentários 


Para que o sistema seja possível e indeterminado, o valor do determinante dos coeficientes 
deve ser nulo: 


1 1 a 
derhi 2 1 |=0>-6+2+5a-4a-5+3= 0> [Z5] 
2 5 =3 


Assim, substituindo o valor de a no sistema: 


x+2y+z=2 
2x +5y—3z=b 


Fazendo a terceira equação menos duas vezes a primeira, temos: 
(2x + 5y — 3z)— 2. (x+y +6z)=b-2 
3y — 15z=b-2 


52y- 


y=- 5z = de (1) 
3 
Fazendo a terceira equação menos duas vezes a primeira, temos: 
(2x + 5y — 3z)— 2. (x+ 2y +z)=b-4 
y—5z=b-—4(2) 
Igualando (1) e (2): 


Porfima+b=6+5=11. 
Gabarito: “b” 


15. (AMAN/2011) 


2x +y=5 


ax+2y=b seja possível e indeterminado, o valor de a + b é: 


Para que o sistema linear Í 
a)—1 
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Comentários 


Para que o sistema seja possível e indeterminado, o valor do determinante dos coeficientes 
deve ser nulo: 


[É ]=0=4-0=0 


a=4 
Substituindo o valor de a no sistema: 
l 2x+y=5 
4x +2y =b 
Podemos reescrever da seguinte forma: 
l 2x+y=5 
2x + y = b/2 


Portanto, para que o sistema seja possível, as duas equações do sistema acima devem ser 
iguais. Para isso: 


b 
pes 
Assim, a + b = 10 + 4 = 14. 
Gabarito: “d” 


16. (EN/2015) 
Analise o sistema a seguir. 
x+y+z=0 
4x — 2my + 3z = 0 
2x + 6y — 4mz = 0 


Para o maior valor inteiro de m que torna o sistema acima possível e indeterminado, pode-se 


. x 2 
afirmar que a expressão tg (= + sec? 5 — 1| vale 
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Comentários 


Para que o sistema seja possível e indeterminado, o determinante dos coeficientes deve ser 
nulo. 


1 1 1 
4 —2m 3 |[=0>8m?+6+244+4m-18416m=0 
2 6 —4m 


> 8m? + 20m +12 =0 
> 4m? + 10m+6=0 


As raízes são dadas por: 


-541 
id 
Então, m; = —1 e m, = —. 
Mas, m, = — ¢ Z. Então, o maior valor do inteiro m que torna o sistema possível e 
indeterminado é m = —1. Logo: 
T 27 
tg E + sec? (-5) — 1| = |-1+4-1|=2 


> fts (-5) + sec? (-5)- 1 = 2 


Gabarito: 2 (Não há alternativa) 


ITA 


17. (ITA/2018) 
Se o sistema 
x+y+z=0 
2a?y +(2aº* —a)z = 0 
x +ay + (aè —1)z=0 


admite infinitas soluções, então os possíveis valores do parâmetro a são 


Joa E = = =1+/3 
E 

8 e 

b) 0,—1, 5#, z 
c) 0, —1, 258 1h 


2 
d) 0, —1, -1 — V3, —1 + 43. 
0,—1,1 — V3, 1 + V3. 
Comentários 
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Para que o sistema admita infinitas soluções o determinante dos coeficientes deve ser nulo. 


A= : e Ta a| = 2a? (a? — 1) + (2a4 — a) — 2a? —-a(2a! — a) 
1 a aqê-1 
A = 2a*ë — 2a? + 2a* — a — 2a? — 2a? + a? 
A= 2af — 3a? — a = a(2aè? — 3a — 1) 
A= a(2a? — 3a — 1) = 0 
Fatorando: 


a(2a? +2 — 3a- 3)=0 
a(2(a? +1)-3(a+1))=0 
Sabendo que (a? + 1) = (a + 1)(a? — a + 1), temos: 
a(2(a+1)(a2-a+1)-3(a+1))=0 
a(a + 1)(2a? -2a-1)=0 


1+V3 


Assim, as soluções são, a = 0, a = —1 ea = > 


Gabarito: “b” 


18. (ITA/2018) 


Sejam x1,..., X5 € Y1, =, Y5 números reais arbitrários e 4 = (a;;) uma matriz 5x5 definida 
por aij = xi +y; 1< i,j <5. Ser éa característica da matriz 4, então o maior valor possível 
deré 


a) 1. 
b) 2. 
c) 3 
d) 4. 
e) 5 
Comentários 


Lembrando que a maior característica de uma matriz 4 é igual à ordem da maior submatriz 
de A cujo determinante é diferente de zero. Vamos analisar o determinante da matriz da questão. 
De acordo com o enunciado: 


Xi + Xi Y2 Xi +73 Xı +y, XY 

X2 + X2 +yz XY X2 +y, X2 +Ys 

A =|X3 + Yı X3 +yz X3 +yz X3 +y, X3 + Ys 

X4 Yı X4 +yz X4 +yz X4 +y, X4 +Ys 

Xs +Yyı X5 +yz X5 +yz Xs +y, Xs +Ys 
Se aplicarmos o teorema de Jacobi na matriz acima, o valor do seu determinante não se 
altera. Dessa forma, vamos multiplicar a primeira linha por (—1) e somar às outras linhas para obter 

uma matriz equivalente: 
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o a 


Xı tY Mt X1 +yz; X +y, Xı tys x(—1) 

X2 +Y X2 +Yy2 X2 +yz X2 +y, X2 +IYs dim 
A =|xX3 +Y X3 +Yy2 X3 +73 X3 +y, X3 +Ys quam 

X4 Y1 X Y2 X4 +yz X4 +Y, X4 +Ys e 

Xs +Y Xs +yz Xs +Yy3 At Ata 

Xı +y Xi +yz Xı +yz Xı +Y, Xı+Ys 

X=% XX XX X% XX 
B=|X3"X XX XX XX X3— X1 

XX XX XX XX XX 

Xs — X1 be bed X5 — X1 Xs — X1 


E to 


x(—1) 
Multiplicando a primeira coluna por (—1) e somando às outras: 
X + Y25Yı Y3 Yı VN) Ysy 
X2 m X1 0 0 0 0 
C = | X3 — X1 0 0 0 0 
X4 a X1 0 0 0 0 
Xs — X1 0 0 0 0 


A característica da matriz inicial A é igual à característica da matriz C. 


Vamos procurar a maior matriz cujo determinante é diferente de zero. Podemos ver que é 
possível tomar matrizes de ordem 1 cujo determinante é diferente de zero, assim, a característica 
de 4 pode ser 1. Vamos verificar de ordem 2: 


_ [aty 
X2 — X1 


det D = —(x, — x1)Q2 


a Al 
0 


= yı) 


Esse determinante não é necessariamente igual a zero, logo, a característica da matriz A pode 


ser 2. 


Agora, vamos verificar de ordem 3. Nesse momento, repare que qualquer combinação que 
tomarmos, teremos determinante igual a zero. Veja um exemplo: 


X +Y Y2 Yı Y3- Yı 
E = |x — Xx 0 0 
X3 — X1 0 0 
detE = 0 


Analogamente, para as ordens superiores, temos que o determinante é nulo. 
Portanto, a maior característica de 4 é 2. 
Gabarito: “b” 


19. (ITA/2017) 


Considere o sistema de equações 
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Se (x, y, Z) é uma solução real de S, então |x| + |y| + |z| é igual a 
a) O 
b)3 
c) 6 
9 
)1 


o 


e) 12. 


Comentários 


Fazendo p = 


x Ie 


8 , 
,4 ==,r = —, podemos reescrever o sistema: 
y z3 


4p + 3q + 5r = 10 
2p +2q+3r=7 


Da primeira equação temos p + q = 3 — r, substituindo na última equação: 
2(3-19)+3r=7 


| p+q+r=3 


r=1 
Substituindo r = 1 no sistema, temos o seguinte sistema: 
T ai 
4p +3q =5 
Tome a segunda equação menos três vezes a primeira, (4p + 3q) -3(p +q) =5-—6, 
assim, p = —1. Por fim, p + q = 2, então, q = 3. Assim, substituindo x, y e z, encontramos: 


1 27 3/8 
x=-=-1l,y= |—=3ez= FEZ 
p q j 


Portanto, |x| + |Iyl+|z]=1+3+2=6. 


unn 
Cc 


Gabarito: 


20. (ITA/2017) 
Determine todos os valores reais de a para os quais o seguinte sistema linear é impossível: 


x+ay+z=2 
=y = ye sl 
3x +taz=5 


Comentários 
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Para ser impossível, o determinante dos coeficientes é nulo: 


1 a 1 
A=|-1 -2 3|= -2a +9a +6 +Q? 
3 0 a 
>4A=a?+7a+6=0 
Cujas raízes são, a = —1 e a = —6. 


Para esses valores de a, o sistema pode ser possível e indeterminado ou impossível. Vamos 
analisá-lo. 


Podemos simplificar o sistema. Da segunda equação, temos x = 1 — 2y + 3z. Substituindo 
nas outras: 
P 
3(1 — 2y + 3z)+az =5 
l (a—-2)y+42=1 
—6y + (9 +a)z = 2 


Para a = —1, temos: 
a FARIEN EA _Az-=-1 
—6y + (9 — 1)z = 2 7 l-6y + 8z = 2 7 l-3y +4z=1 7 7 7—3 
Para esse valor de y: 
4z—1 z+5 
x=1-2( )+3z>x =£ 


z+5 4z-1 
Nesse caso, a terna =, 


,z) é solução do sistema. Logo, é possível e indeterminado. 


Para a = —6: 
DT 1 E =1 
—6y + (9—- 6)z = 2 —6y +3z =2 
Multiplicando a primeira equação por 3 e a segunda por 4, obtemos: 


E +122=3 
-24y+122=8 


Encontramos duas equações contraditórias. Portanto, para a = —6, temos um sistema 
impossível. 


Gabarito: a = —6 


21. (ITA/2016) 
Se o sistema de equações 


x+y +42 =2 
x+2y+72=83 
3x +y+az=b 


É impossível, então os valores de a e b são tais que 


aja=6ebÆ£4. 
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b)az6ebza4. 

cja*zteb=4. 

dda=6eb=4. 

e) a é arbitrário e b + 4. 
Comentários 


Para que o sistema seja impossível, o determinante dos coeficientes deve ser nulo: 


1 1 4 
1 2 7|=2a+21+4-—-24-7-—-a=a-6=0 
3 1 a 


Logo, a = 6. 


Além disso, devemos substituir no sistema para verificar se o sistema é possível e 
indeterminado ou impossível. 


x+2y+7z=3 
3x+y+6z=b 
Da primeira equação, temos que y = 2 — x — 4z, substituindo na segunda e na terceira 
equação: 


TONE 


RR de ( x+z=1 
3x+2-x—42+62=b 2x+2z=b-2 


Substituindo x + z = 1 da primeira equação na segunda: 
2(x+z)=b-2>2=b-2>ə>b=4 


Desse modo, para que o sistema seja impossível, devemos ter b + 4. Pois, para b = 4, temos 
um sistema possível e indeterminado. 


Portanto, para que o sistema seja impossível a = 6e b + 4. 


Gabarito: “a” 


22. (ITA/2015) 


Sejam a e 6 números reais não nulos. Determine os valores de b,c,d, bem como a relação 
entre æ e 6 para que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam compatíveis 
indeterminados. 


PAR Pa AR 
cx+y=B 4x + dy =£ 


Comentários 


Para que os sistemas sejam indeterminados, o determinante dos coeficientes deve ser 
nulo. Em S, temos: 


Ep _ p m 
a= |i (=? bc=0>bc=2 (D 
Em T, temos: 
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aê Ss De 2 
a= |= cd 12=0>cd=12 (1 


Dividindo (IT) por (I): 


cd 12 
nO => d = 6b 
Substituindo o valor de d da segunda equação de T: 
(x +hy=a 
cx+y=B 
a cx+3y=a 
4x + 6by = B 


Igualando as primeiras e segundas equações de cada sistema: 
opa DEPENDE 
cx+ty=4x+6by (c-4x+(1-6b)y=0 
Contudo, para que os sistemas dados sejam indeterminados, o sistema acima também deverá 
ser. Então, o determinante dos seus coeficientes deverá ser nulo. Sabendo que bc = 2, temos: 
2 — 
E 40 ae = (2 — c)(1 — 6b) — (b — 3)(c — 4) 


A = 2 — 12b — c + 6bc — bc + 4b + 3c — 12 = 5bc — 8b + 2c — 10 
10 


=-8b+2c=0 
E 8 
a capre=0»e=4b=5e-Co ctg [E= 227 
2 2 
b=-> pa 
c 2 
Lembrando que d = 6b, temos: 
d = +3V2 


Além disso, para que o sistema seja indeterminado, deve existir uma relação de 
proporcionalidade entre os fatores do sistema. Nesse caso, uma linha deve ser múltipla da outra. 


No sistema S, temos: 


prrbrea 2 b a t 2, 2 
cxty=B 1 B >R c ~g 
Para c = +242: 
B 
& = t 
V2 


Portanto, as soluções são para 68 = k E R*: 


k v2 k V2 
(a,b, b,c, d) = (ezz 2) e(a,B,b,c,d) = Ck- 32) 
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Gabarito: (a, B, b,c, d) = (Æ, k,2,2V2,3v2) e (a, B, b,c, d) = (- $, k, — É, -2v2,-32), 


VkeR*. 


23.(ITA/2014) 


1414 XFL. x 
Sejam 4 = |» -y 1ļ€ B =ļ|y—2_ | matrizes reais tais que o produto AB é uma matriz 
2 3. 2 


antissimétrica. Das afirmações abaixo: 
|. BA é antissimétrica; 
Il. BA não é inversível; 


Il. O sistema (BA)X = 0, com X!=[X X> X3], admite infinitas soluções, é (são) 
verdadeira(s). 


a) Apenasle ll. 


) 
b) Apenas le III. 
c) Apenas |. 
d) Apenas Il. 
e) Apenas III. 
Comentários 
|) Uma matriz antissimétrica é a matriz que satisfaz: A” = —A. Então, fazendo 


produto AB, temos: 


AB =|, -1 1 aa y|- x—y+z+6 B 

E =x 1 E —2 

y =x Aa x+y+z+3 Z 

Como AB é antissimétrica, devemos ter a diagonal principal nula, logo: 
z=0 


=0 
x-y+21+6=0>5x-y=-6 (I) 
Então, aplicando a definição de matriz antissimétrica: 
(AB)T = —AB 


0 ang me] 0 e] 
x—y+z 0 ~ [-2x-y-z-3 0 


Temos: 
x—y+z=-—2x-y-Zz-3ə>x-y=-—2x-y -3 > 3x = -3 > |x = -1| 
Substituindo x = —1 em (I): 
x-y=-6>ə>y=x+6ə|y=5]| 


Dessa forma, temos as seguintes matrizes: 
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(BA) = 


Logo, (BA)! + —BA. O item é FALSO. 


Il. Se det(BA) = 0, ela não será inversível. 


-5 —1 es] 
det(BA) = |28 2 8 | = —30 — 24 + 84 + 6 — 120 + 84 = 0 
3 = q 


Desse modo, a matriz não é inversível. O Item é VERDADEIRO. 


Ill. Como det(BA) = 0, o determinante dos coeficientes do sistema sugerido é nulo. Desse 
modo, o sistema é possível e indeterminado ou impossível. No entanto, como o sistema é 
homogêneo, ele obrigatoriamente admite uma solução, portanto, não é impossível. O Item é 
VERDADEIRO. 


Gabarito: “b” 


24. (ITA/2014) 
Considere o sistema linear nas incógnitas x,y e Z 
x+y+2z=0 
—x + (senĝ)y + 4z=0 ,0€ [0,27]. 
2x + (1 — cos20)y + 16z = 0 
a) Determine 0 tal que o sistema tenha infinitas soluções. 


b) Para 6 encontrado em (a), determine o conjunto-solução do sistema. 


Comentários 
a) Para que o sistema homogêneo tenha infinitas soluções, seu determinante dos coeficientes 
deve ser nulo. 


1 1 2 
—1 sen 0 4 | = 16sen 0 + 8 — 2(1 — cos(20)) — 4sen 0 — 4(1 — cos(20)) + 16 


2 1—cos20 16 
> 12sen 0 + 6cos20 +18 =0 


Sabendo que cos 20 = 1 — 2sen26, temos 
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12sen 0 + 6(1 — 2sen?0) +18 = 0 
—12sen?0 + 12sen0 + 24 = 0 


sen? 0 — senĝð -2 = 0 


13 
sen = -= 
Então, sen 04 = 2 e sen 0, = —1. Contudo, sen 0, = 2 é um absurdo, logo, não pode ser 
uma raiz. 
Portanto: 


sen = —1 e 0 E [0,27] 


b) Substituindo no sistema: 


x+y+2z=0 
| —x—y+42=0 
2x +2y +16 =0 

Somando a primeira e a segunda equação, temos que z = 0, assim: 

f x+y=0 

2x+2y=0 
Logo, x = —y. Portanto, as soluções do sistema são: 
(x,y,z) = (k, —k,0) Y k 


3m 


Gabarito: a) 0 = e b) (x,y,z) = (k, —k,0) Y k 


25. (ITA/2013) 


. . + (axtby=c . = 
Considere o sistema de equações lx rod coma,b,c,d,p eq reais, abcd + 0, a + b = 


med = nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O valor de p + q é 


c) m? — n? 
d) mn 
ejm+mn 


Comentários 
Se o sistema é indeterminado, uma equação deve ser múltipla da outra, então, temos: 


a b e 
Mas, d = nc, logo: 
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Assim, p = ane q = bn. 
Logo: 
p+q=an+bn=n(a+b) 
Comoa+b=m: 
p+q=mn 
Gabarito: “d” 


26. (ITA/2013) 
Considere o sistema nas variáveis reais x e y: 

f sena + 3y cosa =a 

x cosa + y sena = b’ 
com q E [0,51 e a,b ER. Analise para que valores de «x, a e b o sistema é (i) possível 
determinado, (ii) possível indeterminado ou (iii) impossível, respectivamente. Nos casos (i) e 
(ii), encontre o respectivo conjunto-solução. 
Comentários 


“ |Isena 3cosa 
cosa sena 


i) O sistema é possível e determinado se o determinante dos coeficientes não for nulo: 


= sen?a — 3 cos? a = 1 — 4 cos? q 


1 — 4cos? qa + 0 
1 TT 
r a a 


Para o intervalo [0,5 |, temos a + 1/3. 


Portanto, temos que o sistema é possível e determinado se 


e [04i - (D.vabeR 
x Ka o a J a, 
2 3 
ii) O sistema é possível e indeterminado se o determinante dos coeficientes for nulo, então: 
&4=> 
3 
Também devemos ter uma linha múltipla da outra: 


sen q a a TU 
mo Ol) 
a 


-3 
b 
Desse modo, para que o sistema seja possível e indeterminado, devemos ter: 


«=> ea=bv3 
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Para o sistema ser impossível, o determinante deve ser nulo. No entanto, as linhas não devem 
ser múltiplas da outra, então: 


a 
-4v3 
b 
Portanto, para que o sistema seja impossível: 
TT 
& = 3 ea+bv3 


Gabarito:(i)a € [0,5 [ — {Ș}, Ya, b € R (ii)æ = Ž; a = bV3, Vb € R (i)a = $; a + bV3,Yb € R 


27.(ITA/2012) 


Seja n um número natural. Sabendo que o determinante da matriz 


1 
n log, 2 — log, 3 
A=|n+5 log;3” log; 243 


1 
—5 logs Ds - logs 25 


é igual a 9, determine n e também a soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa 
Am, 


Comentários 


Podemos reescrever o determinante calculando os logaritmos: 


n 1 1 
detA=|n+5 n 5|l=-2nº-25-3(n+4+5)4+5n+415n+2(n+5) 
-5 -3 -2 
detA = —2n? + 19n - 30 = 9 
Assim: 


2n? — 19n +39 = 0 
197 
4 


n 


13 Z P ~ 
Desse modo, n, = 3 ou n, = o Como n é um número natural, n, não serve. 


Assim, n = 3. Sendo 44”! = I, substituindo n em A, temos que: 


3 1 1 a bc 
A=|8 3 5 esto e | 
-5 -3 -2 g h i 


Multiplicando essas matrizes e igualando à identidade, podemos obter um sistema de 3 
equações e 3 incógnitas com as variáveis da primeira coluna de 41: 
3a+d+g=1 
8a +3d+5g=0 
—5a — 3d — 2g = 0 


Somando a segunda com a terceira equação do sistema: 
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(8a + 3d + 5g) + (—5a — 3d — 2g) = 0 


3a +3g=0 
>]a=-g 
Substituindo a = —g no sistema, obtemos: 
l d-2g=1 
3d —-39=0 


Da segunda equação, temos d = g. Substituindo na primeira equação: 
g-2g=1l>59g=-1=d 
Então, a=-g=1. 
Portanto: 
atd+g=1-1-1=—1 
Gabarito: n = 3 e a soma dos elementos da primeira coluna de 4 1 é —1 


28. (ITA/2011) 


x+2y+32=a 
O sistema vy+2z=b 
3x—-y—5cz=0 


a) é impossível, Va, b,c E R. 

b) é possível quando a = Z ou c+l. 

c) é impossível quando c = 1,Va,b E R. 

d) é impossível quando a + ENC ER. 

e) é possível quando c = 1 ea + 7b/3. 
Comentários 


Para analisar se o sistema é possível ou não, analisemos o determinante dos coeficientes: 


1 2 3 
0 1 2 |=-5c+12-94+2=-5c+5 
3 —1 —5c 


Se o determinante for nulo, temos: 
-5c+t5=0>c=1 
Assim, o sistema é possível e determinado se c + 1 e impossível ou indeterminado se c = 1. 


Se c = 1, temos: 


y+2z=b 


[rain 
3x—y-5z=0 


Da segunda equação, y = b — 2z. Substituindo na terceira e na primeira: 
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Rd AR 
3x—(b—-27)-5z=0 
x-z=a-2b 
| i 
x da 


Analisemos os termos independentes. Se a — 2b = b/3, temos um sistema possível e 
indeterminado: 
7b 


o a = 
< ~a “ry 


Se a + 7b/3, temos um sistema impossível. 


f f . . . F 7b 
Resumindo, sistema possível e determinado: c + 1; sistema impossível c=1 e a zi 


À ; ; . 7b 
sistema possível e indeterminado c = le a = 7 


f ; e : : E p 7b 
Assim, a alternativa que se adequa é o item “b”, pois o sistema é possível quando a = E 
c=1. 
Gabarito: “b” 


29. (ITA/2011) 
Considere as afirmações abaixo: 


|) Se M é uma matriz quadrada de ordem n > 1, não nula e não inversível, então existe matriz 
não nula N, de mesma ordem, tal que MN é matriz nula. 


II) Se M é uma matriz quadrada inversível de ordem n tal que det(M? — M) = 0, então existe 
matriz não nula X, de ordem nx1, tal que MX = X. 


| [cos 0 —sen0 = 
HI) A matriz (ge tezen 6) é inversível, VO + E + kr,k € Z. 


Destas, é(são) verdadeira(s) 


a) apenas Il. 


) 
b) apenas le Il. 
c) apenas le III. 
d) apenas Ile III. 
e) todas. 
Comentários 


I) Seja a matriz MN = 0, uma coluna j dessa matriz pode ser escrita como: 
ka; 0 
knj 0 
— 
coluna j de MN 
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A equação acima descreve um sistema homogêneo, onde M é a matriz dos coeficientes. No 
entanto, M não é inversível, ou seja, det M = 0. Logo, o sistema é possível e indeterminado, 
admitindo infinitas soluções, inclusive uma não-nula. Então, aplicando a mesma ideia para todas as 
colunas da matriz N, existe uma matriz não nula N. Item Verdadeiro. 


Il) se det(M? — M) = 0, então: 
detIM(M — 1)] = det M .det(M — D = 0 
Como a matriz é inversível, detM 0, implicando em det(M — I) = 0. 
Assim, se MX = X: 
MX-X=0 
(M-DX=0 


Que é um sistema homogêneo, no entanto, det(M — I) = 0, ou seja, o sistema acima é um 
sistema homogêneo indeterminado que admite infinitas soluções. Então, existe uma matriz não- 
nula X. Item Verdadeiro. 


HI) A matriz dada será inversível se seu determinante não for nulo: 


cos 8 —sen 0 cosË PRE 
9 1 — 2sen? (=) pa 0 cos0 CO ESEM A=] 
sec O 2 


Então, a matriz é inversível VO E R. Portanto, o item é verdadeiro. 


Gabarito: “e” 


30. (ITA/2010) 
Considere as matrizes A E M,u(R) e X,B E M,n(R): 


a 1 b 1 X b, 
-|> 1 a Ds) amo]: 
amig dd 9) [op a! 


a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equação matricial AX = B tenha solução 
única. 
b) Se a? — b? =0,a +0eB=[1 1 2 4],encontreXtal que AX = B. 


Comentários 


a) Para que a solução seja única, devemos ter um sistema possível e determinado, logo, 
det 4 = 0. 


a 1 b 1 

“lb 1a0 

det A = o3 0u 
—a 2 b 1 
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Usando o teorema de Laplace na primeira linha: 


1 a 0 b 1 0 b 1 0 b 1 a 
detA = a. (—1)} |2 0 oj+(-1)lo o ol+b(-)|o 2 oj+(-1lo 2 0 
2 b 1 —a b 1 —a 2 1 —a 2 b 
A = a(—2a) + b(2b) — (2b? + 2a?) = —4a? 
—4a? £ 0 
a + 0 
Portanto, a equação matricial tem solução se a = 0. 
b) Multiplicando as matrizes temos o seguinte sistema: 
axty+bz+tw=1 
bx+y+az=1 
2y =2 
—ax+2y+bz+tw=4 
Da terceira equação, y = 1, substituindo nas outras: 
ax+bz+tw=0 
bx + az = 0 
—ax +bz+w =2 
Fazendo a primeira equação menos a terceira, encontramos 2ax = —2. Como a + 0, x = 


— Z, Substituindo x, temos: 
1 
a(-)+bz+w=0 raro 
a > 


1 
p(--)+az=0 
a 


Isolando Z na segunda equação: 


——-+az=0 
a 


Mas, do enunciado: 


Desse modo: 
2 b? 
w=1- nd da nY 
b b 1 
qo» 
Portanto: 
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Gabarito:a)a +0 b)X= |-+ 1 
31. (ITA/2008) 


1 -2 3 1 
Considere o sistema Ax = b, em que 4 = 2 k 6 ) b = (5) ek eR. 
-1 3 k-3 0 
Sendo T a soma de todos os valores de k que tomam o sistema impossível e sendo S a soma 
de todos os valores de k que tomam o sistema possível e indeterminado, então o valor de T — 


Comentários 


Para que o sistema seja impossível ou possível indeterminado, temos que det 4 = O: 


1 -2 3 
det4=|2 k 6 |=k(k-3)+12+18+3k-18+4(k-3)=k?+4k=0 
-1 3 k-3 
Assim, k = 0 ou k = —4. 
I) Para k = O: 


1 -2 3 x 1 x—2y+3z=1(1) 
E E k 6 (5) -(5)- 2x + 672 = 6 (ID 
-1 3 k-3 —x + 3y — 3z = 0 (HD 
Fazendo 3 - (1) + 2- (IID: 


x+3z=3 
Assim, chegamos ao sistema: 
P +6z=6 
x+3z=3 


Que é um sistema possível e indeterminado, uma vez que uma equação é múltipla da outra, 
admitindo infinitas soluções. Portanto, S = 0. 


IlI) Para k = —4: 
x—2y+3z2=1(1) x—2y+32=1(1) 
2x —4y+62=6(1D) >; x-2y+32=3(]) 
=x + 3y — 7z = 0 (IID) —x + 3y — 7z = 0 (IID 
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Note que as equações (I) e (II) se contradizem, logo, o sistema é impossível. 
Portanto, T = —4. 
Assim, T — S = —4 — 0 = —4. 


uan 
a 


Gabarito: 


32. (ITA/2007) 
Sendo x, y, Zz e w números reais, encontre o conjunto solução do sistema 


log[(x + 2y)(w — 32)! = 0 
2x+3z = 2Y-32+w =0 


V2x+y+62—-2w-2=0 
Comentários 
Da primeira equação, podemos escrever: 
log(x + 2y) — log(w — 37) = 0 > log(x + 2y) = log(w — 3z) 
x+2y=w-—3z 
x+2y+32-w =0 
Além disso, da condição de existência: 
w-—- 320 
Reescrevendo a segunda equação: 
2X+32 _ 8 . 2Y-3Z+W — () = 2¥+3Z — 9Y-32+Ww+3 
Igualando os expoentes: 
x+32=y-32+w+3 
x—y+62-w=3 
Reescrevendo a terceira equação: 
V2x+y+62—-2wW=2>2x+y+62-2wW=8 
Assim, temos o seguinte sistema: 
x+2y+32-w=0(1) 


x—y+62-w=3(I) 
2x + y + 6z — 2w = 8 (III) 


3 5 


Substituindo z, temos: 
x+2y-w=5(1) 
x—y-w= 13 (ID 
2x + y — 2w = 18 (III) 
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Fazendo (II) + (II): 


31 31 
A QUE a o pa 
Substituindo x — w, temos, em todas as equações: 
“8 
3 


Portanto, como todas as equações foram usadas, encontramos o conjunto solução do 
sistema. Considerando que w + 3z, devemos ter: 


5 
wa3(-S)ow+-5 


) = (Sms) vw as 
X,Y,2,W ia 3 W, Eu 31 J Ww 


31 8 5 
Sw): vw + —5 


Gabarito: (x, y, z, w) = (= PWS 


33. (ITA/2006) 


A condição para que as constantes reais a e b tornem incompatível o sistema linear 


x+2yp+t5z=1 


[reis 
2x+2y+az=b. 


é 

aja-b+2 
b)a+b= 10 
c)4a—6b=0 
T 
e)a: b = 24 


Comentários 


Para que o sistema seja incompatível, ele deve ser impossível, então o determinante da 
matriz dos coeficientes deve ser nulo: 


1 1 3 
1 2 5|=2a+10+6—12—10-a=a-6=0 
2 2 a 


Então, a = 6. Substituindo no sistema: 


x+2y+5z=1 
2x +2y+6z=b 
Da primeira equação, x = 2 — y — 3z, substituindo nas outras duas: 


2z = —1 
Ma 


aytem 
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Logo, para que o sistema seja incompatível, b + 4. Portanto, a — b = 2. 


uan 
a 


Gabarito: 


34. (ITA/2006) 
Seja o sistema linear nas incógnitas x e y, com a e b reais, dado por 


R o a 
(a+b)x+(a-b)y=1 


Considere as seguintes afirmações: 

|. O sistema é possível e indeterminado sea = b = 0. 

II. O sistema é possível e determinado se a e b não são simultaneamente nulos. 
Wllx2?+y2=(a2+b2)!, sea? + b? + O. 

Então, pode-se afirmar que é (são) verdadeira(s) apenas 

a) | 

b) Il 
) 

d)lell 

e) Ile III 

Comentários 


I) Sea = b = 0, substituindo na primeira equação, encontramos 0x — 0y = 1, que é um 
0 
absurdo, portanto, o item é FALSO. 


II) O sistema é possível e determinado se A = (a — b)? + (a + b)? = a? + b? £ 0. 


Sabemos que no conjunto dos reais, temos a? + b? > 0. A única possibilidade da soma dos 
quadrados resultar em zero ocorre quando a = b = 0. Portanto, o sistema é possível e determinado 
sea e b não são simultaneamente nulos. Item VERDADEIRO. 


Ill) Elevando o sistema dado ao quadrado, temos: 


o — 2ab + b?)x? — 2xy(a? — b?) + (a? + 2ab + b?)y? = 1 
(a? + 2ab + b?)x? + 2xy(a? — b?) + (a? — 2ab + b?)y? = 1 


Somando as duas equações, temos: 
2(a? + b?)x? + 2(a? + b?)y? = 2 
Como a? + b? + 0: 


Logo, o item é VERDADEIRO. 


Gabarito: “e” 


35. (ITA/2005) 
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Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduíches, 7 xícaras de café e 1 pedaço 
de torta totalizou R$ 31,50. Em outra mesa, o consumo de 4 sanduíches, 10 xícaras de café e 1 
pedaço de torta totalizou R$ 42,00. Então, o consumo de 1 sanduíche, 1 xícara de café e 1 
pedaço de torta totaliza o valor de 


a) R$ 17,50. 
b) R$ 16,50. 
c) R$12,50. 
d) R$ 10,50. 
e) R$ 9,50. 
Comentários 


Sejam os preços: s do sanduíche, x da xícara de café e t do pedaço de torta. Podemos montar 
o sistema: 


E 
4s + 10x + t = 42 


Faça, s + x + t = X (consumo de 1 sanduíche, 1 xícara de café e 1 pedaço de torta): 


E + 6x + X = 31,5 (D 
3s + 9x + X = 42 (ID 


Fazendo: 3 - (D — 2 - (ID: X = 10,5. 
Gabarito: “d” 


36. (ITA/2005) 


O sistema linear 


bx+y=1 
jr +z=1 
x+bz=1 
não admite solução se e somente se o número real b for igual a 
a)—1. 
b) 0. 
OLE: 
d) 2 
e) —2. 


Comentários 


Para o sistema não admitir soluções o seu determinante dos coeficientes deve ser nulo: 


b 1 0 
A=|0 b 1=b+1=0 
1 0 b 
b = —1 
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Contudo, nesse caso, o mesmo ainda pode ser indeterminado, substituindo b no sistema, 
temos: 


=x +y=1(1) 
—y +2z=1 (11 
x—z=1 (II) 


Fazendo (II) + (III), encontramos: 
x—y = 2 > —x + y = -2 
Contudo, de (I), temos —x + y = 1, que é um absurdo. Logo, o sistema é impossível. 


Gabarito: “a” 


37. (ITA/2003) 


O número de todos os valores de a €E [0, 27], distintos, para os quais o sistema nas incógnitas 
x,y e z, dado por 


—4x + y — 6z = cos 3a 
x+2y-—5z=sen2a 
6x + 3y — 4z = —2 cosa 
é possível e não-homogêneo, é igual a: 
a) 2 
b) 
c) 
d) 
e)6 
Comentários 


Calculando o determinante dos coeficientes para verificar se o sistema é possível, impossível 
ou indeterminado: 


—4 1 —6 
1 2 -5|=32-18-30+72-60+4=0 
6 3 —4 


Desse modo, o sistema é impossível ou possível indeterminado. Da primeira equação do 
sistema, temos y = cos 3a + 4x + 6z. Substituindo nas outras duas equações, encontramos o 
seguinte sistema: 

( 9x+7z=sen2a-2cos3a 
18x + 14z = —2 cosa — 3 cos 3a 
Para que o sistema seja possível, uma equação deve ser múltipla da outra, assim: 


9 sen 2a — 2 cos 3a 


18 -—2cosa-3cos3a 
—2 cosa + cos 3a = 2sen 2a 
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Sabendo que sen 2a = 2sen a cosa e cos 3a = 4 cos? a — 3 cos a, substituindo na equação 
acima: 


—2 cosa + 4 cos? a — 3 cosa = 4sen a cosa 
cosa (4 cos? a — 4sena — 5) = 0 
cosa (4 — 4sen?a — 4sena — 5) = 0 
— cosa (4sen?a + 4sena+1)=0 


Portanto, as soluções dessa equação são: 


T 37 
ROSA ON Qi 
ou 
1 7T 11r 
p= SGA Mi 


É necessário verificar se alguma dessas soluções gera um sistema homogêneo: 
Coma = 7/2: 


mi Ed = 
cos =0; sent = ; COS = 


Nesse caso, o sistema é homogêneo, logo, essa solução não serve. 


Coma = 37/2: 
9m 3m 
cos — = 0; sen 3m = 0; cos- =0 
Situação semelhante ao caso anterior, logo, essa solução não serve. 
Com a = 77/6: 
7T v3 
cos — Re +0 
Aqui, o sistema é homogêneo. Então, essa solução serve. 
Com a = 117/6: 
11m v3 
cos —— E +0 


Novamente, encontramos um sistema homogêneo. Então, essa solução serve. 
Portanto, existem 2 soluções. 


Gabarito: “a” 


38. (ITA/2002) 

1. Mostre que se uma matriz quadrada não-nula A satisfaz a equação 
A? + 34? + 2A =0 (1) 

então (A + I)? = A + I, em que I é a matriz identidade. 
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2. Sendo dado que 
“[-1 1 
a= | 0 l 


satisfaz à equação (1) acima, encontre duas matrizes não-nulas B e C tais que B? + C? = B + 
C = A. Para essas matrizes você garante que o sistema de equações: 


e-o] [l 


tem solução (x, y) # (0, 0)? Justifique. 
Comentários 
1) Temos que (A + I)? = (4? + 34A? + 3A + T), então: 
(A +I)? = (4 +34? +2A+A+7 
A parte em negrito acima foi fornecida em (1) pelo enunciado e é igual à matriz nula, então: 
(A+? =(4A+D 
2) Temos que: 
B+C=(A+D+(-D=(4A+D+(-D 


Então: 
B3 +C? =B +C = (A4 +IP + (D° 
Fazendo as comparações, pode-se escolher B = A + I e C = —lI, que satisfazem a sentença 
dada. Escrevendo B e C: 
_[|-1 1 1 071. [0 1 
F Sto mo sl 
“.[-1 0 
Lo al 
1 1 
B-C= 
e 0 0 


Daí, det(B — C) = 0. 


xX 
Dado que o sistema (B — C) || = H é homogêneo e possui determinante da matriz dos 


coeficientes nulo, temos que esse sistema possui infinitas soluções. Consequentemente, admite 
soluções (x, y) # (0,0). 


Gabarito: Prova e justificativa. 


39. (ITA/1999) 
A soma de todos os valores de a E [0, 2mr[ que tornam o sistema 
x+ty+z=0 
xsena+ycosa+z(2sena+cosa) = 0 
x sen?a + y cos? a + z(1 + 3 sen?a + 2 sen(2a)) = 0 


possível e indeterminado é: 
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Comentários 


Calculando o determinante da matriz dos coeficientes: 


1 1 1 
A=|sena cosa 2sena + cosa 
sen?a cos?a 1+3sen?a + 2sen(2a) 


Note que a primeira e a segunda coluna lembram a matriz de Vandermonde (linhas em PG). 
Vamos analisar a terceira coluna, reescrevendo o elemento a33: 


az3 = 1 + 3sen?a + 2sen(2a) = 4sen?a + cos? a + 4sen a cosa = (2sen a + cos a)? 


Assim, o determinante a se calcular é de uma matriz de Vandermonde. Portanto, das 
propriedades dessa matriz, o determinante é dado por: 


A = (cosa — sen a)(2sen a + cosa — cosa)(2sen a + cosa — sena) = 0 
(cosa — sen a)(2sen a)(sen a + cosa) = 0 
Dividindo em casos e sabendo que a E [0, 27|: 
i) cosa — sen a = Q: 
cosa = sena 
T 5T 


a = — oua = — 
4 4 


ii) sena = 0: 

a=0o0oua=nrt 
iii) sena + cosa = O: 

cosa = —sen a 


31 7T 
a = — ou a = — 
4 4 


Portanto, as soluções são: 


Então, soma desses valores é 57. 


Gabarito: “a” 


40. (ITA/1998) 


Seja a, b E R. Considere os sistemas lineares em x, y e Z: 
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x+y-z=0 

[k-3y+z=1 

—2y +z =a 
e 


x—y=0 
| x+2y-z=0 
2x =þby 32 =D 
Se ambos admitem infinitas soluções reais, então: 


= 11 


a) 2 


c) ab 
d) ab 
e)ab=0 


Comentários 


No primeiro sistema, da primeira equação, podemos escrever: 


x=zZz—y 
Substituindo nas outras duas: 
o +2z=1 
-2y +z =a 


Contudo, como o sistema admite infinitas soluções, ele é possível e indeterminado, ou seja, 
uma equação acima deve ser múltipla da outra. Então: 


—4 1 
a 

1 
da 


No segundo sistema, para que ele admita infinitas soluções o determinante da matriz dos 
coeficientes deve ser nulo, logo: 


1 -1 0 
1 2 —1|=6+2-b+3=-b+11=0 
2 -b 3 


Logo, b = 11. Então: 


Gabarito: “b” 
41. (ITA/1997) 


Sejam a,b,c E€ R* com a? = b? + c?. Se x, y e z satisfazem o sistema 
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ccosy+hbcosz=a 
jrcsa +acosz=hb 
bcosx+acosy =c 
Então cos x + cos y + cos Z é igual a 
a-b 
di 
a+b 
dra 
b+c 
Eira 
d) ao 
b 
b2+c? 
a 
Comentários 
Podemos resolver esse problema de 2 modos, veja: 
Método 1) Substituição 
Da primeira equação: 
(a — b cos z) 
cos y = —— > (I) 


c 
Substituindo (I) na terceira: 


a 
b cosx +~ (a — b cos z) = E 


c—E(a-— bcosz) 


cosx = 
b 


Substituindo (II) na segunda: 


E a 
—|c—-—(a — bcosz) | +acosz = b 
b c 
ab c a? ab b? 
— cos Z + — — — + — Cos Z = — 
c c c c c 


2ab cos z = b? + a? — c? = 2b? 


coSs Z = 


als 


Substituindo o valor de cos z em (1): 


cos y = 2— E 


Substituindo cos z em (II): 
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Portanto: 


b+c 


cosx + cos y + cos zZ = 


Método 2) Visão geométrica 


O enunciado afirma que a? = b? + c?, essa equação lembra o teorema de Pitágoras. Como 
a, b, c são números reais positivos, podemos imaginar um triângulo retângulo de lados a, b, c. Vamos 
analisar o sistema dado. 


Dividindo as equações do sistema por a: 


c b c b 
—cosy +—cosz = 1 —cosy +—cosz = 1 
ccosy+bcosz=a É a q a 


c a b c b 
ccosx +acosz = b > -cosx +-—cosz =-— > \ -cosx +cosz = -— 
b cosx +acosy =c q E g 

y b a c b c 

—cosx +— cosy = — —cos x + cosy = — 

a a a a a 


Agora, note o seguinte triângulo retângulo: 


B 


Nesse triângulo, temos: 


cosx = cos 90° = 0 


cos y = 


coSs Z = 


ols alja 


Substituindo os valores dos cossenos do triângulo no sistema, obtemos: 
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circo byb 2+b? 
—(—) +- (=) =1 e 1(Teorema de Pitágoras) 


a `a ala a? 

É b b 

a a a a a 
b c c c c 
S = 


Todas as equações são verdadeiras, logo, x,y,z do sistema são os ângulos internos do 
triângulo retângulo acima. Portanto: 


+c 


cos x + cos y + cos zZ = 
Solução mais elegante, não? Sempre que puder, use sua criatividade para enxergar outros 
métodos de resolução. Eles vão ajudar você a ganhar tempo na prova! 


Gabarito: “c” 


42. (ITA/1997) 


A sequência (a4, a2, a3, a44) é uma progressão geométrica de razão q E R* com q + 1 e a, + 
0. Com relação ao sistema 


E +ay =c 
axt+tay=d 
podemos afirmar que 


a) é impossível para c,d E [—1,1]. 


) 
b) é possível e determinado somente se c = d. 
c) é indeterminado quaisquer que sejam c,d E R. 

d) é impossível quaisquer que sejam c,d E R*. 

e) é indeterminado somente se d = cq?. 
Comentários 
Como a sequência é uma PG, podemos escrever: 

(a1, a2, a3, a4) = (a, aq,aq?,aq”) 

A matriz dos coeficientes do sistema é: 


la | | a aq 


E a2 a 
a; ul lag? a| “144 = 


Então, o sistema é impossível ou indeterminado. Reescrevendo o sistema: 
f ax + aqy =c 
aq?x + aqêy =d 


Se o sistema for indeterminado, uma equação deve ser múltipla da outra, então: 


a c 
aq? d 
> d = cg? 
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Então, se d = cq”, temos um sistema possível e indeterminado. Além disso, caso d + cq?,o 
sistema é impossível. Portanto, a alternativa correta é o item “e”. 


Gabarito: “e” 


43. (ITA/1996) 


Sejam a, đa2,a3,a4 quatro números reais (com a, * 0), formando nessa ordem uma 
progressão geométrica. Então, o sistema em xe y 


l ax+asy=1 
MaX + ,d4y = Q3 


é um sistema 


a) impossível. 


) 
b) possível determinado. 
c) possível indeterminado. 
d) possível determinado apenas para a, > 1. 
e) possível determinado apenas para a, < —1. 
Comentários 
Podemos escrever (a4, az, a3, 44) = (a, aq, aq”, aq”). Reescrevendo o sistema: 
l ax +aqł°y=1 T 1 
a?°qx + a°q? =aq lax +aQg?°y=1 
Então, como as duas equações do sistema são iguais, o sistema é possível e indeterminado. 


unn 
Cc 


Gabarito: 


44. (ITA/1996) 
Sejaa E R,a > 0ea# 1e considere a matriz A: 
loga(3a) logio (3a)? 
a =|ioga (=) —loga(a) 
loga(1)  logıo(1) 


Para que a característica de A seja máxima, o valor de a deve ser tal que: 


aja*1i0ea+- 


ba vV10ea + - 
cjaz5ea+ 10 
da*2ea+3 
e)a +2ea+vV10 
Comentários 
Reescrevendo a matriz: 
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loga(3a) ) Caio k 


—1 


1 
A= loga (Z) —loga(a) 
0 


loga(1)  logıo(1) 


Como a terceira linha é nula, a maior característica possível é 2. Vamos analisar o 
determinante da matriz formada pela primeira e segunda linha: 


a 2l0g10 “l 


a 3a 2logio “s 
—1 


Visando a característica máxima, o determinante acima não pode ser nulo, então: 


— log, 3a + 2log3a 


2log3a — log, 3a + 0 


log 3a 
+0 
loga 


2log 3a — 


1 
ET. +0 


No entanto, a igualdade ocorre se log 3a = 0: 
1 
opieki gas Skan 


ou 


1 
— — = 0 > 2loga = 1 >a = v10 
loga 


Portanto, para que tenhamos a característica máxima, devemos ter: 
a + : ea +10 
Gabarito: “b” 
45. (ITA/1995) 
Se S é o conjunto dos valores de a para os quais o sistema 


x+ty+z=0 
x +(logsa)?y+z=0 


27 
PA a 2y t (logs) = 0 


é indeterminado, então: 


a) S c [-3,3] 
b) S é vazio 
c) S c [2,4] 
d) S c [1,3] 
e) S c [0,1] 


Comentários 
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O sistema é indeterminado se o determinante dos coeficientes é nulo: 


1 1 1 
A= |1 (logs a)? 1 =0 
2 2 3 — log; a 


Seja log; a = x, então, temos: 


1 1 1 
A=|1 x? 1 |l=-xº+xº+x-1=0 
2 2 3-—-x 


x —-xº-x+1=0 
x +1=x(x+41) 

(x+ (x? —- x +1)=x(x+1) 
(x+D(xº-x+1-2)=0 
(x+D(xº-2x+1)=0 
> (x+1)(x—-1)2=0 


Assim, as soluções dessa equação são: 
1 
x=-15logga=-150=3" 20=7 
x=13log;a=134]a4=3 


Portanto, as soluções são dadas por: 
1 
S = (5.3) c[-3,3] 


Gabarito: “a” 


46. (IME/2019) 
Dadas as funções definidas nos reais R: 
fi) = e”, fzx) = sen(x), f(x) = cos(x) , f(x) = sen(2x) e fs(x) = e™. 
Mostre que existe uma única solução a4, A2, A3, A4, As, tal que: 
afix) + asfolx) + asfa(x) + asfilx) + asfolx) seja a função constante nula, onde 
ai, A2, Q3, A4,A5 E R. 
Comentários 
Seja g(x) = a,e* + a,sen(x) + ascos (x) + a,sen(2x) + açe”*, tal que g(x) = 0,Vx E 


R. Para mostrar que a função g possui uma única solução a4, A2, 43, A4, As, podemos criar um 
sistema linear com essas variáveis e provar que o determinante da matriz dos coeficientes é 
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diferente de zero. Como temos 5 incógnitas (a4, a2, a3, a4, as), devemos encontrar 5 equações. 


Vamos obter as equações para x E [0,7,5,7, 2r}: 


g(0)=0 aı + az +a =0 
TA t V2 T 
g(3)=° Met + + Uta +ase 4=0 
T o > T T 
g (5) E ae? +a, +aze 2 =0 
g(m) = qe” -a+açe” =0 
g2) = qe” +a + aze~?" = 0 


Esse é um sistema linear homogêneo, vamos calcular o valor do determinante da 
matriz dos coeficientes: 


1 0) 1 0 1 
n 2 v2 E 
e4 2 2 1 e 4 
A = T T 
e2 1 0 0 e2 
e” O —1 0 e” 
eT o0 1 0 e7 


*Observação: Poderíamos ter calculado a equação para x = 37/2 no lugar de x = 
T /4, mas isso resultaria em uma matriz com a coluna do coeficiente a, nula e, consequentemente, 
um determinante nulo. 


Aplicando o teorema de Laplace na quarta coluna, obtemos: 


1 0 1 1 
o E. 
e TR a e 
2 2 
A=| a Ru 
e2 1 0 e 2 
e” 0 —1 er 
e? 0 1 eT2r 
1 0 1 1 1 1 
dE PEL de E, 
A=1-(-92+*.|e2 1 0 e2Z|l-le 0 ez 
e7" 0 —1 e” er —1 e” 
e? 0 1 eT2r e?" 1 e72" 
Laplace na segunda coluna: 
1 1 1 
A=1-:(-1)*2.|e” —1 e 
e?" 1 e72" 
> A= e?" + e" +e" +e?” —e™-— e" 
>A= pre” +2(e"-—e™") 


(eT+e-TeT-e-T) 
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SÃ= (e-em) (etem) >0 
>0 >0 


O determinante é diferente de zero e, portanto, o sistema é possível e determinado. 
Como o sistema é linear homogêneo, a única solução é a trivial, isto é, (a4, a>, Q3, a4, a5) = 
(0,0,0,0,0). 


Gabarito: Demonstração 
47. (IME/2018) 
Seja a matriz A = i. Fy , com k real. 
4 2 
Determine a faixa de valores de k para que exista uma matriz de números reais P tal que as 


condições abaixo sejam atendidas simultaneamente: 


a) ATP + PA = I em que 47 é atransposta da matriz A e l é a matriz identidade; 


) 
b) P seja simétrica; 
E 


d 


) p11 > 0, em que p,; é o elemento da linha 1 e coluna 1 de P; e 
) |P| > 0, em que |P| é o determinante da matriz P. 
Comentários 


Pela condição b), como P é simétrica, podemos escrever: 
Pepe | 
b c 


Pela condição a), temos: 


ATP+PA=I 
E deg dk 7l-b i 
2ka + 8b K F 0 
—3a + 2b + kb + 4c —6b + 4c 0 1 


Igualando os termos, encontramos o seguinte sistema: 
2ka+8b=1 
-3a+(k+2)b+4c=0 
—6b +4c=1 
Da terceira equação, temos 4c = 6b + 1. Substituindo essa relação na segunda equação, 
obtemos: 
f 2ka+8b=1 
—3a + (k +8)b+1=0 
Da segunda equação: 
(k+8)b+1 
q = Å- 
3 
Substituindo na primeira: 
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2k(k + 8)b + 2k 
3 
2k?b + 16kb + 2k + 24b = 3 


b(2k? + 16k+24)=3-2k 


+8hb =1 


p= 32% 

— 2k2 +16k +24 

3 — 2k 
6b+1 (rio) tl 2k? + 4k +42 
CE do = 4 ` E(k? + 16 + 24) 


Do RE Za] 
C = 2(2k? + 16k + 24) 


(k + 8)(3 — 2k) 
2k24 16k 4247! —2k?-— 13k +24 + 2k? + 16k +24 
Az E [L 


3 3(2k? + 16k + 24) 
k+16 
E n o 


2k2 + 16k + 24 


Pela condição c), devemos ter a > 0: 


Então: 


k+16 

CTT 

Fatorando o denominador e fazendo o estudo do sinal: 
k+16 

EEDE DK 


© 


k+16 se —16 E | + | T 
s S S E S a 
l l l 
l l l 
k+6 -= l = 1—6 Ei 1 
l l l 
k+2 = | — | — o + 
l l 
O k+16 Ro l l z l 
2(k + 2)(k + 6) | F i l + 
—16 —6 = 


Portanto, para a > 0, devemos ter: 


—16 < k < —6 ou k > -2 
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Por último, da condição d), temos: 
ab o _ h2 
det |; | =ac—-b/f>0 


Substituindo os valores de a, b e c: 
k+16 k? + 2k +21 (3 — 2k)? 


2K 4 16k +24 2k 4 16k +24) (GR? 4 16k 42477} 
k? + 2k? + 21k + 16k? + 32k + 336 9 — 12k + 4k? 
erk aereo O 
k? + 18k? + 53k + 336 — (18 — 24k + 8k?) 
— e *º 


k? + 10k? + 77k + 318 
(k + 2)2(k + 6)? 
Como o denominador é sempre positivo e diferente de zero para o intervalo que 
encontramos, podemos analisar apenas o numerador: 
k? + 10k? +77k +318>0 


Fazendo o teste das raízes racionais, podemos ver que k = —6 é uma raiz da equação 
polinomial p(k) = k? + 10k? + 77k + 318. Usando o algoritmo de Briot-Ruffini, podemos 
simplificá-lo: 


>0 


| 1 4 53 0 


*Não se preocupe se você não entendeu esses passos, na aula de polinômios veremos 
detalhadamente cada um desses artifícios. 


Desse modo, a inequação pode ser escrita como: 
(k + 6)(k? + 4k +53) >0 
Vamos verificar o discriminante da expressão quadrática: 
A=4-4.53.1=-196<0 
Portanto, k? + 4k + 53 > 0 para qualquer valor de k real. 
Assim, devemos ter: 
k+6>0>k>-6 


Fazendo a intersecção das condições encontradas, concluímos para k E R: 


k E (—2,+00) 


Gabarito: {k € R | k > —2) 


48. (IME/2018) 


Seja o seguinte sistema de equações, em que s é um número real: 
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Xı + X2 — SX3 = 0 
fran ão = 1 
sx, — 2x, = 0 


Escolha uma faixa de valores de s em que as soluções do sistema são todas negativas. 
a)s < —2 
b)-2<s<0 
c0<s<1 
d)1<s<2 
e)s >2 
Comentários 
Da segunda equação, temos x, = 1 + 2x, — xs. Substituindo nas outras duas: 
Po =0 
(s — 4)x, + 2x3 = 2 
Da primeira equação: 
_ (+s)x;—1 
A UR 
Substituindo na outra: 
(s —4)(1 + s)x; — (s — 4) 
3 
(s — 4)(s + 1)x3 + 6x, =s +2 
(s? — 3s + 2)x; =s +2. 


+ 2x5 = 2 


s+2 
3 Xa = ————— 
* (s= 1)(s-2) 
Como as soluções do sistema são negativas e não-nulas, devemos ter 


s+2 0 
CERCA 


Fazendo o estudo do sinal: 
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s+2 


| 
s—2 l 
l 
l 
s+2 l | o | 
(s—1)(s—2) E ! + l t t 
-—""" Sbt 
—2 1 2 
Portanto: 
S3 E (—-00,2) U (1,2) 
Substituindo x3 na equação de x;: 
s+2 
(1+s)x;—1 a+»)! 
MET a > y 5 l 
3 3 
SP t3st+2)={s"=3s +2) 
Re 3G- GD 
e y = E <0 
“=EN? 
Fazendo o estudo do sinal: 
i i i 
| aja l l 
2s E 10 l T l + 
O HM 
| l l 
| L | + l 
s—1 = | 11 l + 
a a O eee eee 
| l l 
= — | — | — l + 
s—2 l i 2 
l l 
2s o | | o | 
(s—1)(s—2) ! i I1 + 
0 1 2 
Então: 


sı E (—%, 0) U (1,2) 
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Substituindo x, e x, em x3: 


X = 1 + 2x1 — X3 


2s s+2 
na =1+2( ea) (696) 
D oa a a 2 
eo (s— D(s—2) 


s? 


=" <0 
(s—1)(s-2) 

Como s? > 0, Ys E R, devemos ter: 

(s— 1)(s—2)<0 


X2 


Logo: 


Por fim, a solução é 
Sı N S2 N S3 = (1,2) 
Gabarito: “d” 


49. (IME/2017) 


Classifique o sistema abaixo como determinado, possível indeterminado e impossível de 
acordo com os valores reais de m. 
(m-2)x+2y-z=m+1 
2x+my+2z=m?+2 
2mx+2(m+ Dy+(m+1I)z=mê+3 
Comentários 


Para fazer as análises pedidas, devemos calcular o determinante da matriz dos 
coeficientes, 
m-— 2 2 —1 
A= 2 m 2 
2m 2(m+1) (m+1) 
= (m — 2)m(m + 1) — 4m(m + 1) — 8m + 2m? — 4(m + 1) — 4(m + 1)(m - 2) 
A = m? — 3m? + 2m = m(m? — 3m + 2) = m(m — 1)(m — 2) 
I) Para que o sistema seja possível e determinado, A não pode ser nulo, então, 
m E R — {0,1,2} 
Il) Para que o sistema seja possível e indeterminado, A = 0, além disso, podemos 
simplificar o sistema substituindo z = (m — 2)x + 2y — (m + 1), obtido na primeira equação, 
í (2m — 2)x + (4+ m)y =m? +2m+ 4 
(m? +m- 2)x+4(m+1)y =m? +m? +4 
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Assim, uma equação precisa ser múltipla da outra, portanto, 


2m-2 4+m m+2m+4 
m+m-2? 4m+D) mè+m?+4 
Param = 0, 
—2 4 4 
a A 


Portanto, com A = 0 e uma equação sendo múltipla da outra, o sistema é possível e 
indeterminado para m = 0. 


Param = 1: 
0 5 7 
0 8 6 
A igualdade acima é um absurdo. Portanto, para m = 1 o sistema é impossível. 
Param = 2: 
2 6 12 
4 12 16 


A igualdade acima é um absurdo. Portanto, para m = 2 o sistema é impossível. 
Resumindo: 

i) Possível e Determinado sem E R — {0,1,2} 

ii) Possível e Indeterminado se m = 0 

iii) Impossível sem = 1 oum = 2 


Gabarito: i) Possível e Determinado se m E R — {0, 1, 2} ii) Possível e Indeterminado se m = O 
iii) Impossível se m = 1 oum = 2 


50. (IME/2010) 
tglx)tgg -z)=a 
Seja o sistema 4 tg(y)tg(z — x) = b, onde a, b,c, x,y,z E R. 
tgl(z)tg(x— y) = c 
Determine as condições que a, b e c devem satisfazer para que o sistema admita pelo menos 
uma solução. 


Comentários 


tga-tgb 


Sabendo que tg(a — b) = 1+tga tgb 


, podemos aplicá-la ao sistema: 


tgy — tgz o 
1+tgytgz 
tgz =- tgx 
1+ tgz tgx E 
tgx-—tgy 
1+ tgx tgy E 


tg(x) 
tg(y) 


tg(z) 
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Analisando a condição de existência, temos: 


tgy tgz + —1 
tgztgx + —1 
tgxtgy + —1 


O sistema pode ser escrito como: 
tgx tgy — tgx tgz = (1 + tgy tgz)a 
tgy tgz — tgy tgx = (1 + tgz tgx)b 
tgz tgx — tgz tgy = (1 + tgx tgy)c 
Fazendo tgx tgy = p, tgx tgz = q e tgy tgz =r, com p,q,r + —1, encontramos um 
sistema de três variáveis: 


p—-q=a+ar 
| —p=b+bq 
q-r=c+cp 
p-q-ar=a 
E —bq+r=b 
—cp+q-r=c 
Assim, podemos calcular o determinante dos coeficientes do sistema acima: 
1 —1 —a 
A=|-1 -b 1ļ|=b+c+a+abc—-1+1=a+b+c+abc 
—c 1 =] 
Se À + 0, podemos usar o teorema de Cramer para calcular o valor de cada variável p, q,r: 
a —1 —a 
A,=|b -b 1|=ab-c-ab-abc-a-b=-a-b-c-—abc 
c 1 —1 
Então: 
Ap —a-b-c-abc 
pes — =-1 
A at+b+c+abc 


Como p + —1, essa solução não serve. 
Dessa forma, devemos analisar o caso em que o determinante é nulo: 
atb+c+abc=0 


Para que o sistema possua solução, devemos transformar o sistema de três equações em 
duas e verificar se uma é múltipla da outra. Usando a terceira equação, encontramos: 


q=c+r+cp 
Substituindo nas outras: 
E R 
-p —b(c+r+cp)+r=b 
l (1-c)p-(1+a)r=a+c 
—(1+bcop+(1-b)r=b+be 
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Assim, para o sistema admitir solução, devemos ter: 
1-c —1—a a+c 


"= = I 
—1— bc 1-b apa 
Para que o primeiro termo de (1) seja igual ao segundo: 


1-c —l-—a 
efe” leb 
l-b-c+bc=1+bc+a+ abc 
atb+c+abc=0 


Para que o segundo termo seja igual ao terceiro: 
—1-a a+c 
1-b b+bc 
—b — bc — ab — abc = a + c — ab — bc 
a+b+c+abc=0 


Portanto, a igualdade (1) é válida. Assim, se A = a + b + c + abc = 0, temos um sistema 
possível e indeterminado. 


Gabarito: a + b + c + abc = 0 


51. (IME/2009) 
Seja o sistema de equações lineares dadas por 


6y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Ys = 10 
Yı + 6Y2 + Y3 + Y4 + Ys = 20 
Yi F Y2 + Oys F Yg + ys = 40 
Yı + Y2 + Yz + 67 + ys = 80 
Yı + Y2 + Yz + Y4 + 6ys = 160 


O valor de 7y, + 3y; é 


Comentários 
Somando todas as equações, temos: 


6y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Ys = 10 
Yı + 6Y2 + Y3 + Y4 + Ys = 20 
Yı + Y2 + 6Y3 + Y4 + Ys = 40 
Yı + Y2 + Yz + 6 + ys = 80 
Yı + Y2 + Yz + Y4 + 6ys = 160 (+) 
10 - (Y1 + Y2 + Y3 + + y5) = 310 
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Yı + y2 + Y3 + Y4 + ys = 31 
Substituindo na primeira equação: 


5y, +31 = 10 
21 
yı 7 -Tr 
Substituindo o resultado na quinta equação: 
31 + 5y; = 160 
129 
Ys = Ea 
Portanto: 
21 129 —147 + 387 
Tern e EN )=—— 


7yı + 3y; = 48 
Gabarito: “d” 


52. (IME/2008) 


Os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema de quatro equações lineares e quatro 
incógnitas (x,y,z ew) são função de quatro constantes a,b,c ed. Determine as relações 
entre a, b,c e d para que o referido sistema admita uma solução não trivial, sabendo que CD = 


— DC, onde 
c-i qleo=[ 1 


Sabendo que CD = —DC,temos: 
a bjX Yo [x Ya b a bj[x 7y x yļfa b17o 
[É IE >= p A d = [6 all E Ali d =0 
por E bx + dy] _ 
cx+dz cy + dw az+cw zb+wd 
Com isso, podemos escrever o seguinte sistema: 
2ax + cy + bz = 0 
cx+(d+a)z+tcw=0 
bx+(a+d)y+bw =0 
cy + bz + 2dw = 0 
Assim, obtemos um sistema linear homogêneo e sabemos que ele sempre admite uma 
solução trivial. Para que um sistema homogêneo admita uma solução não trivial, ou seja, uma 


solução (x, y, 2,Ww) + (0,0,0,0), ele deve admitir infinitas soluções. Logo, o determinante dos seus 
coeficientes deve ser nulo. Portanto: 


Comentários 
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2a 

Jc 

a b 

0 

Aplicando Laplace na primeira linha: 

0 d+a c c d+a c c 0 c 
D=2a-la+d 0 b|l-c-l|b 0 bl+b-|lb a+d b 
c b 2d 0 b 2d 0 c 2d 


D = 2a ; (2bc(d + a) — 2d (d + a)?) — c - (—2bd(d + a)) + b - (2cd(a + d)) 
D = (d + a) ; (4abc — 4ad (d + a) + 4bcd) 
D=4(d+ a)(bc(a +d)—ad(d + a)) 
D = 4(d + a)? (bc — ad) = 0 


Portanto: 


d+a= 0> [=a] 


bc-ad =0 5 
Gabarito: d = —a ou bc = ad 
53. (IME/2007) 
Considere o sistema de equações dado por: 


x+y+2z=b, 
2x — y + 3z = b; 
5%= yý F az= p; 


Sendo b4, b; e bs valores reais quaisquer, a condição para que o sistema possua solução única 


e a = 2b; — b, + 3b, 
Comentários 


Para que o sistema possua solução única, o sistema deve ser SPD e, portanto, o determinante 
dos coeficientes deve ser diferente de zero: 


1 1 2 
2 —1 3|#+0 
5 —1 a 


—a—4+15+104+3-20a 0 
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—3a +24 £0 
Assim: 
a+8 


Gabarito: “c” 


54. (IME/1999) 
Determine a para que seja impossível o sistema: 
x+2y—-3z=4 
3x- yý F527=2 
4x +y+(a? —14)z=a+2 
Comentários 


Para que o sistema seja impossível, o determinante dos coeficientes deve ser nulo: 


1 2 —3 
D=|3 —1 5 =0 
4 1 q2-14 


Então, temos: 
-7 - æ? +112 =0 
112 
= 
qa = +4 


2 


a 16 


Portanto, usando o sistema do enunciado, vamos somar a primeira e a segunda linha para 
obter um sistema equivalente: 


l 4x+y+2z=6 
4x + y + (e? — 14)z=a+2 
i) Se æ = 4: 
Ro 
4x +ty+2z2=6 
A segunda equação torna-se equivalente à primeira e, assim, admite infinitas soluções. 
Portanto, nesse caso, o sistema é possível e indeterminado. 


ii) Sea = —4: 
mo 
4x +ty+2z=-—2 
O sistema acima é impossível, pois de acordo com ele deveríamos ter 6 = —2, o que é um 
absurdo. 


Gabarito: ua = —4 


55. (IME/1998) 


Resolva e interprete, geometricamente, o sistema matricial abaixo, em função de « e B. 
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Comentários 


Multiplicando as matrizes, obtemos o seguinte sistema: 


x — 2y + 3z = —4 
formos mos 
6x+8y+az=pB 


Então, temos três planos. Para resolver e interpretar o sistema, devemos analisar suas 
soluções. 


*Veremos na aula de geometria analítica que as equações da forma ax + by + cz = d 
determinam um plano no espaço. Não se preocupe se você não entendeu essa parte. 


Seja D o determinante dos coeficientes: 


1 -2 3 
D=|5 —6 7 
6 8 a 
D = 4q + 88 
Assim, podemos ter D = Oou D #0. 
1) Se D = 0, temos: 
4a + 88= 0 
a = —22 


Substituindo no sistema: 


x — 2y + 3z = —4 
|r- oy +7z =s 
6x + 8y — 22z = ß 
Da primeira equação, temos: 
x = —4 + 2y — 3z 
Substituindo nas outras duas equações: 
l 4y — 8z = 12 
20y — 402 = 6 + 24 


Simplificando as equações: 


p+24 
20 


y—22=83 
ame 


Vamos igualar os termos independentes: 
+ 24 
p m 
20 
Bb =36 
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Desse modo, temos duas possibilidades: 


1.1) Se 6 = 36, o sistema é possível e indeterminado. Então, existem infinitas soluções e, 
portanto, a intersecção entre os planos é uma reta. 


1.2) Se 6 + 36, o sistema é impossível. Então, não existem soluções. Assim, os planos não se 
intersectam. 


2) Se D 0, temos: 
4a + 88 £ 0 
q&a + —22 
O sistema é SPD e possui solução única, assim, os planos se intersectam em um único ponto. 


Além disso, as soluções do sistema são: 


x — 2y + 3z = À 
lsr- oy +725 -s 
6x +8y+az=pB 
Substituindo x da primeira equação nas outras duas equações: 
l 4y — 8z = 12 
20y + (æ — 18)z = B + 24 
Multiplicando a primeira equação por 5 e subtraindo da segunda, temos: 
20y — 40z — 20y — (a — 18)z = 60 — 6 — 24 


—(22 + æ)z = - (£ — 36) 


mE 
22+4& 
Substituindo em 4y — 8z = 12: 
4y — 8z = 12 
y—22=83 
-36 Semp b 
Rr a 


Por fim, substituindo x e y na primeira equação do sistema: 


x — 2y + 3z = —4 
3-æa+2:p-—6 — 36 


Za det 22+4 

2:u+6B+8 

“a +22 

Portanto, as soluções são: 

_ 2:a+B+8 

~ q+22 
3-æa+2:-ßp-6 

= are 
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Za+B+8,—  3a+2:p-6, B-36 
a+22 "A da * 


Gabarito: x = 


56. (IME/1988) 


Determine o valor de a para que o sistema abaixo tenha mais de uma solução e resolva-o neste 
caso: 


2x +3y+az=3 


| x+ty-—z=1 
x+ay +32 = 2 


Comentários 


Para que o sistema tenha mais de uma solução, o determinante dos coeficientes deve ser 


nulo: 
1 1 —1 
D=|2 3 aļ|=0 
1 a 3 


Então, calculando o determinante, temos: 
9+a-—2a+3-a?-6=0>a?+a-6=0 


Cujas soluções são: 


= —1+vVI+24_ -1+5 


lá 2 2 
a = 2 oua = —3 
Se a = —3 
x+y-z=1 
2x +3y —32=3 
x— 3y Sa = A 
Somando a segunda equação com a terceira: 
3x=5>x= z 
ú= X = 3 
Substituindo o valor de x no sistema: 
= 2 
à da 3 
3 3z = l 
y z= 3 
3y + 3z = l 
y z= 3 


Assim, podemos resumir o sistema a: 
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3y — 32 = -2 
l 3 2 
y z= 3 
O sistema acima diz que —2 = — o que é um absurdo. Logo, o sistema é impossível. 


Sea = 2: 


2x +3y +2z=3 
x+2y+3z=2 


Da primeira equação, x = 1 — y + z, substituindo nas outras: 


| x+y-z=1 


y+42=1 
pa sé Audio 
Que possui infinitas soluções. Considerando z = k, temos: 
y=1-—-4k 


x=1-(1-4k)+k=5k 
Portanto: 


(x,y,z) = (5k,1 — 4k,k) 
Gabarito: a = 2 e (x,y,z) = (5k,1 — 4k, k) 


10. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da aula de sistemas lineares. Você deve ter percebido que o ITA/IME adora 
cobrar questões envolvendo discussão de um sistema linear. Com todo esse arsenal de 
conhecimento que vimos nessa aula, você está pronto para analisar qualquer tipo de sistema linear 
que encontrar nessas provas. 


Lembre-se, o segredo para não esquecer os teoremas é praticar com bastante exercícios. A 
repetição e prática fará com que você absorva o conhecimento adquirido. 


Sempre que você tiver dúvidas, nos procure pelo fórum de dúvidas ou pelas mídias abaixo: 
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INTRODUÇÃO 


A geometria analítica nos permite transformar problemas geométricos em algébricos. Ele é 
como o próprio nome diz, analítico. Diversos problemas da geometria euclidiana podem ser 
resolvidos usando geometria analítica. Nessa aula, faremos o estudo no plano R2, mas saiba que 
também podemos estender esse conhecimento para o espaço Rº. 


Para essa aula, usaremos alguns conceitos da aula de matrizes e você verá que o 
determinante de matrizes pode ser uma ferramenta muito útil para descobrir algumas propriedades 
da geometria analítica. 


Sem mais delongas, vamos iniciar a aula! 
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1. CONCEITOS INICIAIS 


1.1. LUGAR GEOMÉTRICO 


Lugar Geométrico (sigla L.G.) é um dos assuntos mais cobrados do vestibular do ITA/IME. 
Questões de Geometria Analítica dessas bancas exigem que o candidato saiba interpretar o que 
dada equação representa no plano cartesiano. A definição de lugar geométrico é a figura formada 
pelos pontos que compartilham de uma mesma propriedade. A circunferência, por exemplo, é o 
lugar geométrico dos pontos que equidistam de determinado ponto (denominado centro da 
circunferência) e sua equação é da forma (x — xo)? + (y — yo)? = R?, onde (xo, Yo) é o centro da 
circunferência. 


Nessa aula, aprenderemos os principais conceitos básicos da Geometria Analítica e veremos 
as equações das principais figuras geométricas e suas propriedades. 


1.2. PLANO CARTESIANO 


Para começar o estudo da geometria analítica, vamos entender o que é o plano cartesiano. 
Esse plano é definido por dois eixos reais e, por isso, dizemos que ele é o plano R?. Denominamos 
o eixo horizontal como o eixo das abcissas (eixo Ox ou, simplesmente, eixo x) e o eixo vertical como 
o eixo das ordenadas (eixo Oy ou eixo y), eles são ortogonais entre si. Esses eixos se interceptam 
em um único ponto chamado de origem. A figura abaixo representa o plano cartesiano: 


i Note que o eixo x possui uma seta à 
extremidade direita e o eixo y possui uma 
seta para cima. Essas setas representam a 
ordenação dos números no eixo. Tomando 
a origem como referência, todos os pontos 
acima da origem possuem ordenada 
positiva (eixo y) e todos os pontos à direita 
da origem possuem abcissa positiva (eixo 
x). Desse modo, o sentido contrário 

0 z àqueles serão os pontos que possuem 
ordenada e abcissa negativas. 


Veja a ordenação dos números no diagrama abaixo: 
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Vamos representar alguns pontos no 
plano. Preliminarmente, devemos entender 
que pontos são pares ordenados no plano 
R2, também podemos entender esses pares 
ordenados como coordenadas. Sejam os 
pontos A,B,C tais que A = (—1,1),B = 
(1,1) e C = (1,3). Para representar esses 
pontos no gráfico, devemos lembrar que o 
primeiro número do par ordenado é a 
abcissa do ponto e o segundo número é a sua 
ordenada. Então, para o ponto A(—1,1), 
temos x,=-1 e ya =1. Como x, é 
negativo, ele está à esquerda da origem e 
como y, é positivo, ele está acima da origem. 
Assim, A, B,C estão localizados do seguinte 
modo: 
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O plano pode ser dividido em y 
quadrantes. Veja o diagrama ao lado: 


Os quadrantes são definidos de acordo 
com o sinal das coordenadas. 


1º quadrante > x>0€ey>0 2º quadrante 1º quadrante 


2º quadrante >x<0ey>0 
3º quadrante >x<0ey<0 
4º quadrante > x >0ey<0 


Perceba que os pontos que estão 
localizados nos eixos coordenados não 
pertencem a nenhum quadrante. Por esse 3º quadrante 4º quadrante 
fato, dizemos que o plano cartesiano é 
formado pelos quatro quadrantes e pelos eixos 
coordenados. 


ESCLARECENDO 


Alguns autores consideram que os eixos coordenados também pertencem aos quadrantes. 
Desse modo, os quadrantes receberiam a seguinte definição: 


1º quadrante > x > 0ey 20 
2º quadrante > x <0ey 20 
3º quadrante >x <0ey <0 
4º quadrante >x > Q0ey <0 


Nesse caso, o ponto P(0,2), localizado no sentido positivo do eixo y, estaria ao mesmo 
tempo no primeiro e no segundo quadrante. 


Mas a maior vertente adota o fato de que os eixos coordenados não pertencem aos 
quadrantes e, por isso, pontos localizados nesses eixos não pertencem a nenhum quadrante. Para 
esse curso, usaremos essa definição. 


1.3. DISTÂNCIA ENTRE DOIS PONTOS 


Agora que entendemos o que é o plano cartesiano, podemos proceder ao cálculo da distância 
entre dois pontos. Vamos usar os mesmos pontos A, B, C do exemplo anterior. 
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A=(-LI,B=(1,1)eC=(1,3) 


Os pontos 4 e B possuem a mesma coordenada y. Assim, a distância entre eles é a diferença 
entre x, € Xp: 


dag = IX» — Xal 
Nm? 


distância entre os pontos A e B 


Devemos aplicar o módulo na diferença, pois 
a distância deve ser um número positivo. 


Para xa = —1exp=1: 
dag = |-1 - 1| = |-2| = 2 


Analogamente, a distância entre Be C é 
a diferença entre yp e ye: 


dge = lYe — yl = 13 — 1| = |2| = 2 
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E qual a distância entre os pontos 4 e 
C? Como esses pontos não possuem 
nenhuma coordenada em comum, devemos 
usar o teorema de Pitágoras para calcular a 
distância, veja o diagrama ao lado: 


Assim, aplicando o teorema de 
Pitágoras no triângulo AABC, obtemos 


dãc = dc + dåp 


> dac = [35c + dás 


Substituindo os valores encontrados: 


dag =)22+22=242 


Esse foi apenas um exemplo para ilustrar como podemos calcular a distância entre dois 
pontos. Sendo assim, vamos generalizar o resultado. Sejam Pit) e Oito) dois pontos 
quaisquer representados de acordo com a figura abaixo: 


Aplicando o teorema de 
Pitágoras no triângulo ao lado, obtemos 


2 2 
dão = (xp a xa) + (Yp 5 Ya) 


2 2 
dpo = (xp = 44) + (Yp — y4) 


Essa é a fórmula geral para calcular a 
distância entre dois pontos quaisquer 
no plano. 


Como a ordem dos termos nas 
diferenças das abcissas e das ordenadas 
não alteram o resultado, também 
podemos escrever: 


dpo = (Ax)? + (Ay)? 


Onde Ax e Ay podem ser: 


Ax = Xp — Xq ou Ax = Xq — Xp 


AY = Yp — Yq OU AY = Yq — Yp 
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1.4. CONDIÇÃO DE ALINHAMENTO DE PONTOS 


Podemos usar o teorema de Tales, aprendido na aula de Geometria Plana, para encontrar um 
método algébrico e saber se três pontos são colineares, isto é, pertencem a uma mesma reta. Sejam 
três pontos 4, B, C genéricos tais que esses pontos sejam colineares: 


yc þ---------------------------- 


Yc — YB 


o 


Sendo os pontos colineares, podemos aplicar o teorema de Tales e escrever: 
Yc — Yp — Ya 


Xc — Xp E Xp — Xa 
> (Ye — Yb) (Xp — Xa) = (Xe — Xp)Yp — Ya) 


> YXp — YXaDY% F YbXa = XcYb — XcVaDXbyb + XbYa 


> |Xa Yp F XpYc + XcYa — XaYc — XbYa — XY = 0 


Desse modo, se três pontos satisfazem a equação acima, então eles são colineares. Essa 
equação pode parecer difícil de ser memorizada, mas há um modo mais fácil. Vamos inserir as 
coordenadas dos pontos A, B, C em uma matriz e completar a última coluna com 1. 


Xa Ya 1 
Xp Yp 1 
Xe Yc 1 


Agora, calculamos o determinante dessa matriz e igualamos a zero: 


XaYp + XcYa + XpYc — XcYp — XaYc — XpYa = O 
> XaYp + XpYc F XcYa — XaYc — XbYa — XcYp = O 


Essa é a equação que encontramos acima! 
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Portanto, para saber se três pontos são colineares, basta calcular o determinante de suas 
coordenadas e verificar se ele é nulo! 


1.4.1. Método prático 
Podemos também verificar a condição de alinhamento de outro modo. Vamos analisar a 
equação XaYp + XpYc + XcYa — XaYc — XbYa — XcYp = 0. 
Organizando os termos, obtemos: 
(XaYp — Xp Ya) + (XpYc — XcYp) + (XcYa — Xa Vc) = 0 
Perceba que podemos reescrever a equação acima usando determinantes de ordem 2. 


Xa Ya Xp Yp Xc Yc 
Xp Yp Xc Yc Xa Ya 


Agora, veja o bizu. Para facilitar a memorização, podemos representar essa soma de 
determinantes do seguinte modo: 


+ + =0 


Xa Ya 
Xa Ya Xp Yb + Xe Yc = Xp Yb 
Xp Yb Xe Ye Xa Ya Xe Ye 
Xa Ya 


o 


NÃO 


CONFUNDA! 


Xa 

Xp 

Xc 

Xa 
usaremos para calcular a soma dos três determinantes de ordem 2. Lembre-se que só podemos 
calcular determinante de matrizes quadradas. 


não é o determinante de uma matriz 4x2, ele é apenas uma representação que 


Assim, ao invés de calcularmos cada determinante, organizamos os termos em uma fileira, 
inserindo as coordenadas um embaixo do outro e repetindo o primeiro termo no final da sequência, 
e fazemos as contas do seguinte modo: multiplicamos os termos no sentido das setas, tornando o 
lado direito positivo e o lado esquerdo negativo, e por fim somamos os dois resultados. Veja: 
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—XbYa — XcYb Z Xayc XaYp + XbYc + XcYa 


> Mu Ho Xa Ye Map t Ver HD = 0 


= XYp E XbYc FX ~ XpVa— XYp— aye = 0 


Perceba que o mecanismo é o mesmo que calcular cada determinante isoladamente e somar 
os resultados. Mas essa representação é mais fácil de memorizar e, por isso, usaremos ela ao longo 
do curso. Grave esse método, pois veremos que ela será bastante útil no tópico de área de 
polígonos. 


Vamos ver na prática como se aplica essa ferramenta. Colocamos todos os pontos um 
embaixo do outro e repetimos o primeiro termo no final. Considerando A(1, 2), B(2,3) e C(3,4), 
vamos iniciar com o ponto 4 e seguir com B eC (tanto faz a ordem dos pontos, o importante é 
repetir o primeiro ponto e inseri-lo no final): 


12 12] 12 
2 3| |23 
?|3 4|? 4 

12 


Agora, multiplicamos os termos no sentido das setas, lembrando que o lado direito é o lado 
positivo e o lado esquerdo é o lado negativo, e por fim somamos os dois resultados. Veja: 


—2:2 1:3 
-3.3 2:4 
-4-1 3-2 
—17 1 


> —-17+17=0 


Portanto, verificamos que os pontos 4, B e C são colineares! 


Use as setas apenas para guiá-lo nas multiplicações, mas, com o tempo, acostume-se a fazer 
diretamente do seguinte modo: 
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Xa Ya 

Xp Yb 

x y, = XaYp + XpYc + XcYa — XbYa — XcYp — XaYc 
c c 

Xa Ya 


1.5. RAZÃO DE SECÇÃO 


Esse assunto possui baixa taxa de incidência na prova e já estudamos ela na aula de 
Geometria Plana |. O conceito é o mesmo, vamos apenas adaptá-lo à Geometria Analítica. 


Dado um segmento AB de extremos A(Xa, Ya) e B(xp, Yp), dizemos que X(x,, Yx) divide o 
segmento AB internamente na razão r quando 


Ou 


AX =r-XB 


A equação acima diz que o segmento AX é r vezes maior que o segmento XC, no qual r é um 
número real. 


Na Geometria Analítica, pelo fato de r poder assumir valores negativos, devemos considerar 
que os segmentos são orientados, isto é, 


r < 0 > AX e XB possuem sentidos opostos 


r>0>AXeXB possuem mesmo sentido 


Segmentos orientados podem ser considerados como vetores. Como você deve ter estudado 
no material de Física do ITA/IME, podemos explorar o conceito de vetor na Geometria Analítica. 


Os vetores AX e XB podem ser escritos como 
AX=X-AeXxB=B-R 
Assim, se AX = r - XB, temos 
E a 


Isolando X: 


R+rR=itrBot=( O Jis(oB 
ER á “M+r 1+r 


Portanto, igualando-se as componentes dos vetores, obtemos: 


A 


n- E A 
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Com essas fórmulas, podemos calcular as coordenadas de um ponto X interno ao segmento 
AB cuja razão de secção ér. 


1.6. PONTO MÉDIO 


Sejam 4 e B dois pontos localizados no plano cartesiano, se M é o ponto médio entre Ae B, 
então 


Como vimos no tópico anterior, podemos substituir r = 1 na fórmula para obter as 
coordenadas do ponto médio M: 


ta = (rrr) t (Tra) em = (res) t» 


1 1 1 1 
r=1> xm = (zpr) a + (1) em = (et (aa) 


_ Xa t Xp _YatYyv 


Observando a fórmula acima, podemos ver que para encontrar o ponto médio entre dois 
pontos, basta calcular a média aritmética entre as abcissas e as ordenadas dos pontos envolvidos. 


Vejamos um exemplo: 


Vamos calcular o ponto médio entre A(2, 3) e B(—2,2). Aplicando diretamente a definição 
de ponto médio, temos: 


Kata 2+(-2) + 


Xm 2 2 
_YatYy_ 3+2 5 
m= 2 5 “2 


Graficamente, podemos ver que o ponto M equidista das extremidades A e B. 
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1.7. BARICENTRO DE UM TRIÂNGULO 


Também podemos calcular as coordenadas do baricentro de um triângulo diretamente. 
Sejam três pontos não colineares A, B,C, se G é o baricentro do triângulo A4BC, então: 


_ Xa FX + Ya tY + 
Xg = — e Yg = E 
Note que as coordenadas do baricentro são a média aritmética entre as respectivas 
coordenadas dos pontos envolvidos! Como são três pontos, dividimos por três! 


Demonstração: 


Para demonstrar essa propriedade, devemos lembrar que o baricentro divide a mediana na 
razão 2: 1. Analisemos a figura abaixo: 
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Aplicando a propriedade do baricentro, temos: 
AG 2 


GM 1 
Vamos calcular a abcissa de G. Sabendo que a razão entre os segmentos é dada acima, 
podemos escrever: 
AG Na = a 
mw un Sl Ma = 2Xm — 2Xg > 3Xg = Xa + 2Xm 
m~ 4g 


Conhecemos a fórmula de xy, substituindo: 


Xp + Xe 

3xg = xa +2( 7 ) 
Xa + Xp + Xe 

C a 


Portanto, a abcissa do baricentro do triângulo ABC é a média aritmética entre as abcissas dos 
pontos 4, B e C. Procedendo de forma análoga, encontramos: 


L Ya + Yb + Yc 
Vejamos um exemplo de aplicação. 


1) Calcule as coordenadas do baricentro do triângulo ABC, sabendo que A = (1,3),B = 
(2,4) e C = (4,6). 


Resolução: 
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Como temos todas as coordenadas dos pontos do triângulo, podemos aplicar diretamente a 
fórmula para encontrar as coordenadas do seu baricentro. Desse modo, temos: 


ue aa Do e Ru 


SC ag Top 3 
atm +y _3+4+6 13 
w= O a3 
Portanto, as coordenadas do baricentro são 
(513 
G=(5:3) 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 1. Verifique se os pontos abaixo estão alinhados. 
| a) A(1,-1);B(2,-2) e C(5,-5) 

| b) 4(3,0);B(-2,0) e C(1, 2) 

© A(10,-3); B(3, 1) e C(2,1) 

| d) AG, —1); B(2, 2) e C(-2, —10) 

| Resolução: 

| a) A(1, —1); B(2, -2) e C(5,-5) 


Vamos usar o método do determinante: 


1 —1 1 
2 -2 1 
5 -5 1 


Pelo Teorema de Jacobi, podemos somar a primeira coluna na segunda e obter uma matriz | 
| equivalente. | 


1 —1 1 1 0 1 
2 -2 1|=|2 0 1|=0 
5 -5 1 5 0 1 


Como o determinante da matriz das coordenadas é nulo, os pontos 4, B, C estão alinhados. | 


| b) 4(3,0);B(—-2,0) e C(1, 2) 


Vamos usar o método prático: 


3 0 
F 9)=3:0+(-2):2+1:0-(-2):0-1:0-3:2=-10%0 
3 0 
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3 0 
Portanto, como = : + 0, os pontos 4, B, C não estão alinhados. 
3 0 


| c) A(10, —-3);B(3,1) e C(2,1) 


Calculando o determinante: 


10 -3 1 
3 1 /1/=10-6+3-2-10+9=4%0 
2 1 1 


Como o determinante não é nulo, os pontos A, B, C não são colineares. 


| d) A(1, —1); B(2, 2) e C(—2,-—10) 


Verificando pelo método prático: 


1 —1 
É AS! 2+2 CIDA CD-2:D-(-2):2-1:(-10)=0 
1 —1 
1 —1 
2 2 a f 
Como > 10 = 0, temos que A, B,C são colineares. 
1 —1 


| Gabarito: a) alinhados b) não alinhados c) não alinhados d) alinhados 


| 2. Calcule o perímetro do triângulo ABC, sabendo que 4 = (0,1),B = (-2,3) e C = (3,4). | 
| Resolução: | 


Para calcular o perímetro, devemos calcular os lados do triângulo ABC. Pelos dados do | 
| enunciado, temos: 


A=(06,)>x,=0ey=1 
| B = (2,3) > xp = —2e y = 3 | 
| C = (3,4) >x =3e y, =4 | 


das = Gp — xa)? + Op — Ya)? = ((2D-0)/+G-1)2=2v2 
dac = Co t Ye E Ya)? =V(3-0)2+(4—1)? = 


dec = y (Xe — Xp)? + Ye — Yp)? = (3 — (-2)) + (4 — 3)2 = V26 


Assim, o perímetro é dado por 


P Aula 14 — Geometria Analítica | 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 14: ITA/IME 2020 
Paasc = 2P = dag + dac + deç = 2V2 + 3V2 + V26 | 


| Gabarito: 2p = 2V2 + 3V2 + V26 


3 Seja o triângulo formado pelos pontos A(1, 2), B(3,4) e C(2, 6). Calcule o seu perímetro, 
as coordenadas Ida base média de AB e as coordenadas do seu baricentro. i 


| | Resolução: 
Para calcular o perímetro, devemos calcular os valores dos lados do triângulo. 


das =/(0-12+(4-22 = 2V2 
dac = VQ- 1} + (6 - 2)? = V17 
dsc = (2-3)? + (6 - 4} = V5 


A base média do segmento AB é o ponto M: 
E (Xa+xp) = 1+3 — 2 


mo 2 2 
— YatYb _ 2+4 Ex 3 
ng 2 2 


O baricentro do triângulo é o ponto G dado por: 


1+3+2 
9="3 22 

2+4+6 
ET 


| Gabarito: 2p = 2V2 + V17 + V5; M = (2,3)e G = (24) 2 | 


2. EQUAÇÃO DA RETA 
2.1. FORMAS DA EQUAÇÃO DA RETA 


Podemos deduzir a equação da reta usando o método do determinante para pontos 
colineares. Sejam A e B pontos distintos. Esses pontos determinam uma reta, sendo assim, se 
P(x,y) é um ponto dessa reta, temos que o determinante da matriz de suas coordenadas deve ser 


nulo: 
x y 1 
Xa Ya 1|=0 
Xp Y 1 
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XYa + Xp) + XaYb — YaXb — XYp — YXa = 0 


3 |(Ya — Yo) x + (Xp — Xa) Y + (XaYb — YaXp) = O) eq (1) 


Fazendo a = Ya — Yp, b = Xp — Xa € C = XaYp — YaXp, com a,b,c ER, encontramos a 


equação geral da reta 


Note que ela é uma equação linear. Logo, qualquer par ordenado (x, y) que torna verdadeira 


equação geral da reta: 


a equação da reta acima é um ponto que pertence à reta. 
Assim, se tivermos dois pontos e quisermos descobrir a equação da reta que passa por eles, 
basta usar o método do determinante e igualá-lo a zero. Vejamos um exemplo. 


1) Encontre a equação da reta que passa por A(2, 4) e B(1,3). 


Resolução: 
x y 1 
2 4 1|=0>4x+y+6-4-3x-2y=0 
1 3 1 


Além dessa forma, se b = x, — Xa + 0, podemos dividir a equação (1) por (x, — Xa) e isolar 


y: 
(Ya = Yp) (xp a Xa) (XaYb E YaXp) = y=- (Ya m Yp) y (XaYb JE YaXp) 
(xp — Xa) (xp — Xa) (xp = Xa) (xp — Xa) (xp — Xa) 
Z (2 =) (=> = e) 
y=["—)y+ (O o 
Xp — Xa Xp — Xa 


— x =X E i 
Yb Ya a) en= ara obtemos a equação reduzida da reta: 
b7™*a 


equação reduzida da reta 


Denominamos m como o coeficiente angular da reta e n como o coeficiente linear. O motivo 
desses coeficientes receberem esses nomes não é por acaso. Vamos desenhar uma reta genérica r 


Fazendo m = ( 
Xb—Xa 


e analisar os pontos A,B E r. 
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Podemos construir o triângulo 
retângulo ABC com o prolongamento 
dos segmentos que formam os pontos 
A e B.A reta r forma um ângulo æ com 
o eixo das abcissas, pois AC//Ox e 
BÂC = a. Como podemos ver na figura 
ao lado, Yp — Ya é O cateto oposto a q e 
Xp — Xa é O cateto adjacente. Assim, 
podemos calcular a tangente de q: 


É é Ya _ 
Xp — Xa 


tga = m 
Perceba que tga é numericamente 
igual ao coeficiente m definido na 
equação reduzida da reta. Como q é o 
ângulo que a reta forma com o eixo 
horizontal, m recebeu o nome de 
coeficiente angular da reta. 


Além disso, substituindo x = O na equação da reta reduzida, obtemos y = n, ouseja, né o 
ponto em que a reta corta o eixo y e, por isso, é chamado de coeficiente linear da reta. 


Desse modo, conhecendo-se o coeficiente angular da reta e um ponto P (xo, Yo) pertencente 
a reta, podemos deduzir sua equação da seguinte forma: 
Yy — Yo 


tga =m = 
9 X — Xo 


=> Mx — mx, = Y — Yo > Y = MX + Yo — MXo 
Vamos ver na prática como aplicamos esse método. 


2) Encontre a equação da reta cujo coeficiente angular é 2 e passa pelo ponto P(1,3). 
Resolução: 


O enunciado diz que m = 2 (coeficiente angular), desse modo: 


3 
= >2x-2=y-3ə>y=2 1 
X — Xo x—1 e y y a 


A equação geral e a equação reduzida não são as únicas formas da reta, mas elas são as mais 
cobradas no vestibular. Além dessas, temos a equação segmentária da reta. Tomando-se a equação 
geral da reta e supondo c + 0, podemos deduzi-la: 


ax + by +c = 0 > ax + by = —c 


Dividindo a equação por —c, obtemos 
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Fazendo p = —c/a e q = —c/b, obtemos a equação segmentária da reta. 


X 
: + 7 = 1|equação segmentária da reta 


Essas são as principais formas que podem ser cobradas na prova. Veremos adiante que a 
forma reduzida resolve a maioria dos problemas dos vestibulares. 


TOME NOTA! 


Vamos analisar a equação reduzida da reta. 
y=mx+n 


Note que nessa forma, não estão incluídas as retas que são perpendiculares ao eixo x, pois 
não existe a tangente de 90°. Nesse caso, essas retas são da seguinte forma: 


x =k,k ER 


Outro ponto a se notar é que se 


TT 
meS sasn 


T 
mz0=s0<a< 
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2.2. ESBOÇO DO GRÁFICO DA RETA 


Agora que aprendemos as formas da equação da reta, vamos ver como fazemos o esboço do 
seu gráfico. Ao longo do curso, estudaremos o diagrama de todas as equações de Geometria 
Analítica que podem ser cobradas na prova. Veremos que saber como construir o diagrama das 
equações pode nos ajudar a resolver diversas questões do ITA/IME. 


Para esboçar o esquema de uma equação de reta, precisamos conhecer as coordenadas de 
pelo menos dois pontos da reta e traçar uma reta que passa por eles. O modo mais simples é 
encontrar as coordenadas dos pontos (x, 0) e (0, y), ou seja, calcular os pontos em que a reta cruza 
o eixo x e o eixo y. Vejamos um exemplo. 


Vamos esboçar o gráfico da equação 2x + 3y + 6 = 0, para isso, substituímos y = O para 
encontrar o ponto em que a reta cruza o eixo x: 


y=052x+3:0+6=052x+6=0>5%x=-—3 
Agora, substituímos x = 0 para calcular o ponto em que a reta cruza o eixo y: 
x=052:0+374+6=0537+6=05y=-2 


Assim, representamos os dois pontos encontrados no plano cartesiano e traçamos uma reta 
que passa por eles: 
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22 +3y+6=0 


Esse é o esboço da equação 2x + 3y + 6. Note que ela é a equação geral da reta, poderíamos 
ter isolado o y para analisar os coeficientes angular e linear da equação: 


2 
AR ap RUS y =m =A 


Como o coeficiente angular da reta é negativo (m = —2/3), a reta possui inclinação maior 
que 90° e como o coeficiente linear é —2, ele cruza o eixo y nesse ponto. 


+ INDO MAIS 


FUNDO! 


Vamos entender melhor o comportamento da equação da reta ao longo do plano cartesiano. 
Seja a reta r tal que 
r:y =ax+b 
a é o coeficiente angular da reta e b é o coeficiente linear da reta. 
Inicialmente, vamos analisar a influência do coeficiente angular na reta fazendo b = 0. 
y =ax 

Nessa equação, como a é a tangente do ângulo que a reta forma com o eixo das abcissas, a 
influência do parâmetro a é rotacionar a reta ao longo do ponto que ele cruza o eixo y (nesse caso, 
a origem). Considerando que a seja um parâmetro real, se a > 0, a reta fica restrita ao primeiro e 
terceiro quadrante e quanto maior o valor de a, maior será sua inclinação em relação ao eixo x; se 


a < 0,areta fica restrita ao segundo e quarto quadrante e quanto maior o módulo de a, maior será 
sua proximidade com o eixo y. Veja os gráficos do comportamento da reta de parâmetro angular a: 
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Agora, vamos analisar a influência do coeficiente linear na reta. Esse coeficiente translada a 
reta ao longo do eixo y. Considerando que b seja parâmetro e fixando a = 1, vamos fazer as 
comparações em relação à reta que passa pela origem e possui coeficiente linear nulo, isto é, y = x. 
Se b > 0, areta translada no sentido positivo do eixo y ese b < 0, ela translada no sentido negativo 
do mesmo eixo. Veja o esquema abaixo: 


y Perceba que quanto maior o módulo 
de b, mais distante ele fica da origem. 


y=2+b;b>0 
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2.3. INTERSECÇÃO ENTRE RETAS 


Sabemos que duas retas não paralelas e nem coincidentes se interceptam uma única vez. 
Essas retas são ditas concorrentes. Para encontrar o ponto de intersecção das retas, devemos 
resolver um sistema linear com a equação das retas envolvidas. Vamos ver um exemplo. 


Sejam as retas r:2x + 3y + 1 = 0 e s:x + 3y + 5 = 0, o ponto comum às retas é a solução 
do sistema linear formado por essas retas: 
E +3y+1=0 
x+3y+5=0 
Como estudamos na aula de Sistemas Lineares, podemos resolver esse sistema de diversos 
modos. Vamos subtrair a primeira equação da segunda: 
e +3y+1=0 
x+3y+5=0 


Substituindo o valor encontrado em qualquer uma das equações, obtemos y = —3. 


> (x-4=0>5x=4 


Portanto, (4, —3) é o ponto onde as retas r e s se interceptam. 


2.5. ÂNGULO ENTRE RETAS 


Nesse tópico, vamos encontrar uma fórmula para calcular o menor ângulo formado entre 
duas retas concorrentes. Sejam as retas r:y=m,x+n, e s:y=m,x+n, representadas de 
acordo com a figura abaixo: 


a e P sãoos ângulos que as retas r e s 
formam com o eixo x, respectivamente. 
Desse modo, temos m, = tga em, = 
tgk. 

Como podemos ver no gráfico ao 
lado, podemos escrever a seguinte relação 
angular: 


0 =a+(180º-) 


Aplicando a tangente nos dois lados 
da equação, obtemos: 


tgo = tg(a + (180º — 6)) 
> tg0 = tg(180º + (a — B)) 


Lembrando que tg(A + B) = TRT temos: 
o 
tg(180º) + tgla — tga-—t 
E g(180°) + tg( C E q ga — tgf 


1 — tg (180°) tgla — 6) 1+tga:tgß 
0 
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Queremos o menor ângulo formado entre as retas, logo 0 deve ser ângulo agudo e, 
consequentemente, tg6 > 0. Assim, devemos aplicar o módulo na expressão encontrada: 


tga — tgB 
190 = | a 
1+tga:tgf 
Portanto: 
m, Ms 
tad = 
9 1mm; 


Essa é a fórmula para calcular o menor ângulo entre duas retas concorrentes. 


2.5.1. Condição de perpendicularidade 


Se as retas forem perpendiculares, temos 0 = 90º e tg(90º) > œ. A única maneira disso 
ocorrer é o denominador da expressão encontrada ser nulo, desse modo: 


ris51i+m,:m=0>m,:m,=-1 
Assim, duas retas são perpendiculares se, e somente se, 
condição de perpendicularidade 


Ou seja, se a reta s é perpendicular à reta r, então seu coeficiente angular é 


2.5.2. Condição de paralelismo 


Sejamasretasr:y=m,x+n,es:y =m,x +n,, podemos afirmar quer e s são paralelas 
se, e somente se, 


condição de paralelismo 


Isto é, a condição de paralelismo entre retas é ambas possuírem o mesmo coeficiente 
angular. 


Exemplo: 
ry=2x+3 
siy=2x+5 
r e s são paralelas entre si, pois m, = 2 =mç. 


Sen, = n, além de paralelas, as retas são coincidentes. 
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2.6. POSIÇÃO RELATIVA ENTRE DUAS RETAS 


Podemos analisar a posição relativa entre duas retas através da equação geral da reta. Nesse 
caso, devemos verificar a relação entre seus coeficientes. Sejam r: ax + by + c4 = 0 e s: apx + 
by + c = 0, se 


e rAîAs=ø 
ai bi C1 
— = — 4 — > retas paralelas 
As bz C2 
e r=s 
ai bi C1 . . 
— = — = — > retas coincidentes 
a2 b> C2 
e rns=P 


q bı 
— +Æ — > retas concorrentes 
a b, 


2.7. DISTÂNCIA DE PONTO À RETA 


Dado um ponto P (xo, Yo) e uma reta r:ax + by + c = O tal que P É r, podemos deduzir 
uma fórmula para calcular a distância entre o ponto e a reta dada. 


Preliminarmente, vamos entender como transladar o sistema cartesiano, isso facilitará as 
contas na hora de deduzir a fórmula da distância. 


Tomando-se um ponto Q e um par de eixos auxiliares x'0'y' tal que a origem desses eixos 
seja o ponto O'(xo, Yo), vamos encontrar uma relação entre o novo sistema x'0'y' e o sistema 
original x0y: 


Observando a figura ao lado, vemos que 
OQ, = 00} + 0OLQ, > x = Xo + x' 
OQ, = 00; + 050; > Y = Yo +) 
Assim, transladando o sistema x0y para o 


novo sistema x'O'y', as novas coordenadas são 
dadas por 


x =X — Xo 


yY' =y- yo 
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Agora, vamos proceder à dedução da fórmula. Sejam r: ax + by + c = 0 e P (xo, Yo) tal que 
P ¢ r representados de acordo com a figura abaixo. 


P(xo,yo) 


Q é um ponto da reta r, para calcular a distância do ponto P à reta r, devemos calcular a 
distância de P a Q. Para simplificar os cálculos, vamos fazer uma translação do sistema tornando o 
ponto P (xo, Yo) a origem do novo sistema: 


Agora, fazendo a transformação de 
yY coordenadas na reta r, obtemos: 


r:alxo +x) + byo +y) +c=0 

Isolando y’ para obter a equação reduzida: 
aX +ax' + byo + by'+c=0 

> by' +ax' + (ax + byo +c) =0 


ae (Be (E: + byo te 


P (aco, Yo) 


b 
Assim, encontramos m, = —a/b. Seja s a 
reta perpendicular à r, desse modo: 
1 b 
ms:m, = -1 > m, =-— = — 


r 


Como em relação ao novo sistema, a reta s passa pela origem, temos: 


sv = qm 


1 b f 
> |s: y = (2)x 
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Fazendo a intersecção da reta r com a reta s, obtemos o ponto Q: 
a, (axy+byy +c by, 
asss (o O, 
b b a 
Resolvendo a equação, encontramos 
—(axo + byo + c)a 
O te 
Substituindo x’ na equação de s, encontramos 
_ —(axo + byo + c)b 
E a? + b? 


r 


r 


Logo, 


Q= —(ax, + byo + c)a —(axo + byo + c)b 
a? + b? É a? + b? 


Lembrando que a coordenada de Q encontrada é em relação ao novo sistema de 
coordenadas (ponto P como origem), temos que a distância entre P e Q é dada por: 


—(axo + byo + c)a 2 z —(axo + byo + c)b a 
a? + b? a? + b? 


dpo = 


e (axo + byo + c)2(a2 +?) 
PQ (a? + b2)2 
axo + byo +c 
> dpo = | 0 Yo | 
E 
Portanto, a distância do ponto P a r é dada pela seguinte expressão: 
E q axo + byo +c 
ar O | va? + b? 
Note que tomando o ponto P como a origem, temos: 
c 
dpr = | 7 7 
va? +b 


Qual a distância entre duas retas paralelas? 


Para calcular a distância entre duas retas paralelas, basta tomar um ponto qualquer 
pertencente a uma das retas e aplicar diretamente a fórmula da distância de ponto à reta. 


Sejam as retas r:ax + by + c, = 0 e s:ax + by + c, = 0. Se P (xo, Yo) E r, temos: 
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axo + byo +c,=0>axm+byy=-—c 


Usando a fórmula da distância de P à s, obtemos: 


r E [E + byo + Cs 
ps=E|—>>>>>=— 
Substituindo ax, + by, = —c, na equação acima, obtemos a expressão para a distância de 


duas retas paralelas: 


Cs — Cry 


Jaz b7 


Note que se c, = c,., a distância é nula, o que confirma que as retas são coincidentes nesse 
caso. 


2.8. RETAS BISSETRIZES 


Vimos na Geometria Plana que a bissetriz é a reta que divide um ângulo em duas partes iguais. 
Desse modo, duas retas concorrentes determinam duas bissetrizes, uma interna e outra externa. 
Podemos entender a bissetriz como o lugar geométrico dos pontos que equidistam das retas 
concorrentes que a formam. Tendo isso em mente, vamos aprender a determinar as equações das 
retas bissetrizes de duas retas concorrentes. 


Sejam as retas concorrentes r: ax + by + c4 = 0es:a;x + by + c = 0. Tomando-se um 
ponto P(x, y) qualquer pertencente à reta bissetriz de r e s, temos: 


bissetriz interna 


bissetriz externa 


dpr = dps 


ax + biy + c1 azx + boy + c5 


Vaz +b? Vas + bz 


Resolvendo essa equação, obtemos duas equações (uma é a bissetriz interna e a outra é a 
bissetriz externa): 
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dil tby +c dx + boy +c 
ea A + =. Equação das retas bissetrizes 


Vaz +b? Vaz + b2 


Vejamos um exemplo. 


1) Determine as equações das retas bissetrizes as retas r: x + y +1=0es:2x+3y+6= 


Resolução: 
Vamos aplicar diretamente a fórmula das bissetrizes: 
ax + biy + c1 _ pa tTO 

Vad da+b; 
Substituindo os coeficientes das retas r e s, obtemos: 

= (atA) 

CN 22432 
V13(x +y + 1) = +V2(2x + 3y + 6) 

Logo, as equações das bissetrizes são dadas por t; et;: 


=> V13(x + y + 1) = V2(2x + 3y + 6) 


ty: (V13 — 2V2)x + (V13 — 3V2) + V13 — 6V2 = 0 


> V13(x + y + 1) = —V2(2x + 3y + 6) 


to: (V13 + 2V2)x + (V13 + 3V2) + V13 + 6V2 = 0 


2.9. ÁREA DE TRIÂNGULOS 


Vimos no tópico de condição de alinhamento de pontos que quando o determinante das 
coordenadas de três pontos for nulo, esses pontos estão alinhados. Mas o que acontece quando o 
determinante for não nulo? Nesse caso, podemos afirmar que esses pontos não estão alinhados e, 
portanto, esses pontos formam um triângulo. Além disso, a metade do módulo do determinante 
resultante é numericamente igual à área do triângulo formado por esses pontos. 


Podemos demonstrar essa propriedade usando Geometria Plana. 


Sejam três pontos A(x, y1), B (x2, Y2) e C(x3, y3) não colineares representados na figura 
abaixo: 
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Da Geometria Plana, sabemos que a área do 
triângulo é dada por 


1 
SaBc = 5 (4H * BC) 


O lado BC pode ser calculado usando a 
fórmula da distância entre pontos: 


dec = V(X3 — x2)2 + (y3 — 2)? 


A altura AH pode ser calculada pela fórmula 
de distância de ponto à reta que contém B e C. 
Vamos encontrar a equação dessa reta pelo 
método do determinante: 


x y 1 
x2 Y 1/=0 
X3 y3 1 
> XY2 + X3Y + X2Y3 — X3Y2 — XY3 — X2y = 0 
> (y2 — y3)x + (x3 — x2)y + X2Y3 — X3y2 = 0 
Agora, vamos calcular a distância do ponto A à reta que contém B e C: 
x y 1 
X2 y2 1 
(Y2 — Ya)x4 + (x3 — xX2)Y1 + X2Y3 — X3Y2| X3 Yz 1 


AH = 


VO2 — 73? + (xa — 2x9)? o IVO y)? + Qz — x)? 


xXx yı 1 
Fazendo Dapc = |X2 Y 1|, temos 
X3 Yz 1 


DaBc |Dapcl 


VCyo — y3)? + (x3 = x2)? ly; — y3)? + (1x3 — x3)? 


Substituindo os valores encontrados na equação da área do triângulo, obtemos: 


1 |Dapcl 
Sasc = il E =— Goa y) 
2 Vas + y2) 


Portanto, a área do triângulo formado por esses pontos é 


1 
SaaBc = 2 |DaBc | 


Interessante não? Esse é um método para calcular a área de um triângulo conhecendo-se as 
coordenadas dos três vértices que a formam. Além desse método, vimos no início da aula que 
podemos calcular D4gc do seguinte modo: 


D =|. | ia | je s| 
aBC X2 X2 X3 Y3 X yı 


> AH = 
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Representando essa soma de outro modo, temos 


E + + +; 3 le E á 
X2 X2 X3 Y3 X1 ~ [X3 93 
X yı 


Portanto: 


wk ee 


2.10. ÁREA DE POLÍGONOS 


Para finalizar o capítulo de retas, vamos aprender a calcular área de polígonos. 


Seja o polígono formado pelos pontos A4 (x1, Y1), A2 (X2, Y2), A3 (X3, Y3), «+ An (Xn, Yn). 


O polígono acima pode ser dividido em diversos triângulos internos. Usando o método do 
determinante para calcular a área de cada triângulo e somando os resultados, podemos provar que 
a área do polígono é dada por 


1 
“zle althe slt alt zlte l 


2 


Aqui também podemos usar a outra representação, lembrando que devemos repetir o 
primeiro termo na última linha: 
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Perceba que ao usar essa fórmula para calcular a área do polígono, devemos respeitar a 
ordem dos pontos. Escolhemos um ponto como ponto de partida e seguimos a sequência no sentido 
horário ou no sentido anti-horário. Seria como se estivéssemos desenhando o polígono e, por isso, 
finalizamos a sequência com o primeiro termo (fechando a figura). Partindo de 44, temos: 


Sentido anti — horário > A,A,As ... ApA 
Sentido horário > A,A,A,-4 -A241 
Essa fórmula é válida para qualquer polígono. 
Vamos ver na prática como usamos esse método. 
Veja o exemplo abaixo. 


1) Calcule a área do polígono ABCDE, sabendo que 
A(1,1),8(3,2),C(4,5),D(1,6) e E(0,2). 

Resolução: 

Podemos resolver essa questão de dois modos: 


|) Podemos desenhar a figura representada pelos pontos e dividir a figura obtida em figuras 
geométricas conhecidas, e calculamos a área de cada figura e somamos os resultados. 


Il) Podemos usar o método do determinante e calcular diretamente a área. 
Vamos usar o método mais simples, do determinante. 
O primeiro passo é escolher um ponto para iniciar a sequência, vamos escolher o ponto 4. 


Agora, escolhemos o sentido em que listaremos os pontos, vamos seguir a sequência 
ABCDEA. 


Desse modo, a área do polígono ABCDE é dada por 


pa 
pa 


N| e 


1 1 25 
=512415+24+240-3-8-5-0-2]=5|43-18| = 


3 2 
4 5 
1 6 
0 2 
1 1 


Y > INDO MAIS 


FUNDO! 
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A maioria das questões de Geometria Analítica do ITA/IME cobrarão questões envolvendo o 
plano cartesiano, isto é, no sistema cartesiano bidimensional (apenas as variáveis x e y). Mas o IME 
já cobrou questões cobrando a interpretação geométrica da equação do plano e essa é definida 
apenas no R°. Esse é definido no sistema cartesiano tridimensional, nesse caso, temos três variáveis: 
x,y ez. 


A principal diferença entre o plano RŽ e o espaço R? é a adição de uma dimensão, mas as 
propriedades provadas para o plano podem ser estendidas para o espaço. Não veremos esse tema 
a rigor, pois esse assunto raramente cai nos vestibulares. Assim, vejamos apenas os conceitos 
básicos do sistema cartesiano tridimensional. 


O sistema tridimensional é, usualmente, representado desse modo: 


Um ponto P é definido por três coordenadas, isto é, P = (x,y, Z). 
A equação geral do plano é 
ax+by+cztd =0 
Nessa equação, a, b, c e d são constantes e a, b, c não podem ser simultaneamente nulos. 
Veja alguns exemplos de equações de planos: 
1)2x+3y+z+1=0 
2)x+y+z2=0 
3)-x+2y—-32410=0 


Para a equação da reta no espaço, devemos lembrar que a intersecção de dois planos não 
paralelos gera uma reta, logo, um sistema de duas equações de plano não paralelos definem uma 
reta. Veja alguns exemplos de equações de reta no espaço tridimensional: 

o — 2y +2=0 
l2x+ty-—z=0 
10x -5y+z+1=0 


sf 3x+y-z+2=0 
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HORA DE 
PRATICAR! 


| 4. Escreva as seguintes equações gerais na forma reduzida. 
'a)2x+3y+8=0 
b)-4x+2y-6=0 


' Resolução: 


alZx+3+8=053y=-2x-85|y= rd 
| b) —4x + 2y — 6 = 0 = 2y = 4x + 6 > |y = 2x + 3] 


| Gabarito: a) y = -2—5 b)y=2x+3 


| 5. Determine a equação da reta que passa pelos seguintes pontos: 
| a) A(1, —1) e B(3,0) 

| b) A(2,5) e B(1, —4) 

| c) A(=10,2) e B(3,7) 

|d) AG, 4) e B(1,1) 

| Resolução: 


Como vimos nesse capítulo, podemos encontrar a equação da reta de diversos modos, | 
| você deve escolher o que mais lhe agrada. | 


| a) Pelo método do determinante: 


x y 1 
1 —1 1|=0>-x+3y+3-y=0>|-x+2y+3=0 
3 0 1 


| b) Pela forma reduzida, podemos substituir os pontos dados para encontrar um sistema linear: 


5 = 2m +n (ponto A) 


y=mitns [a (ponto B) 


Resolvendo o sistema, encontramos: 
m=9en= 13 
«|y =9x +13 


| c) Pela forma m = 2, 
| X—Xo 


Para calcular m, podemos usar os dois pontos dados: 


_ Ya-Yb _ 2-7 _ -5 5 


Xa-Xp -10-3 -13 13 


Escolhendo-se o ponto A, temos: 
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m = 2 >="? s[5x-13)+76=0 
x—Xa 13 x—(—10) 


3 4 
5 | =0>3+y+4x-4-x-3y=0> 3x—2y-1=0 
3 4 


| Gabarito: a) —x + 2y + 3 = 0 b) y = 9x + 13 c)5x— 13y +76=0 d)3x-2y-1=0. 


| 6. Sabendo que os vértices do triângulo AABC são A(0, 0), B(—1, 5) e C(—5,1), determine: 


| a) A equação da reta que passa pelo ponto médio da base BC e pelo ponto P (2, 0). 


| b) A medida da mediana relativa ao vértice B. 


c) A equação da reta que passa pelo baricentro do triângulo e pelo vértice 4. 
| d) A área do triângulo AABC. 


| Resolução: 


| a) O ponto médio da base BC é dado por M: 


| c) O baricentro é dado por: 


—_ XbtXxc _ -1-5 _ 
maa 202 273 
— YbtYyc _ 5+1 — 3 
m 2 2 


A equação da reta que passa por M e por P é dada por: 


2 0 
Ri ; =0>6-3y-3x-2y=05[-3x-57+6=0 
2 0 


| b) A medida da mediana relativa ao vértice B é a dada pela distância de B até o ponto médio | 
da base AC. Assim, temos: | 


M,. = XatXc Yatyc\  [0+(-5) 040). _ _5 1 
AC 2 ? 2 = 2 aro 245 


Aplicando a fórmula da distância entre dois pontos, encontramos o valor pedido: 


a E 
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XatXxptXxc YatYbp+Yc 0-1-5 0+5+1 
c=( 3 É 3 )=( 3 ? 3 = (=2,2) 


G = (—2,2) 
A equação da reta é 
O 0 
-2 2|_ = — 
5 T a E 
0 0 


d) Usando o método prático para calcular a área, temos: 


O 0 
—iıj|-1 5] 1,0 = 
s= sq = 1+25|=12 
O 0 
A= 12 


| Gabarito: a) M =(-3,3)e — 3x -5y +6 = 0 b) M, =" c) G = (-2,2) e y = —x d) | 
'S=12 | 


'7. Dadoo triângulo de vértices A(1, 2), B(4,0) e C(3, 5), determine as coordenadas do ponto 
D, sobre AB, tal que 22º = 1. 


SDBC 
| Resolução: 
| Como Sanc = 1, temos S4pc = Spec €, portanto, D divide o triângulo em duas regiões de | 
i DBC ! 
| mesma área. Vamos calcular a área de ABC: 
| i2 
—1|j4 0.1 o to =. 
ses 3 5 = 5120+6 8 s= Rss 
1 2 
5 13 
Assim, temos Sapc = Spec = = 
Seja D = (xa, Ya), então: 
1 2 
11]X 1 13 
Sanc =5 a - >z lya + 5xa +6 -= 2x4 = 3ya -5l = 7 
1 2 


> |[3xa — 2Ya + 1| =2 (1) 
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Xa Ya 
414 0 1 13 
Soge =3||3 s/|>5120+3y4— 4 — 5xal = 7 
Xa Ya 
>||—5x4 — Ya + 20| = Z (2) 
Igualando (1) e (2): | 
[3xa — 274 + 1] = |-5xa — Ya + 20] | 


3x4 — 2yq + 1 = +(—5x4 — Ya + 20) | 
3x4 — 2yq + 1 = F5xa F yq +20 | 
(3xa + 5x4) + (—2ya + ya) +1 F20=0 


> 8x4 — Ya — 19 = 0 > | ya = 8x4 — 19 (3) 


ou 


> —2x4 — 3yq4 +21 = 0 > Ya = -4x4 +7 (4) 


Substituindo (3) em (2), temos: 
|-5xa — (8xa — 19) + 20| = Ž 


l-13x4 + 39| = Ž > -x4 +3 = 1> x4 => ou xq =t 


2 2 


Como D é um ponto sobre AB, devemos ter 1 < Xa<4e0<yg<2. 


u—-——o— o 


Assim, vamos testar os valores. 


5 
Para xq = temos: 


Ya = 8x4 -19 > ya =8(5)-19=1 


bo Aula 14 — Geometria Analítica | 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 14: ITA/IME 2020 F 


Como x4 e yq satisfazem a condição, temos que D = E, 1) é o ponto pedido. 
Note que os outros valores não satisfazem a condição do intervalo de D. 
Para xq = z, temos: 
Ya = 8xa — 19 > yq = 8 C) — 19 = 9 > 4 (não convém) 
Vamos usar a outra equação. Substituindo (4) em (2): 
Rc —(-êxa +7 ) + 20] == 


dB = a 
3 — 2 


> |-x4 +3| = 


3 — 3 3 9 
=X +3=155 Xq = 3 +5 5% = OU Xa => 


Como xq = 2 > 4, devemos ter xq = a Substituindo esse valor em (4): 


Ya = -*(5) +7 = —1 +7 = 6 (não convém) 


| Gabarito: D = (5. 1) 


| 8. Determine a equação da reta que passa pela origem e é perpendicular à reta que contém | 
os pontos A(0, 5) e B(4,0). i 
| Resolução: 


Para encontrar essa reta, devemos calcular o coeficiente angular da reta que contém 4 e | 
B. Seja r essa reta, então: 


Aretas é: 


siy — yo = m(x — x9) > s:y — 0 =$ (x — 0) > |y = £x] 


| Gabarito: y = Tx 


| 9. Classifique as retas abaixo em paralelas, coincidentes ou concorrentes. Caso sejam | 
| concorrentes, determine o ponto de intersecção. | 
o 

Vls:3x+37+6=0 | 
aoa | 
| s:—2x +y+6=0 
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A 
s:2x+4y+6=0 


| Resolução: 
| gd a 
| a)r e s são coincidentes, pois: 
| rilx+tiy+2=0 
Rn in EG 
1 1 2 


3 3 6 


| b) r e s são concorrentes, pois os coeficientes angulares das retas são diferentes: 


2 5 
panni Æ = 
=2 1 

Resolvendo-se o sistema, encontramos o ponto de intersecção das retas. 


Somando a equação de r com a equação de s: 
6y +10=0>y=-} 


| Usando a equação de s: 


5 
-2x +y +6 =0>-2x-Ž+6=0>x=Ť 
: di 13 5 
Portanto, o ponto de intersecção é P = (=, — 5), 
| c)r e s são paralelas, pois: 
H 1 2 2 
EN 
2 4 6 
| . a 13 5 
i Gabarito: a) coincidentes b) concorrentes, P = (E, -5 c) paralelas 


| 10. Seja o triângulo formado pelos pontos A(—2, 0), B(1, 2) e C(—4, 3), calcule: 
| a) A altura relativa à base BC. 

| b) O ângulo interno relativo ao vértice 4. 

| Resolução: 


| a) Calculemos a reta que contém a base BC: 


1 2 
—4 3 
1 2 =0>3-8+y+8-3-2x=0>|r:=2x+y=0 
x Yy 
A altura relativa à base é dada pela distância do vértice A à reta r: 
AOE n -2Xxa+Ya | |-2(-2)+0] _ ka _ 4v5 
arcar ice) WeEgae| Ivl s5 
45 
ha E 
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| b) Veja a figura: 


Seja s et as retas que contém os segmentos AB e AC, respectivamente. Vamos calcular o 
| coeficiente angular dessas retas: 


5 
| 
ahi 
& Is 
| 

l 
Plo 
AI 
Iw 
DA 
Na 
l 
NIW 
5 
II 
l 
NIw 


Perceba que 


Portanto, s e t são perpendiculares, logo, [9 = 90º |. 


Caso não fossem perpendiculares, ds calcular 6 pela fórmula: 


-mt 


tg0 = 


TE mt 


| Gabarito: a) h, = tes b) 0 = 90º 


11. Determine as equações das retas bissetrizes às seguintes retas: 


PN 
x+2y+1=0 


' Resolução: 


| Para encontrar as retas bissetrizes, usamos a definição da reta bissetriz ser equidistante | 
i das retas que a formam: i 


—2x +y +3 = +(x + 2y +1) 


Portanto, as retas bissetrizes são: 


—2x+y+3 | _ |x+2y+1 | 
V(-2)22+12 12+22 | 
[2] zz] i 

v5 | 
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b:-3x—-y+2=0 
| bi—>x+3y+4=0 | 


| 
| | 
'Gabarito:b,:-3x — y+2=0eb,:-x+37+4=0 | 


| 12. Calcule a área do polígono formado pelos pontos 
A(O, 0), B(2, 1), C(4, 2), D(3, 4), E(O, 5) e F(=2, 3). 


| Resolução: 


Aplicação direta do bizu, seguindo a ordem A> B>C>D>F>F>A: 


0 0 
2 1 
1 4 2 1 1 35 
sS 3 4 = Hric sed g 0s p 
0 5 
= 3 
0 0 
s=” 
i 2 
| Gabarito: S = o 
3. LISTA DE QUESTÕES 
O LISTA DE 
QUESTÕES 
ITA 
13. (ITA/2018) 


No plano cartesiano são dados o ponto P = (0,3) e o triângulo de vértices 4 = (0,0),B = 
(3,0) e C = (3,2). Determine um ponto N sobre o eixo dos x de modo que a reta que passa 
por P e N divida o triângulo ABC em duas regiões de mesma área. 


14. (ITA/2017) 


Considere as retas de equações r: y = V2x +a e s:y = bx +c, em que a,b,c são reais. 
Sabendo que r e s são perpendiculares entre si, com r passando por (0,1) e s, por (V2, 4), 
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determine a área do triângulo formado pelas retas r, s e o eixo x. 


15. (ITA/2017) 


Considere a reta r: y = 2x. Seja 4 = (3,3) o vértice de um quadrado ABCD, cuja diagonal BD 
está contida em r. A área deste quadrado é 


a) 9/5 
b) 12/5 
c) 18/5 
d) 21/5 
e) 24/5 


16. (ITA/2017) 

Considere dois círculos no primeiro quadrante: 
- Cı com centro (x1, Y1), raio r; e área 1/16. 

- C} com centro (x2, Y2), raio 7, e área 144r. 


Sabendo que (x1, Y1:71) e (x2, Y2,T2) são duas progressões geométricas com somas dos 
termos iguais a 7/4 e 21, respectivamente, então a distância entre os centros de Ce C, é 
igual a 


17. (ITA/2016) 


Se a reta de equação x = a divide o quadrilátero cujos vértices são (0, 1), (2, 0), (4,0) e (6, 4) 
em duas regiões da mesma área, então o valor de a é igual a 


a) 2v5- 1. 
b) 2V6 — 1. 
c) 3V5 — 4. 
d) 2V7 — 2. 
e) 3V7 — 5. 
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18. (ITA/2015) 


Sabe-se que a equação 3x? + 5xy — 2y? — 3x + 8y — 6 = 0 representa a reunião de duas 
retas concorrentes, r e s, formando um ângulo agudo 0. Determine a tangente de 0. 


19. (ITA/2015) 


Dados o ponto 4 = (4, =) e a reta r: 3x + 4y — 12 = 0, considere o triângulo de vértices 


SA au . : 45 GR... 25 X ; 
ABC, cuja base BC está contida em r e a medida dos lados AB e AC é iguala = Então, a área 
e o perímetro desse triângulo são, respectivamente, iguais a 


20. (ITA/2015) 


Considere os pontos 4 = (0,-1),B = (0,5) ea reta r:2x — 3y + 6 = 0. Das afirmações a 
seguir: 


|. d(A,r) = d(B,r). 

Il. B é simétrico de 4 em relação à reta r. 

Ill. AB é base de um triângulo equilátero ABC, de vértice C = (—3vV3, 2) ou C = (3v3, 2). 
É (são) verdadeira(s) apenas 

a) |. 

b) II. 

c)lell. 

d) lell. 

e) lle Ill. 


21. (ITA/2015) 


Seja C uma circunferência tangente simultaneamente às retas r: 3x + 4y — 4 = 0 e s: 3x + 
4y — 19 = 0. A área do círculo determinado por C é igual a 


5i 
a) F 
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22.(ITA/2014) 


Seja ABC um triângulo de vértices A = (1,4),B = (5,1) e C = (5,5). O raio da circunferência 
circunscrita ao triângulo mede, em unidades de comprimento, 


23. (ITA/2012) 


Sejam 4 = (0,0),B = (0,6) e C = (4,3) vértices de um triângulo. A distância do baricentro 
deste triângulo ao vértice 4, em unidades de distância, é igual a 


5 
a): 


10 
e) Ea 


24. (ITA/2012) 


A área do quadrilátero definido pelos eixos coordenados e as retas r: x — 3y + 3 = 0es:3x + 
y — 21 = 0, em unidades de área, é igual a 
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25. (ITA/2012) 


Dados os pontos 4 = (0,0),B = (2,0) e C = (1,1), o lugar geométrico dos pontos que se 
encontram a uma distância d = 2 da bissetriz interna, por 4, do triângulo ABC é um par de 
retas definidas por 


a) rı2: V2y -x 2 4+2=0 
b)n2:2y-x+2/10+V2=0 
c) r12: 2y —x +2Vy10 +V2=0 
d) rı 2: (V2 + 1)y -x + V2 +4V2=0 


e) r12: (V2 + 1)y -x +2V4+vV2=0 


26. (ITA/2007) 


Considere no plano cartesiano xy o triângulo delimitado pelas retas 2x = y,x = 2y e x = 
— 2y + 10. A área desse triângulo mede 


a) 15/2. 
b) 13/4. 
c) 11/6. 
d) 9/4. 
e) 7/2. 


27.(ITA/2007) 


Sejam A: (a,0),B: (0,a) eC : (a,a), pontos do plano cartesiano, em que a é um número real 
não nulo. Nas alternativas a seguir, assinale a equação do lugar geométrico dos pontos 
P: (x,y) cuja distância à reta que passa por A e B, é igual à distância de P ao ponto C. 


a) x? + y? — 2xy — 2ax — 2ay + 3a? = 0 
b) x? + y? + 2xy + 2ax + 2ay + 3a? = 0 
c) x? + y? — 2xy + 2ax + 2ay + 3a? = 0 
d) x? + y? — 2xy — 2ax — 2ay — 3a? = 0 
e) x? + y? + 2xy — 2ax — 2ay —3aº = 0 
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28. (ITA/2002) 


Num sistema de coordenadas cartesianas, duas retas r e s, com coeficientes angulares 2 e 1/2, 
respectivamente, se interceptam na origem 0. Se B Er e C Es são dois pontos no primeiro 
quadrante tais que o segmento BC é perpendicular a r e a área do triângulo OBC é igual a 
12x1071, então a distância de B ao eixo das ordenadas vale 


a) 8/5. 
b) 4/5. 
6) 2/5. 
d) 1/5. 
e) 1. 


29. (ITA/2000) 


A área de um triângulo é de 4 unidades de superfície, sendo dois de seus vértices os pontos 
A: (2,1) e B:(3, —2). Sabendo que o terceiro vértice encontra-se sobre o eixo das abcissas, 
pode-se afirmar que suas coordenadas são 


a) (=1/2,0) ou (5,0). 
b) (—1/2,0) ou (4, 0). 
c) (—1/3, 0) ou (5,0). 
d) (—1/3,0) ou (4,0). 
e) (—1/5,0) ou (3,0). 


30. (ITA/1998) 


Considere o paralelogramo ABCD onde A = (0,0), B = (—1,2) e C = (—3,—4). Os ângulos 
internos distintos e o vértice D deste paralelogramo são, respectivamente: 


a)n/4,317/4eD =(—2,-5) 
b)m/3,2n/3€D = (=1,-5) 
c)m/3,2n/3eD = (—2,—6) 
d) 7/4, 37/4 e D = (—2,—6) 
e)n/3,27/3eD = (—2,-5) 


31. (ITA/1998) 


As retas y = 0 e 4x + 3y + 7 = 0 são retas suportes das diagonais de um paralelogramo. 
Sabendo que estas diagonais medem 4 cm e 6 cm, então, a área deste paralelogramo, em cm, 
vale: 
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a) 36/5 
b) 27/4 
c) 44/3 
d) 48/3 
e) 48/5 


32. (ITA/1997) 
Considere os pontos A: (0, 0), B: (2,0) e C: (0,3) 


Seja P: (x,y) o ponto de intersecção das bissetrizes internas do triângulo ABC. Então x + y é 
igual 

12 
5+V13 

8 
b) 2+/11 

10 

c) 6+V13 


d) 5 
e) 2 


a) 


33.(ITA/1995) 


Três pontos de coordenadas, respectivamente, (0,0), (b,2b) e (5b,0), com b > 0, são 
vértices de um retângulo. As coordenadas do quarto vértice são dadas por: 


a) (=D, —b) 
b) (2b, —b) 
c) (4b, —2b) 
d) (3b, —2b) 
e) (2b, —2b) 


34. (IME/2016) 

O lugar geométrico dos pontos em R? equidistantes às retas de equações 
4x + 3y — 2 = 0e 12x — 16y +5=0 

é 

a)4x + 28y +13 =0 

b) 8x — 7y -13 =0 
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c)28x —4y -3 =0 
d) 56x? + 388y — 184x — 56y? — 16y + 19 = 0 
e) 112x? + 768xy — 376x — 112y? — 32y + 39 = 0 


35. (IME/2013) 


Considere uma haste AB de comprimento 10 m. Seja um ponto P localizado nesta haste a 7 m 
da extremidade A. A posição inicial desta haste é horizontal sobre o semieixo x positivo, com 
a extremidade A localizada na origem do plano cartesiano. A haste se desloca de forma que a 
extremidade A percorra o eixo y, no sentido positivo, e a extremidade B percorra o eixo x, no 
sentido negativo, até que a extremidade B esteja sobre a origem do plano cartesiano. A 
equação do lugar geométrico, no primeiro quadrante, traçado pelo ponto P ao ocorrer o 
deslocamento descrito é 


a) 49x? + 9y? — 280x + 120y — 441 = 0 
b) 49x? — 406x — 49y? + 441 = 0 

c) 9x? + 49y? — 441 = 0 

d) 9x? + 9y? + 120y — 441 = 0 

e) 9x? — 49y? — 441 = 0 


36. (IME/2012) 


Considere uma reta r que passa pelo ponto P (2,3). A reta r intercepta a curva x? — 2xy — 
y? = 0 nos pontos A e B. 


Determine: 
a) o lugar geométrico definido pela curva; 


b) a(s) possível(is) equação(ões) da reta r, sabendo que PA - PB = 17. 


GABARITO 


-2 


ITA 
13.N = (Do) 
14. Área = Z 
15.c 
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16.b 
17.d 
18.tg(0) = 7 
19.e 
20.d 
21.e 
22.d 
23.b 
24.d 
25.e 
26.a 
27.a 
28. b 
29.c 
30. d 
31.e 
32.a 
33.c 


S gG.ãõÕõãõ(j(Í(Íjf/l!l 


34.e 

35.c 

36. Item a) um par de retas perpendiculares; Item b) r:y =x +1lour:y=3o0ur:y=-—-x+ 
Sourix=2. 


5. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


o 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


ITA 


13. (ITA/2018) 


No plano cartesiano são dados o ponto P = (0,3) e o triângulo de vértices 4 = (0,0), B = 
(3,0) e C = (3,2). Determine um ponto N sobre o eixo dos x de modo que a reta que passa 
por P e N divida o triângulo ABC em duas regiões de mesma área. 


Comentários 
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Para visualizarmos a situação, é conveniente fazermos um esboço: 


ú O triângulo AABC é retângulo, como é 
possível ver na figura. Dessa forma, sua área 
(0,3) é dada por: 
: AB-BC 3-2 
Area do AABC = 2 = E =3 


Seja N da forma N = (n,0). A reta suporte 
de PN tem coeficiente angular: 


3—0 3 
Men gon n 
Ou seja: 
3 p= 3 
E on E x — 0 
3 
> Tpi y =—-—-x+3 
(0,0) (n.0) (3,0) F 
A reta suporte de AC tem coeficiente angular: 
2-0 2 
En O 
Ou seja: 
2 — 0) 2 
Tac: 3 = p aera 
Como M = (Xm, Ym) = Ypy N Tac, temos da equação de rpy: 
2 3 3 
3% = — Xu t3 > Xy Em 
3 n 
Do que segue de rc: 
es 2 3 2 
M>2'2 377 3 
Assim: 
3 2 
OEE 
3 n3 n 
Pela condição do enunciado: 
X ss 3 
Area do AAMN = 2 (Área do AABC) E 
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(0,0) 


Mas, observe que: 


P n'3 , ; Xm ` 3 
Area de APN = Fa Area de AMP + Area de AMN = 7 — 
Ou seja 
Si 2n2-2n-9=0 
2 = 2 2,3 +- e Zn” — Zn — = 
3 n 
Resolvendo para n, temos 
1+/19 1/19 
= m n = 2 
Mas n > 0, do que segue: 
1+v19 
N=|[-———,0 
2 
Gabarito: N = (2,0) 
2 


14. (ITA/2017) 

Considere as retas de equações r: y = V2x +a e s:y = bx +c, em que a,b,c são reais. 
Sabendo que r e s são perpendiculares entre si, com r passando por (0,1) e s, por (VZ, 4), 
determine a área do triângulo formado pelas retas r, s e o eixo x. 


Comentários 


Para essa questão, o primeiro passo é determinar as retas. Para isso, vamos usar as duas 
informações fornecidas: 


12 informação: r e s são perpendiculares. 
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Note que o coeficiente angular der ém, = V2 e de s é m, = b. Se são perpendiculares, 
então: 


m,m, = -1>V2b=-15b=- 


ál- 


22 informação: r passa por (0,1) e s passa por (V2, 4). 
Como r passa por (0,1), devemos ter: 
1=vV2:(0)+a>a=1 


Como s passa por (V2, 4), devemos ter: 
1 
4 = ——(v2)+c >c =5 


Portanto, as retas são: r: y = V2x+1es: y= = +5. 


O segundo passo é fazer o gráfico das retas no plano cartesiano: 


O terceiro passo é encontrar a coordenada y do ponto de intersecção das retas, pois se você 
observar, ela será a altura do triângulo em questão. Para isso, vamos isolar o x na equação das retas 
e então achar y. 


Da reta r: 
— 1 


= V2x +1 sre” 
Á J2 


(eq.01) 


Da reta s: 
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1 
y= =" 1352=V2(5-3) (eq. 02) 


igualando a eq. 01 à eg. 02, vem: 
nu 
a 
A base do triângulo ABC é a diferença entre as coordenadas x dos pontos B e C, que são os 
pontos de intersecção das retas r e s com o eixo x, respectivamente. Fazendo y = 0 na eq.01 e na 
eq. 02, temos: 


Xp = e xç = 5V2 


v2 
È 112 ; P 
Do que segue que o seguimento BC = xç — Xg = E Portanto, a área pedida é dada por: 


BC:y 1 11N2 11 12142 


ae Do O 12 


Gabarito: Área = 1217 
15. (ITA/2017) 


Considere a reta r: y = 2x. Seja 4 = (3,3) o vértice de um quadrado ABCD, cuja diagonal BD 
está contida em r. A área deste quadrado é 


9/5 

12/5 
) 18/5 
d) 21/5 
e) 24/5 


Comentários 


a 


) 
b) 


(0 


O primeiro passo é fazer um diagrama inicial da situação proposta. Observe: 


A L B 
Z 


Note que, da figura acima, a distância de A à reta y = 2x, sobre a qual está a diagonal BD, 


l = E ; E E 
corresponde a Z . Então, o próximo passo é encontrar essa distância. 
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Da geometria analítica, temos que a distância de um ponto P = (xp, Yp) a uma retar: ay + 
bx + c = 0 é dada por: 


axp + byp +c 
T 
' a? + b? 


Aplicando à nossa situação, teremos: 


riy—2x=0 
43-2:3+0] 3 
an PFEP. 45 
E finalmente: 
l 3 3V2 
— = — > l = ——— 
2 v5 J5 
Do que temos que a área do quadrado ABCD é dada por: 
2 
: 3V2 18 
Área do quadrado ABCD = l = (=) a O 
q VE z 


Gabarito: “c”. 


16. (ITA/2017) 

Considere dois círculos no primeiro quadrante: 
- Cı com centro (x1, Y1), raio r; e área 7/16. 

- C} com centro (x2, >), raio 7, e área 144r. 


Sabendo que (x1, Y171) e (x2, Y2,T2) são duas progressões geométricas com somas dos 
termos iguais a 7/4 e 21, respectivamente, então a distância entre os centros de C, e C é 
igual a 


Comentários 


O primeiro passo nessa questão é buscar determinar as grandezas mais simples. Nesse caso, 
como nos foi dada a área das circunferências, podemos de imediato determinar seus raios. Da 
geometria plana, temos que a área de uma circunferência é dada, em função de seu raio, por: 


A = nr? 
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Do enunciado, temos: 


A=ni="32n=5 


De posse dos raios, podemos utilizar as outras informações fornecidas para determinar as 
coordenadas dos centros. 


Para C}: 
Seja q, a razão da progressão, temos que x, = E = = ey = = = R A soma dessa P.G. 
1 1 1 1 
é dada por: 
dad 7 1 $ 1 4 1 7 
xX nri =- SS — — = 
ACASO a 4 4 
Resolvendo para q,, obtemos q, = Zou qı = — Z, Como C, está no primeiro quadrante, q, > 
1 . 1 
0, do que segue que q; = > E porfim:x, = 1 e y; = 5 
Para C}: 
a ES das T2 12 T2 12 Z 
Seja q, a razão da progressão, temos que x, = ne Cu A soma dessa P.G. é 
2 2 2 2 
dada por: 
12 12 
X2 + y2 +r = 21 © + — +12 = 21 
q2 q2 
Resolvendo para q2, obtemos q, = -Ż ou q; = 2. Como C, está no primeiro quadrante, 


q2 > 0, do que segue que q; = 2. E por fim: x, = 3 e y, = 6. 


Dessa forma, só nos resta determinar a distância entre C, e C. Da geometria analítica, 
sabemos que a distância entre dois pontos é dada por: 


deciz) = (x1 E x2)? + (yı T y2)? = 


Gabarito: “b”. 


17.(ITA/2016) 


Se a reta de equação x = a divide o quadrilátero cujos vértices são (0, 1), (2,0), (4,0) e (6,4) 
em duas regiões da mesma área, então o valor de a é igual a 


a) 2V5- 1. 
b) 2V6 — 1. 
c) 3V5 — 4. 
d) 2V7 — 2. 
e) 3V7 — 5. 
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Comentários 


Primeiramente, façamos um diagrama para visualizar o quadrilátero: 


(0,1) 


(2,0) (4,0) z 


Antes de tudo, vamos calcular a área desse quadrilátero. Para isso, observe o diagrama 
abaixo, que define as regiões contidas no diagrama acima: 


(0,1) 


(2.0) (4,0) z 


Pela figura acima, temos que: 
A, + 4 + As + A, = 6:4 = 24 


As áreas correspondentes a 4,, 4, e A; são de triângulos retângulos, do que temos: 


3:6 
A, = 2 = o 
2:4 
Gi e mi 
1:2 
Ag="5 =1 
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Logo:9+4+1+4,=2454,=10. 


Do enunciado, teremos a seguinte configuração: 


(0,1) 


Matematicamente: 
A,+5+4,=(6-a):4=24-—4a (eq.01) 
Observe que as regiões 4, e As correspondem a triângulos retângulos semelhantes. Da 


geometria plana, sabemos que a razão entre as áreas é igual ao quadrado da razão entre os lados 
dos triângulos semelhantes. Ou seja: 


As (6-a3 A (6-a)? (6 — a)? 
A, 6 9 36 4 
Substituindo na eq. 01, vem: 
(6 — a)? 36 — 12a + a? 
4+5+— z  =24-4a>—— —— =15-4a>36-12a+a = 60 — 16a 


> a? + 4a—24=0 
Resolvendo para a, temos a = —2(V7 + 1) oua = 2(N7 — 1). Como a > 0, então: 
a=2(N7-1) 
Gabarito: “d”. 


18. (ITA/2015) 

Sabe-se que a equação 3x? + 5xy — 2y? — 3x + 8y — 6 = 0 representa a reunião de duas 
retas concorrentes, r e s, formando um ângulo agudo 0. Determine a tangente de 0. 
Comentários 


Se ela representa duas retas, então podemos fatorar essa equação como produto de duas 
equações de retas do tipo r: ax + by + c = 0 e s:dx + ef + g = 0. Uma boa estratégia para isso 


P Aula 14 — Geometria Analítica | 
p www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 14: ITA/IME 2020 á 


é escolher uma das variáveis (x ou y) e resolver a equação de 2º grau nessa variável. Vamos 
escolher x. Reorganizando, vem: 


3x2 +(5y—-3)x—2y2+8y-6=0 
Raízes: 


| G-D+V6y-37-43-Co+8y—6) 
6 
„ — 259 + 3 + 25y? — 30y + 9 + 24y? — 96y + 72 
6 
-5y + 3 + 49y? — 126y +81 -5y +3 + (7y — 9) 
6 


E 6 


Resolvendo em x, encontramos x = 2 — 2y ou x = - — 1, do que segue: 


rix+t2y-—-2=0es:3x-y+3=0 
Observando as equações: 


m, = -e ms =3 
Do estudo da geometria analítica: 
Rm 
tg(0) = =|? 
1+(— 2) 3 


Gabarito: tg(0) = 7. 
19. (ITA/2015) 


Dados o ponto 4 = (4, =) e a reta r: 3x + 4y — 12 = 0, considere o triângulo de vértices 


SA as -5 GR... 25 r j 
ABC, cuja base BC está contida em r e a medida dos lados AB e AC é igual a F Então, a área 
e o perímetro desse triângulo são, respectivamente, iguais a 


Comentários 


Como AB e AC são iguais, A está na mediatriz do segmento BC. Precisamos encontrar a 
medida de BC, para isso, observe a seguinte figura: 


P Aula 14 — Geometria Analítica | 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 14: ITA/IME 2020 


Podemos encontrar AM através da distância de A à reta r. Da geometria analítica: 
25 


3-4+4: 5712 10 
MADS a a 


Por Pitágoras: 


RO also aço 2542; 104º — 
AC? = AM? + MC? > (=) =(5) + MC? 


Assim, MC = =, Disso, segue que BC = 2MC = 5. Logo: 


; 25 40 
Perímetro = 2:5 +5 = -y 

1 — — 1 10 25 

PE T E 


Gabarito: “e”. 


20. (ITA/2015) 


Considere os pontos A = (0, —1),B = (0,5) e a reta r:2x — 3y + 6 = 0. Das afirmações a 
seguir: 


l. d(A,r) = d(B,r). 

Il. B é simétrico de 4 em relação à reta r. 

Ill. AB é base de um triângulo equilátero ABC, de vértice C = (—3v3, 2) ou C = (348, 2). 
É (são) verdadeira(s) apenas 

a) |. 

b) II. 

c)lell. 

d) lel. 

e) lle III. 
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Comentários 


Vamos analisar cada afirmação. 


Afirmação |: 
2:0-3-(-1)+6 9 
d(Ar) = Pote ns 
V22 + (—-3)2 v13 
d(B,1) 2:-0—3:5+6 | 9 | 9 
;,r = |==] Z | — —] = 
4/22 + (—3)2 v13! v13 


Logo, do exposto acima, d (A,r) = d(B,r). O item é verdadeiro. 
Afirmação Il: 


Primeiramente, devemos lembrar que ser simétrico em relação à reta significa que os pontos 
estão a uma mesma distância dela e que a reta formada por eles deve ser perpendicular à reta r. 
Sendo assim, vamos verificar se isso ocorre. 


Da geometria analítica, sabemos que uma reta s perpendicular a uma reta r dada obedece: 
mem, =-1 
2 E 
Temos quem, = E Assim: 


qm =-1>m =-3 


Se A e B pertencem a uma mesma reta de coeficiente angular m,, que pela condição anterior 
é finito e tem seu valor conhecido, da geometria analítica deveríamos ter: 
Ya — YB 
ms =" > m;(x4 — Xp) = (Ya — YB) 
Xa — Xp 
a 5 3 
Note que xy — xp = O implica que (=) -0 = y4 — Yg > 0 = y4 — Yg. Mas y4 — Yg = 
—1 — 5 = —6 # 0. Disso, concluímos que 4 e B não podem pertencer a uma reta de coeficiente 
angular finito. 


O item é falso. 
Afirmação III: 


Observe a figura abaixo: 
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O seguimento AB é vertical, então é fácil encontrar as coordenadas dos possíveis pontos C = 


(xc, Yc) que satisfazem o enunciado. Note que a coordenada yç é a mesma em ambos os casos e 
-1+5 ; Es i a ; 
vale yç = zate = = = 2. Note também que |xç| é igual à altura do triângulo AABC (AABC') e é 


dada por: 


BC AB 
[tg] ==" ta (608) = tg(60º) = 2- V3 > xc = +2N3 


Logo, C = (2V3, 2) ou C = (—2vV3, 2) e o item é verdadeiro. 
Gabarito: “d”. 


21. (ITA/2015) 


Seja C uma circunferência tangente simultaneamente às retas r: 3x + 4y — 4 = 0 e s: 3x + 
4y — 19 = 0. A área do círculo determinado por C é igual a 


57T 
a) Ez 
47 
b) = 
37 
c) z 
8r 
3 
9T 


4 


d) 


e) 
Comentários 


O primeiro passo nessa questão é fazer um desenho e perceber que, caso essas retas sejam 
concorrentes, existem infinitas circunferências, com raios distintos, tangentes às duas ao mesmo 


tempo. Isso nos leva a pensar que a única forma de esse problema ser possível é que elas sejam 
paralelas. 
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Em termos de geometria analítica, isso significa que elas possuem o mesmo coeficiente 


. l , , Z 3 3 
angular. Veja que isso ocorre, pois, por inspeção, temos que m, = — em =—. 


Logo em seguida, é natural que se faça um esboço da situação, como segue: 


Percebe-se, portanto, que a distância entre as duas retas corresponde ao diâmetro da 
circunferência. Dessa forma, devemos encontrar a distância entre elas. Para isso, vamos proceder 
da seguinte forma: 


Pegue um ponto em uma das retas. Pode ser, por exemplo x = 0 em r. Disso, vem que 3 - 
0+4y — 4 = 0 > y = 1. Logo, temos o ponto 4 = (0,1). Façamos, agora, a distância desse ponto 
a reta s. Da geometria analítica: 


3:0+4:1-19 Suá 
V3 74 


; a ; EA 7 4 E 3 ; 
Logo, pela discussão anterior, o diâmetro do círculo é d = 3 e o seu raio r = > Da geometria 


d(A,r) = 


plana, temos que: 


p , 9n 
Area do círculo = ER 


Gabarito: “e”. 


22. (ITA/2014) 


Seja ABC um triângulo de vértices 4 = (1,4),B = (5,1) e C = (5,5). O raio da circunferência 
circunscrita ao triângulo mede, em unidades de comprimento, 


15 
a) = 
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5V17 
8 


17/5 
8 


d) 


e) 
Comentários 


Da geometria plana, sabemos que a área de um triângulo é dada, em função de seus lados e 
do raio da circunferência circunscrita, por: 


AB -BC-CA 
4R 
Podemos encontrar os lados usando distância de pontos. Observe: 


AB=V(1-5)2+(4-1)2=5 
BC=vV(5-5)2+(1-5)2=4 


CA = (5 - 1)2 + (5 - 4)? = V17 


Além disso, podemos encontrar sua área usando a fórmula para a área de um triângulo dado 
seus vértices Á, B e C: 


Área = 


f Xa Ya 1 1ll1 4 1 
area =s Xe Yg 1 = dd =8 
Xc Y 1 5 5 1 


Logo, combinando as informações, temos que: 


5:4:417 5V17 
8 =- ————— >R 


4R 8 
Gabarito: “d”. 
23. (ITA/2012) 


Sejam 4 = (0,0), B = (0,6) e C = (4,3) vértices de um triângulo. A distância do baricentro 
deste triângulo ao vértice 4, em unidades de distância, é igual a 


Comentários 


Da geometria analítica, sabemos que as coordenadas do baricentro de um triângulo, dados 
seus vértices 4,B e C são dadas por: 
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- (Farta +Xc Ya tp =e) 
ás 3 3 


Assim, aplicando à questão, temos: 
K +0+4 0+6+3 


pps o 


Queremos AG, logo: 


Gabarito: “b”. 


24. (ITA/2012) 


A área do quadrilátero definido pelos eixos coordenados e as retas r: x — 3y + 3 = 0es:3x + 
y — 21 = 0, em unidades de área, é igual a 
19 


a)— 


2 


b) 10 
25 
c) E 
27 


d) = 


29 
e) z 


Comentários 
Primeiramente vamos encontrar a intersecção entre as retas. Isolando x na reta r, temos: 
x= 3y-3 
Substituindo na reta s, vem: 
3-:(3y-3)+y-21=065107y-30=06y=3 
Sabendo o valor de y, encontramos o valor de x: 
x=3:3-3=6 


Assim, o ponto de intersecção das retas, que chamaremos de B, é dado por B = (6,3). 
Façamos, então, um diagrama da situação: 
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Disso, temos que o ponto 4 é dado fazendo x = 0 na equação de y, do que temos 0 — 3y + 
3 =0 > y = 1. E temos que o ponto C é obtido fazendo y = 0 na equação de s, do que temos 
3x — 21 = 0 > x = 7.Logo, A = (0,1) e C = (7,0). 

Queremos a área do quadrilátero OABC (ver figura acima). Tudo fica mais fácil se 
percebemos que r e s são perpendiculares, pois m, = z e m, = —3, ou seja, mm, = —1. Logo, o 


triângulo AABC é retângulo e temos, desde o início, que o triângulo AOAC também é retângulo. 
Para facilitar, vamos definir as regiões 4, e 4,, como na figura abaixo. 


Para calcular 45, primeiro temos que calcular AB e BC. Da geometria analítica: 
AB = y4 (0 — 6)? + (1 — 3)? = v40 
BC = 4 (6 — 7} + (3 — 0)? = v10 


Como AABC é retângulo, temos que: 
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_4B:BC 400 o 
A 
27 


Assim, a área pedida é 4, + 4, = + 10 = E 


Gabarito: “d”. 


25. (ITA/2012) 


Dados os pontos 4 = (0,0),B = (2,0) e C = (1,1), o lugar geométrico dos pontos que se 
encontram a uma distância d = 2 da bissetriz interna, por 4, do triângulo ABC é um par de 
retas definidas por 


an: n2y = xd 2 4+2=0 
bn22y-x+2/10+/2=0 
c) r12: 2y —x +2vy10+vV2=0 
d) rı 2: (V2 +1)y -x +V2 +4V2=0 


e) r12: (V2 + 1)y -x +2V4+vV2=0 
Comentários 


Para facilitar, faça um diagrama inicial da situação e perceba que a reta AC é dada por r: y = 
x. Observe: 


A bissetriz do triângulo AABC, por A pode ser traçada conforme a figura abaixo: 
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Note que o ângulo que a bissetriz faz com o eixo x é a metade do ângulo que a reta r faz com 
o mesmo eixo, do que temos, da trigonometria, que: 


2tg(0) 
tg20) =——> 
9020) = — t920) 
Resolvendo a equação do segundo grau em tg (8), temos que tg (0) = —1 + VZ ou tg(0) = 
—1 — V2. Mas 6 pertence ao primeiro quadrante, do que temos que tgo > 0. Ou seja, tg(0) = 
=ils, 
V2+1 


Sendo 6 o ângulo que a bissetriz faz com o eixo x, seu coeficiente angular é tg(6), assim 
como o de qualquer reta paralela a essa bissetriz. Além disso, seja s: y = mx + b uma reta paralela 
à bissetriz com distância 2 da mesma. Como A = (0,0) pertence à bissetriz, devemos ter, da 
geometria analítica, que: 


=tg(45)=1>tg(0)+2tg(0)-1=0 


d(A,s) na Ss pedimos 
S) = |ų— 5n = T m 
ym? +1 

1 2/4+2N2 


Mas m = tg(0) = Er Logo, b = + . Por fim, as retas paralelas à bissetriz com 


1 V2+1 


distância 2 da mesma são: 


1 2/4 + 242 
siy = —— x += e (1442 -x-2[4+2W2=0 
AR] ERN ( )y 


1 2/4 + 242 
s:7= DDD o (142D)y-x+2/[4+2N2=0 
e mi r PA )y 


Gabarito: “e”. 


26. (ITA/2007) 


Considere no plano cartesiano xy o triângulo delimitado pelas retas 2x = y,x = 2y e x = 
— 2y + 10. A área desse triângulo mede 
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a) 15/2. 
b) 13/4. 
c) 11/6. 
d) 9/4. 
e) 7/2. 
Comentários 


Para organizar as contas, vamos nomear as retas: 


r:2x =y 
S: x = 2y 
t:x =—2y + 10 


Encontrando a intersecção entre r e s, ponto 4: 
2x=y>x=2:(2x)>x=0ə»y=2:0=0 
; A = (0,0) 
Encontrando a intersecção entre r e t, ponto B: 
2x = y > x = —2: (2x)+ 10 > 5x =10>x=2 
2:2=y57y=4 
«B=(24) 


Encontrando a intersecção entre s e t, ponto C: 


5 
x = 2y > 2y = -2y + 10 > 4y = 10 >y =53 


5 
Z=2 2 = 5 
Da 5 
>C = (5,3) 
Da geometria analítica, a área de um triângulo, dado seus vértices: 
l ie dl all 4 l a 
Area = > Xp Y 1 E 5 o 
xc Yo 1 5 3 1 


uan 
a. 


Gabarito: 


27. (ITA/2007) 


Sejam A: (a, 0), B: (0,a) eC : (a,a), pontos do plano cartesiano, em que a é um número real 
não nulo. Nas alternativas a seguir, assinale a equação do lugar geométrico dos pontos 
P: (x,y) cuja distância à reta que passa por A e B, é igual à distância de P ao ponto C. 


a) x? + y? — 2xy — 2ax — 2ay + 3a? = 0 
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b) x? + y? + 2xy + 2ax + 2ay + 3a? = 0 
c) x? + y? — 2xy + 2ax + 2ay +3aº = 0 
d) x? + y? — 2xy — 2ax — 2ay — 3a? = 0 
e) x? + y? + 2xy — 2ax — 2ay — 3a? = 0 
Comentários 

Façamos os seguintes passos: 


Passo 01: Se ele falar da reta AB, devemos encontrá-la. Da geometria analítica, uma reta que 
passa por dois pontos dados é tal que: 


a 0 1 
O a 1]=05aº-ax-ay=0 
x y 1 


Passo 02: Calcular a distância de Pà reta AB: 
a° -ax-ay | 
Note que ele não fala nada sobre a ser positivo ou negativo, por isso não simplificamos o 
denominador de d(P, AB). 


Passo 03: Calcular a distância de Pa C: 


d(P,C) = y (x — a)? + (y — a)? 


Passo 04: Igualamos as distâncias: 


v«-a2+(y—a)? = 


a? — ax — ay 


d(P, AB) = 5 


a? — ax — ay 


v2a? 


a? — ax — ay 


2a? 


> (Ja -a70 aF) -( 


(a? — ax — ay)? 
2a? 


(x - a} + (y - a) = 
Simplificando a expressão acima, obtemos: 
x? + y? — 2xy — 2ax — 2ay + 3a? = 0 


Gabarito: “a”. 


28. (ITA/2002) 


Num sistema de coordenadas cartesianas, duas retas r e s, com coeficientes angulares 2 e 1/2, 
respectivamente, se interceptam na origem 0. Se B Er e C Es são dois pontos no primeiro 
quadrante tais que o segmento BC é perpendicular a r e a área do triângulo OBC é igual a 
12x107t, então a distância de B ao eixo das ordenadas vale 
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e) 1. 
Comentários 


Vamos, incialmente, organizar as informações, lembrando que queremos a coordenada x de 


B: 
1 
m,=2em, = z 
(0,0)ErNs>riy=m,xes:y=m,xouaindar:y=2xes:y =5x; 
B E reC E s são dois pontos no primeiro quadrante tais que o segmento BC é perpendicular 
ar 


Usando as informações acima, construímos o seguinte diagrama: 


Como o triângulo AOBC é retângulo, de catetos OB e BC, temos que sua área é dada por: 


6 OB-BC 12 
Lann 7 SOURDE =T Pp) 
O ângulo BÔC, entre as retas r e s, tem sua tangente dada por: 
1 
ta(B0c) = [2 -7 
1+2 5 
Além disso, note também que tg(BÔC) = Z = = > BC = OB. Da eq. 01, temos: 
3 12 216 
0B-,0B =z > OB = 


Por outro lado, temos que yg = 2xp, poise B E r e, da distância de pontos: 
0B? = (0 — xp)? + (0 — 2x6)? = 5x2 
Portanto: 


e 
* = T “Bs 


Gabarito: “b”. 
29. (ITA/2000) 


A área de um triângulo é de 4 unidades de superfície, sendo dois de seus vértices os pontos 
A: (2,1) e B:(3, —2). Sabendo que o terceiro vértice encontra-se sobre o eixo das abcissas, 
pode-se afirmar que suas coordenadas são 


a) (=1/2,0) ou (5,0). 
b) (=1/2,0) ou (4, 0). 
c) (—1/3, 0) ou (5,0). 
d) (—1/3,0) ou (4, 0). 
e) (—1/5,0) ou (3,0). 


) 
) 
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Comentários 
Seja C o terceiro vértice. Do enunciado, ele é do tipo: 
C = (a,0) 


A área do triângulo, dado seus vértices, é dada por: 


f a 0 1 
Area =-||2 1 1||=4 
3 —2 1 


+8 =a—4-—3+2a=>3a-7=+Ł8 


Temos duas possibilidades: 


3a—-7=850=>D=5 
a == 


1 
3a -7 = -8 > a = —- 
a a 3 


Logo, C = (5,0) ou C = (5,0). 


unn 
c. 


Gabarito: 


30. (ITA/1998) 


Considere o paralelogramo ABCD onde A = (0,0), B = (—1,2) e C = (—3, —4). Os ângulos 
internos distintos e o vértice D deste paralelogramo são, respectivamente: 


a)n/4,3n/4eD = (—2,—5) 
b) 7/3, 27/3 e D = (—1,—5) 
c) 7/3, 27/3 e D =(-2,-6) 
d) 7/4, 37/4 e D = (—2,—6) 
e) 7/3,2mT/3 e D = (—2,—5) 


) 
) 


Comentários 


Vamos resolver essa questão usando o gráfico. Representando os pontos no plano, temos: 
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Sabendo que os lados opostos do 
paralelogramo devem ser iguais, temos as 
seguintes relações: 


kı = |ye — Yal = [Yp — Yal 
ka = |xe— tal = l£} = xal 
Substituindo os valores: 
|-4 — yal = |2 - 0| > |-4 — yal = 2 
—4 — ya = 2 > y4 = —2 ou yg = —6 


Pela figura, podemos ver que yq = —6, pois 
D é um ponto acima do C. 

|-3 — xal = |—1 - 0| > |-3 — xal = 1 

—3 — x4 = £1 > x4 = —2 Oou xq = —4 


Como D está à esquerda do C, devemos ter 


Xq = —2. 
“ID = (—2, —6) 


Para calcular o ângulo entre os lados AB e AD, vamos primeiramente encontrar o coeficiente 
angular dessas retas: 


Reta AB: 
2-0 
MAB = 1 — 0 = —2 
Reta AD: 
-2—0 1 
"mp a 
Tangente do ângulo entre as retas (0): 
1 
C. n 
tg(0) = o A ddso 
ra. 
Ou seja, o ângulo entre essas retas é de a Como ABCD é um paralelogramo, seu outro ângulo 
én-2=E 
4 4 


Gabarito: “d”. 


31.(ITA/1998) 
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As retas y = 0 e 4x + 3y + 7 = 0 são retas suportes das diagonais de um paralelogramo. 
Sabendo que estas diagonais medem 4 cm e 6 cm, então, a área deste paralelogramo, em cm?, 
vale: 


a) 36/5 

b) 27/4 

c) 44/3 

d) 48/3 

e) 48/5 

Comentários 
Para resolver essa questão, vamos contar com a ajuda da trigonometria. 
Primeiro resultado: 


Seja o triângulo AABC abaixo, tal que o ângulo entre AB e BC seja a. 


A 


Sua área é dada por: 


Prova: 
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s dA 


C 


Basta traçar a altura relativa ao lado AB, CH. Olhe para o triângulo ABCH e veja que 
sen(a) = = > CH = BCsen(a). Disso, temos que a área do triângulo AABC é dada por: 
CH-AB | BCsen(a): AB _ AB-BC (a) d 
2 = 2 = 2 sen(a) c.q.d. 
Segundo resultado: 
Seja o quadrilátero convexo ABCD abaixo de diagonais AC e BD. Seja E o ponto de 
intersecção das diagonais. Do primeiro resultado acima, podemos calcular a área de ABCD como 
sendo a soma das áreas dos triângulos AAED, ADEC, ACEB e ABEA. 


D 


D 
A 
B 
Ou seja: 
Área de ABCD = 
AE - ED DE- EC CE -EB BE - EA 
TE sen(a) + 2 sen(180º — q) + 2 sen(a) + sen(180º — q) 


Mas sen(a) = sen(180º — q), do que temos que: 


CE - EB 
en(a) + 


BE - EA 
sen(a) + 


DE - EC 
sen(a) + 


sen(a) 


7 AE: ED 
Area de ABCD = 


Agrupando os termos, temos: 
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DE - EC "EB BE - EA 
sen(a) + sen(a) + en(a) + 
sen(a) & Área de ABCD 


CE + EA): EB 


P AE - ED 
Área de ABCD = sen(a) 


. (AE + CE): DE 
& Area de ABCD = ——————— sS 


(CE + EA): (EB + DE) 
=> DD se 
2 
Ou seja: 


nla) 


i AC : BD 
Area de ABCD = sen(a) 


Na nossa questão, já temos as diagonais, precisamos do ângulo entre elas. Isso é fácil, pois 
uma das diagonais está sobre o eixo x , isto é, o coeficiente angular da outra reta nos fornece a 
tangente do ângulo entre as diagonais. 


Nesse caso, então, temos: tg(a) = -$ > sen(a) = Temos ainda: AC = 4 e BD = 6. Por 
fim: 
z 4:6 4 8 
Area de ABCD SC E E 


Observação: É bastante útil memorizar as expressões demonstradas na resolução dessa 
questão! 


Gabarito: “e”. 


32.(ITA/1997) 

Considere os pontos 4: (0,0),B:(2,0) e C: (0,3) 

Seja P: (x,y) o ponto de intersecção das bissetrizes internas do triângulo ABC. Então x + y é 
igual 


aj 12 
54/13 


Comentários 


Façamos inicialmente o diagrama para visualizar o triângulo AABC: 
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Note que a bissetriz de CÂB está sobre a reta x = y, pois ela faz um ângulo de — = 45º com 


o eixo x e passa por 4 = (0,0). Disso, temos que P é do tipo P = (x,x). Agora, vamos traçar as 
bissetrizes internas CE e AD, conforme a figura: 


Pelo Teorema da Bissetriz Interna, temos: 


CA CB 
AE EB 
Mas CA =3eCB=V(3-0)2+(0-— 2)? = 13. Ou seja: 
a ECA eo 
AE EB 3 
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Note ainda que AE + EB = AB = 2, logo, AE + AE = 2 5 4E = —*—. 
3 3+V13 


Observe a figura abaixo: 


O triângulo ACAE é semelhante ao triângulo ACGP pelo caso LLL. Disso, podemos escrever 


que: 
CG AC 3-x 3 6 
cp AO x 6 “vm 
3 + V13 
Por fim, temos que y + x = x + x = 2x = n 
Gabarito: “a”. 


33. (ITA/1995) 


Três pontos de coordenadas, respectivamente, (0,0), (b,2b) e (5b,0), com b > 0, são 
vértices de um retângulo. As coordenadas do quarto vértice são dadas por: 


a) (—b, —b) 
b) (2b, —b) 
c) (4b, —2b) 
d) (3b, —2b) 
e) (2b, —2b) 


Comentários 


Podemos resolver essa questão sem encontrar as retas que contém os pontos do retângulo. 
Inicialmente, veja a representação dos pontos no plano cartesiano: 
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Perceba que o quarto vértice deve estar localizado, necessariamente, no quarto quadrante. 
Assim, temos a seguinte figura: 

O bizu nessa questão é notar a 
simetria do retângulo. Conforme podemos 
ver pela figura ao lado, temos: 

k2 = Yp — Ya = Ya — Ya 
k= Xp = Xa = Xe = Xa 

Substituindo os valores, temos: 

kı > b — 0 = 5b — x4 > xq = 4b 


<. |D = (4b, —2b) 


unn 
C. 


Gabarito: 


34. (IME/2016) 

O lugar geométrico dos pontos em R? equidistantes às retas de equações 
4x+3y-—-2=0€e12x-16y+5=0 

é 

a)4x +28y+13=0 

bj8x=77=-13=0 

c)28x —4y -3 =0 

d) 56x? + 388y — 184x — 56y? — 16y +19 = 0 
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e) 112x? + 768xy — 376x — 112yº — 32y +39 = 0 
Comentários 


Seja P = (x,y). Queremos: 


pa -ZE o [Eta - [ro iérts 
V42 +32 122 + (—16)? 5 20 


Disso, temos duas possibilidades: 
12 possibilidade: 
4x +3y-2_ ELAN TE E T T, 
5 20 
22 possibilidade: 
4x +3y -2 12x — 16y +5 
= yo 


Uma forma de representar, com uma só equação, o conjunto de pontos pertencentes a duas 
retas é multiplicando as equações das retas. Nesse caso: 


(28y + 4x — 13)(28x — 4y — 3) = 0 6 112x? + 768xy — 376x — 11272 — 32y + 39 = 0 


Gabarito: “e”. 


S 28x -—-4y-3=0 


35. (IME/2013) 


Considere uma haste AB de comprimento 10 m. Seja um ponto P localizado nesta haste a 7 m 
da extremidade A. A posição inicial desta haste é horizontal sobre o semieixo x positivo, com 
a extremidade A localizada na origem do plano cartesiano. A haste se desloca de forma que a 
extremidade A percorra o eixo y, no sentido positivo, e a extremidade B percorra o eixo x, no 
sentido negativo, até que a extremidade B esteja sobre a origem do plano cartesiano. A 
equação do lugar geométrico, no primeiro quadrante, traçado pelo ponto P ao ocorrer o 
deslocamento descrito é 


a) 49x2 + 9y? — 280x + 120y — 441 = 0 
b) 49x2 — 406x — 49y? + 441 = 0 

c) 9x? + 49y? — 441 = 0 

d) 9x? + 9y? + 120y — 441 = 0 

e) 9x? — 49y? — 441 = 0 


) 
) 


Comentários 


Observe a figura: 
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Nela, podemos observar: 


YZ +x = 100; 


yp _ yY 10 
senp) ===); 
cos(B) == Xp = xp 


Assim, temos que: 
2 


10 2 (10 f A 
(Zv) + (5 x») = 100 & 9x6 + 49yp = 441 


unn 
c. 


Gabarito: 


36. (IME/2012) 


Considere uma reta r que passa pelo ponto P (2,3). A reta r intercepta a curva x? — 2xy — 
y? = 0 nos pontos A e B. 


Determine: 
a) o lugar geométrico definido pela curva; 
b) a(s) possível(is) equação(ões) da reta r, sabendo que PA - PB = 17. 
Comentários 
Item a: 
Observe a seguinte manipulação algébrica: 
x? — 2xy — y? = 0 & x? — 2xy +y? — y? -y =0 
Ou seja: 
(x — y)? — 2y? = 0 & (x — y — V2y)(x — y + V2y) = 0 
Do que temos: 


x—-(1+/2)y=0 


ficiente angular: aZ 
Coeficiente angular: m, TE 


Ou: 
x+(V2-1)y=0 


Coeficiente angular: m, = E 
1 


Ñ 


1 


1 
SOR Ue o 


Portanto, a curva define um par de retas perpendiculares. 


Item b: 
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Nesse item, é importante fazermos um desenho. Veja: 


y = (V2 — 1)z 


y = —(v2 + 1)x 


Primeiro, perceba que o ângulo entre a reta r e a reta y = (V2 — 1)x é æ 


Além disso, temos que PM é a distância do ponto P = (2,3) à reta y + (v2 + 1)x = 0, ou 
seja: 


m- 2(V2+1)+3 | 5+2v2 
124 (V2+1)| VY4+2v2 


Analogamente, temos que PN é a distância de P à reta y — (v2 — 1)x = 0, ou seja: 


-2(V2-1)+3 5 — 2V2 
PN = |- = 


Baar] Aa 


Precisamos fazer aparecer o produto PA - PB. Para isso, olhando a figura, perceba que: 


cos(a) = PA 
PN 
sen(a) = Ei 


Ou seja: 


(ai E PN PM-PN 
senta) costa PA PB PA-PB 
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Mas 
pm «ph = (E) (E) - (5 +2V2)(5- 2v2) _ 25-8 _ 17 
Vat 22) Wan) hatapa- VE 2 


Dessa forma 


sen(a) cos(a) = — E = = > 2sen(a) cos(a) = = 
< sen(2a) = = 


Estamos interessados apenas no valor de tga, pois com ele determinaremos os possíveis 
coeficientes angulares da reta s. Sendo assim, lembre-se, da trigonometria: 


sen(2a) = 2sen(a) cos(a) E 
1+cos(a) — 2cos(a) tala) 


Como sen(2a) = = temos que: 


Como dito anteriormente, o ângulo entre a reta r e a reta y = (V2 — 1)x é a. Sejam, o 
coeficiente angular de r. Da geometria analítica, temos as seguintes possibilidades: 


Possibilidade 1: 


= a es m, — (N2— 1) 
E vg E +m(N2-1) 
Que implica: 
=» m, — (V2 - 1) 
t(v2-1)= 1+m,(V2-1) 


Resolvendo para m,., temos: 
m,=1loum,=0 


PR Aula 14 — Geometria Analítica | 
www .estrategiavestibulares.com.br 


ser: 


Professor Victor So 
Aula 14: ITA/IME 2020 F 


Para m, = 1, obtemos a reta: 


1 So + 1 
: = >r: = 
r x-2 PT 


Para m, = 0 obtermos uma reta horizontal. Ou seja: 


ry=3 
Possibilidade 2: 
Mes (Ze) 
tg(a)=V2+1= me 
Que implica 
m, — (V2 - 1) 
1+m,;(N2- 1) 


Para a igualdade acima com —(v2 + 1), obtemos m, = —1. 


+(V2+1)= 


Earetar: 
y-3 

:—1 = —— iy =— 

r aa x+5 
Para (V2 + 1), temos: 
m, — (V2 - 1) —2vV2 
Dl > 0 = 1—1 
1+m,(V2- 1) 1+m,(V2-1) 


Ou seja, somente é satisfeita quando m, — œ, isto é, a reta r é vertical e, portanto, deve 


(v2 +1) = 


rix=2 
As possíveis retas r são: 
riy=x+1 
ry=3 
ry=-x+5 


rix=2 


Gabarito: Item a) um par de retas perpendiculares; tem b) r: y = x + 1 our:y = 3 our: = 
-x+5our:x=2. 
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6. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Vimos os conceitos iniciais da Geometria Analítica. Essa é a parte da matemática que junta 
Geometria Euclidiana com Álgebra e, por isso, para resolver as questões do ITA/IME e saber o que 
o problema pede, normalmente, teremos que esboçar o gráfico das equações envolvidas para poder 
extrair algumas informações. É importante que você tenha aprendido a trabalhar com as equações 
da reta, pois elas costumam cair com bastante frequência, principalmente, em questões envolvendo 
retas tangentes (tópico da próxima aula). Na próxima aula, estudaremos as equações das cônicas e 
o restante dos assuntos do edital do ITA/IME. 


Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões entre em contato pelo fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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INTRODUÇÃO 


Nesta aula, veremos as equações das principais cônicas e os seus elementos. Também, 
estudaremos a interpretação geométrica de um sistema de inequações. 


Um breve conceito de cálculo será abordado no último capítulo. Apesar de não ser necessário 
para resolver a maioria das questões de Matemática do ITA/IME, ela pode facilitar a resolução. 


Se você já é experiente no assunto, pule para a lista de exercícios e tente resolver todas as 
questões. Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões, entre em contato no fórum de dúvidas ou se 
preferir: 
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1. CÔNICAS 


Vamos iniciar o estudo das cônicas. Essas figuras são lugares geométricos obtidos pela 
intersecção de um plano com cones retos duplos opostos pelo vértice. Vejas as figuras abaixo: 


parábola circunferência elipse hipérbole 


Perceba que a elipse é formada pela intersecção de um plano inclinado em relação às bases 
dos cones. Se esse plano for paralelo às bases, obtemos a figura de uma circunferência, e esse é um 
caso particular de elipse. Se o plano for paralelo à geratriz de um dos cones, obtemos uma parábola 
(dessa forma não formamos uma elipse). Por fim, a hipérbole é obtida passando-se um plano 
paralelo ao eixo de simetria dos cones. Além desses, temos as cônicas degeneradas: um ponto 
(elipse degenerada), uma reta (parábola degenerada), para de retas (hipérbole degenerada) ou o 
conjunto vazio. 


Estudaremos a equação das principais cônicas. 


1.1. CIRCUNFERÊNCIA 


A circunferência é o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de um ponto fixo. 
Esse ponto é chamado de centro da circunferência. 


Seja À a circunferência de centro C (xo, Yo) e r o seu raio. Se P E À, então, pela definição 
desse L.G., temos 
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PELAS PC=r 


Sendo P(x,y) um ponto qualquer de À, podemos aplicar a fórmula da distância entre dois 
pontos: 


V- xo) +(y— yo) =r 


Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos a equação reduzida da circunferência: 


(x — xo) +(y— yo)? = 7º 


Desenvolvendo-se a equação reduzida, obtemos a equação geral da circunferência: 


x + y? — 2xox — 2yoy + (x + yê —-r?)=0 


Usando a equação da circunferência, podemos escrever duas equações de 
semicircunferências. Vamos tomar a circunferência centrada na origem. 


x +y? =r? 
Isolando y: 
y? =r? -x >y=+Ł r2 — y2 


Representando as curvas no gráfico, temos: 
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1.1.1. Posições relativas entre ponto e circunferência 


Dados um ponto P(x,,y1) e uma circunferência À: (x — xo)? + (y — yọ)? = r?, para saber a 
posição relativa do ponto em relação à ÀA, basta substituir as coordenadas de P na expressão 
(x — xo)? + (y — Yo)? e analisar o número encontrado com o raio ao quadrado. Desse modo: 

e (x1 — X0)? + (y1 — Yo)? < r? > Péinterior à A 
e (Mx) +01 -yY =r’? >PEA 
e (x4 — X0)? + (y1 — Yo)? > r? > P é exterior à À 

Exemplo: 

Seja a circunferência À: (x — 2)? + (y — 1)? = 9, qual a posição relativa do ponto P (0, 3) em 

relação à À? 

Substituindo as coordenadas de P na circunferência: 

(0-2)2+(3-1)2=4+4=8<9 


Assim, o ponto é interior à circunferência. 


1.1.2. Posições relativas entre retas e circunferência 


Dadas as equações de uma reta r:ax + by + c = 0 e de uma circunferência À: (x — xo)? + 
(y — Yo)? = r?, para saber a posição relativa da reta em relação à À, basta isolar uma das variáveis 
da reta (x ou y) na equação da circunferência e verificar o valor do discriminante da equação. 
Assim: 


e rNA=6SA<0(réexterior) 
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C) 
e rNnNîA={P} e A= 0 (r é tangente) 


e rn = {P,P} € A> 0 (ré secante) 


Exemplo: 
Qual a posição relativa da reta r:2x + y — 1 = 0 em relação à 4: (x — 1)? + y? = 9? 


Da reta r, temos y = 1 — 2x. Substituindo na equação de 4: 
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(x— 1)? + (1 — 2x)? = 9 > x? — 2x + 1 + 1-— 4x + 4x? =9 
> 5x? —6x—-7=0 
Analisando o discriminante dessa equação, temos: 
A=36-4:5:(-7)=176>0 


Portanto, temos duas soluções, logo, a reta intercepta a circunferência em dois pontos. 
Assim, r é secante à À. 


1.1.3. Posições relativas entre duas circunferências 


; Anci , 2 É e sê . 2 2—2 

Dadas as circunferências 44: (x — x1)? + (Y — y) = rf e l: x- x) + O -y E r3, 
para analisar a posição relativa entre as circunferências, devemos calcular a distância entre seus 
centros e fazer as seguintes comparações: 


Seja O, o centro da circunferência À, e O, o centro da circunferência À,. 


e 0103 =n +r (A, e À, são tangentes externamente) 


e 0,0, = |r; — r| (A e À são tangentes internamente) 


e Ir-n|<0,0,<rm+r, (1 e A, são secantes) 
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e 0,0, >n +r (as duas circunferências são externas uma à outra) 


(HO 


e 0,0, < Ir, — n| (uma das circunferências é interna à outra) 


Quando duas circunferências satisfazem a seguinte relação: 


0,02 = r + r2 (condição de ortogonalidade) 
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j 


Dizemos que as circunferências são ortogonais entre si. Note que os pontos de intersecção 
das circunferências formam retas tangentes que passam pelo centro das circunferências. 


1.2. PARÁBOLA 


A equação da parábola já nos é conhecida. Vamos entender melhor os elementos 
geométricos dessa figura. 


Dada uma reta d e um ponto F tal que F ¢ d, o lugar geométrico chamado de parábola é a 
figura formada por todos os pontos que equidistam de F e de d, isto é, se P é um ponto da parábola 


À, então 
PEA € dpr = dpa 


Observe a figura abaixo e veja as nomenclaturas dos principais elementos da parábola. 


Elementos da parábola 
F > foco 

V > vértice 

d > reta diretriz 


p > parâmetro 


Perceba que P,QeE 
parábola e PF = PP'eQF = 
QQ’. 


A distância do foco da 
parábola à reta diretriz é p e, 
por isso, temos 
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Memorize essa relação, pois as questões do ITA/IME podem cobrá-la. 


Outro ponto a se notar é que a reta que contém V e F é o eixo de simetria da parábola. Vamos 
deduzir a equação da parábola usando a definição desse lugar geométrico. 


Vamos considerar apenas os casos mais simples. 
Inicialmente, vamos deduzir a equação da figura acima. Ela é uma parábola com vértice na 


origem e possui eixo de simetria vertical. Assim, temos: 


= slo. 
V = (0,0) e F = (0,5) 
E a 

d:y = 7 

Pela definição do L.G., se P E€ À (parábola), então: 


P = (x,y) P = (xE) 


dpr = dpa = dpp 


) = e=[6+5+(-Dl6+5-(6-5] 


Essa é a equação reduzida da parábola, considerando que o ponto V é a origem do sistema e 
o seu eixo de simetria é vertical. 


Da mesma forma, podemos provar que se o eixo de simetria for horizontal e o vértice for a 
origem, encontramos 
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y? = 2px 
E se o vértice não estiver na origem? 


Se isso ocorrer, podemos transladar a origem até o vértice e escrever a equação em função 
no novo sistema x'0'y'.SeV = (xo, Yo) e lembrando que x’ = x — x,ey' = Y — Yo, então 


x? = 2py' > (x — x)? = 2p(y — yo) 
y? = 2px" = (Y — Yo)? = 2p(x — xo) 


A elipse é o lugar geométrico dos pontos P, pertencentes a um plano g, cuja soma das 
distâncias a dois pontos fixos, F, e F,, é constante. Chamamos esses pontos fixos de focos da elipse 
ou pontos focais e o ponto médio do segmento que liga esses focos é o centro da elipse. 


Assim, a definição da elipse é 


PF, + PF, = constante 


Essa figura possui um eixo maior e um eixo menor, esses são os eixos de simetria da elipse. 
O diagrama a seguir mostra os principais elementos da elipse. 
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F, e F, — pontos focais 


O — centro da elipse 


A,A, — eixo maior 
B,B, — eixo menor 
2b rar 
2c — distância focal 
2a — medida do eixo maior 


2b — medida do eixo menor 


1.3.1. Relação fundamental da elipse 


A constante resultante da soma PF, + PF, é a medida do eixo maior, isto é, 2a. Desse modo, 
temos: 


Como a elipse é simétrica em relação aos seus eixos, tomando-se o ponto B,, vemos que 
Bi, = Bi, 
Da definição da elipse: 
BF, + BF, = 2a > BF = B, F, =a 


Note que o eixo maior e o eixo menor são ortogonais entre si, logo, podemos aplicar o 
teorema de Pitágoras e obter a relação fundamental da elipse: 


Bı 
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1.3.2. Excentricidade da elipse 


A excentricidade da elipse, indicada por e, é um número real positivo dado pela razão entre 
a metade da distância focal e a metade da medida do eixo maior, ou seja, 


== 
a 


Note que e varia no intervalo entre 0 e 1, pois a > c > 0. 


Veja o que acontece com a elipse, variando-se os valores da excentricidade. 


excentricidade crescente E + 1 


q 
e>0 excentricidade decrescente 


Como podemos ver pela figura, quando e tende a 1, a elipse se aproxima de um segmento de 
reta. Por outro lado, quando e tende a zero, a elipse se aproxima de uma circunferência. Por que 
isso acontece? Quando a excentricidade tende a um dos extremos, temos que a semidistância focal 
c também tenderá ao mesmo valor, pois e é dada por c/a e, assim, 

c>0>5e50 
c>5a3e51 
Note que c tendendo a zero implica que os pontos focais tendem ao centro da elipse e, 


consequentemente, o eixo maior e o eixo menor tendem a medidas iguais. Como esses são os eixos 
de simetria da elipse, ela se aproxima de uma circunferência. 


Da mesma forma, c tendendo a a, implica que b tende a zero, pois da relação fundamental 
a? = b? + c2. Assim, a elipse se degenera num segmento de reta. 


Podemos entender a elipse como uma circunferência “achatada”. E quanto mais “achatada” 
for, maior será o número real e. 


1.3.3. Equação reduzida da elipse 


Vamos deduzir a equação da elipse usando sua definição. Aprenderemos aqui as equações 
das elipses com eixo maior vertical e com eixo maior horizontal. 
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Sejam os pontos focais F; (—c, 0) e F, (0, c). Sabemos que se P(x, y) é um ponto da elipse de 
focos F, e F,, então 


PF, + PF, = 2a 


Usando a fórmula de distância entre dois pontos: 


(x — o) + (y — 0)? + 4 (x — c}? + (y — 0} = 2a 
(x — (o) + (y —0)2=2a-V(x—c)2 + (y — 0)2 


Elevando ao quadrado os dois membros da equação: 


2 + 2cx +e + y = 4a? — Aaj x? — Rex +c? Hy? + 2x te +? 
4a x? — 2cx + c? + y? = 4a? — 4cx 
ajx? — 2cx + c? +y? = a? — cx 
a? (x? — 2cx + c? + y?) = at — 2a? cx re x 

a?’ x? =2a Tx + a?c? + a2y? = a*=2aºcx + c?x? 

(a? — c?)x? + a?y? = af — a?c? = a? (a? — c?) 
Usando a relação fundamental a? = b? + c?, temos a? — c? = b?, logo: 

b?x2 + a2y? = a?b? 
2 2 


Xo yY 


Dividindo os dois membros da equação por a?b?, encontramos a equação reduzida da elipse: 


+ =1 
a? b? 
Essa é a equação da elipse com centro na origem e eixo maior na horizontal. 


Perceba que se a = b, temos a equação reduzida da circunferência: 
2 2 
Xo yY 
a. a 
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Por isso, dizemos que a circunferência é um caso particular da elipse. 
Vejamos agora a equação da elipse com eixo maior na vertical. 
Usando a definição do lugar geométrico: 
PF, + PF, = 2a 
(x — 0} + (y — c)? + y (x — 0)? + (y — c} = 2a 


Procedendo de forma análoga ao caso anterior, 
encontramos 


Se o centro da elipse não estiver localizada na origem, podemos fazer artifício do sistema de 
eixos transladado: 


um] um - 


O E R r a ra (x = x0)? O= Yy) 
e t p O 


1 
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(x = Xo)? 4 (y = Yo)? — 


b? a? E 


Como saber se a elipse possui eixo maior (ou eixo focal) paralelo ao eixo x ou ao eixo y? 


Para saber isso, devemos observar a equação reduzida da elipse. Se o maior número estiver 
abaixo da variável x, então a elipse tem eixo paralelo ao eixo das abcissas. Se o maior número estiver 
abaixo da variável y, então o eixo maior é paralelo ao eixo das ordenadas. 

Veja dois exemplos: 

2 
xX yY 
1)— +— = 
) 16 9 
Nesse exemplo, perceba que a? = 16 e b? = 9, pois 16 > 9. Como 16 está abaixo de x?, 
essa elipse possui eixo focal paralelo ao eixo x. 
2 
y 
2) —+>— = 
) 9 16 


Aqui, temos b? = 9 e a? = 16. Como 16 está abaixo de y?, essa elipse possui eixo focal 
paralelo ao eixo y. 


2 


2 


1 


Lembre-se, na elipse, a? sempre será o maior número da equação reduzida. 
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A hipérbole é o lugar geométrico formado pelos pontos P do plano cujo módulo da diferença 
a dois pontos fixos, F; e F,, é uma constante. 


Veja na figura os elementos da hipérbole. 


O — centro da hipérbole 


F, e F, — pontos focais 
A,A, — eixo real ou eixo transversal 
B,B, — eixo imaginário ou eixo conjugado 
2c — distância focal 
2a — medida do eixo real 


2b — medida do eixo imaginário 


Perceba que, ao contrário da elipse, o valor 2a é menor do que a distância dos focos, 2c. 


1.4.1. Relação fundamental da hipérbole 


Sabendo que o eixo imaginário é perpendicular ao eixo real, temos que a relação fundamental 
da hipérbole é 
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1.4.2. Excentricidade da hipérbole 
Da mesma forma como a elipse, a hipérbole também possui excentricidade e ela é calculada 
pela mesma razão 


C 
e=— 
a 


Como c > a > 0, temos que e é um número real positivo maior que 1. 


1.4.3. Equação reduzida da hipérbole 


Vamos deduzir a equação da hipérbole. Inicialmente, consideremos uma hipérbole com eixo 
real na horizontal e centro na origem. 


Seja P(x,y) um ponto qualquer da hipérbole de focos F,(—c,0) e F,(c,0). Pela definição 
desse lugar geométrico, temos: 
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Usando a fórmula da distância entre dois pontos, podemos escrever: 


| (x- CO)+g-02-VG-9+0W-02|=2a 


Desenvolvendo a equação e simplificando: 


Je-Co)+0y-02-VG-7 70-07 = 2a 
[é - (—0)) + (y - 0} = 42a + /@-)+ 0-0} 


xZ + 2cx +2? + y = 4a? + 4aļx? — 2cx +c? +y? +x- 2cex +e? +y 
4cx — 4a? = +4a/x? — 2cx + c? + y? 
cx — a? = +ayïx? — 2cx + c? + y? 
c? x? — 2a?cx + at = a? (x? — 2cx + c? + y?) 
c?’ x?=2a°Tx + a! = a° x? =2a Tx + a?e? + a?y? 
(c? — a?) x? — a?y? = a?c? — at = @? (c? — a?) 


Usando a relação fundamental, temos c? — a? = b?, logo: 


Essa é a equação reduzida da elipse com eixo real na horizontal e centro na origem. 


Se o eixo real estiver na vertical, a equação passa a ser 
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2 


y X 
-T 


Se o centro da hipérbole não estiver na origem, basta usar o sistema de eixos transladados 
para encontrar a equação. Nesse caso, considerando como centro o ponto C (xo, Yo), temos: 


— 2 o 2 
fa xo)! e o) = Oy Yo) = 1|eixo real horizontal 
a b2 
O —Y0)) (x— xo) | 
2 ——————— = 1leixoreal vertical 
a b2 


1.4.4. Retas assíntotas 


À medida que os pontos da hipérbole se afastam dos focos, a hipérbole tende a tangenciar 
duas retas, essas retas são chamadas de retas assíntotas. 


Como fazemos para achar as retas assíntotas de uma hipérbole? Para isso, usamos a equação 
reduzida da hipérbole e igualamos a expressão do membro à esquerda a 0. 


Vejamos um exemplo. Seja a hipérbole de equação reduzida dada por: 


(x — xo)” o Y — Yo)? = 


a? b2 = 
Igualando a expressão da esquerda a 0, obtemos: 
(x — xo)? o (y — yo)? -0 


a? b? 
Agora, fatorando a diferença de quadrados, encontramos dois fatores: 
(x= x) O-Yy)||Œ-xd) O -yo) 
1—2 |U, =0 
a b a b 


Cada fator representa uma reta assíntota, portanto: 


(x= x) (Y-—Yo) 
ri -> = 
a b 
(x = xo) (Yo) 
s— + = 
a b 
Podemos ver pelo diagrama abaixo as retas assíntotas. 


0 eo pol 
do dis o Yo 
à oe seas 
o ds ad ao Yo 
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C(xo, Yo) T 


Note que as assíntotas passam pelo centro da hipérbole. Um outro modo de encontrar essas 
retas assíntotas é encontrar o coeficiente das retas assíntotas pela razão 


b 

a 
ob 
a 


E substituir os coeficientes na equação da reta 
Y — Yo = M(x — Xo) 
Vejamos um exemplo. 


Seja a hipérbole dada por 


x2 y? 

16 9 
Encontre as retas assíntotas dessa hipérbole. 
Pela equação dada, podemos ver que 


a =16>a=4 


b? =9>b=3 

Os coeficientes angulares das assíntotas são 
m = a = i 
“a 4 


O centro dessa hipérbole é o ponto (0, 0), logo, as assíntotas são dadas por 
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3 3 
r:y-0=7&-70>r:y=7* 


0 3 ( 0) 3 
sy-0=--(x-0)>s:y=-—-x 

4 4 ~o 

Outra forma de encontrar essas retas é igualando a expressão à esquerda a zero e fatorá-la: 


2 2 
Epa E Doom G-H Eo 


Retas assíntotas: 


dE eToro à 
4 3 4 
Ro qe sr 
A. 3 4 


1.5. RECONHECIMENTO DE UMA CÔNICA 


Estudamos a equação das cônicas que podem ser cobradas na prova, resta aprender a 
identificar cada uma delas. As questões, normalmente, darão a equação geral da cônica e, para saber 
qual figura ela representa, devemos fatorar e analisar a sua equação reduzida. Vamos usar os 
exemplos abaixo para isso. 


1) x — 10y? + 60y — 90 = 0 


O primeiro passo é fatorar a equação. Note que temos apenas um termo linear em x e dois 
termos em y. Vamos fatorar os termos na variável y: 


x — 10(y? — 6y)—- 90 = 0 
Agora, vamos completar a expressão quadrática y? — 6y somando e subtraindo 9: 
x— 10(y? -6y +9-9)-90=0 
x — 10[(y - 3} —- 9] -90 = 0 
x — 10(y — 3) +90 -90 = 0 


X 
pa — 2 
10 (y — 3) 


Essa é a equação de uma parábola da forma 


2p(x — xo) = (Y — Yo)? 
Assim, o parâmetro dessa parábola é 2p = 1/10 > p = 1/20 e seu centro é (0,3). 


2)x?—-10x+yº+4y+28=0 
Aqui temos duas expressões quadráticas nas variáveis x e y. Vamos fatorar cada uma delas. 
x? — 10x +25- 25 +y? +4y+4-44+28=0 
(x—-5)2+(y+2)—-25-4+28=0 
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Essa é a equação de uma circunferência, pois é da forma 


(x = xo)? + (y — Yy) =r? 
Seu raio é 1 e seu centro é (5, —2). 


3) 16x? — 32x + 9y? — 36y — 92 = 0 
Novamente, vamos iniciar pela fatoração. 
16(x? — 2x) + 9(y? — 4y) -92 = 0 
Completando os quadrados: 
16(x? — 2x +1 -— 1) + 9(y? — 4y +4- 4)-92=0 
16[(x— 1)? — 1] + 9[(y — 2)? — 4] - 92 = 0 
16(x — 1)2 — 16 + 9(y — 2)? — 36 - 92 = 0 
16(x — 1)2 + 9(y — 2)? = 144 
16(x — 1)? A gy —2) 


1 
144 144 
x — 1) — 2)? 
( ) Ros ) = 
9 16 


Encontramos a equação de uma elipse. Perceba que o maior número está abaixo da variável 
y, logo, ela possui eixo focal paralelo ao eixo y. Ela é da forma 


(x = x0)? O = yo)? = 
p tgp 
As variáveis são b? = 9 > |b = 3| e a? = 16 > [a = 4] e seu centro é (1,2). 


Da relação fundamental, encontramos a distância focal: 


a? = b? + c? > c? = a? — b? > c = V16 — 9 = V7 (semidistância focal) 


2c = 2V7 (distância focal) 


A excentricidade da elipse é 


1 


4) 5x? — 10x — 4y? — 495 = 0 
Fatorando a expressão do membro à esquerda: 
5(x? — 2x) — 4y? — 495 = 0 
5(x? — 2x + 1— 1) — 4y? — 495 = 0 


PR Aula 15 — Geometria Analítica II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 y 


5[(x = 1)? = 1] — 4y? — 495 = 0 
5(x — 1)? — 5 — 4y? — 495 = 0 
5(x — 1)? — 4y? = 500 
w= po. 
100 125 


Essa é a equação de uma hipérbole com eixo real paralelo ao eixo x, pois o termo que está 
subtraindo é y?. Ela é da forma 


(x = x0)? =" 4 
ao bom 
Temos a? = 100 > [a = 10)e b? = 125 > |b = 5V5| Seu centro é (1,0). 


Da relação fundamental: 


c? = @? + b? > c = V100 + 125 = V225 > [|c = 15| 


A excentricidade dessa hipérbole é 


1.6. PROBLEMAS DE TANGÊNCIA COM CÔNICAS 


Com o que aprendemos até aqui, já conseguimos resolver diversos problemas de Geometria 
Analítica. Uma questão muito recorrente nas provas do ITA/IME é sobre reta tangente às cônicas. 
Para resolver esse problema, devemos nos lembrar que, se a reta é tangente, o ponto de intersecção 
dela com a cônica é apenas um ponto. Dessa forma, vejamos como procedemos com um exemplo. 


Seja a equação de cônica dada por åA: x? + y? = 1. Determine a equação da reta tangente à 


. a v2 V2 
circunferência no ponto P (2,5) 


Resolução: 


Dado que temos o ponto da reta tangente, podemos escrever a seguinte relação para a 
equação da reta tangente r: 


Y — Yo = M(X — Xo) > y = Mx + Yo — MXo 
Substituindo as coordenadas do ponto P na reta: 


V2 mv2 V2 
ea o >|r:y =mx+ (Um) 


Agora, temos as seguintes equações: 
à:x? +y? =1 
V2 
riy =mx + Um) 
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Fazendo a intersecção de r com 4, devemos encontrar apenas um ponto. Desse modo: 
2 


V2 
x? + mx +- -m) =1 


Desenvolvendo e simplificando, encontramos: 


m? -2m-—1 
(1 +m?)x? + V2(1 - mmx +—— ~ =0 


Essa é uma equação do segundo grau em x, para termos apenas uma solução, devemos ter 
A = 0, logo: 


A= (v20 - mm) —4-(1+m?).- (=A 


2 
Fazendo as contas e simplificando, obtemos: 
(m+1)} =0 >m = -1 


Substituindo esse valor na equação da reta: 


E E 242 
o 


Portanto, a equação da reta tangente à circunferência no ponto P (=, E 


o: 


A 


Você deve ter notado que o problema de tangência acima se resumiu em encontrar o valor 
do coeficiente angular m da reta. Há um método mais fácil de encontrá-la, nesse usaremos um 
pouco de cálculo. Dado que temos um ponto da circunferência e queremos a reta tangente a ela 
nesse ponto, podemos calcular o coeficiente angular derivando-se a equação da circunferência 
(também funciona para qualquer equação de cônica, não apenas a circunferência), assim, 
analisemos a equação: 

x? +y2=1 
Nessa equação, temos duas variáveis (x e y), podemos derivá-la em relação à x. 
dx? E dy? d(1) 
dx dx dx 

Para o primeiro termo, temos: 

dx? A 
— Z X 
dx 
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Para o segundo termo, temos uma função em y e queremos derivá-la em relação à x. 
Podemos de maneira simplificada, proceder da seguinte maneira: 


dy? dy? dy, f 
dx dy dy 27 
2y X 


*À princípio o método acima é informal, mas para a prova, faça desse modo. 
E, por fim, a derivada de uma constante é zero, logo: 


a(1) 
E O 


xX 


y’ é o coeficiente angular que procuramos e (x,y) é a coordenada do ponto da 
circunferência. Substituindo os valores, encontramos: 


Assim, obtemos: 


E esse é o mesmo resultado que encontramos sem o uso do cálculo. 
Dado que qualquer cônica possui como equação geral: 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx +Ey+F=0 


Um bizu para aplicar a derivada nessa equação é decorar as seguintes derivadas: 


MÃO A2 
TED E By tay’) 
d(D 
d(E 
d(F 
m=i 


A maioria das questões do ITA/IME podem ser resolvidas sem o uso de cálculo, por isso, não 
é obrigatório que você aprenda esse assunto. Mas essa ferramenta pode facilitar a resolução de 
algumas questões. No último capítulo dessa aula, você encontrará uma breve introdução ao cálculo. 
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2. CÔNICAS ROTACIONADAS 


Vimos, no capítulo anterior, apenas a equação das cônicas com eixos paralelos aos eixos 
cartesianos. Esse é o caso mais comum que pode cair nas questões do ITA/IME. Mas além desses, 
podemos encontrar questões sobre cônicas rotacionadas. Vamos aprender a resolver problemas 


desse tipo. 


Toda cônica possui uma equação geral da forma 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx +Ey+F=0 
Onde A, B,C, D,E e F são constantes reais. 
As equações das cônicas que estudamos até aqui possuíam o coeficiente B = 0 e, por isso, 
bastava completar os quadrados para encontrar a equação reduzida e identificar o lugar geométrico. 
Mas se B + 0, temos cônicas de eixos não paralelos aos eixos coordenados e não podemos usar o 


método de completar quadrados para fatorar a equação da cônica. Para resolver esse problema, 
podemos fazer uso de um sistema coordenado rotacionado. 


2.1. SISTEMA COORDENADO ROTACIONADO 


Seja P (xo, Yo) um ponto qualquer do plano representado pelo sistema cartesiano ortogonal 
x0y. Vamos rotacionar esse sistema de um ângulo 8 no sentido anti-horário e obter uma relação 
entre as coordenadas do novo XOY e do antigo sistema x0y. Observe a figura abaixo. 


Yo: cos 


Xo sen 


Note que (Xo, Yo) é a coordenada de P no sistema rotacionado. 
Do diagrama, podemos escrever as seguintes relações: 


Xo : cos 0 = Xo + Yo : sen 0 
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Yo = Xo: sen 0 + Yo : cos 0 
Isolando as coordenadas xo e Yo, obtemos: 

E = Xo : cos 0 — Yp : sen 0 

Yo = Xo : sen 0 + Yo : cos 0 


Assim, dado um ponto P(x,y) no plano cartesiano, se quisermos rotacionar o sistema de 
eixos do plano de um ângulo O no sentido anti-horário e obter as coordenadas de P no novo sistema, 
basta fazer as seguintes transformações: 


COR 
y = X -sen +Y :cos0 


Podemos representar essa transformação usando matrizes: 
(5) — or — sen 2) (1) 
y sen 0 cos 0 Y 


Multiplicando a equação acima pela inversa da matriz (c25 Sena 
sen cos 


Gilda coso) (y) 


2.2. RESOLUÇÃO DE CÔNICAS ROTACIONADAS 


Agora que aprendemos como rotacionar o sistema de eixos coordenados, podemos proceder 
à resolução das questões de cônicas rotacionadas. Tomemos o caso geral, onde B + 0. 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx +Ey+F=0 
Como B 0, não podemos simplesmente completar os quadrados para encontrar a equação 
reduzida. Nesse caso, devemos fazer as transformações 


E 
y = X -sen +Y :cos0 


| obtemos: 


E encontrar um 6 que zere o termo xy. Essa transformação rotacionará o sistema de eixos 
coordenados de um ângulo 0 no sentido anti-horário de tal forma que a figura fique na forma de 
equação reduzida no novo sistema de eixos coordenados. 


Assim, transformando as coordenadas, obtemos: 
A(X -cos08—-Y-.sen0)2 + B(X -cos0 — Y - sen 0)(X - sen0 +Y - cos6) 
+ C(X - sen +Y : cos 0)? + D(X -cos 0 —Y - sen) + E(X -sen0+Y-cos0) +F=0 
Fazendo as contas e simplificando, encontramos a seguinte equação: 

Bsen(20) 
2 
Bsen(20) 
2 


00526 + + Csenêo| X? + (Dcos0 + Esen0)X 


+ Asento + + Ccos?g] Y? + (—Dsen0 + Ecos6)Y 
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+(C — A)sen(20) + Bcos(20)|XY +F = 0 
Queremos zerar o termo XY, logo, devemos ter 
(C — A)sen(20) + Bcos(20) = 0 


cos(20) A-C 
cotels sen(20) -B 


B 
te(20) “Toi 


Essa é a condição que o ângulo deve satisfazer para zerar o termo misto XY. 


Se A + C, podemos escrever 


Vejamos um exemplo para praticar. 
1) Determine o lugar geométrico definido pela equação 
4x? — 8xy + 4y? — 9V2x + 7V2y +16 = 0 
Perceba que temos o termo misto xy na equação. Na notação da equação geral, temos 
A=4,B=-8,C=4 
Como A = C, para zerar o termo misto, devemos usar a seguinte relação 


A-C 
cotg(20) = E a 


Substituindo os valores: 
4—4 
cotg(20) = A = 0 > 20 = 90° > 0 = 45° 


Dessa forma, temos que rotacionar o sistema de um ângulo de 45°. Usando a seguinte 
transformação 


V2 
x = X » cos 45° — Y - sen 45° tac Zar 
E TE V2 
y = +Y) 


Encontramos 


ža- p| - [Z a- n [Zaro] Zen] -va e- n| 


enatga+n|+16=0 


Fazendo as contas e simplificando, obtemos: 


X—4 
= (+? 
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Essa é a equação de uma parábola com eixo de simetria na horizontal e vértice (4, —1), 
rotacionada de 45º. O parâmetro dessa parábola é 


1 


2 e = 
ds: Ea 


O esboço dessa parábola é representado pela seguinte figura: 


ATENÇÃO 
* DECORE! 


Uma equação que pode ser cobrada nas provas do ITA/IME é da seguinte hipérbole 
rotacionada: 


xy =k,k ER 


Essa hipérbole possui como retas assíntotas os próprios eixos coordenados. 
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Decore essa equação, pois caso ela seja cobrada, você ganhará tempo na prova! 


2.3. CLASSIFICAÇÃO DAS CÔNICAS PELO DISCRIMINANTE 


Dada uma equação geral de cônica da forma 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx +Ey+F=0 


Podemos classificar as cônicas pelo número B? — 4AC, esse é conhecido como o 
discriminante da equação da cônica. 


Veja a tabela abaixo as classificações. 


Classificação das cônicas 


| B? -4AC>0 Hipérbole | 
B? -44AC<0€e AC Elipse 
| B? -4AC<0€eA4A=C Circunferência | 


B? -4AC=0 Parábola 


Nos casos em que a equação geral possui B = 0, podemos fatorar a equação geral para 
encontrar a equação reduzida pelo método de completar quadrados, fazendo isso, os termos que 
multiplicam x? e y2, isto é, A e C, respectivamente, são colocados em evidência, e esses são os 
termos que determinam a equação reduzida da cônica. Veja para cada caso de cônica. 
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Parábola: a parábola possui apenas um termo elevado ao quadrado e, por isso, um dos 
números 4 ou C deve ser zero. Multiplicando-os encontramos sempre AC = 0. 


Elipse: No caso da elipse, a equação reduzida é da forma 


=x) O- 
Ca tpe T 
Assim, os termos A e C da equação geral da elipse são necessariamente positivos e, portanto, 
o produto deles sempre deve resultar em um número positivo, ou seja, AC > 0. 


Circunferência: Esse é um caso particular de elipse e, nesse caso, temos da sua equação geral 
A = C. Para ser elipse, sabemos que devemos ter AC > 0. 


Hipérbole: Aqui, diferentemente da elipse, os termos quadráticos são subtraídos e, por isso, 
A e C da sua equação geral devem ter sinais opostos. Desse modo, o produto AC < 0. 


Com os casos acima, vemos que para o caso onde B = 0, podemos classificar as cônicas pelo 
produto AC. Mas como fazemos a classificação se B + 0? Aí entra o discriminante da equação da 
cônica. Fazendo uma rotação de sistema usando as transformações 


ER 
y = X -sen +Y :cos0 


Podemos reescrever Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 sem o termo misto xy: 
A'X? +C'Y? +D'X+E'Y+F'=0 
Fazendo as contas, podemos provar que 
B? — 44C = —4A'C' 


Sabemos como classificar a cônica pelo produto 4'C'. Como B? — 4AC possui sinal oposto ao 
de A'C', temos o resultado da tabela apresentada nesse tópico. 


Tomemos o exemplo do tópico anterior para verificar por esse método a classificação da 
cônica. 
4x? — 8xy + 4y? — 92x + 7N2y +16 = 0 


Nessa equação, temos A = 4,B = —8 e C = 4. Calculando o discriminante da cônica, 
obtemos: 


B2-4AC=(-8)2-4.4.4=64-64=0 
< B? —4AC =0 


Portanto, como B? — 4AC = 0, temos que a equação representa uma parábola, o que condiz 
com o resultado que verificamos rotacionando-se o sistema. 


HORA DE 


PRATICAR! 


PERRE 


: 1. Determine o raio e o centro das circunferências abaixo: 
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| a) x? — 2x +y? +4y+1=0 
| b) x? +6x +y? +10y +24=0 
| Resolução: 


' Aqui, podemos escrever as equações gerais na forma reduzida para encontrar os dados 
| pedidos. 


a) Completando os quadrados: 
| x —-2x+1-1+y2+4y4+4-44+1=0 
(x-1)2+(y+2)2=4 
2=4»r=2 
>C = (1,-2) 
| b) Completando os quadrados: 
| x? +6x+9-9+7y2+1074+25-25+24=0 
(x+3)2+(y+5) = 10 
2 = 10 >r = V10 
| > C=(-3,-5) 
| Gabarito: a) C = (1,—2)er = 2 b) C = (-3,—5)e r = V10 


| 2. Determine as equações das seguintes circunferências, sabendo que C é o centro er é o 
| raio: | 


| a) C(—1,2) er = v3 
b) C(0,5)er=5 
| Resolução: 


| Conhecendo-se o centro C(xo,Yo) e o raio r, podemos usar a equação reduzida da | 
| circunferência: | 


| (x = xo)? + (p=) =r? 
a) (x- (=D) + O- 2} = V37 

| (x +1} +0-2}=3 

| b) (œ — 0)? + (y — 5)? = 5? 

| x +(y-5) =25 

| Gabarito: a) (x + 1)? +  — 2)? =3 b) x? + (y - 5)? =25 


| 3. Determine as equações das retas que passam pelo ponto P(0, —4) e são tangentes à 
circunferência A: (x + 2)? + y? = 9. | 


| Resolução: 
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A reta que passa pelo ponto P é 
Y-Y = m(x- x) >y+4=mx>t:y=mx-—4 


| A reta é tangente à circunferência, então, substituindo-a na equação da circunferência, | 
| devemos encontrar apenas uma solução, isto é, A = 0. 


A: (x +2} +y? =9 > å:x? +4x+y?—-5=0 
Substituindo y = mx — 4 na equação acima: 
x? + 4x + (mx — 4} -5=0 
x? + 4x +mlx? —8mx +11 =0 
(m? + 1)x? +4(1—2m)x+11=0 
Encontramos uma equação do segundo grau em x, fazendo A = 0, temos: 
A=16-(1-2m)? — 4: (m? +1)-11=0 
4. (1— 2m)? — 11: (m? +1) =0 
4(4m? — 4m + 1) — 11(m? +1) = 0 
16m? — 16m + 4 — 11m? — 11 =0 
5m? — 16m -7=0 


8+v99 8-v99 
= em, = 
5 5 
Portanto, as equações das tangentes são: 


mı 


ti: y = (E — 4 
| tiy = (x-4 
| Gabarito: t4: y = (=) -4 t:y= (O) —4 


| 4. Determine a posição relativa entre as circunferências abaixo sem esboçar o gráfico: 
| a) (x - 2)? + (y - 3} = 1e x? + (y +2} = 
| b) x? + 2x + y? — 2y = 0e (x — 2)? + (y +2} =8 
| Resolução: 
| a) Os centros e os raios das circunferências são: 
| pense) sq 
x? + (y +2} =1 >G, = (0,-2) >r =1 
A soma dos raios resultar, + r = 2 e a diferença |r; — r| = 0. 


A distância entre os centros é 


dec =V(2-0)2+(3+2)2=v4+2 =/29>2=n +r 
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! Como a distância entre os centros é maior que a soma dos raios, temos que as 
! circunferências são externas uma à outra. 


| b) Fatorando a primeira equação, obtemos: 
| œ +1} +0-1}=2 
| Os centros e os raios das circunferências são: | 
(+1)2+y-1)2=2>5G=(-LD>r=v2 
(x - 2} + + 2}? =8 > C, = (2, -2) > r, = 2V2 
A soma e a diferença dos raios é 
ri +n = 3V2 
In-nl= v2 
A distância entre os centros é 
dec = (1 - 2} + (1 +2} = V9+9 = 3⁄2 =r, +r, 
Portanto, as circunferências são tangentes. 


| Gabarito: a) externas b) tangentes 


|5. Determine a equação da elipse de excentricidade 1/2, sabendo que seus focos são | 
F(-2,0) e F,(2,0). 


Resolução: 


Do enunciado, temos das coordenadas dos focos: 


c=2 
A excentricidade é e = 1/2. Assim: 
e=|Í5l=15a=4 
a a 2 


O centro da elipse é o ponto médio do segmento F,F,, como F; e F, são simétricos em | 
| relação à origem e estão localizados no eixo x, temos como centro a origem. | 


Pela relação fundamental da elipse, temos: 
| 


a? = b? + c? > 4? = b? + 2? > b = V16 — 4 = 3V2 
| 


| Como o eixo focal é horizontal, temos que o eixo maior está abaixo da variável x, logo, a | 
Equsçso reduzida é 


| 2 2 
' Gabarito: a] 
| 16 12 


| 6. Determine o parâmetro da seguinte parábola: 
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8x—-y2+6y-17=0 


| Resolução: 
| Fatorando a equação para obter a forma reduzida: 
8x—(y2-6y+17)=0 
8x—[(y-3)2-9]-17=0 
8x — (y - 3} -8 =0 
8(x— 1) = Q - 3)? 
Lembrando que a equação reduzida da parábola é 


2p(x — xo) = (Y — yo)? 


Portanto: 
| 2p=8>p=4 
| Gabarito: p = 4 


| 7. Sabendo que a excentricidade da hipérbole é 5/3 e seus focos são os pontos F,(0,5) e | 
Fo (0, —5), determine a sua equação reduzida e encontre as equações das retas assíntotas. | 


' Resolução: 


Os focos estão localizados no eixo y, logo, seu eixo focal é vertical. Das coordenadas dos | 
| focos, temos c = 5. | 


Da excentricidade: 


c 5 5 
e=->-=->4=3 
a a 3 
Usando a relação fundamental da hipérbole: 
c? = Q@ +b? > 5? =3? +b? >b=4 
| Como os focos são simétricos em relação à origem, temos como centro a própria origem. | 
' Portanto, a equação reduzida é: 


| Gabarito: x — zZ =1 

| 8. Classifique as seguintes equações de cônicas: 
| ajxy=1 

| b) 57x? — 14V3xy + 43y? — 576 = 0 

| c) 6x? + 4V3xy + 2y? — 9x + 9V3y — 63 = 0 
| Resolução: 


Vamos usar o método do discriminante da cônica. 
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| a) Temos A = 0,B = 1e C = 0, logo: 
| B2-44AC=12-4.0:0=1>0 
A equação é uma hipérbole. 


| b) Temos 4 = 57,B = —14V3 e C = 43 logo: 


B? — 44C = (143) —4.57-43=-9216<0 
| Como A + C, temos que a equação representa uma elipse. 
JA=6B=43eC=2 
| B2 — 44C = (4V3) -4-6-2=0 
Como o discriminante é nulo, temos uma parábola. 


| Gabarito: a) hipérbole b) elipse c) parábola 


| 9. Determine a excentricidade da cônica dada pela equação 
| 57x? — 14/3xy + 43y? — 576 = 0 
| Resolução: 


Note a presença do termo misto xy, assim, devemos rotacionar o sistema de um ângulo 6 | 
| para zerar o termo misto. Esse ângulo deve satisfazer a seguinte relação: 


cotg(20) = = 
Da equação, temos 4 = 57, B = —14vV3 e C = 43, substituindo na relação acima: 
> tg(20) = —V3 


57-43 _ 14 _ 1 
-14/3 —143 v3 
TT 


20 =Z >09 =} 
3 3 


cotg(20) = 


Agora, devemos transformar as coordenadas para o novo sistema. Para isso, podemos usar | 
| a matriz de rotação: | 


H E cos (E — sen (=) o 
Vla s JO 
> 
y=Ex+iy 


Substituindo na equação: 
57 (x — Ey) — 1443 (Ex! — Zy!) (Ea + =) +43 (Ea + Ly) — 576 =0 


Fazendo as contas e simplificando, obtemos: 
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Essa é a equação de uma elipse, com a = 4 e b = 3. Usando a relação fundamental: 
a? = b? + c? >c = V16 -9 = V7 


Portanto, a excentricidade é | 


| Gabarito: e = = 


eee mms seem: e | 


3. INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DAS INEQUAÇÕES 


Estudamos inequações em aulas passadas, veremos aqui a interpretação geométrica das 
inequações. 


3.1. INEQUAÇÕES LINEARES 


Sabemos da Geometria Plana que uma reta divide o plano em dois semiplanos. Assim, a 
inequação ax + by + c > 0 representa um semiplano. Vamos aprender a identificá-lo. 


Tomemos a inequação x + y + 1 > 0, o que ela representa no plano cartesiano? 


Para saber isso, podemos esboçar o gráfico da equação x +y + 1 = 0: 


Perceba que a reta x + y + 1 = 0 divide o plano nos semiplanos a e f. Para saber qual a 
região da inequação x + y + 1 > 0, podemos testar a veracidade da inequação com um ponto 
qualquer. Vamos testar o ponto P(0,0). 


P(06,0)>0+0+1=1>0 (verdadeiro) 
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Como a inequação é verdadeira para P (0, 0), temos que P E x + y + 1 > 0. O ponto P está 
localizado na região « e, portanto, x + y + 1 > 0 éa região æ. 


OO FIQUE 
va ATENTO! 


Os pontos da reta x + y + 1 = 0 não fazem parte do plano «a, pois a inequação não possui o 
símbolo de igualdade! 


Vejamos outro exemplo. 
Qual a região da inequação x + y < 0? 


Nesse caso, note que x + y < O é igual à união da região x + y < 0 e da reta x + y = 0. 
Além do método que aprendemos, podemos analisar o gráfico de outro modo. Vamos isolar y da 
inequação: 


y S -x 


Representemos y = —x no gráfico: 


Agora, vamos testar os valores de x na inequação: 
x=1>y<-—1 

x=0>y<0 
x=-15y<1 
X=-"25y<2 


Representando essas coordenadas no plano, temos: 
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Perceba que qualquer x que tomarmos, o intervalo resultante será todos os pontos abaixo 
da reta. Desse modo, a inequação representa o semiplano formado pelos pontos abaixo da reta e 
os pontos da reta. 


3.1.1. Sistema de inequações lineares 


Um sistema de inequações lineares representa a região do plano delimitada pela região 
comum a cada inequação linear do sistema. Considere o sistema abaixo. 
f x+y>0 
—2x +3y+1<0 
Vamos esboçar a região delimitada pelo sistema. Inicialmente, devemos desenhar a região 
de cada inequação conforme acabamos de aprender e, por fim, fazemos a intersecção dessas 
regiões. 
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Começaremos por x + y > 0, isolando y, temos y > —x. Essa inequação representa a região 
do plano acima da reta y = —x (perceba que a reta está em pontilhado para indicar que ela não faz 
parte do semiplano). 


O próximo passo é esboçar —2x + 3y + 1 < 0, isolando y: 


Ani 
PS a 


: E , 2 1 
Essa inequação representa todos os pontos abaixo da reta y = GX— 


Note que temos uma região comum às duas inequações. Essa é a solução do sistema. 
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3.2. INEQUAÇÕES QUADRÁTICAS 


Da mesma forma como fizemos com as inequações lineares (retas), vamos analisar 
inequações quadráticas. 
3.2.1. Circunferência 


Para analisar as inequações de circunferências, podemos usar o que aprendemos no tópico 
posição relativa entre ponto e circunferência. Assim, temos: 


=)" =p =)" re 
> todos os pontos dentro da circunferência 
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(x = x)? =P = 
> pontos da circunferência 


(x = xo)? — Y — Yo)? > r?” 
> pontos fora da circunferência 


3.2.2. Elipse 


Como a circunferência é um caso particular da elipse, as inequações envolvendo elipse serão 
análogas aos casos da circunferência. 


(x — xo)? (y — yo)” 
E 


> região interna da elipse 


1 
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(x — x9)? Y — Yo)? 
Co Pq PS 


> região externa da elipse 


3.2.3. Parábola 


Para a parábola, temos a região interna e a região externa. 


Y — Yo > 2p(x — xo)? 
> região interna à parábola 


Y — Yo <2p(x — xo)? 
> região externa à parábola 
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3.2.4. Hipérbole 


Para a hipérbole, temos duas regiões definidas por cada curva e uma região entre as curvas. 


(x — xo)” = Yo)? 
Ca A 


> região entre as curvas 


1 


(x — xo)? (y — Yo)? 
Em - 


> duas regiões delimitadas pelas curvas 


1 


ESTACAI 


NA PROVA! 


(ITA/2004) Determine os valores reais do parâmetro a para os quais existe um número real 
x satisfazendo V1 — x? > a — x. 


Resolução: 


À primeira vista, esse problema aparenta ser um problema puramente algébrico. Mas 
podemos resolver a questão usando a Geometria Analítica. Observemos as expressões envolvidas e 
façamos y = V1 — x? ey =a-x. 


Note que y = V1 — x? representa, no plano cartesiano, uma semicircunferência de raio 1 e 
y=a-x é uma reta de coeficiente angular —1 e coeficiente linear a (parâmetro). Veja como o 
esboço do gráfico pode simplificar a resolução da questão. 


Inicialmente, desenhamos o esquema da semicircunferência. 
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Agora, desenhamos a reta. Como a é um parâmetro, a reta y = a — x pode transladar ao 
longo do eixo x desse modo: 


A questão pede os valores do parâmetro real a para que a inequação v1 — x? > a — x tenha 
solução real. Pelo gráfico acima, podemos ver que enquanto houver pontos da semicircunferência 
acima da reta y = a — x, teremos alguma solução real: 
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A curva em vermelho indica as soluções reais da inequação V1 — x? > a — x. Aumentando- 
se o valor de a, a reta translada para a direita. Assim, o problema se resume a encontrar o limite 
superior de a para que exista algum ponto da semicircunferência que ainda esteja acima da reta. 
Isso ocorrerá quando a reta tangenciar a semicircunferência no seu lado direito. 


Note pela figura ao lado que ABC é 
um triângulo retângulo. Podemos encontrar 
o valor dos seus ângulos internos. Da reta 
riy=a-x, temos como coeficiente 
angular m, = —1. AC é perpendicular a 
essa reta, logo, o coeficiente da reta que 
contém AC é 


1 1 


mc = -— =-—=1 
AC m, TI 


Sendo O o ângulo da reta 
perpendicular, temos 
mac = tg0 = 1 > 0 = 45° 


Sabendo que AC é o raio da 
semicircunferência, temos 


o AC Ah AC 
=.——. 5 = 
i AB cos 0 


Portanto, temos o seguinte esquema 
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A equação der é 


Triy=-x+a 
Como (2,0) é ponto da reta, temos 
y=0>0=-2+0>24=42 


Esse é o maior valor que a pode 


assumir para V1 — x? > a — x ter alguma 
solução real em x. 


Portanto, para a < V2, a inequação 
possui solução real. 


HORA DE 


PRATICAR! 


o | 


| 10. Calcule a área delimitada pelo seguinte sistema de inequações abaixo: 
| (x-y+2>0 

ia) x<0 

| yz0 


Resolução: 


| a) Nesse sistema, perceba que x < 0 e y > 0 representam os pontos do segundo quadrante. | 
| Assim, vamos analisar a primeira inequação. | 


x—-y+2205y<x+2 


| Para essa inequação, temos como reta y = x + 2. Essa reta possui coeficiente angular | 
i m = 1, então, o ângulo que essa reta forma com o eixo x é 45º e ela cruza o eixo y no ponto | 
| 2. A inequação pede todos os pontos abaixo dessa reta (pois a desigualdade é <), fazendo a | 
| intersecção das regiões definidas pelas três inequações, encontramos a seguinte figura: 
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| b) Da primeira inequação, temos x? + y? < 4. Ela representa um círculo de raio 2 centrado na 


| origem. 


eixo das abcissas. Assim, temos um semicírculo. 
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Essa figura é um triângulo retângulo isósceles de base e altura igual a 2. Dessa forma, a | 
área é dada por: 


A inequação y > O pede todos os pontos do primeiro e segundo quadrantes incluindo o | 
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A segunda inequação é um semiplano dividido pela reta y = —x, queremos os pontos y > 
| =x, logo, são os pontos acima dessa reta. Dessa forma, temos a seguinte figura: 


Essa região é um setor circular com ângulo central 135°. Vamos calcular a área do círculo: | 
Se = T: 2? = 40 
Perceba que a região é a soma de um setor circular de 90° com um setor circular de 45°, 
| o setor circular de 90° é 1/4 da área do círculo: 
S= = =T 
A área do setor circular de 45º é metade da área de $,, logo: 


| Si E | 
| gs 2 2 | 
Portanto, a área pedida é 
EEE 
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4. NOÇÕES ELEMENTARES DE CÁLCULO 


Vamos dar uma breve noção de Cálculo Diferencial e Integral. No primeiro ano do ensino 
superior, você verá toda demonstração e todo rigor das notações do Cálculo. Aqui, daremos apenas 
as informações necessárias para que você acumule mais uma ferramenta no seu arsenal de 
conhecimento. 


Para isso, relembre alguns conceitos de funções da matemática. Dizemos que uma função é 
bijetora quando ela é injetora e sobrejetora. Conhecer bem todas as propriedades e saber trabalhar 
com funções é fundamental para compreender essa matéria. 


O primeiro tema do Cálculo que iremos abordar é o conceito de Limite. 


Dada a função f(x) definida para x E I — fa), onde I é um intervalo aberto que contém o 
número real a. Chamamos de L o limite de f (x) quando x tende a a, escrevemos lim f(x) = L, se 
x>a 


para todo £ > 0, existir ô > 0 tal que se 0 < |x — a| < 8, então |f (x) — L| < €. 
Exemplo 1: f(x) = x2, lim f(x) =8. 
XxX 


Figura 1: Gráfico da função x? utilizada no exemplo 1. 


Exemplo 2: f(x) = n lim f(x) =? 
gi x>a 
x” — a” (x — a) (xt +x" 2a + + at) 


lim f (x) = lim ———— = lim |-> SSIS 
lim f ( ) x>a x” — qm x>a (x = a) (x™-1 + xm-2g ++ a™-1) 
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Note que x" 1 +x"2a+--+a”-1 tem ntermose x" 1 + x™2a +- +a™t tem m 
termos, então: 


n 
lim f(x) =—- arm 
x>a m 
Algumas propriedades do limite: 
e P1) Unicidade do limite: se lim f(x) = L, e lim f(x) = L,, então L4 = L3. 
x>a x>a 
Caso lim f(x) = Lı (x > a” significa x tendendo a a pela esquerda) e 
x>a 
lim, f(x) = Lo (x > a* significa x tendendo a a pela direita), com L4 # L,, dizemos 
xa 


que não existe o limite de f(x) quando x tende a a. Exemplo: 


Figura 2: Exemplo de função na qual o limite não existe quando x tende a a. Entretanto, f (a) existe e é igual a L}. 
e P2) Limite de uma função constante: se f(x) = c definida dos reais nos reais, então 
lim c =c. 
x>a 
e P3)sek E Re lim f(x) = L (f: R > R), então lim[k - f(x)] = k- lim f(x) = k: L. 
x>a x>a x>a 
e P4)se lim f(x) = Le lim g(x) = M, então lim (f + g)(x) =L M. 
x>a x>a x>a 
e P5)se lim f(x) = L e lim g(x) = M, então lim (f - g)(x) =L- M. 
x>a x>a x>a 
e P6)se lim f(x) = L, então lim (f)" (x) = L”,n € Nº. 
x>a x>a 
e P7)se lim f(x) = L e lim g(x) = M + 0, então lim £) (9) = +4. 
x>a x>a x>a Ng M 
e P8) se lim f(x) = L, então lim VL = YVL com L > 0e n E€ N*ou L < 0 e n impar. 
x>a x>a 


e P9) o limite de uma função polinomial f(x) = anx” + an-1x"7! +- + ap, coma; E 
R, para x tendendo a a é igual ao valor numérico de f (x) para x = a. 


Alguns limites fundamentais: 


=1 


senx 


e lim 
x>0 X 
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e lim (see) = cos (a) 


x>a Xx—a 
a cosx—cosa 

e lim (2) = —sen(a) 
x>a x—a 


; i)” is o 
e lim (1+5) = lim(1 +x) = e 


X>00 


e a> O lim (=) = Ina. 
x>0 x 
Exemplos: 
Llim sen(2x). 
É x>0 x ' 
lim 2E = tim 2 (ento) = 2 lim “CD se y = 2x quando x > 0, então y > 
x>0 x x>0 2x x>0 2x 
0 também. Então: lim EA — lim 20) = 1, Logo: im e «om egg 
x>0 2x y>0 x>0 x>0 2x 
2. 
x 
2. lim (1 +2) ; 
Xx—00 xX 


x as i 3% i 3 3y 
Fazendo y = z Se x > 0, então y > œ, logo: lim (1 + 2) = lim (1 + E) = 
X> 00 


7 
lim [(1 + i = e?, 


X> 00 


Dada uma função definida em um intervalo aberto I e a um elemento de 1, dizemos que f é 
contínua em a, quando lim f(x) = f(a). 
x>a 


Nosso objetivo não é sabermos tudo de limite, mas apenas ter uma noção. Por isso, não 
vamos nos estender muito nesse assunto. 


4.2. DERIVADAS 


Dada f uma função definida em um intervalo aberto I e x, um elemento de I. Denota-se 
derivada de f no ponto x, o limite: 
FO) — flo) 
lim —————— 


XIXg XE = Xo 
se este limite existe e for finito. 


Comumente, indicamos a derivada de f no ponto x, com as seguintes notações: 


d 
f' (xo) ou [=] ou Df (xo) 


X=Xo 
Chamamos a diferença Ax =x —x, de acréscimo ou incremento da variável x 
relativamente ao ponto xo. Da mesma forma, chamamos de acréscimo ou incremento da função f 
relativamente ao ponto xo. 


Me , . A 
Denotamos por razão incremental de f relativamente ao ponto xọ o quociente == 
f(x)-f (xo) 


X—Xo 
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É comum indicar a derivada de f no ponto x, das seguintes maneiras: 
sis a aço L FD) Ra a PR dC FA) =S o) 
a ARAE aaa 


4.2.1. Representação geométrica da derivada 


Dada f uma função definida em um intervalo aberto I e xy um elemento de I. Vamos admitir 
que f é derivada no intervalo aberto 1, isto é, existe f'(x9) para todo x, E I. 


Podemos representar graficamente por: 


y 
O 
f (zo + Azo) A 
f i Ay reta tangente em P 
o 
P a i 
(2o) þ-----------------3 má 
M A£ i 
i i 
i i 
I 1 
I I 
I I 
I I 
i i 
To zo + Axr nd 


Figura 3: Interpretação geométrica da derivada de uma função em um dado ponto. 
z sa Ay z 
Note que a reta secante em vermelho possui coeficiente angular tg = Ar Logo, tg0 é a 
razão incremental de f em relação ao ponto xo. 


Desde que f é contínua em I, à medida que vamos caminhando com O as retas secantes se 
aproximam cada vez mais da reta tangente à curva no ponto P. No limite teremos que: 


Ay [dy 
lim — = Z = tga 
Ax>0 AX dXly=x, 
d O A . 
Chamamos [2] de variação instantânea relativamente ao ponto xo. 
X=X0 


Algumas derivadas elementares: 


f(x) = cte => f'(x)=0 

fœ) =x" > f(x) =n: x" 
f(x) = senx > f'(x) = cosx 
f(x) = cosx > f'(x) = —senx 
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e f(x)=a* > f(x) =a”lna, quando a = e (e é o número de Euller), então f(x) = 
e* > f'(x) =e*lne =e*:1 x 
1 
= 1 = 
é f&) = loga x > (= 


Algumas regras de derivação importantes. Vamos considerar duas funções u(x) e v(x) 
deriváveis em um intervalo aberto. Temos as seguintes regras: 


e Derivada da soma: se f(x) = u(x) + v(x), então: 
f' œ) = u' (x) + v'(x) 
e Derivada do produto: se f(x) = u(x) : v(x), então: 


f œx) = u' (x) v(x) + ulx) v'(x) 


e Derivada da função multiplicada por uma constante: se f(x) = k : u(x), então: 


fF) =k ux) 
e Derivada do quociente: se f (x) = = com v(x) + 0 em J, então: 
E u (x): v(x) — u(x) : v'(x) 
Da TO 


e Derivada de uma função composta (regra da cadeia): 


F(x) = f(g0)) > Fœ) = f(g) g') 


Exemplo 1: F(x) = cos (2x). Definindo as funções que estabelece a composição das funções, 
temos: 


f(x) = 2x e g(x) = cos(x), logo: 
f' Œ) = 2 e g'(x) = —sen(x) 
Se F(x) = gF) = cos(f(x)) = cos(2x), então: 
FG) = 9(f09))-f'G9) 
F'(x) = —sen(f(x)) 2 


Exemplo 2: F(x) = cos? x. Definindo as funções que estabelece a composição das funções, 
temos: 


f(x) = cos(x) e g(x) = [x]º 
Então: 
f'(0) = -sen(x) e g'(x) = 3: x? 
Se F(x) = galf) = g(cos(x)) = cos? x, então: 
F'O =g F) FO = 3: FO - (-sen(x)) 
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F'(x)=3-cos?x-(—sen(x)) 


F' (x) = —3 - cos? (x) : sen(x) 


ATENÇÃO 
* DECORE! 


4.2.2. Determinação de máximos e mínimos 


Dada uma função f uma função contínua e derivável até f” em um dado intervalo I. Se 
f' (xo) = 0, então: 


e xo é ponto de máximo local quando: f” (xo) < 0. 
e xo é ponto de mínimo local quando: f” (xo) > 0. 


Se f admite f”” (derivada até a terceira ordem), então: 
e xo é ponto de inflexão se: f” (xo) = 0 e f” (xo) E 0. 


Exemplo gráfico da função f(x) = x4 + 3x? — 2x. 


1 
1 
1 
] 
] 
1 
1 
1 
1 
1 
] 
] 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


ponto de máximo 


ponto de inflexão 


1 
1 
' 
] 
] 
] 
1 


T 
1 
1 
1 
1 


ponto de minimo 


ponto de inflexão 


ponto de minimo 
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4.3. NOÇÕES DE CÁLCULO INTEGRAL 
A razão que levou à criação do Cálculo Integral surgiu com a necessidade de calcular áreas de 
figuras onde os contornos não eram linhas retas. 


Para introduzirmos a ideia da integral, vamos admitir conhecida a área de um retângulo 
definido por uma função constante f(x) = h tal que h > 0, então: 


b 


Figura 4: Área de um retângulo. 

Assim, temos que a área desejada vale 4 = h- (b — a). 
Contudo, caso f(x) não fosse constante, um caminho para procurarmos o valor da área 
abaixo da curva no intervalo [a, b] seria dividirmos o intervalo em subintervalos suficientemente 


pequenos de tal maneira que podemos considerar neles f(x) constantes, fazendo uma boa 
aproximação. 


Podemos aplicar essa ideia da seguinte forma: 
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Tto =a Tı T2 ia Tn—1 Tn = b 


Figura 5: Área abaixo da curva de a até b, sendo aproximada pela soma de n áreas de retângulos. 
Note que ao dividir [a, b] em subintervalos, temos as seguintes condições: 
a = Xo < X1 < X3 L < Xi-1 SXi L < Xn-1 L Xn =b 
Observe que os n subintervalos possuem comprimento de A;x =x;—x;.4, onde i = 
1,2,3,...,n. Tomando X, E [x;.4,x;|] e admitindo f(x) constante e igual a f(X;) em [xi-1, x_i], 
então temos que a área de cada retângulo pequenino é dada por: 
f) Aix 
Assim, podemos aproximar a área delimitada pela curva pela soma desses retângulos 
pequeninos: 
A = f) A + f(x) *Àsx + + f(x) “A;x + + fn) " AXpn 


De outra forma, podemos representar essa soma por uma notação mais enxuta: 


Analisando essa equação, cada vez que dividimos nosso intervalo [a,b] em mais retângulos, 
estamos aproximando a soma das áreas dos retângulos à área desejada. Dessa forma, quando 
pegamos intervalos (A;x) tão pequenos quanto desejamos, a soma das pequenas áreas deixa de ser 
chamada de somatórios discretos e passa ser chamada de integral de f em [a,b] e representado 


por f f(x)dx. 
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Podemos usar a integral para calcular área de figuras curvas, como, por exemplo, f(x) = 
2 
x — 2x + 1. 


Nosso objetivo aqui não é dar um curso completo de Cálculo, apenas aprender um método 


bastante prático para resolver questões de Matemática. Por isso, vamos apresentar alguns 
resultados úteis para nosso curso. 


Teorema Fundamenta do Cálculo: se A(x) = Jó fd, então A' (x) = f(x) (ou f(x) = 


o) 
dx J` 


De modo geral, dizemos que a integral é indefinida quando fazemos apenas o processo de 
antiderivação, isto é, não definimos seu valor numérico para um intervalo fechado. 


Exemplo: 
fO)=E+2eg(w) =! 


Note que ao fazer temos: 


x371 


dai = 5. 


=x* = g(x) 
Isto mostra que: 
FG) = gx) 
Chamamos f de primitiva de g ou de integral indefinida de g. 


Entretanto, quando vamos fazer f xºdx, devemos levar em consideração uma possível 
constante que existia e se perdeu no processo de derivação: 


4 x” 
x*dx = — +C 
5 
Essa constante C será encontrada de acordo com alguma informação do problema. 
Assim, quando estamos procurando a primitiva F(x) devemos buscar a função tal que 
F'(x) = f(x). 


Algumas integrais indefinidas conhecidas: 


xn t1 
e fx”dx==+C,n+1 
n+1 
fe*dx=e*+C 
fJe“dx ="+C 
sen(ax) 


f cos(ax) = O 
+C 


o cos(ax) 


f sen(ax) = > 


f>- dx = nlx] +C 
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Por outro lado, para integral definida temos que: 
b 
f f@ax = F(b) - F(a) 
a 


Exemplo: f x? dx? 


Vamos pensar inicialmente na primitiva: 


x4 
3 Z 
fx a= +C 


Como os limites de integração são [0,4], então temos que: 
4|2 4 4 
fheda=T) =(E+c)-(E+c)=4 
4 lo 4 4 
Para o cálculo da integral indefinida, não interessa quem é a constante C pois ela será 
cancelada ao efetuar F(b) — F (a). 


4.4. LISTA DE NOÇÕES DE CÁLCULO 


11. (Exercício de fixação) 


Calcule os seguintes limites: 
a) lim (4x? — 5x +6) 
x> 


x2-2x+3 


senx-—sena 


x>a p ii 


e) lim =y 


x>+00 Ax—1 


12. (Exercício de fixação) 


Determine a equação da reta tangente à curva y = x? — 2x no seu ponto de abscissa x = —2. 


13. (Exercício de fixação) 


Um ponto material se move sobre uma reta com velocidade descrita por v = V2t (SI), no 
instante de tempo t. Determine a aceleração do ponto no instante t = 3 s. 


14. (Exercício de fixação) 


do Aula 15 — Geometria Analítica II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


Encontre a reta tangente ao gráfico de f(x) = sen(x), para x = 


15. (Exercício de fixação) 


Um ponto material movendo sobre uma linha reta de acordo com a equação horária s(t) = 
2cos (3t) (Sl). Determine a velocidade no instante t = E s e a aceleração no instante t = > S 


16. (Exercício de fixação) 

Utilizando as regras de derivação, calcule a derivada de cada uma das funções: 
a) f(x) = sen” (x),n E Nº 

b) f(x) = sen*4x 

c) f(x) = sen(cos(x)) 

d) f(x) = log, x 


e) a derivada da inversa da função f(x) = x? + x, no ponto x, = 1. 


17. (Exercício de fixação) 


Calcule os pontos de máximos, de mínimos e de inflexão da função f(x) = 2x? — 8x. 


18. (Exercício de fixação) 
Calcule as integrais indefinidas: 
a) f (x? + cos x)dx 

b) J(3senx + 4cosx)dx 


o) Ed 


19. (Exercício de fixação) 


27 
Calcule f senx dx. 


20. (Exercício de fixação) 


Calcule a região entre as curvas y = x? e y = —x? + 6x 


4.5. GABARITO SEM COMENTÁRIOS 
11) a) 12 b) —2 c) —3/5 d) cos a e) e? 
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12)y=-—-6x—4 
13) 0,20 m/s? 


3/3-1 
6 


15)0e 18 m/s? 


14) y =>+ 


16) a) n: sen”™t (x) cosx b) 16- sen? (4x) - cos 4x c) —sen (x) - cos(cos(x)) d) — e) z 

17) máximos locais: x = -f ef (- E) mínimos locais x = +i ef (+) ponto de 
inflexão (0,0). 

18) a) Ž + sen(x) +C;b)= -3cosx+4senx+C;c)x+-+C 

19) 0 


20) 9u.a. 


4 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


4.6. LISTA NOÇÕES DE CÁLCULO COMENTADA 


11. (Exercício de fixação) 
Calcule os seguintes limites: 
a) lim(4xº — 5x +6) 

x> 


x2-2x+3 


b) lim 


x51 2Xx-3 
x2-x+1 


c) lim 


x5-1 3%=2 


d) lim 


x>a x-a 


e) lim (e 


x>+00 Ax—1 


senx-—sena 


Comentários: 


a) utilizando a propriedade do limite para função polinomial (f(x) = 4x? — 5x + 6), temos 
que o limite será dado pelo f(2), então: 


lim f(x) = f(2) = 4:22 —5-2+46 = 12 
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b) utilizando a propriedade do limite do quociente de duas funções (f(x) = x? — 2x +3 e 
g(x) = 2x — 3), temos: 
2 -9x43 limx-2x+3 fD 2 
Ji = sl s=) 
x>1 2x—3 lim2x — 3 g(1) —1 


x51 


c) semelhante ao item b), temos o quociente de duas funções f(x) = x? — x +1le g(x) = 
3x — 2. Assim, teremos: 


| 2-x+1 limrxcr+i f) 3 3 
a 3x—-2 lim 3x — 2 ge) -5 5 
x>- 


d) utilizando a transformação trigonométrica de soma em produtos, temos que: 


x—a x+a 
senx — sena = 2 sen ( 2 ) cos ( 2 ) 


Assim, podemos reescrever o limite da seguinte forma: 


im Sene=sena pp ES E] 


x>a x— a x>a x— a x>a 


sen(t) 


Lembrando do limite trigonométrico fundamental lim = 1, podemos utilizar a 


propriedade do limite do produto de duas funções: 
x-a x—a 
sen x+a sen 
A a EE me sen (5º) 
2 x>a 


xX 
lim cos ( 
= x-a PEE 


e) vamos manipular algebricamente a função da qual queremos conhecer o limite quando x 
tende ao mais infinito até chegarmos em algo que remete ao limite exponencial fundamental: 


lim 


a 
)= 1-cosa = cosa 
x>a 


x+1N* fa 
ji (e . xX im (145) = e o 2 
Rag x—1 e DE! ala fuso ; | Do a RES 
x e xX (dim (1 + =) ) e 
Gabarito: a) 12 b) —2 c) —3/5 d) cosa e) e? 
12. (Exercício de fixação) 
Determine a equação da reta tangente à curva y = x? — 2x no seu ponto de abscissa x = —2. 


Comentários: 


De acordo com a interpretação geométrica da derivada, sabemos que a derivada é a reta 
tangente no ponto e que o coeficiente angular dessa reta é o valor da derivada nesse ponto. Logo, 
temos que: 


y =x? — 2x > y' =2x-—2 
Para x = —2, temos que: 


y'=2(-2)-2=-6 
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Da geometria analítica, a equação da reta pode ser dada por: 
Y — Yo = M(x — xo) 
Quando x = —2 temos y = 8, então: 
y -8 = —6(x — (-2)) 
“Jy = —6x — 4 
Gabarito: y = —6x — 4 
13. (Exercício de fixação) 


Um ponto material se move sobre uma reta com velocidade descrita por v = V2t (SI), no 
instante de tempo t. Determine a aceleração do ponto no instante t = 3 s. 


Comentários: 


é Faa dv : a a 
Sabemos da cinemática que a = ps Portanto, basta derivarmos a função da velocidade em 
relação ao tempo e aplicarmos ao ponto de interesse: 


v = VI = (QU) > v = (05 (2) 


Note que não podemos esquecer da regra da cadeia, já que estamos derivando 2t e não 
apenas t. 


2 2 
a(t) = v'(t) = q(2t)3 


a(3) = Eo :3 ds 


a(3) = 0,20 m/s? 
Gabarito: 0,20 m/s” 
14. (Exercício de fixação) 


Encontre a reta tangente ao gráfico de f(x) = sen(x), para x = 3 


Comentários: 
Calculando a derivada da função f temos que: 
f(x) = sen(x) > f'(x) = cosx 


Para x = = temos y =f (5) = Fer (5) = cos (=) = z, Portanto, a equação da reta é dada 


por: 


v3 1 
== =a) 

x 3V3-T 
Imate g 
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3/3-m 
6 


Gabarito: y = : + 


15. (Exercício de fixação) 


Um ponto material movendo sobre uma linha reta de acordo com a equação horária s(t) = 
2cos (3t) (SI). Determine a velocidade no instante t = : s e a aceleração no instante t = = S. 


wa 


Comentários: 


De acordo com a cinemática, sabemos que: 


ds dv 
v = — e a = — 
dt dt 
Portanto, devemos calcular as funções derivadas da equação horária do móvel: 
ds 
pe 2:(—sen(3t))-3 


Note que devemos usar a regra da cadeia, já que se trata de uma composição de funções. 


v(t) = —6 : sen(3t) 


TT 
Para t = z s, temos que: 


v(5)=-6-sen(3-5)=6-sen(m)=—6:0=0 


3 
A equação horária da aceleração é dada por: 
dv 
=— = —6: 3t)) 3 
= (cos(3t)) 


a(t) = —18- cos(3t) 
Parat = = s, temos: 
a (=) = —18-cos (3 3) = —18-cos(m) = —18 : (—1) = 18 m/s? 
Gabarito: 0 e 18 m/s? 
16. (Exercício de fixação) 
Utilizando as regras de derivação, calcule a derivada de cada uma das funções: 
f(x) = sen” (x), n E Nº 
f(x) = send 
) f(x) = sentcos(x)) 
d) f(x) = log, x 
) 


e) a derivada da inversa da função f(x) = x? + x, no ponto x, = 1. 


a 


) 
b) 


O 


Comentários: 


a) Utilizando as regras de derivação, temos que: 
g(x) = sen(x) e h(x) = x” 
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g'(x) = cosx e h(x) = n: x”! 
Note que f (x) = h(g(x)). Pela regra da cadeia, temos: 
FCO = h' (g (Œx)) g'(x) = n: sen™t (x) » cosx 
A partir de agora utilizaremos a regra da cadeia direto, tendo em mente que derivamos 


a função como se não houvesse composição e multiplica pela derivada da função que está dentro 
da composição e assim sucessivamente. 


b) f(x) = sent4x > f'(x) = 4: sen?4x : cos 4x ' 4 = 16: sen? (4x) : cos 4x 
c) f(x) = sen(cos x) > f'(x) = cos(cos(x)) - (—sen(x)) = —sen(x) : cos(cos(x)) 
d) f(x) = log; x > f(x) = 


xln 2 
e) y =x? +x > Z=3x+1 >22- 
d dy 3X4 EI 
Para x, = 1, temos que: 
dx 1 1 


dyl PARA A 


Gabarito: a) n - sen" 1(x) - cos x b) 16 - sen? (4x) - cos 4x c) -sen (x) - cos(cos(x)) d) — e) 
1 


4 
17. (Exercício de fixação) 
Calcule os pontos de máximos, de mínimos e de inflexão da função f(x) = 2x? — 8x. 
Comentários: 


Para os máximos, temos que: 


f'(x) =0 ef”(x)<0 


4 
f'(x) = 6x? -8 =0 > x2 =t 3 
f'(x) = 12x 


4 4 4 PARE 
Para x = -Í temos que f” (=) < 0. Portanto, em x = E temos um máximo local. 


Para x = +i temos que f” (+) > 0. Portanto, em x = +i temos um mínimo local. 


Para acharmos o ponto de inflexão, devemos ter que: 
fœ) =0ef"(x)+0 
f") =0>12x=0>x=0 
f” (x)=12+0 
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ponto de inflexão 


ponto de minimo 


Gabarito: máximos locais: x = -fe r- mínimos locais x = +i e rf) ponto de 


inflexão (0, 0). 
18. (Exercício de fixação) 
Calcule as integrais indefinidas: 
a) f (x? + cos x)dx 
b) J(3senx + 4cosx)dx 
(x2-1) 
c) f dA 
Comentários: 
4 4 
a) f(x? + cosx)dx = f xºdx + f cosxdx = = + Ci + sen(x) + C, = = + sen(x) + C 


b) f(3senx + 4cosx)dx = f(3senx)dx + J(4cosx)dx = 3 f senxdx + 4 f cosxdx = 
—3cosx+4senx+C 


x2-1 1 1 - 1 
c) [EDax=y(1-D)dr=[1:dr-[Edr=x+6-(-x DPG = as re 
4 
Gabarito: a) — + sen(x) + C; b) = —3 cos x + 4 sen x + C; c) x + - +C 
19. (Exercício de fixação) 
Calcule f” senx dx. 


Comentários: 


Podemos escrever a primitiva de sen x da seguinte forma: 


P Aula 15 — Geometria Analítica II 
x www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


| enoas = — COS X 


Portanto: 
21 


| (senx)dx = (cos x)|" = cos 2m — cos0 =1-1=0 


0 
Quando fazemos o gráfico da função sen(x), temos que a área do gráfico é a mesma na parte 


de cima e na parte de baixo do eixo x: 
y 


Se dividirmos em dois intervalos de integração, [0,7] e [7, 21], temos: 
TT 

A, = f endax = cos(z) — cos(0) = —1 — 1 = -2 
0 


27 


A, = | (senx)dx = cos(27) — cos(n) = 1 — (—1) = 2 


Dessa forma, temos que aáreade0a 2764, +4, = 0. 
Generalizando o resultado, se f(x) > 0 em [a,b] e f(x) < 0 em [b,c], então: 


Í O PR S ET ENT 


Além disso, temos o seguinte resultado: se a função é ímpar e contínua no intervalo [—xo, xo], 


então: 


| roas =0 


—Xo 


20. (Exercício de fixação) 
Calcule a região entre as curvas y = x? e y = —x? + 6x 


Comentários: 
Graficamente, temos a área desejada: 
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O ponto de encontro das curvas pode ser encontrado fazendo a intersecção das curvas: 


x? = x? + 6x > 2x? — 6x =0 > x(x -3)=0> [TS 

Logo, nossos limites de integração vão de 0 a 3. Portanto, temos que a área desejada é: 
3 3 3 j 

A= fc + 6x)dx — | xax = Joze + 6x)dx = (-$x + 34º) 
0 0 0 


3 


= GU. 6. 
0 


Gabarito: 9 u.a. 


5. LISTA DE QUESTÕES 
O LISTA DE 
QUESTÕES 


ITA 


21.(ITA/2019) 


Seja y a circunferência de equação x? + y? = 4. Se r e s são duas retas que se interceptam 
no ponto P = (1,3) e são tangentes a y, então o cosseno do ângulo entrer e s é igual a 


1 
a) z 
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22. (ITA/2019) 


Seja F o foco da parábola de equação (y — 5)? = 4(x — 7), e sejam A e B os focos da elipse 

AZ “92 
da equação E - F =i = 
plano tais que a área do triângulo ABP seja numericamente igual ao dobro da distância de P a 
F. 


= 1. Determine o lugar geométrico formado pelos pontos P do 


23. (ITA/2018) 


Considere a definição: duas circunferências são ortogonais quando se interceptam em dois 
pontos distintos e nesses pontos suas tangentes são perpendiculares. Com relação às 
circunferências C:x?+H(y+4)2=7,CG:xº+yº=9eC;:(x—5)2+yº2 = 16, podemos 
afirmar que 


a) somente C} e C, são ortogonais. 

b) somente C4 e C} são ortogonais. 

c) C é ortogonal a C, e a C3. 

d) C4, C2 e C} são ortogonais duas a duas. 


e) não há ortogonalidade entre as circunferências. 


24. (ITA/2018) 


No plano cartesiano são dadas as circunferências C4: x? + y? = 1 e CG: (x — 4}? +y? = 4. 
Determine o centro e o raio de uma circunferência C tangente simultaneamente a C, e C5, 
passando pelo ponto 4 = (3,43). 


25. (ITA/2017) 


Sejam Sı = {(x,y) ERZ:y > |ix] — 1|} e S, = f(x,y) E R?: x? + (y + 1)? < 25). A área da 
região S, NS; é 
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75 
dd—r-—1 
4 


e) Žr- 2 


26. (ITA/2016) 


Considere as circunferências 24: x? + y? — 8x + 4y = 20 e 1,:x? + y? — 2x — 8y = 8. O 
triângulo ABC satisfaz as seguintes propriedades: 


a) o lado AB coincide com a corda comum a À, € À;; 
b) o vértice B pertence ao primeiro quadrante; 
c) o vértice C pertence a À, e a reta que contém AC é tangente a À,. 


Determine as coordenadas do vértice C. 


27.(ITA/2016) 


Se P e Q são pontos que pertencem à circunferência x? + y? = 4 e à reta y = 2(1 — x), então 
o valor do cosseno do ângulo PÔQ é igual a 


3 
aj 


28. (ITA/2016) 


Sejam S um subconjunto de R? e P = (a,b) um ponto de R?. Define-se distância de P a S, 
d(P,S), como a menor das distâncias d(P,Q), com Q E S: d(P,S) = min{d (P,Q): Q E S}. 


SejamS, = {(x, y) E R?:x = 0 e y > 2} e S, = {(x, y) E€ Rè: y = 0). 
a) Determine d (P, S1) quando P = (1, 4) e d (Q, S1) quando Q = (—3, 0). 


b) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de S, e de S}. 


29. (ITA/2015) 


Considere uma circunferência C, no primeiro quadrante, tangente ao eixo Ox e à reta r: x — 
y = 0. Sabendo-se que a potência do ponto O = (0,0) em relação a essa circunferência é igual 
a 4, então o centro e o raio de C são, respectivamente, iguais a 


a) (2,2V2 — 2) e 2V2 - 2 
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TERE 


c) (2, V2 — 1)e V2 -1 
d) (2, 2 — v2) e 2 — v20 
e) (2,4V2 — 4) e 4V2 — 4 


30. (ITA/2015) 
Considere as afirmações a seguir: 


|. O lugar geométrico do ponto médio de um segmento AB, com comprimento l fixado, cujos 
extremos se deslocam livremente sobre os eixos coordenados é uma circunferência. 


Il. O lugar geométrico dos pontos (x,y) tais que 6x? + x2y — xy? — 4x? — 2xy = 0 é um 
conjunto finito no plano cartesiano R?. 


IlI. Os pontos (2, 3), (4, —1) e (3,1) pertencem a uma circunferência. 
Destas, é (são) verdadeira(s) 

a) apenas |. 

b) apenas II. 

c) apenas III. 

d)lell. 


e) le Ill. 


31. (ITA/2014) 


A equação do círculo localizado no 1º quadrante que tem área igual a 47 (unidades de área) e 
é tangente, simultaneamente, às retas r: 2x — 2y +5 =0es:x+y—-4=0é6 


32. (ITA/2013) 


Determine a área da figura plana situada no primeiro quadrante e delimitada pelas curvas 
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(y-x-2)(y+Ž-2)=0ex?-2x+y?-8=0 


33. (ITA/2013) 


Sobre a parábola definida pela equação x? + 2xy + y? — 2x + 4y + 1 = 0 pode-se afirmar 
que 


a) ela não admite reta tangente paralela ao eixo Ox. 
b) ela admite apenas uma reta tangente paralela ao eixo Ox. 
c) ela admite duas retas tangentes paralelas ao eixo Ox. 


d) a abscissa do vértice da parábola é x = —1. 


Ê zan j ; 2 
e) a abscissa do vértice da parábola é x = — r, 


34. (ITA/2011) 


: E f Do a 
Sejam m e n inteiros tais que == — é a equação 36x? + 36y? + mx + ny — 23 = 0 
representa uma circunferência de raio r = 1 cm e centro C localizado no segundo quadrante. 


Se A e B são os pontos onde a circunferência cruza o eixo Oy, a área do triângulo ABC, em 
cm?, é igual a 


8v2 
a) TA 


35. (ITA/2010) 


Um triângulo equilátero tem os vértices nos pontos 4,B e C do plano x0y, sendo B = (2,1) 
e C = (5,5). Das seguintes afirmações: 


|. A se encontra sobre a reta y = -Žy + = 
Il. A está na intersecção da reta y = —Ex + = com a circunferência (x — 2)? + (y — 1)? = 
25, 
2 
III. A pertence às circunferências (x — 5)? + (y — 5)? = 25e (x = 7) +y -3P = z 


é (são) verdadeira(s) apenas 
a) |. 
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b) II. 
c) III. 
d)lell. 
e) lle Ill. 


36. (ITA/2010) 


Considere as circunferências Cy: (x — 4)? + (y — 3)? = 4 e CG: (x — 10)? + (y — 11}? = 9. 
Seja r uma reta tangente interna a C4 e C}, isto é, r tangência C4 e C, e intercepta o segmento 
de reta 0,0, definido pelos centros O, de C4 e O, de C3. Os pontos de tangência definem um 
segmento sobre r que mede 


a) 5V3 


37. (ITA/2010) 


Determine uma equação da circunferência inscrita no triângulo cujos vértices são A = (1,1), 
B = (1,7) e C = (5,4) no plano x0y. 


38. (ITA/2008) 


Dada a cônica À: x? — y? = 1, qual das retas abaixo é perpendicular à À no ponto P = (2, V3)? 


a)y = V3x — 1 
by=2x 
dy=Ex+1 


dy =-2x-7 


e y=-2x-4 


39. (ITA/2008) 


Considere a parábola de equação y = ax? + bx + c, que passa pelos pontos (2, 5), (—1,2) e 
tal que a,b,c formam, nesta ordem, uma progressão aritmética. Determine a distância do 
vértice da parábola à reta tangente à parábola no ponto (2,5). 
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40. (ITA/2007) 


Considere, no plano cartesiano xy, duas circunferências C, e C, que se tangenciam 
exteriormente em P: (5,10). O ponto Q: (10,12) é o centro de C,. Determine o raio da 
circunferência C, sabendo que ela tangencia a reta definida pela equação x = y. 


41. (ITA/2006) 


Sejam a reta s: 12x — 5y + 7 = 0 e a circunferência C: x? + y? + 4x + 2y = 11. Areta p, que 
é perpendicular a s e é secante a C, corta o eixo Oy num ponto cuja ordenada pertence ao 
seguinte intervalo 


a) (-91/12,-81/12) 
b) (-81/12,-74/12) 
c) (-74/12,30/12) 
d) (30/12,74/12) 

e) (75/12,91/12) 


42. (ITA/2006) 


Sabendo que 9y? — 16x? — 144y + 224x — 352 = 0 é a equação de uma hipérbole, calcule 
sua distância focal. 


43. (ITA/2006) 


Os focos de uma elipse são F} (0, — 6) e F,(0,6). Os pontos 4(0,9) e B(x,3), x > 0, estão 
na elipse. A área do triângulo com vértices em B, F e F, é igual a 


a) 22/10 
b) 18/10 
c) 15/10 
d) 1210 
e) 6/10 


44. (ITA/2005) 

Uma circunferência passa pelos pontos 4 = (0,2),B = (0,8) e C = (8,8). 
Então, o centro da circunferência e o valor de seu raio, respectivamente, são 
a) (0,5)e 6. 

b) (5,4) e5. 
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c) (4,8) e 5,5. 
d) (4,5) €5. 
e) (4,6)e 5. 


45. (ITA/2005) 


Seja C a circunferência de centro na origem, passando pelo ponto P = (3,4). Se t é a reta 
tangente a C por P, determine a circunferência C’ de menor raio, com centro sobre o eixo x e 
tangente simultaneamente à reta t e à circunferência C. 


46. (ITA/2005) 


A distância focal e a excentricidade da elipse com centro na origem e que passa pelos pontos 
(1,0) e (0, —2) são, respectivamente, 


a) V3 e= 


47. (ITA/2004) 
Sejam os pontos A: (2, 0), B: (4, 0) e P: (3,5 + 2V2). 


a) Determine a equação da circunferência C, cujo centro está situado no primeiro quadrante, 
passa pelos pontos A e B e é tangente ao eixo y. 


b) Determine as equações das retas tangentes à circunferência C que passam pelo ponto P. 


48. (ITA/2004) 


Sejam r e s duas retas que se interceptam segundo um ângulo de 60°. Seja C, uma 
circunferência de 3 cm de raio, cujo centro O se situa em s,a 5 cm der. 


Determine o raio da menor circunferência tangente à C, e à reta r, cujo centro também se 
situa na reta s. 


49. (ITA/2003) 


A área do polígono, situado no primeiro quadrante, que é delimitado pelos eixos coordenados 
e pelo conjunto f(x,y) E€ R°: 3x? + 2y? + 5xy — 9x — 8y + 6 = 0}, é iguala: 
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a) 6 
b) 5/2 
c) 2V2 
d) 3 

e) 10/3 


50. (ITA/2003) 


: a és a = . TTN 
Sabe-se que uma elipse de equação (5) + (=) = 1 tangencia internamente a circunferência 


de equação x? + y? = 5 e que a reta de equação 3x + 2y = 6 é tangente à elipse no ponto 
P. Determine as coordenadas de P. 


51. (ITA/2003) 


Considere a família de circunferências com centros no segundo quadrante e tangentes ao eixo 
Oy. Cada uma destas circunferências corta o eixo Ox em dois pontos, distantes entre si de 4 
cm. Então, o lugar geométrico dos centros destas circunferências é parte: 


a) de uma elipse. 

b) de uma parábola. 

c) de uma hipérbole. 

d) de duas retas concorrentes. 


e) da reta y = —x. 


52. (ITA/2002) 


Considere o seguinte raciocínio de cunho cartesiano: "Se a circunferência de centro C = (h; 0) 
e raio r intercepta a curva y = +VX,x > 0, no ponto A = (a, Va) de forma que o segmento 
AC seja perpendicular à reta tangente à curva em 4, então x = a é raiz dupla da equação em 
x que se obtém da intersecção da curva com a circunferência." 


a Ei ;, 1 
Use este raciocínio para mostrar que o coeficiente angular dessa reta tangente em 4 é NE 


53. (ITA/2001) 


O coeficiente angular da reta tangente à elipse 


2 2 


x y 
— +— =1 
16 9 
no primeiro quadrante e que corta o eixo das abscissas no ponto P = (8,0) é 
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b)—> 
q-E 
d- Ž 
j 


54. (ITA/2001) 


Seja o ponto 4 = (r, 0),r > 0. O lugar geométrico dos pontos P = (x,y) tais que é de 3r? a 
diferença entre o quadrado da distância de P a A e o dobro do quadrado da distância de P à 
reta y = —-r, é: 


a) uma circunferência centrada em (r, —2r) com raio r. 

b) uma elipse centrada em (r, —2r) com semieixos valendo r e 2r. 
c) uma parábola com vértice em (r, —r). 

d) duas retas paralelas distando 7/3 uma da outra. 


e) uma hipérbole centrada em (r, —27) com semieixos valendo r. 


55. (ITA/2000) 


Duas retas 7, e r, são paralelas à reta 3x — y = 37 e tangentes à circunferência x? + y? — 
2x — y = 0. Se d é a distância de r, até a origem e d, é a distância de r, até a origem, então 
dy + d, é igual a 


a) V12. 
b) V15. 
c) V7. 
d) V10. 
e) 5. 


56. (ITA/1999) 


Pelo ponto C: (4, —4) são traçadas duas retas que tangenciam a parábola y = (x — 4) + 2 
nos pontos A e B. A distância do ponto C à reta determinada porAeB é: 


a) 6V12 
b) v12 
c) 12 

d) 8 
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e) 6 


57. (ITA/1999) 


Considere a circunferência C de equação x? + y? + 2x + 2y + 1 = 0 e a elipse E de equação 
x? + 4y? — 4x + 8y + 4 = 0. Então: 


a) C e E interceptam-se em dois pontos distintos. 

b) C e E interceptam-se em quatro pontos distintos. 
c) C e E são tangentes exteriormente. 

d) C e E são tangentes interiormente. 


e) C e E têm o mesmo centro e não se interceptam. 


58. (ITA/1998) 
Considere a hipérbole H e a parábola T, cujas equações são, respectivamente, 
5(x +3)? — 4(y — 2} = —20 e (y — 3}? = 4(x — 1). 


Então, o lugar geométrico dos pontos P, cuja soma dos quadrados das distâncias de P a cada 
um dos focos da hipérbole H é igual ao triplo do quadrado da distância de P ao vértice da 
parábola T, é: 

A2 A 
a) A elipse de equação — + — =i; 


2 “272 
b) A hipérbole de equação — — — ak 
c) O par de retas dadas por y = +(3x — 1). 
d) A parábola de equação y? = 4x + 4. 


e) A circunferência centrada em (9,5) e raio V120. 


59. (ITA/1997) 


Seja m E Rý tal que a reta x—-3y—-m = 0 determina, na circunferência (x — 1)? + 
(y + 3)? = 25, uma corda de comprimento 6. O valor de m é 


a) 10 + 4/10 
b)2+3 
c)J5-—v2 

d) 6 + V10 
e) 3 


60. (ITA/1997) 
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Seja 4 o ponto de intersecção das retas r e s dadas, respectivamente, pelas equações x + y = 


3 e x— y = —3. Sejam Be C pontos situados no primeiro quadrante com Ber el Es. 
Sabendo que d (A, B) = d(A,C) = V2, então a reta passando por B e C é dada pela equação 
a)2x +3y = 1 

b)y=1 

c)y=2 

d)x=1 

ex=2 


61. (ITA/1996) 


Sabendo que o ponto (2,1) é o ponto médio de uma corda AB da circunferência (x — 1)? + 
y? = 4, então a equação da reta que contém A e B é dada por: 


a)y =2x-3 
b)y=x—1 
c) y =-—x+3 
3x 
diy==2 
eJy=->*+2 


62. (ITA/1996) 


São dadas as retas (r) x — y + 1 + V2 = 0 e (s)xV3 + y — 2 + V3 = 0 e a circunferência 
(C)x? + 2x + y? = 0. Sobre a posição relativa desses três elementos, podemos afirmar que: 


a)r e s são paralelas entre si e ambas são tangentes à C. 

b) r e s são perpendiculares entre si e nenhuma delas é tangente à C. 
c) r e s são concorrentes, r é tangente à C e s não é tangente à C. 

d) r e s são concorrentes, s é tangente à C e r não é tangente à C. 


e) r e s são concorrentes e ambas são tangentes à C. 


63. (ITA/1996) 


Tangenciando externamente a elipse tal que £1: 9x? + 4y? — 72x — 24y + 144 = 0, 
considere uma elipse £, de eixo maior sobre a reta que suporta o eixo menor de & e cujos 
eixos têm a mesma medida que os eixos de £,. Sabendo que €, está inteiramente contida no 
primeiro quadrante, o centro de £, é: 


a) (7,3) 
b) (8,2) 


bo Aula 15 — Geometria Analítica II 
z www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


c) (8,3) 
d) (9,3) 
e) (9,2) 


64. (ITA/1996) 


gs z 11 ; ER =” 
São dadas as parábolas pı: y = —x? — 4x — 1 e p:iy=xº-3x+ 4 cujos vértices são 
denotados, respectivamente, por V; e V}. Sabendo que r é a reta que contém V; e V}, então a 
distância de r até à origem é: 


7 
b) = 
7 


65. (ITA/1995) 


Uma reta t do plano cartesiano x0y tem coeficiente angular 2a e tangencia a parábola y = 
x? — 1 no ponto de coordenadas (a, b). Se (c, 0) e (0, d) são as coordenadas de dois pontos 
de t tais que c > 0 e c = —2d, então a/b é igual a: 


a) —4/15 
b) —5/16 
c) —3/16 
d) -6/15 
e) —7/15 


66. (IME/2019) 


Uma hipérbole equilátera de eixo igual a 4, com centro na origem, eixos paralelos aos eixos 
coordenados e focos no eixo das abscissas sofre uma rotação de 45° no sentido anti-horário 
em torno da origem. A equação dessa hipérbole após a rotação é: 


a) xy = 2 
b) x? +xy—-y? =4 
c) x? — y? =2 


bo Aula 15 — Geometria Analítica II 
x wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


d) xy = —2 


e) x? — y? = -2 


67. (IME/2019) 


z CPEE a 5. 
A reta r é normal à cônica C, de equação 9x? — 4y? = 36, no ponto 4 = (3,55) e intercepta 
o eixo das abcissas no ponto B. Sabendo que F é o foco da cônica C mais próximo ao ponto 4, 
determine a área do triângulo ABF. 


68. (IME/2018) 


Considere a elipse abaixo, onde DD’ é uma corda passando pelo seu centro, MM’ uma corda 
focal e o eixo maior da elipse é 2a. 


Prove que: DD? = MM'-2a 


69. (IME/2018) 


Seja uma elipse com focos no eixo OX e centrada na origem. Seus eixos medem 10 e 20/3. 
Considere uma hipérbole tal que os focos da elipse são os vértices da hipérbole e os focos da 
hipérbole são os vértices da elipse. As parábolas que passam pelas interseções entre a elipse e 
a hipérbole e que são tangentes ao eixo OY, na origem, têm as seguintes equações: 


ajy“ = 42x 
b) y? = +4 x 
dy” = +62x 
d) y? = +61 
JE 
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70. (IME/2017) 


Um triângulo ABC tem o seu vértice 4 na origem do sistema cartesiano, seu baricentro é o 
ponto D(3,2) e seu circuncentro é o ponto E(55/18, 5/6). Determine: 


- a equação da circunferência circunscrita ao triângulo ABC; 


- as coordenadas dos vértices Be C. 


71. (IME/2016) 


A circunferência C tem equação x? + y? = 16. Seja C' uma circunferência de raio 1 que se 
desloca tangenciando internamente a circunferência C, sem escorregamento entre os pontos 
de contato, ou seja, C’ rola internamente sobre C. 


[6 C 


A 


Figura a Figura b 


Define-se o ponto P sobre C’ de forma que no início do movimento de C’ o ponto P coincide 
com o ponto de tangência (4,0), conforme figura a. Após certo deslocamento, o ângulo de 
entre o eixo x e a reta que une o centro das circunferências é æ, conforme figura b. 


- Determine as coordenadas do ponto P marcado sobre C’ em função do ângulo a. 


- Determine a equação em coordenadas cartesianas do lugar geométrico do ponto P quando 
a varia no intervalo [0, 277). 


72. (IME/2015) 


Pelo ponto P de coordenadas (— 1,0) traçam-se as tangentes te s à parábola y? = 2x. A reta 
t intercepta a parábola em A e a reta s intercepta a parábola em B. Pelos pontos A e B traçam- 
se paralelas às tangentes encontrando a parábola em outros pontos C e D, respectivamente. 
Calcule o valor da razão AB/CD. 


73. (IME/2015) 


Sejam r a circunferência que passa pelos pontos (6,7), (4,1) e (8,5) e t a reta tangente à r, 
que passa por (0,—1) e o ponto de tangência tem ordenada 5. A menor distância do ponto 
P(—1,4) à reta t é: 


a) 3V2 
b) 4 
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c) 2V3 
d) 3 
e) 4/10/5 


74. (IME/2015) 


Determine o produto dos valores máximo e mínimo de y que satisfazem às inequações dadas 
para algum valor de x. 


2x? — 12x + 10 < 5y < 10 — 2x 
a) —3,2 
b) —1,6 
c) O 
d) 1,6 
e) 3,2 


75. (IME/2014) 


Uma elipse cujo centro encontra-se na origem e cujos eixos são paralelos ao sistema de eixos 
cartesianos possui comprimento da semidistância focal igual a V3 e excentricidade igual a 
3/2. Considere que os pontos 4, B,C e D representam as interseções da elipse com as retas 
de equações y = x ey = —x. A área do quadrilátero ABCD é 


a) 8 

b) 16 
c) 16/3 
d) 16/5 
e) 16/7 


76. (IME/2012) 


É dada uma parábola de parâmetro p. Traça-se a corda focal MN, que possui uma inclinação 
de 60º em relação ao eixo de simetria da parábola. A projeção do ponto M sobre a diretriz é o 
ponto Q, e o prolongamento da corda MN intercepta a diretriz no ponto R. Determine o 
perímetro do triângulo MQR em função de p, sabendo que N encontra-se no interior do 
segmento MR. 


77. (IME/2012) 
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Os triângulos ABC e DEF são equiláteros com lados iguais a m. A área da figura FHCG é igual 
à metade da área da figura ABHFG. Determine a equação da elipse de centro na origem e 
eixos formados pelos segmentos FC e GH. 


< 


KO------> 


-------I 


a) 48x? + 36y? — V2m? = 0 
b) 8x2 + 16y? — V3m? = 0 
c) 16x? + 48y? — 3m? = 0 
d) 8x? + 24y? - m? = 0 

e) 16x? — 24y? -m° = 0 


78. (IME/2011) 


Determine o valor da excentricidade da cônica dada pela equação x? — 10V3xy + 11y? + 
16 = 0. 


79. (IME/2010) 

Uma hipérbole de excentricidade V2 tem centro na origem e passa pelo ponto (v5, E 
A equação de uma reta tangente a esta hipérbole e paralela a y = 2x é: 

a) V3y = 23x + 6 

b)y=-2x+3V3 

c) 3y = 6x + 2V3 

d) V3y = 2V3x + 4 

e) y = 2x + V3 


80. (IME/2010) 


Seja M um ponto de uma elipse com centro O e focos F e F'. A reta r é tangente à elipse no 
ponto M e s é uma reta, que passa por O, paralela a r. As retas suportes dos raios vetores MF 
e MF' interceptam a reta s em H e H’, respectivamente. Sabendo que o segmento FH mede 
2 cm, o comprimento F'H' é: 
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a) 0,5 cm 
b) 1,0 cm 
c) 1,5 em 
d) 2,0 cm 


e) 3,0 cm 


81. (IME/2004) 

Considere a parábola P de equação y = ax?, com a > 0 e um ponto A de coordenadas (xo, Yo) 
satisfazendo a yọ < axĉ. Seja S a área do triângulo ATT’, onde T e T’ são os pontos de contato 
das tangentes a P passando por A. 

a) Calcule o valor da área S em função de a, Xo € Yo. 

b) Calcule a equação do lugar geométrico do ponto 4, admitindo que a área S seja constante. 


c) Identifique a cônica representada pela equação obtida no item anterior. 


6. GABARITO 


E, GABARITO 


<o d 


ITA 


21.a 


—8)2 —6)2 
22.08 | 29 q 
3 4 


x2 
28.a) d(P, S1) = 1; d(Q, S1) = v13; b) |yl=Ix|sey>2ey= IF 1,sey<2 
29.a 


30.a 
31.d 
32. Área pedida = = — : 
33.b 
34. d 
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35.e 
36.a 
52 2.9 
37.(x — 5) +Q-4=7 
38.e 
1 
39.d(V,r) = VE 
_ 5v29 
40.7 = RE 
41.c 
42.F,F, — 10 
43.d 
44.d 


45.(x „By +y =Z 
46.e 


o ad 


47.item a) (x-3)? + (y —- 2V2) = 9; Item b) y=źx+1+2vV2 ou y=-52+9+ 


2v2. 
48.r = 29 — 163 
49.d 
8 5 

51.c 

52. Demonstração. 
53.d 

54.e 

55.e 

56.c 

57.c 

58.e 

59.a 

60.b 

61.c 

62.e 

63.d 

64.e 

65.a 


66.a 
1175-1265 
67.Sapr = ~ ie 


68. Demonstração. 
69.e 
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70. Item a) (x — -j + (y — 3l = ED; temb)B=(3,4)eC=(6,2) 
2 2 


71.P = (4 cos? (æ) ,4senê(a)); =F + y =1 


75.d 
76.2p(V3 + 3) 
77.d 

78.e = E 


2 
79.a 
80.d 
2(axĝ-yo) |a2?x2-ayo 3 mas? 3 as? 


81.a) S = S b) Yo = ax) — EE c) Parábola P transladada de — 


7. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


2/4 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


ITA 


21.(ITA/2019) 


Seja y a circunferência de equação x? + y? = 4. Se r e s são duas retas que se interceptam 
no ponto P = (1,3) e são tangentes a y, então o cosseno do ângulo entre r e s é igual a 


a) 2 
b) = 
1 
c) 3 
V2 
d) E 
2/6 
e) Ea 
Comentários 


Do enunciado, temos a seguinte figura: 


bo Aula 15 — Geometria Analítica II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


Queremos descobrir o valor de cos (a). 

Das propriedades da reta tangente na circunferência, temos: 
e AO é perpendicular a r e BO é perpendicular a s. 
e PA = PB 


Analisando a equação da circunferência, podemos ver que o seu raio é dado por R = V4 = 
2. Como A e B são pontos dessa cônica, temos: 


e AO = BO = 2 = raio da circunferência. 


Note que pelo critério de congruência LLL, temos APAO = APBO. Logo, OÊPB = OPA. 
Fazendo OPB = OPA = $B: 
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Sabemos que a distância do ponto P à origem O é dado por: 
dpo = Xy (1 — 0)? + (3 — 0)? = V10 
Desse modo, temos: 
2 
sen(B) = —— 
P = To 


Queremos saber cos(a) = cos(28). Usando a fórmula do arco duplo do cosseno da 
trigonometria: 


cos(28) = 1 — 2sen(p)? = -2(—) ER = = 


uan 
a. 


Gabarito: 


22. (ITA/2019) 


Seja F o foco da parábola de equação (y — 5)? = 4(x — 7), e sejam A e B os focos da elipse 

E 154 —92 
da equação + + = 
plano tais que a área do triângulo ABP seja numericamente igual ao dobro da distância de P a 
F. 


= 1. Determine o lugar geométrico formado pelos pontos P do 


Comentários 


Precisamos encontrar os pontos 4,B,F e achar a equação que representa a situação do 
problema. Vamos analisar a parábola dada: 


(y— 5) =4x-7) 


Essa é a equação de uma parábola com eixo de simetria na horizontal, pois o termo 
quadrático está em y. Lembrando que uma parábola desse tipo pode ser escrita como: 


2p(x z Ka) = (y Ee o)" 
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Sendo p seu parâmetro e (xy, Yy) as coordenadas do seu vértice. Da equação da parábola 


dada, podemos ver que: 
(Xv; Yv) = (7; 5) 


2p=4>p=2 


As coordenadas de F são dadas por: 


Resta analisar a elipse: 
x-4} y-22 
E + -g = 1 

O centro dessa elipse é dado por O = (xo; Yo) = (4; 2). Note que o semieixo maior é paralelo 
ao eixo das abcissas, pois o maior denominador está abaixo de x. Então, sendo a o semieixo maior 


e b o semieixo menor, temos: 
a° =9>a=3 


b? = 8 > b = 2V2 


Lembrando que a semidistância focal pode ser calculada usando o teorema de Pitágoras, 


podemos escrever: 
a? = b? +c? >9=8+c >c=1 


Logo, os focos 4 e B são dados por: 
A= (x; = C; Yo) = (4 — 1; 2) 


B = (xo + C; Yo) = (4 + 1;2) 


Agora, temos os dados dos focos, o enunciado pede o lugar geométrico que satisfaz a 


seguinte relação: 
N 
Asasr = 2dp,p 


Vamos representar a figura apenas para visualizar a situação: 
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Como o ponto P não foi dado, não sabemos onde ele está localizado. Devemos calcular a área 
Anapp € a distância dp p supondo P = (x; y). 


Para calcular a área A^4gp do triângulo, podemos tomar como base o segmento AB. Então, 
essa área é dada por: 


base altura I|xp-—-xal:ly—2] |5-3]-Iy-—2] 
E RÁ O 


Para a distância do ponto P ao foco F: 


dpr = y(x — xF)? + (y — yr)? =v(x—8)2+(y—5) 
Desse modo, temos: 
Asasr = 2dp r 
Iy- 2| = 2y/& -8 +05} 


Elevando ao quadrado a equação e desenvolvendo: 


2 
Iy - 2? = (2/& -8 +0- 5)}) 
y? — 4y + 4 = 4(x? — 16x + 64 + y? — 10y + 25) 


Como a expressão à esquerda possui apenas a variável y, vamos manter a expressão em x 
em evidência e tentar simplificar a expressão em y. 


4(x? — 16x — 64) + 4y? — 40y + 100 — y? +4y—-4=0 
4(x — 8)? + 3y? — 36y +96 = 0 
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4(x— 8)? + 3 (y? — 12y) +96 = 0 
(y-6)2-36 


Note que a expressão em y pode ser escrita como: 
y? — 12y = y? — 12y + 36 — 36 = (y — 6) — 
Desse modo: 
4(x — 8)? + 3[(y — 6)? — 36] +96 = 0 
4(x — 8)? + 3(y — 6) — 108 +96 = 0 
4(x— 8)? +3(y— 6)? = 12 
Dividindo a equação por 12: 
(x — 8)? p (y — 6) 
3 4 
Esse lugar geométrico representa uma elipse com as seguintes características: 
Centro = (8;6) 


Semieixo maior > a = 2 


=1 


Semieixo menor > b = V3 


(x-8)2 2 (y-6)2 _ 


Gabarito: + ; 1 


23.(ITA/2018) 


Considere a definição: duas circunferências são ortogonais quando se interceptam em dois 
pontos distintos e nesses pontos suas tangentes são perpendiculares. Com relação às 
circunferências C:x?+H(y+4)2=7,G:xº+yº=9eCy:(x—5)2 + y? = 16, podemos 
afirmar que 


a) somente C} e C, são ortogonais. 


) 
) 


b) somente C4 e C} são ortogonais. 


c) C: Edi al, eal. 
a 2 e€ C3 são ortogonais duas a duas. 
e) não há ortogonalidade entre as circunferências. 


Comentário 


Questão que exige que o candidato faça um diagrama inicial com o intuito de não perder 
tempo demasiado em contas. Observe a figura abaixo que contempla a situação sobre a qual o 
enunciado trata: 
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P 


AN, 


x 


Observe que a perpendicular à tangente no ponto de tangência passa pelo centro da 
circunferência dada. 


Dessa forma, para duas circunferências cumprindo as condições do enunciado, teremos a 
configuração mostrada na figura acima. 


Assim, devemos ter a seguinte relação, advinda do triângulo retângulo C,C,P: 
(C102)? = (CP)? + (C,P)? = R$ + R$ (eq. 01) 


Note que essa condição é necessária e suficiente para termos a condição de ortogonalidade, 
ou seja, se um par de circunferências satisfaz a eq. 01, então elas são ortogonais. 


Obs.: Muito cuidado nesse ponto! Usamos o diagrama para buscar alguma relação que 
pudesse simplificar as contas, mas poderíamos ter encontrado apenas uma condição necessária, ou 
seja, se duas circunferências são ortogonais, então satisfazem a eq.01. O que queremos é justamente 
o contrário, usar a eq.01 para concluir que elas são ortogonais, isso exigiria que o candidato partisse 
da volta e concluísse que de fato isso implica que elas são ortogonais. Verifique! 


Assim, devemos simplesmente verificar se os pares de circunferências satisfazem à eq.01. 
Vamos seguir então os seguintes passos: 


Passo 01: 


Determinar as coordenadas dos centros. Para isso, lembre-se que a equação de uma 
circunferência é: 


(x — x) + O — Ye)? = R? 
Do enunciado: 
C:ix? + (y +4 = 7; CG: x? +y? = 9; C: (x 5) +y? = 16 
Denotando por C4, Cz e C os centros das circunferências, temos: 
Cı = (0, —4); C2 = (0,0); C3 = (5,0) 
Passo 02: 
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Determinar os raios. Por inspeção, determinamos os raios R4, R, e R3: 
R,=V7;R,=3:R;=4 
Passo 03: 


Determinar as distâncias entre os centros. Da geometria analítica, temos: 


CC, = [o -02+(0-(-9) =4 
CC; = |(5 — 0)? + (0 - (=4))? = vã 


CC = y (5—0) + (0-0) =5 

Passo 04: 

Verificar se os pares de circunferências satisfazem à eq.01. 

Para C4 e C3: 

(C1C3)? = 4? = 16; R? + R2 = (V7) + 3? = 16; (CC)? = R? + R? 
Para C} e C3: 
(C3)? = (V41) = 41; R? + R2 = (7) + 4? = 23; (C103)? + R2 + R$ 
Para C, e C3: 
(C203)? = 52 = 25; R$ + R2 = 32 + 42 = 25; (Cila = R? + R2 


De onde se conclui que C, é ortogonal a C} e a Cs. 


Gabarito: “c”. 


24. (ITA/2018) 


No plano cartesiano são dadas as circunferências C4: x? + y? = 1 e CG: (x — 4} +y? = 4. 
Determine o centro e o raio de uma circunferência C tangente simultaneamente a C, e G, 
passando pelo ponto 4 = (3, 3). 


Comentários 


Primeiramente, perceba que o ponto 4 dado também pertence a C}, pois substituindo o 


ponto 4 na equação de C, temos satisfeita a equação: 


(3-42+(V3-0) =1+3=4 


Dessa forma, seja C o centro da circunferência que é tangente a C4 e C}. Do enunciado, 


podemos traçar o seguinte diagrama: 


P Aula 15 — Geometria Analítica II 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


Como Z = = = 3, temos que o ângulo cC ÂD = 60º. Além disso, como DC, = 4-3 = 1, 
1 


temos que e =» do que segue que o ângulo DÃC, = 30º. Assim, concluímos que C,ÃC, = 
C ÂD + DÃC, = 90º e o triângulo AC, AC é retângulo. 


Note que, como a circunferência que buscamos é tangente às duas, temos que CA =Tr e 


CC, = CB + BCG =r + 1. Além disso, olhando para o triângulo AC,AD, temos que sen(60º) = 
GD 3 


Ma RA Z então C,4 = 23. Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo AC AC, temos: 
1 4 


11 
(+1)? =r? + (2V3) >2r+1=123r => 


Observe, pelo diagrama abaixo, que a coordenada x de C é dada por 4 — CC sen(30°) = - 


e a coordenada y de C é dada por CC, cos(30º) = ma 
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Gabarito: r = e C = E 
2 4 4 


25. (ITA/2017) 


Sejam S4 = {(x,y) E€ R?: y > |lx]— 1|} e S, = {(x,y) E R?: x? + (y + 1)? < 25}. A área da 
região S4 N S, é 


a) Žr- 2 
b) Žr-1 
dr 

dŽr-1 
e) Žr- 2 


Comentários 


Primeiramente, vamos determinar a região S,. Em questões desse tipo, é bastante útil 
começar de funções que já conhecemos o comportamento e, após isso, ir fazendo as alterações 
propostas. Nesse caso, vamos olhar para a função y = x, que tem gráfico: 
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-1 


Após isso, olhamos para a função y = |x] e y = |x| — 1: 


y = |z| 


v=|z|-1 


— 


Por fim, temos o gráfico de y = [x | — 1|: 
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y = ||æz| — 1| 


Agora, vamos determinar a região S,. Note que temos um círculo de raior = v25 = 5 e 
centro C = (0, —1), observe no gráfico abaixo: 
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Sobrepondo as duas regiões, observamos que o que o enunciado pede é a área 


correspondente a um quarto da circunferência subtraída da área de um quadrado de lado | = V2. 
Assim: 


E 1 25 
Área de S, NS, = = (25r) — (V2 "a 3 
4 4 


Gabarito: “a 


26. (ITA/2016) 
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Considere as circunferências A4,:x? + y? — 8x + 4y = 20 e å3:x? + y? — 2x — 8y =8. 0 
triângulo ABC satisfaz as seguintes propriedades: 


a) o lado AB coincide com a corda comum a À, e À;; 
b) o vértice B pertence ao primeiro quadrante; 
c) o vértice C pertence a À, e a reta que contém AC é tangente a 13. 
Determine as coordenadas do vértice C. 
Comentários 

Primeiramente, vamos encontrar os vértices 4 e B subtraindo À, de 414: 

(x? + y? — 8x + 4y) — (x? + y? — 2x — 8y) = (20) — (8) 
—6x + 12y = 12 & x — 2y = -2 & x = 2(y — 1) (eq.01) 
Substituindo eq. 01 em 45, vem: 
4(y — 1}? + y? — 2: 2(y — 1) — 8y = 8 & 5y? — 20y = 0 (eq. 02) 


Resolvendo a eq. 02 para y, temos y = 0 ou y = 4. Para y = 0, temos x = 2(0 — 1) = —2. 
Para y = 4, temos x = 2(4 — 1) = 6. Como B pertence ao primeiro quadrante, temos então: 


B = (6,4) e A = (—2,0) 
Agora, vamos descobrir a equação da reta tangente que passa por AC. Seja ela da forma: 
r: y =mx+b 
Como ela passa por 4 = (—2,0), temos 0 = m : (—2) + b & b = 2m. Assim: 
y = m(x + 2) (eq. 03) 
Ela é tangente a 1,. Vamos escrever a equação de À, na forma reduzida: 
A2: x? + y? — 2x — 8y = 8 > 1: (x — 1}? + (y — 4)? =8 +1+16 = 25 


Assim, a distância da reta ao centro da circunferência, C} = (1,4) deve ser igual ao raio dela. 
Dessa forma: 


m-—-4+2m 3 
dr cd) = [F =5> Bm-4 =25m+1)>m=-7 


Logo, a reta: 
e + 2 
PS Gra) 
Substituindo a equação da reta em 44: 
9 3 
2 +4 — 2)? — 4. (- 5) 2)=2 
ET )* — 8x + z) (+ ) 0 


38 z : 38 
Resolvendo pra x, vem x = —2 ou x = T Para x = —2, teríamos o ponto 4. Assim, Xç = = 
Substituindo na equação da reta: 
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Portanto: C = (É -*), 


Gabarito: C = (Z, — 5) 


27. (ITA/2016) 


Se P e Q são pontos que pertencem à circunferência x? + y? = 4 e à reta y = 2(1 — x), então 
o valor do cosseno do ângulo PÔQ é igual a 


Comentários 


Se os pontos pertencem à circunferência e à reta, o primeiro passo é substituir a equação da 
reta na equação da circunferência. Desse modo: 


8 
x? +41- x) = 4 >x=00ux=7 


Assim, para x = 0, temos y = 2. Para x = a temos y = -$ Sem perda de generalidade, 
seja: 


P = (0,2) 


Observe a figura: 
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Vamos calcular PQ? usando distância de pontos: 


po? = (o 2) +(2 ( e 
Q = 5 5)) 5 
Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo APOQ: 


2 =r? +r? -2r- 5 DO ig 5 
PQ? = r? +r? —-2r:rcos(PÔQ) > z = 2:4 — 2 : 4cos (POQ) 


Logo, cos(PÔQ) = -Ż 


Gabarito: “a”. 
28. (ITA/2016) 


Sejam S um subconjunto de R? e P = (a,b) um ponto de R?. Define-se distância de P a S, 
d(P,S), como a menor das distâncias d(P, Q), com Q E S: d(P,S) = min{d (P,Q): Q E S}. 


Sejam S4 = {(x, y) E R?:x = 0 e y > 2} e S, = {(x, y) E€ Rè: y = 0}. 
a) Determine d (P, S1) quando P = (1,4) e d (Q, S1) quando Q = (—3, 0). 
b) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de S, e de S}. 
Comentários 
a) Nessa questão, o primeiro passo é identificar os conjuntos S, e S3. 


Observe que S, corresponde a um intervalo sobre o eixo y, ou seja, x = 0. A distância de um 
ponto qualquer a esse conjunto vai depender da coordenada y desse ponto. Se y > 2, então sua 
distância será apenas a sua distância usual ao eixo y, ou seja, |x|. Se y < 2, temos que sua distância 
será a sua distância usual ao ponto (0,2), que é o ponto mais próximo nessa situação. Para facilitar, 
observe o diagrama abaixo: 
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O conjunto S,, pode-se observar facilmente que ele é o próprio eixo x, consequentemente, 
a distância de qualquer ponto a esse conjunto é o módulo de sua coordenada y, ou seja, ||. 


Na questão são dados dois pontos, P = (1,4) e Q = (-3,0). Observe que yp > 2, da 


discussão acima: 
d(P,S)=|1|=1 


E temos yọ < 2, do que segue: 


d(Q,S)=V(-3-0)2+(0-2)2=V13 


b) Seja um ponto qualquer do plano, P = (x,y). 
Vimos acima que sua distância a S, é dada por d(P,S,) = ||. 
Para calcular sua distância a S4, devemos considerar dois casos: 
1º caso: y >2 
Disso, temos que: 
d(P, S1) = |x| 
Fazendo d (P, S1) = d (P, S2), vem: 
Iyl = Ix] > y = +x 
22 caso: y < 2 
Disso, temos que: 
dP, S1) = VŒ- 0} +O- 2} = yx? + O- 2) 


Fazendo d (P, S4) = d (P, S2), vem: 
2 


X 
2+0-D=bla2+0-2D=y)5y=7+1 


Graficamente, temos: 
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+ 
“ 


+ 
` 
NO 


2 
Gabarito: a) d(P, S1) = 1; d(Q, S1) = V13; b) |y| = |x|, sey > 2ey=7+1,sey <2. 


29. (ITA/2015) 


Considere uma circunferência C, no primeiro quadrante, tangente ao eixo Ox e à reta r: x — 
y = 0. Sabendo-se que a potência do ponto O = (0,0) em relação a essa circunferência é igual 
a 4, então o centro e o raio de C são, respectivamente, iguais a 


a) (2,2V2 — 2) e 2V2 - 2 


b) (22-5) e$ l 


c) (2,V2 — 1)e V2- 1 
d) (2, 2 — V2) e 2 — v20 
e) (2,4N2 — 4) e 4V2 — 4 


Comentários 


2 2 


Primeiramente devemos lembrar a definição de potência de ponto. Dado um ponto P e uma 
circunferência À, a função potência de ponto é definida por: 


P(d) = d? — r? (eq.01) 
Onde d é a distância de P ao centro da circunferência e r o raio dela. 


Observe o diagrama abaixo que ilustra a situação: 
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Utilizando a eq. 01, podemos determinar o valor de OM, pois a potência do ponto O = (0,0) 
é 4, ou seja, 4 = OC? — CM? (eq. 02) e também, pelo triângulo retângulo AOCM temos que OC? = 
CM? + OM? > OM? = OC? — CM? = 4 > OM? = 4 > OM =2. 


Do diagrama apresentado, observa-se que a coordenada xç do centro da circunferência 
corresponde a OM. Sendo assim, xç = 2. 


Do diagrama apresentado, temos que 20 = 45. Da trigonometria: 


2tg(0) 


tg(20) = T=t92(0) 


=tg(45)=1>tg(0)+2tg(0)-1=0 


Resolvendo a equação do segundo grau acima para tg(0), obtemos tg(0) = —1 — V2 ou 


tg(0) = V2 — 1. Mas 8 está no primeiro quadrante, então tg(6) > 0. Assim, tg(0) = V2 — 1. 
Observando o diagrama, temos que a coordenada yç é igual ao raio da circunferência. Além 
disso, < = tg(0). Dessa forma, temos CM = MOtg(6) = 2(V2 — 1). Logo, CM = yç =r = 


2(V2 — 1). 


Gabarito: “a”. 


30. (ITA/2015) 
Considere as afirmações a seguir: 


|. O lugar geométrico do ponto médio de um segmento AB, com comprimento l fixado, cujos 
extremos se deslocam livremente sobre os eixos coordenados é uma circunferência. 


Il. O lugar geométrico dos pontos (x,y) tais que 6x? + x2y — xy? — 4x? — 2xy = 0 é um 
conjunto finito no plano cartesiano R?. 


III. Os pontos (2, 3), (4, —1) e (3,1) pertencem a uma circunferência. 
Destas, é (são) verdadeira(s) 


a) apenas |. 
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b) apenas II. 
c) apenas III. 
d)lell. 
e) le Ill. 
Comentários 
Vamos analisar cada afirmativa. 
Afirmativa l: 


Se os extremos percorrem os eixos coordenados, podemos supor, sem perda de generalidade 
que: 


A = (x4,0) 
B = (0, Yg) 
Além disso, como seu comprimento é fixado, temos que: 


l = AB = y (x4 — 0)? + (0 — yg)? = [x2 + yê > P = xå + yé (eq.01) 
O ponto médio do seguimento AB é dado por: 
TE TEF = (e 2) - X4 Yg 


2 2 "2 


Dessa forma, temos que: 


wr Ia ara ua  YB? 
2 P > 0M o t3 (eg. 02) 


A . POR dica f E . 
Ou seja, M pertence a uma circunferência de raio E centrada na origem. Logo, é verdadeira. 


Afirmativa Il: 


Nessa questão, basta observar que qualquer ponto do tipo P = (0,7), com y E R, satisfaz a 
equação, pois: 


6:02+02.y-0-y2-4:0? -2:0-:y=0 
Então, esse conjunto não é finito, pois pode-se escolher y livremente nos reais. Logo, é falsa. 
Afirmativa Ill: 
Da geometria plana, temos que: 
três pontos não colineares formam um triângulo; 
todo triângulo é inscritível em uma circunferência. 


Logo, basta verificar se esses pontos são ou não colineares. 
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Da geometria analítica, temos que três pontos são colineares se, e somente se, eles 
obedecem a equação de uma reta. Ou seja, se tivermos três pontos A, B e C, eles pertencem a uma 
mesma reta se, e somente se: 


Xa Ya 1 
Xg Yg 1ļ|= 0 (eq.03) 
xc Yc 1 


Do enunciado, temos que A = (2,3),B = (4,—1) e C = (3,1). Substituindo na eq.03, 
temos, usando regra de Sarrus: 


2 3 1 
4 —1 1=3:3:1+2:(-1):144:1:1-(4:3:143-(-1)-:1+2:1:1)= 
3 1 1 


=9-244-12+3-2=0 


Logo, eles pertencem a uma mesma reta e não pertencem a uma mesma circunferência. 
Logo, a afirmativa é falsa. 


Gabarito: “a”. 


31. (ITA/2014) 


A equação do círculo localizado no 1º quadrante que tem área igual a 47 (unidades de área) e 
é tangente, simultaneamente, às retas r: 2x — 2y +5 =0es:x+y—-4=0é6 


T 


Comentários 
Primeiramente devemos determinar o raio da circunferência. Da geometria plana, temos: 
A= nmr? 
Onde 4 é a área da circunferência e r seu raio. Do enunciado, 4 = 47. Ou seja: 


4r = nr? e r? =4 


.r=2 
Para entender melhor a situação, façamos os diagrama das retas no plano cartesiano, 
percebendo quer L s, uma vez que m,. = 1 e m, = —1 e, portanto, m,m, = —1. 
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Dessa maneira, podemos melhorar ainda mais essa figura, pois sabemos que a circunferência 
se encontra totalmente no primeiro quadrante, do que resta apenas a seguinte possibilidade: 


Pela construção, observamos que o seguimento PC é horizontal, uma vez que ele representa 
a bissetriz do ângulo NPM = 90º e, portanto, faz com a reta r o mesmo ângulo que essa faz com o 
eixo x. 


Disso, temos que a coordenada y do centro, Yç, é a mesma do ponto P = r N s. Além disso, 
observe também que a coordenada xç obedece: 


Xc = Xp + PC 


Além disso, observe que: 


2 1 
> = sen(45°) = — > PC = 2V2 
Po sen(45º) A C V2 
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Encontrando o ponto P: 
5 = 
ney =o 
s:x+y—4=0 


5 3 
Xp — Yp +3 + (xp + yp- 4) =0 > 2xp -3 =0> xp = 


Disso: 


Por fim, temos que: 
3 
xe => + 242 
4 
Ou seja: 
3 13 
= (— + 2V2, — 
CSG t V2, 7) 


Do que segue que a equação da circunferência é dada por: 


2 2 
3 13 
(x-(+ 22) L E a Ei 
Gabarito: “d”. 


32. (ITA/2013) 


Determine a área da figura plana situada no primeiro quadrante e delimitada pelas curvas 
-x-2)(y+5-2) =0ex?-2x+yº-8=0 
Comentários 
Observe que a primeira equação representa duas retas, pois ela implica: 
x 
Pope a a A=o 
Vamos investigar a segunda equação. Observe que ela parece muito com uma equação de 
circunferência. Vamos tentar representá-la na forma: 
(x—- x) +(y- yo) =r? 
Para isso, vamos completar os quadrados: 
x —-2x+yº-8=0>(xº-2x+1)-1+yº-8=0 
Logo: 
(x— 1} + y? = 9 = (3)? 
Assim, observamos que de fato temos uma circunferência, de raio r = 3 e centro C = (1,0). 


O próximo passo é representar as curvas em um plano cartesiano. Observe abaixo: 
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—2-2=0 


i 
Do diagrama acima, temos três pontos de intersecção importantes: 

12) Entre as retas (C); 

2º) Entre a reta y + - — 2 = Q ea circunferência (B); 


3º) Entre a reta y — x — 2 = 0 e a circunferência (A). 


O ponto de intersecção das retas, pelo próprio diagrama, é o ponto C = (0,2), obtido 
fazendo-se x = 0 na equação das retas. O ponto B também pode ser obtido facilmente observando- 
se que, pra y = 0 temos x = 4, o qual corresponde ao ponto mais extremo da circunferência. Ou 
seja, B = (4,0). Para encontrar o ponto 4, isole y na equação da reta: 


y=x+2 
E substitua na equação da circunferência: 
(x-1)2+(x+2)2=9>52x2+2x-4=0 


Resolvendo para x, obtemos x = 1 ou x = —2. Mas A pertence ao primeiro quadrante, ou 
seja, x > 0. Logo, x = 1. Assim, y = x + 2 = 1 + 2 = 3. Por fim, A = (1,3). 


De posse dos pontos, podemos calcular a área hachurada na figura abaixo, observe: 
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Note que O, centro da circunferência, está na mesma vertical que o ponto 4. 


Para calcular a área do triângulo ABC, podemos usar a seguinte equação, do estudo da 
geometria analítica: 


i qla ya À 131 
Area do AABC = xp Yg 1|=-|4 0 1]]=3 
Xc Yc 1 0 2 1 


Para calcular a área restante, perceba que ela corresponde à área de um quarto da 
circunferência subtraída da área do triângulo retângulo AABO. Assim: 


p 1 1 97 
Área de-— de circunferência = — (3)? = — 
4 4 4 
; -Aa 9 
Area do AABO = 2 = 2 
Do que segue que: 
B 9r 9 
amaa 
Finalmente, a área pedida: 
p 2 9n m 3 
Area pedida ma = a 
Gabarito: Área pedida = m — a 


33. (ITA/2013) 

Sobre a parábola definida pela equação x? + 2xy + y? — 2x + 4y + 1 = 0 pode-se afirmar 
que 

a) ela não admite reta tangente paralela ao eixo Ox. 


b) ela admite apenas uma reta tangente paralela ao eixo Ox. 
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c) ela admite duas retas tangentes paralelas ao eixo Ox. 


d) a abscissa do vértice da parábola é x = —1. 
e) a abscissa do vértice da parábola é x = — =. 


Comentários 


A primeira coisa que se observa é que a equação da parábola não se apresenta da forma 
como normalmente conhecemos. No entanto, observe que os itens a, b e c versam sobre tangentes 
paralelas ao eixo Ox. O que sabemos sobre retas paralelas ao eixo Ox? Sabemos que elas são do 
tipo: 

y=aa ER 

Além disso, para que uma reta seja tangente a uma curva do segundo grau, sabemos que 
basta fazer seu discriminante nulo quando substituímos a equação da reta na equação da cônica, ou 
seja, a equação 

x? +2xa +a? -— 2x +4a+1=0 >x? +2(a—1)xx+a?+4a+1=0 

Deve ter o discriminante (A) nulo. Dessa forma, teremos: 

A = [2(a — 1)]? — 4 ; (1) ; (a? + 4a + 1) = 0 > -24a = 0 >a = 0 

Assim, a reta y = 0 (o próprio eixo 0x) é a única tangente à curva, o que torna o item b 
verdadeiro. 


Gabarito: “b”. 


34. (ITA/2011) 


Sejam m e n inteiros tais que == -Ż é a equação 36x? + 36y? + mx + ny — 23 =0 
representa uma circunferência de raio r = 1 cm e centro C localizado no segundo quadrante. 
Se A e B são os pontos onde a circunferência cruza o eixo Oy, a área do triângulo ABC, em 
cm?, é igual a 

8V2 

3 


4/2 
3 


a) 


b) 


Comentários 


Antes de qualquer coisa, vamos fazer algumas substituições que vão simplificar bastante o 
problema. Divida a equação da circunferência por 36, para normalizar os termos quadráticos: 
23 


36x? + 36y? + mx + ny — 23 =0 Spip p gen -—=0 
36 36 36 
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a E sm % Z è ~ 
Note que o enunciado fixou a razão PE Ou seja, ele também ficou a razão 


“fis 
| 


maneira esperta, podemos fazer a seguinte substituição de variáveis: 


Que é válida, pois preserva a razão estabelecida no enunciado. Assim a equação da 
circunferência fica: 


23 23 
x? +y? — 4kx + 6ky — zz = 0 © (x — 2k)? + (y + 3k)? -zz — 4k? — 9k? = 0 


Logo, seu centro é: C = (2k, —3k). 


Como o raio da circunferência é 1, devemos ter: 


12 a E = 136 4 13%? es E a a Skat. 
36 E 36 "36 36 36 "36 6 
Como ela tem centro no segundo quadrante, k < 0, ou seja, k = — z, 


Assim, teremos a equação da circunferência: 
2 


ee- = 


Sua intersecção com o eixo y ocorre quando x = 0. Logo: 


(0+5) +( ) =1=( ) = e 1,202 
3 = 2) ` "a dn 


F] 3 


1,242 
2 3 


2 3 


Observe o diagrama abaixo: 
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Dele, temos que a altura do triângulo AABC é a coordenada x de C. Assim: 


AB:xç 4/2 1 1 242 


Area do AABC = 2 3 37 9 


Gabarito: “d”. 


35. (ITA/2010) 


Um triângulo equilátero tem os vértices nos pontos 4,B e C do plano x0y, sendo B = (2,1) 
e C = (5,5). Das seguintes afirmações: 


|. A se encontra sobre a reta y = -1y + = 

Á H = 3 45 ; aak 
Il. A está na intersecção da reta y = =4X + coma circunferência (x — 2)? + (y — 1)? = 
25; 


2 
Ill. A pertence às circunferências (x — 5)? + (y — 5)? = 25e (x — 7) + (y - 3} = z 


é (são) verdadeira(s) apenas 


a)l. 
b) II. 
c) III. 
d)lell. 
e) lle Ill. 


Comentários 


Como o triângulo AABC é isósceles, A está sobre a mediatriz de BC. Para encontrar essa reta, 
precisamos de duas informações: 
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12) O coeficiente angular, o qual podemos obter diretamente da reta BC, uma vez que elas 
são perpendiculares; 
22) Um ponto pelo qual a mediatriz passa, o ponto médio de BC, por exemplo. 
Da geometria analítica, o coeficiente angular de BC é dado por: 
ts E a 
BC Xc a; Xp 5 — 2 3 


Assim, seja r a mediatriz, seu coeficiente angular é dado por: 


“3 
m, = E 
O ponto médio do seguimento BC, que chamaremos de M, é: 
5+2 5+1 
(F) G3 
Por fim, a mediatriz r, da geometria analítica: 
3 y-3 o 3 45 
A 
2 
Isso invalida a afirmativa l, pois y = — =x + = é paralela à r. Se passasse pelo mesmo ponto, 


A, elas deveriam ser iguais, o que não é verdade. 


A afirmativa Il é verdadeira, uma vez que a circunferência dada está centrada em B e possui 
raio 5, ou seja, ela representa o conjunto de todos os pontos que distam 5 de B, que é o caso de 4, 


dado que AABC é equilátero. Além disso, 4 E r: y = — =x + s, como visto anteriormente. 
A afirmativa Ill também é verdadeira. Vamos analisar: 
(x — 5)? + (y — 5)? = 25 representa o conjunto de pontos que distam 5 de C = (5,5), que 
é o caso de 4, uma vez que AABC é equilátero. 
2 
(x — 7) + (y - 3} = z representa o conjunto de pontos que distam 53 de M = É, 3), 


ponto médio de BC. A deve pertencer a esse conjunto, uma vez que BC = 4 (5 — 2)22 + (5 - 1} = 
5, e a altura AM do AABC é dada por: 
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5 5/3 
AM = >-tg(60º) = e 


2 2 


Gabarito: “e”. 


36. (ITA/2010) 


Considere as circunferências Cy: (x — 4)? + (y — 3)? = 4 e CG: (x — 10)? + (y — 11) = 9. 
Seja r uma reta tangente interna a C4 e C}, isto é, r tangência C4 e C, e intercepta o segmento 
de reta 0,0, definido pelos centros O, de C4 e O, de C,. Os pontos de tangência definem um 
segmento sobre r que mede 


a) 5V3 


e) 9 
Comentários 


Tudo que precisamos nessa questão é de um bom diagrama, observe: 
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Da figura: 


m+n=0,0,=(4- 10)2+(3- 11)? = 10 (eq. 01) 


Observando os triângulos APP,0, e APP,0,, temos que: 


3 2 2 
sen(0)=—=->n=;m 
m n 3 


Substituindo na eq. 01, temos: 


2 5 
HE ESS o ADO 


Logo, n = z -6 = 4. Teorema de Pitágoras para os triângulos APP} 04 e APP,0;,: 
m? = 3? + (P,P)? > 62 = 9 + (P,P)? > P,P = 3V3 
n? = 22? + (P,P)? > £ = 4 + (P P)? > P,P = 2V3 
Queremos: 
PP, = P,P + PP, = 3V3 + 2V3 = 5V3 


uan 
a. 


Gabarito: 


37.(ITA/2010) 


Determine uma equação da circunferência inscrita no triângulo cujos vértices são 4 = (1,1), 
B = (1,7) e C = (5,4) no plano x0y. 


Comentários 
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Vamos encontrar primeiramente o centro dessa circunferência. Da geometria plana, sabemos 
que o centro dessa circunferência é a intersecção das bissetrizes internas do triângulo, o incentro. 


Observe o digrama abaixo: 


M 
a 


O 


Pelo Teorema da Bissetriz Interna, aplicado ao triângulo AABC, temos: 
CM b M-C b cC + bB 
—— = — ———————— = — 32 M = —— 
MB c B-M c c+b 
Como CB =a, < = 2 e CB = CM + MB, temos que CM = 2 Aplicando o Teorema da 
Bissetriz Interna ao triângulo ACMA, temos: 


MI ba 1 

IA c+bb A—I c+b 
cC+b 
Cc 


B 
yz + temos que: 


Como M = 
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= aA + bB + cC 
~ a+b+c 
Vamos calcular então os valores de a,b e c: 
a=BC=vV(5-1)22+(4-7)2=5 
b=AC=vV(5—-1)22+(4—-1)2=5 
c=AB=V(1-1)2+(7-1)2=6 
Assim, temos que: 
5:(1,1) +5- (1,7) +6: (5,4 5 
pran L Om 


Por fim, devemos encontrar o raio da circunferência. Para isso, vamos encontrar a reta base 
do lado AB. Note que ambos estão sobre a reta r: x = 1. Assim, para calcular o raio, R, basta 
encontrar a distância de I a essa reta: 


da(l,r) = R = |-Ż—] =D 
' V12+02] 2 
Logo, a circunferência pedida: 
2 
(x-2) +0 -4 =- 


O 52 2.9 
Gabarito: (x-5) +(y—4) = 


38. (ITA/2008) 


Dada a cônica À: x? — y? = 1, qual das retas abaixo é perpendicular à À no ponto P = (2, V3)? 
y 


a)y =vV3x -1 
bjy=a 
dy=Fx+1 
dy=-Ex—7 
Jy=-Ex-4 


Comentários 


Esse problema trata, basicamente, de encontrar o coeficiente angular da tangente à cônica 
no ponto P, uma vez que de posse desse valor podemos determinar o coeficiente angular da 
perpendicular à cônica nesse ponto. 


Seja, então, r: y = mx + b uma reta tangente à cônica. Como P E r, temos: 


V3=m2+b>b=V3-2m 
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Ou seja, r: y = mx + v3 — 2m. 


Substituindo y na cônica, temos: 
I= [mx + (3 — 2m) | =1> (1-m’)x - 2m(V3 — 2m)x — (V3 - 2m} -1 =0 
Seu discriminante deve ser zero, logo: 
A = 4m? (V3 — 2m) +4(1 - m?)(V3 - 2m) +41- m?) =0 
A=(V3m-2) =0>5m= 


A reta s que queremos é tal que: 


mm=-1 >m, =— 


ado 


Gabarito: “e”. 


39. (ITA/2008) 


Considere a parábola de equação y = ax? + bx + c, que passa pelos pontos (2,5),(—1,2) e 
tal que a,b,c formam, nesta ordem, uma progressão aritmética. Determine a distância do 
vértice da parábola à reta tangente à parábola no ponto (2,5). 


Comentários 
Como a,b e c são uma P.A., nesta ordem, podemos escrever que: 
(a,b,c) = (b —r,b,b +r) (eq.01) 
Como a parábola passa pelos pontos dados, temos que: 
5=4a+2b+c 
2=a-b+c 
Usando a eq. 01: 
5=4(b-r)+2b+b+r=7b-3r 
2=b-r-b+b+r=b 
Resolvendo o sistema, temos b = 2er = 3. Portanto, a = —1,b = 2 e c = 5. A parábola: 
y =—x?+2x+5 
Observe que podemos reescrever a parábola como: 
y =—x?+2x—1+6=6-(x-1)} <6 


O vértice, V, está associado ao máximo ou mínimo valor de y. Nesse caso, y é máximo quando 
x—1=0 > x = 1e, portanto, y = 6. Dessa forma, o vértice da parábola é: V = (1,6). 


Seja r: y = mx + b a reta tangente à parábola no ponto (2,5). Temos: 
5=2:m+b>b=5-2m 

Assim, r: y = mx + 5 — 2m. 

Substituindo y na parábola, vem: 
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-xº+2x+5=mx+5-2m>-xº+(2-m)x+2m 
Queremos que seu discriminante seja nulo, pela condição de tangência, ou seja: 


A=(2-m)?-4:(-D):2m=m+4m+4=(m+4+2)2=0 


Logo, m = —2. Dessa forma, r: y = —2x + 9. Fazendo a distância de V a r, temos: 
—-2:1—-1:6+9 1 
d(V, r) = |] = — 
JED +C) v5 


Gabarito: d(V,r) = = 


40. (ITA/2007) 


Considere, no plano cartesiano xy, duas circunferências C} e C, que se tangenciam 
exteriormente em P: (5,10). O ponto Q: (10,12) é o centro de C,. Determine o raio da 
circunferência C,, sabendo que ela tangencia a reta definida pela equação x = y. 


Comentários 


Essa questão é um pouco mais elaborada e exige um diagrama inicial bem feito, observe: 


Vamos dividir a solução em três partes: 

Encontrar sen(0); 

Encontrar PR; 

Encontrar r. 

Para calcular sen(0), observe, do diagrama acima, que: 
a +0 =45° 50=45º-q 


Assim, temos que sen(0) = sen(45° — a) = sen(45°) cos(a) — cos (45°)sen(a). 
Portanto: 


bo Aula 15 — Geometria Analítica II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 F 


sen(0) = = (cos(a) — sen (a)) 


V2 
Note que tga é o coeficiente angular da reta que passa por PQ. Assim, temos que: 
10-12 2 
t >—— = — 
g) = 5o "5 
iâ f Ee =. 
Usando o triângulo abaixo, podemos observar que sen(a) = = € cos(a) = 7 Dessa 
forma, 
temos que: 
v29 
2 
5 
1/5 2 3 
sen(0) = (= — ==) = 
V2 \V29 v29/ v58 


Para encontrar R e posteriormente PR, é conveniente encontrar a equação da reta PQ. Isso 
é bem simples, pois temos seu coeficiente angular e temos um ponto dela (tome P, por exemplo). 
Da geometria analítica, sabemos que: 


E E a E, 
5 x-5 
Fazendo y = x na reta PQ podemos encontrar as coordenadas de R: 
40 
ASTEEN ey 
, 40 40 
ee R = a 


_ (%0 2 (40 2 [2525 254 2502549) 5 
Assim, PR = (2-5) +(2-10) = e gafe o ci DA 


Para encontrar r, observe na figura que: 


(0) r 2 3 r E 5v29 
sen = We sSrE—>————— 
r+PR 58 r 4 2429 v58—3 
3 
a 529 
Gabarito: r = NE 


41. (ITA/2006) 


Sejamaretas:12x — 5y + 7 = 0 ea circunferência C: x? + y? + 4x + 2y = 11. Areta p, que 


é perpendicular a s e é secante a C, corta o eixo Oy num ponto cuja ordenada pertence ao 
seguinte intervalo 
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a) (-91/12,-81/12) 
b) (-81/12,-74/12) 
c) (74/12, 30/12) 
d) (30/12, 74/12) 

e) (75/12,91/12) 


Comentários 


) 
) 


Inicialmente, vamos definir o formato de p usando que ela é perpendicular a s. O coeficiente 


j l m 12 12 5 
angular de s é, por inspeção, m, = T Dessa forma, temos que = Mp = -1 > m, = E 


Assim, p é da forma: 


5 
x + b (eq.01) 


P=] 


Observe o seguinte diagrama: 


tangente 


Nele, podemos observar que qualquer reta secante à circunferência estará na região entre as 
retas tangentes de mesmo coeficiente angular. 


É conveniente calcular o valor de b para a condição de tangência. Para isso, lembre-se que 
uma reta é tangente a uma circunferência se, e somente se, a distância do centro da circunferência 
à reta for igual ao raio da circunferência. 


Nesse caso, temos que o centro é C = (—2, —1), do que temos que: 


-1+5 C)-b| | -4-b 
d(C,p) = DEE | = TAD =4 
elia) 122 
11 
Ego o, 
E 13 E 13 000 
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-22-12b _ 


Caso 01: ——— = 4 
13 
EE sp 12b = 52 ~ b i 
13 12 
woi- = A 
13 
E ma di ii- 
= = >D — — = — 5 = — 
13 12 


Queremos a intersecção com o eixo y, ou seja, queremos y para x = 0. Da eq. 01, temos: 


5 
pe PTS) 


Observe, então, a figura abaixo: 


tangente 


tangente 


Dela, temos que a intersecção das retas secantes com o eixo y, como dito antes limitadas 


Z i 74 30 
pelas retas tangentes, está no intervalo 1 = | — TT |. 


Gabarito: “c”. 
42.(ITA/2006) 


Sabendo que 9y? — 16x? — 144y + 224x — 352 = 0 é a equação de uma hipérbole, calcule 
sua distância focal. 


Comentários 


O primeiro passo é escrevê-la da forma: 


(x— xo) Oy) sä 
qo Bo 


Y-Y) (=x 4 
CE qe A 
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Para isso, vamos dividir a equação, membro a membro, por 9 : (—16), observe: 


9, 16 o 14 224 352 
nem Gi GH Qdo TCH 
16 14 ESA 


1 ig 24 = 
w o CRM o Ga 


0 
0 


1 1 352 
= 2 — — — 2 = = 
q (x 14x) TAY 16y) + 0 


Completando os quadrados de x e y, vem: 


= EE Mea — 2: 8y + 64) -(-$ ias = 
9 9 16 16 144 
Do que obtemos: 
= -7 
a GR 
Assim, temos que a = 4 e b = 3. Do estudo da hipérbole, sabemos que a distância focal é 
dada por F, F, = 2c, onde c? = a? + b?. 


1 


Dessa maneira, temos: c? = 4? +3? = 25> c =5. 
Por fim: 
EF, =2-5=10 
Gabarito: F,F, = 10. 


43. (ITA/2006) 


Os focos de uma elipse são F,(0, — 6) e E, (0,6). Os pontos 4(0,9) e B(x,3), x > 0, estão 
na elipse. A área do triângulo com vértices em B, F e F, é igual a 


a) 22/10 

b) 18/10 

c) 15/10 

d) 12/10 

e) 6/10 
Comentários 


Ele nos dá os elementos necessários para que consigamos construir a equação da elipse. 
Lembre-se que a equação geral da elipse com seus eixos paralelos aos eixos coordenados é da forma: 


(x— xo) O- y) 
Ca topo! 
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(x= xo)" yN 

-r a - 

Onde 2a é o tamanho do eixo maior e 2b a medida do eixo menor da elipse. Além disso, 
também sabemos que a distância focal é chamada de 2c = F,F,. Nesse caso: 


1 


FiF, = |(0-02+(6-(-6)) =12>2=12>c=6 


Sabemos também que o centro da elipse é o ponto médio do seguimento F, F,. Portanto: 


0+0 6+(-6) 
C= (xc, Yc) = E) = (0,0) 
2 2 
Assim, nossa elipse tem a seguinte forma: 
x2 y? 
pia 


Note que a está sob y pois o eixo maior sempre é aquele que contêm os focos. Nesse caso, 
o eixo focal está sobre o eixo y. 


Como o ponto A pertence à elipse, temos que: 
0? (9)? i 
pa 1>a=9,poisa>0 
Do estudo da elipse, também sabemos que: a? = b? + c?. Logo: 
92 =b + (6 >b=3V5 


Nossa elipse está completa, veja: 


X yY 
— + =1 
4581 
B pertence à elipse, logo: 
x2 (3)? 
as "81 É 1>x=2v10 


Observe a figura: 
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Logo, a área do AF, F,B é dada por: 


o 12 -2v10 
Área do AF,F,B = a 12v10 


Gabarito: “d”. 


44. (ITA/2005) 

Uma circunferência passa pelos pontos 4 = (0,2),B = (0,8) e C = (8,8). 
Então, o centro da circunferência e o valor de seu raio, respectivamente, são 
a) (0,5) e 6. 

b) (5,4) e 5. 

c) (4,8) e 5,5. 

d) (4,5) e 5. 

e) (4,6) e 5. 

Comentários 


Faça um diagrama e perceba que o triângulo é retângulo de diâmetro AC. Disso, podemos 
tirar duas informações importantes: 
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o q 


O Qunccossasocansanscssanasoanasasa 


12) Seu centro está no ponto médio de AC; 
22) Seu raio é a metade do comprimento de AC. 
Logo, o ponto médio de AC: 

-41 (2 +A 


2 
Além disso, o comprimento de AC: 


AC = y (0-8) + (8-2) =5 


2 ’ 2 


(4,5) 


Gabarito: “d”. 


45. (ITA/2005) 


Seja C a circunferência de centro na origem, passando pelo ponto P = (3,4). Se t é a reta 
tangente a C por P, determine a circunferência C’ de menor raio, com centro sobre o eixo x e 
tangente simultaneamente à reta t e à circunferência C. 


Comentários 


Seja r a reta tangente a C por P = (3,4). Observe o diagrama: 
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O ponto R, de intersecção da reta com o eixo x, é do tipo R = (xp, 0). Note que o triângulo 
AOPR é retângulo, pela tangência. Seja O o ângulo PÔT. Temos, do triângulo APOT, que cos(6) = 
7 pois OP? = 3? + 4? = 25 > OP = 5. Olhando agora para o triângulo AOPR, temos: 
OP 5 3 25 


cose n a "52%" 
R 


Note que OC’ = 5 + r, pois o raio de C é 5, ainda da condição de tangência à reta. Além disso, 
da condição de tangência de C’, temos que C'S = r. Olhando para o triângulo AC'SR, temos: 


(9) > - r amairo el 
cos TOR TE r= — 3r r= — = — 
E 2 (547) ger E 8 4 
Por fim, sabemos que 0C' = xe = 5 + : = De yc = 0. Portanto, a equação de C” é: 
+ 2. 25 
ET T 


2 
Gabarito: (x — =) +y =2 


46. (ITA/2005) 


A distância focal e a excentricidade da elipse com centro na origem e que passa pelos pontos 
(1,0) e (0, —2) são, respectivamente, 


a)v3e- 
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d) v3e E 


e) 2V3 e É 
Comentários 


Pontos do tipo (0, y) e (x, 0) delimitam os tamanhos dos semieixos maiores e menores. No 
nosso caso, temos então que um dos semieixos deve medir 1 e o outro |—2] = 2, pois a elipse passa 
pelos pontos (1,0) e (0, —2). 


Como 1 < 2, o semieixo maior, a, mede 2, ou seja, a = 2 e, portanto, b = 1. 
Do estudo da elipse, sabemos que: 
a? = b? + c? 
Onde 2c é a distância focal. 
Dessa forma 
(2)2 = (1) + c? > c? = 3 > c = V3. 
Do que temos que a distância focal é dada por 2c = 2V3. 


E 


Da definição de excentricidade: e = o a 


Gabarito: “e”. 


47.(ITA/2004) 
Sejam os pontos A: (2,0),B: (4,0) e P: (3,5 + 242). 


a) Determine a equação da circunferência C, cujo centro está situado no primeiro quadrante, 
passa pelos pontos 4 e B e é tangente ao eixo y. 


b) Determine as equações das retas tangentes à circunferência C que passam pelo ponto P. 
Comentários 
Item a: 


Esse item é resolvido rapidamente quando se representa a situação graficamente, observe: 
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Do digrama acima, notamos que a coordenada xç do centro está no ponto médio de AB, ou 
seja: 
-417 (E = 30 
=z Clara )- 80 


Dessa forma xç = 3. Ainda do diagrama, pela tangência do eixo y, observe que xç também 
corresponde ao raio da circunferência, do que temos que AC = 3. O triângulo AAMC é retângulo, 
logo, aplicando o teorema de Pitágoras: 


3? = CM? + AM? = CM? + 1? > CM = 2V2 
Portanto, a equação da circunferência é: 
2 
(x — 3)? + (y - 2V2) =9 
Item b: 


Se você proceder com calma, vai observar que P está sobre a reta CM, a uma distância 5 de 
C. Assim, faça o seguinte diagrama: 
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Para simplificar, vamos fazer PÊQ = 0. Note que +tg(6) corresponde ao coeficiente angular 
das retas procuradas, pois o ângulo que a reta base de PQ faz com o sentido positivo de x é 180 — 
0 e o ângulo que a reta base de PR faz com o sentido positivo do eixo x é 0, conforme se deduz 
rapidamente no diagrama acima. 


Como dito acima, CP = 5 e da tangência, CQ = 3. Sendo o triângulo APCQ retângulo, temos, 
por Pitágoras: 


52=32+PQ)>PQ=4 


P 4 ; aca 
Dessa forma, tg(6) = =o Concluímos que as retas possuem coeficiente angular m = 
4 
+ E Como elas passam por P, podemos escrever: 


Caso 01: m =£, 
E +1+2v2 
Ds — — 
x=8 T =g 
Caso 02: m = ——. 
4 y-(5+242) n 
3 x-3 
Gabarito: Item a) (x — 3)? + (y - 2V2) = 9; Item b) y =fx+1+2VZouy = -fx +9 + 
2v2. 


48. (ITA/2004) 


4 
y=—2+9+22 


Sejam r e s duas retas que se interceptam segundo um ângulo de 60º. Seja C, uma 
circunferência de 3 cm de raio, cujo centro O se situa em s,a 5 cm der. 
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Determine o raio da menor circunferência tangente à C, e à reta r, cujo centro também se 
situa na reta s. 


Comentários 


Pelo enunciado, podemos construir a seguinte figura: 


O triângulo ABC é retângulo com o ângulo CÁB = 60º. Disso, temos que: 


es E > AB = E 
sen =z ag Es 
O triângulo ADE também é retângulo e compartilha o ângulo CÂB com o triângulo ABC. 
Disso, podemos escrever: 
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Por outro lado: 


10 10 
AE +r +3 = — > AE = —- (r + 3) 


V3 V3 
Ou seja: 
2r 10 10 — 3V3 
—— = —-— (r + 3) > 2r = 10 — V3r — 3V3 > r = —— 
aq Ut? 24/3 
Ou ainda: 
10 — 3V3 2-3 
ra en DO sa toa 
2+)3 2-3 


Gabarito: r = 29 — 1643. 


49. (ITA/2003) 


A área do polígono, situado no primeiro quadrante, que é delimitado pelos eixos coordenados 
e pelo conjunto f(x,y) E R?: 3x? + 2y? + 5xy — 9x — 8y + 6 = 0), é igual a: 


a) v6 
b) 5/2 
c) 22 

d) 3 

e) 10/3 
Comentários 


Temos uma equação do segundo grau com termo xy. Nossa primeira suspeita é de que seja 
a equação de duas retas multiplicadas, vamos tentar fatorar. 


Uma boa ideia para fatorar equações dessa forma é “resolver” a equação de segundo grau 
em alguma das variáveis. Vamos escolher x, veja: 


3x2 + 2y? + 5xy — 9x — 8y + 6 = 0 & 3x? + (5y — 9)x + 2y? — 8y +6 = 0 
O seu discriminante é: 
= (5y — 9)? — 4 : 3 : (2y? — 8y + 6) = y? + 6y + 9 = (y + 3)? 
Sro) 
6 
Ou seja: 6x + 4y — 12 = 0 ou 6x + 6y +6 = 0. 


Graficamente: 
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6r +4y—12=0 


6z + 6y +6=0 


A área, no primeiro quadrante, corresponde ao triângulo retângulo de catetos 3 e 2, logo: 
p DPN 2:3 
Area delimitada = za 3 
Gabarito: “d”. 


50. (ITA/2003) 


2 2 
Sabe-se que uma elipse de equação (5) + (=) = 1 tangencia internamente a circunferência 
de equação x? + y? = 5 e que a reta de equação 3x + 2y = 6 é tangente à elipse no ponto 


P. Determine as coordenadas de P. 
Comentários 


O primeiro passo é observar que ambas as cônicas estão centradas na origem, ou seja, 
possuem mesmo centro, do que podemos traçar o seguinte diagrama: 


Logo, o eixo maior da elipse mede 245. 
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Antes de decidirmos se a ou b é o semieixo maior, vamos plotar o gráfico da circunferência 
e da reta dada juntamente, supondo que o eixo maior da elipse está sobre o eixo x: 


Note que não seria possível a tangência caso o semieixo maior estivesse sobre o eixo x. Assim, 
temos que b = V5. 


A equação da elipse se torna, então: 


Se a reta é tangente à elipse, temos que o discriminante da equação do segundo grau obtida 
quando se substitui x ou y na equação da elipse deve se anular. Ou seja: 


3 
pe sims 
E 
3 2 
RO E Ro a oque 
a? E os ro TTA 
Queremos: 
s (Gem) =o 
As 5) la? 20) 
sho 9 46 16 9-6! (9+6):(9-6) 15:3 1 3 
Sa? 52 52 “Sa 52 52 Bs a? 4 
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Fazendo a = ce multiplicando a equação obtida por 80, vem: 


81 9 4 
— x? — -x +- = 0 & (9x)? — (9x) -2 -8 + 8? = 0 & (9x — 8} = 0 
80 5 5 
“8 
^ X = 9 
Para achar a coordenada y de P, substituímos x = . na equação da reta: 
3 8 5 


da a 


Gabarito: P = Go). 


51.(ITA/2003) 


Considere a família de circunferências com centros no segundo quadrante e tangentes ao eixo 
Oy. Cada uma destas circunferências corta o eixo Ox em dois pontos, distantes entre si de 4 
cm. Então, o lugar geométrico dos centros destas circunferências é parte: 


a) de uma elipse. 


) 
b) de uma parábola. 

c) de uma hipérbole. 

d) de duas retas concorrentes. 
e) da reta y = —x. 
Comentários 

Comentários 


Fazendo o diagrama para uma circunferência qualquer que obedece às condições do 
enunciado, temos que: 
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C (£e, Ye) 


r = |xcl; 


Como AB = 4, temos que AM = 2, sendo M ponto médio de AB; 


CM = Yc. 
Como o triângulo ACMA é retângulo, podemos aplicar o Teorema de Pitágoras: 
2 2 2 2 2 2 2 2 xe yé 
AC4 = AM4 + MC4 > rf = yé + 2^ > xé =y tts a RA) 


Temos que os centros das circunferências que obedecem às condições do enunciado estão 
sobre a hipérbole representada pela eq. 01. 


"m 
. 


Gabarito: “c 


52. (ITA/2002) 


Considere o seguinte raciocínio de cunho cartesiano: "Se a circunferência de centro C = (h; 0) 
e raio r intercepta a curva y = +Vx, x > 0, no ponto 4 = (a, Va) de forma que o segmento 
AC seja perpendicular à reta tangente à curva em A, então x = a é raiz dupla da equação em 
x que se obtém da intersecção da curva com a circunferência." 


T E 6 a i 
Use este raciocinio para mostrar que o coeficiente angular dessa reta tangente em Aé a 


Comentários 


Fazendo um esboço da situação, obtemos: 


bo Aula 15 — Geometria Analítica II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


Ala, va) 


(x — h)? +y = r? 


Intersecção da curva com a circunferência: 
y=vVx>y? =x 
(x— h}? +y? =r? > (x-h} +x =r? 
Ou ainda: 
x? + (1—2h)xx+k?-r?=0 
Se ela possui raiz dupla, seu discriminante, A, é nulo. Isso implica que sua única raiz é dada 
por: 


1-2h 2h-1 
Mas a é sua raiz dupla, ou seja: 
2h—1 
2 cs 


Assim, concluímos que o centro é dado por: 


1 
C=(a+-,0 
(a + 5,0) 
A reta tangente é perpendicular à reta base de AC, logo, seu coeficiente angular é: 
1 
m=-— 
Mac 
O coeficiente angular da reta AC é dado por: 
Va-o0 
mac = = xa 
a — G +a) 
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O coeficiente de sua reta tangente é, portanto: 


1 1 


“Ma Na 


m = 
Gabarito: Demonstração. 


53. (ITA/2001) 


O coeficiente angular da reta tangente à elipse 


x? y? 
= 4) =41 
16 i 9 
no primeiro quadrante e que corta o eixo das abscissas no ponto P = (8,0) é 
v3 
aj -T 
3 
1 
b) E 
V2 
e) = 
3 
3 
d) + 
v2 
e)-— 
4 


Comentários 


Seja a reta r: y = mx + b. Como ela passa por P = (8,0), temos que: 
0=m:8+b => b= -8m 
Assim: r: y = m(x — 8). 


Queremos que a intersecção da elipse e da reta tenham solução única. Para isso, vamos 
substituir a equação da reta na equação da elipse, veja: 


Ea e a aa R L 
> 9x? + 16m? (x? — 16x + 64) = 12? > (9 + 16m?)x? — 16m?x + 16 : 64m? — 16:9 =0 
Para que a solução seja única, o discriminante dessa equação deve ser nulo, ou seja: 
A = (—16m?)}? — 4 : (9 + 16m?) : (16 : 64m? — 16:9) = 0 


Simplificando a equação acima, temos que: 


É MRE 
m=—>m=+t— 
48 4 

Como a reta tangencia a elipse no primeiro quadrante, devemos term = — 


Gabarito: “d”. 


ela 


54. (ITA/2001) 
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Seja o ponto 4 = (1,0),r > 0. O lugar geométrico dos pontos P = (x,y) tais que é de 37º a 
diferença entre o quadrado da distância de Pa 4 e o dobro do quadrado da distância de P à 
reta y =-—r, é: 
a) uma circunferência centrada em (r, —27) com raio 7. 
b) uma elipse centrada em (r, —2r) com semieixos valendo r e 2r. 
c) uma parábola com vértice em (r, —r). 
d) duas retas paralelas distando 7/3 uma da outra. 
e) uma hipérbole centrada em (r, —27) com semieixos valendo r. 
Comentários 

Questão de interpretação. Vamos organizar as informações: 

1) Quadrado da distância de Pa A: (x — r}? + (y — 0? = (x — r} + y?; 


y+r 
v1? +02 


2 
= 2(y +r)” 


2) Dobro do quadrado da distância de P à reta y = —r:2: 


Queremos: 
(x—r)2 (y+27)? 
2 — 2 2 2 = 
Logo, temos uma hipérbole de centro (r, —27), com semieixos valendo r. 


Gabarito: “e”. 


55. (ITA/2000) 


Duas retas r; e r, são paralelas à reta 3x — y = 37 e tangentes à circunferência x? + y? — 
2x — y = 0. Se d é a distância de r, até a origem e d, é a distância de r, até a origem, então 
dy + d, é iguala 


a) V12. 
b) V15. 
c) V7. 
d) V10. 
e) V5. 
Comentários 
Se elas são paralelas à reta dada, elas são do tipo: 
r:y =3x+b 


Queremos que elas sejam tangentes à circunferência, para isso, vamos substituir a equação 
da reta na circunferência: 


x? + (3x + b)? — 2x — (3x + b) = 0 & 10x? + (6b — 5)x + b? -b = 0 


Fazendo o discriminante dessa equação ser nulo, temos: 
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A = (6b — 5)? — 4 : 10 : (b? — b) = 0 > —4b° — 20b + 25 = 0 


Resolvendo para b, temos b = -7 — Z ou b = = — =, Sem perda de generalidade, seja: 
REV = 3x -— > = a 
2 2 
5 5 
n: y = 3x + JZ = 2 


Cálculo de d;: 


5 5 5, 5 
-1:0 +30 -=| 5t- 
die 2 2 _2 2 
! (—1)? + 32 v10 
Cálculo de d,: 
5,5 5 5 
=1 0+3 0 = t. Os 
e 2 2 _ v2 2 
i J (-1} +3? V10 
Por fim: 
2 
dı +d, = —— = V5 
10 


Gabarito: “e”. 


56. (ITA/1999) 


Pelo ponto C: (4, —4) são traçadas duas retas que tangenciam a parábola y = (x — 4)? + 2 
nos pontos 4 e B. A distância do ponto C à reta determinada porAeBé: 


Comentários 
Seja a reta r tangente da forma: 
riy=mx+b 
Temos que C E r, logo: 
—4 = 4m +b > b= —4(m +1) 
Assim: 
riy=mx-4(m+1) 
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Substituindo y na equação da parábola, temos: 
y=(x-42+2>mx-4m+D=(x—-4)2+2 
Simplificando a equação acima, temos: x? — (8 + m)x + 22 + 4m = 0 (eq.01) 
Calculando seu discriminante, temos: 
A= (8 +m)? — 4: (1): (22+4m) =m? +16m+4:16—4:22—16m=m?-— 4:6 
Fazendo A = 0, vem: 
m? = 4:6 > m = 2V6 


Como A = 0, única solução da equação 01 é dada por x = — Substituindo na equação da 
reta, temos que: 


8+m m? m? 
y =m: (=>) -4m+1) = 4m +- -4m-4=- -4 
2 2 2 
Ou seja, para ambas as retas teremos o mesmo y, observe: 
2 2 
à (+26) dia (-26) a 
A 2 = 2 = yg = 
Para facilitar, observe o diagrama: 
y 
gi S B Note que a reta AB é horizontal, pois 
AeB possuem mesma coordenada y, de 
modo que a distância do ponto C a ela é dada 
á simplesmente por: 
[yal 
2] 
-4 
c 
Gabarito: “c”. 


57. (ITA/1999) 
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Considere a circunferência C de equação x? + y? + 2x + 2y + 1 = 0 e a elipse E de equação 
x? + 4y? — 4x + 8y + 4 = 0. Então: 


a) C e E interceptam-se em dois pontos distintos. 


) 
b) C e E interceptam-se em quatro pontos distintos. 
c) C e E são tangentes exteriormente. 
d) C e E são tangentes interiormente. 
e) C e E têm o mesmo centro e não se interceptam. 
Comentários 
Multiplicando a equação da circunferência por 4, temos: 

x +y? +2x +2y + 1= 0 & 4x? + 4y? + 8x + 8y + 4 = 0 (eq. 01) 
Subtraindo a equação da elipse da equação da circunferência, temos: 

(x? + 4y? — 4x + 8y + 4) — (4x? + 4y? + 8x +8y +4) =0 
Logo: 
—3x? — 12x = 0 > x: (3x +12) =0 

Ou seja, x = 0 ou x = —4. 


Vamos encontrar as coordenadas y dos pontos de intersecção. Para isso, basta escolher uma 
das equações, da circunferência ou da elipse, e substituir os valores de x encontrados. Por 
simplicidade, vamos escolher a circunferência. 


Para x = O: 
y? +2y+1=0>(y+1?=0 
“y=-1 
Para x = —4: 
(-92 +yº+2:(-4)+27y+1=0527y2+27+9=0 
Seu discriminante: A = 4 — 4-9 < 0, ou seja, não possui soluções reais. 
Ou seja, temos apenas um ponto de intersecção, P = (0, —1). 


Para saber se elas se tangenciam internamente ou externamente, primeiramente vamos 
escrevê-las na forma usual, ou seja: 


Circunferência: 
x +y? +2x+2y+1=0 8 (x+1}+0+1} =1? 
Logo, seu centro e raio são, respectivamente: C = (—1,—1)er = 1. 
Elipse: 
Q- 0+ 
4 1 
Logo, seu centro é C = (2, —1). Seus semieixos são a = 2e b = 1. 


1 


x’ + 4y’ — 4x + 8y +4 = 0 > (x-2? +4 +1} =46 
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Fazendo um diagrama: 


(z+1)+(y+1)=1 


Logo, são tangentes externas. 


Gabarito: “c”. 


58. (ITA/1998) 
Considere a hipérbole H e a parábola T, cujas equações são, respectivamente, 
5(x +3)? — 4(y — 2} = —20 e (y — 3} = 4(x — 1). 


Então, o lugar geométrico dos pontos P, cuja soma dos quadrados das distâncias de P a cada 
um dos focos da hipérbole H é igual ao triplo do quadrado da distância de P ao vértice da 
parábola T, é: 


A2 2 
a) A elipse de equação — + B a L; 


3 


b) A hipérbole de equação oea — eE =1. 

c) O par de retas dadas por y = +(3x — 1). 

d) A parábola de equação y? = 4x + 4. 

e) A circunferência centrada em (9,5) e raio V120. 

Comentários 
O primeiro passo nessa questão é saber identificar, dadas as equações: 
O vértice da parábola; 
Os focos da hipérbole. 


Para a parábola, devemos lembrar que ela é “centrada” em seu vértice. Observe que a 
equação dada possui o seguinte padrão: 


(y — k}? = 4a (x — h) 


De modo que seu vértice tem coordenadas (h, k). Em nosso caso, temos que h = 1e k = 3. 
Logo, o vértice da parábola é V = (1,3). 


A hipérbole dada possui equação: 
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0-2 (+ 


5 4 
Fazendo um diagrama dessa hipérbole, temos: 


Sabemos que a abscissa dos focos, F, e F,, é —3, pois eles estão na mesma reta vertical que 
o centro C = (—3,2). Note que as coordenadas y de F; e F, correspondem a: 


Yi=2+cey,;=2-—c 
Onde c é a metade da distância focal. Do estudo das hipérboles, sabemos que: 
c? = +b’ 
Para a equação da hipérbole: 
Y-Y) (x — xc)” = 

a? b? E 
Em nosso caso, a? = 5 e b? = 4, do que temos que c? = 5 + 4 = 9 > c = 3. Ou seja: 

yı=5ey, =-1 
Do que segue que F, = (—3,5) e F, = (—3, —1). 


1 


Do enunciado, P obedece: 
(x +3 +0 -5P +(x +3} + 0O +1) = 3[(x -— 1)? + 0 - 3)°] 
Ou seja: 
x? — 18x + y? — 10y — 14 = 0 & (x — 9)? + (y — 5)? = 120 
Então P pertence a uma circunferência de centro (9,5) e raio V120. 


Gabarito: “e”. 


59. (ITA/1997) 
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Seja m E Ri tal que a reta x—3y—m =0 determina, na circunferência (x — 1)? + 
(y + 3)? = 25, uma corda de comprimento 6. O valor de m é 


a) 10 + 4/10 


Comentários 


Note que essa circunferência possui raio 5. Façamos o diagrama abaixo que representa essa 
circunferência e uma corda qualquer de comprimento 6: 


Observe que a distância do centro dessa circunferência à uma reta que determina uma corda 
de tamanho 6 é igual a 4, pois o triângulo AABC é isósceles de base AB = 6, do que temos que sua 
altura é também mediana e podemos calcular CH por Pitágoras: 


CH? +3? =525CH=4 


O centro da nossa circunferência é C = (1, —3) e a reta é x — 3y — m = 0, do que devemos 


ter: 
1—3:(-3)-m 
= |==] > 10 -m = +410 © m = 10 + 4V10 
4/12 + (3)? 
Como m > 0, segue que m = 10 + 4410. 
Gabarito: “a”. 


60. (ITA/1997) 
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Seja 4 o ponto de intersecção das retas r e s dadas, respectivamente, pelas equações x + y = 


3 e x— y = —3. Sejam Be C pontos situados no primeiro quadrante com Ber el Es. 
Sabendo que d (A, B) = d(A,C) = V2, então a reta passando por B e C é dada pela equação 
a)2x +3y = 1 

b)y=1 

c)y =2 

d)x=1 

e)x=2 


Comentários 


Faça o diagrama das retas no plano cartesiano: 


Observe que o ponto de intersecção entre as retas surge naturalmente, uma vez que ele 
corresponde à intersecção de ambas as retas como o eixo y, isto é, A = (0,3). 


Além disso, perceba que as retas são perpendiculares, já que m, = —1 e m, = 1, do que 
temos m,m, = —1. 


O conjunto de pontos que distam V2 de A, é uma circunferência de raio V2 e centro em A. 
Observe o seguinte esquema: 
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A única forma de 4 e B estarem, simultaneamente, no primeiro quadrante é se escolhermos 
os pontos de intersecção superiores com conjunto de retas, ou seja: 


Veja que, como AABC é isósceles e BÂC = 90º, devemos ter AÉB = ABC = 45º. Sendo o 
coeficiente angular de s igual a 1, ela faz 45º com o eixo x, de modo que BC é paralelo ao eixo x. 


Para descobrir a coordenada y de B ou C, vamos traçar uma altura do AABC, veja a figura: 
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y 


Do AABH, temos que: 
AH AH 


1 
— = — = sen45° = — > AH = 1 
AB V2 V2 


Disso, podemos concluir que a reta que passa por BC tem equação y = 1. 


Gabarito: “b”. 


61. (ITA/1996) 


Sabendo que o ponto (2,1) é o ponto médio de uma corda AB da circunferência (x — 1)? + 
y? = 4, então a equação da reta que contém A e B é dada por: 


a)y =2x-3 
bby=x-—1 
c) y =—-x+3 
3x 
dys 4 


e)y = — =x T2 
Comentários 


Uma maneira simples de resolver esse problema é perceber que a reta que passa pelo ponto 
médio de uma corda e pelo centro da circunferência é perpendicular à corda, veja: 
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Isso ocorre porque o triângulo AABC é isósceles e a mediana relativa à base AB também é 
altura. 

Seja M = (2,1) o ponto médio e € = (1,0) o centro da circunferência. Dessa forma, o 
coeficiente angular de MC é dado por Myc = — = 1. A reta AB é tal que mypMyc = —1, ou seja, 
map = —1. 

Além disso, ela passa por M, do que temos: 
y-1 
y= 


mas =—1 = 
Gabarito: “c”. 


62. (ITA/1996) 


São dadas as retas (r) x — y + 1 + V2 = 0 e (s)xvV3 + y — 2 + V3 = 0 e a circunferência 
(C)x? + 2x + y? = 0. Sobre a posição relativa desses três elementos, podemos afirmar que: 


a 
b 


)r e s são paralelas entre si e ambas são tangentes à C. 


r e s são perpendiculares entre si e nenhuma delas é tangente à C. 


O 


re ão concorrentes, r é tangente àCesnãoé tangente àC. 


a 


) r e s são concorrentes, s é tangente aCernão é tangente àC. 
e) r e s são concorrentes e ambas são tangentes àC. 


Comentários 


Por inspeção, temos que m, =1 e m,=-3, ou seja, não são paralelas e nem 
perpendiculares, são apenas concorrentes. 


Para que elas sejam tangentes à C, a distância do centro de C, que denominaremos de ponto 
C, a cada reta deve ser igual ao raio da circunferência. Mas qual o raio e quem é C? Veja: 


x? +2x +y? =0 6 (x+1} +y? =1 
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Ou seja, o raio é R = 1 e C = (—1,0). Calculando a distância de Car: 


-1-0+1+v2 
12 + (1) 


d(C,r) = 


Logo, d(C,r) = R,er é tangente a C. 


Calculando a distância de C a s: 


(-1): v3 +0- 2+3 i 


3) +? 


Logo, d(C,s) = R, e s é tangente a C. 


d(C,s) = 


Gabarito: “e”. 


63. (ITA/1996) 


Tangenciando externamente a elipse tal que &:9x? + 4y? — 72x — 24y + 144 = 0, 
considere uma elipse £, de eixo maior sobre a reta que suporta o eixo menor de & e cujos 
eixos têm a mesma medida que os eixos de £4. Sabendo que €, está inteiramente contida no 
primeiro quadrante, o centro de £, é: 


) 7,3) 
b) (8, 2) 
c) (8,3) 
d) (9,3) 

) (9,2) 


Comentários 


a 


e 


Primeiramente, vamos escrever a elipse na sua forma usual completando os quadrados para 
x e para y: 


9x? + 4y? — 72x — 24y + 144 = 0 & 
Ss 9(x? — 8x + 16) + 4(y? — 6y +9)— 9:16 —4:9+144=0 
u- D 
4 9 
Logo, seu centro é dado por C4 = (4,3), seu semieixo maior a = 3 e seu semieixo menor b = 


© 9(x — 4} +4(y -32 =4:9 1 


A posição relativa das elipses é dada no diagrama cartesiano abaixo, levando-se em 


consideração que £, está totalmente primeiro quadrante: 
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E 0%, 


T2 Tt 


Note que o eixo maior de €, é paralelo ao eixo x, do enunciado. Além disso, as elipses são 
idênticas a menos de suas posições no plano, isto é, seus eixos correspondentes são iguais. 


Do diagrama acima, podemos perceber que a coordenada y dos centros das elipses são 
iguais, matematicamente, seja C} = (x2, Y2) O centro de £,, temos que yı = 3 = y,. Além disso, 
temos a seguinte relação entre as coordenadas x: 


X =x +b+0a=4+34+2=9 
Portanto, C, = (9,3). 
Gabarito: “d”. 


64. (ITA/1996) 


5 z 11 p de Ni ~ 
São dadas as parábolas pı: y = —x?° — 4x — 1 e p: y = x? — 3x + q cujos vértices são 
denotados, respectivamente, por V; e V2. Sabendo que r é a reta que contém V; e V}, então a 
distância de r até à origem é: 


Comentários 
Vamos completar os quadrados para x em ambas as parábolas: 
piy =—x? —4x—-4+4-1=3-(x+2)7 


bo Aula 15 — Geometria Analítica II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


py =x -3x +---+— = (x->) a 
Do estudo das parábolas, sabemos que o x do vértice maximiza ou minimiza o y da curva. 
Dessa forma, o vértice de p4 é dado por V, = (—2,3) e o vértice de p, é dado por V, = Co. 


Coeficiente angular da reta r: 


32. 
My, ea 7 
2 
Do que temos: 
5 y-3 
neee EN 


Distância de O = (0,0) até r: 
5:0+7-0-11 11 
d(0,r) = |——= — | = — 
V52 +72 V74 


Gabarito: “e”. 


65. (ITA/1995) 


Uma reta t do plano cartesiano x0y tem coeficiente angular 2a e tangencia a parábola y = 
x? — 1 no ponto de coordenadas (a, b). Se (c, 0) e (0, d) são as coordenadas de dois pontos 
de t tais que c > 0 e c = —2d, então a/b é igual a: 


a) —4/15 
b) -5/16 
c) -3/16 
d) —6/15 
e) —7/15 


Comentários 


Seja t da forma: 


t:y = 2ax+ k 
Sabemos que (a, b) pertence à parábola, temos então: 
b =a? —1 


Além disso, (a, b) € t, logo: b = 2a a + k = a? — 1 > k = —(a? + 1). Ou seja: 
t:y = 2ax — (a? + 1) 
Temos que c = —2d e que os pontos (c, 0) = (—2d, 0) e (0, d) pertencem à reta. 


Portanto: 
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a2+1 


0 = 2a : (—2d) — (aè? + 1) > d = — eq.01 


d = 2a: 0 — (a? + 1) = —(a? + 1) eq. 02 
Comparando a equação 01 com a equação 02, temos: 
a? +1 
4a 
Pois (a? + 1) > 0 sempre. 


Por fim, b = (2) — 1 = -2et=1. (5) = 


1 1 1 
= —(a° +1) © (a +D(1 =) 051 T 0>a 3 


Gabarito: “a”. 


OO E 


66. (IME/2019) 


Uma hipérbole equilátera de eixo igual a 4, com centro na origem, eixos paralelos aos eixos 
coordenados e focos no eixo das abscissas sofre uma rotação de 45° no sentido anti-horário 
em torno da origem. A equação dessa hipérbole após a rotação é: 


a) xy = 2 

cl + xy — y? 

C) X É 

day == 

e) x 2 = —2 


Comentários 
A equação de uma hipérbole é dada por: 
(x= xo) O- 
æ bB 
A hipérbole da questão possui centro na origem, então, (Xo, Yo) = (0,0). Ela também é 
equilátera de eixo igual a 4, logo: 


=1 


2a=2b=45a=b=2 


Assim, temos: 


Precisamos rotacionar essa equação 45º no sentido anti-horário. Podemos usar a matriz de 
rotação: 
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i o e 45º —sen Eu (1) 
y sen45º  cos45º 74Y 
coordenadas rotacionadas matriz de rotação 


cos 45º —sen45º 


se M =( 
sen45º  cos45º 
ela é ortogonal, podemos escrever: 


) é a matriz de rotação no sentido anti-horário e sabendo que 


MTM = MM? =I 
x' x 
G)="() 
Vamos multiplicar à esquerda da equação por MT: 
T(XNY mtu (*X 
m (p) = EMG) 
r(x N\_(* 
i G) E () 
( cos45º sen |) o = C) 
— sen 45° cos45/ly' y 


Assim, obtemos: 


1 f 
1 1 


Agora, basta substituir essas relações na equação da hipérbole: 


(F ny) (- V2 q ny) 


2 
x y LO NA SAR 
Ia 4 4 E 
Simplificando: 
2 i nN2 2 1 N2 
7 +y’) g4 +y’) o 
4 4 
Rx yr (= Dry ED i 
E = 
4x'y' 
= 
8 
gy =2 


Gabarito: “a”. 


67. (IME/2019) 
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; do Sinal z 5\ 
A reta r é normal à cônica C, de equação 9x? — 4y? = 36, no ponto A = (3,55) e intercepta 


o eixo das abcissas no ponto B. Sabendo que F é o foco da cônica C mais próximo ao ponto 4, 
determine a área do triângulo ABF. 


Comentários 


A cônica pode ser escrita em sua forma reduzida: 


2 2 


dpi É 
4 9 


Assim, temos que o semieixo real a e o semieixo imaginário b são dados por: 
a =4>a=2 
b? =9>b=3 
Com esses dados, podemos calcular o valor da semidistância focal: 
c? =q? +b? > c? =4+9 = 13 >c = V13 


Como a cônica possui centro na origem e é da forma 
x2 y? 
a? b? 
Podemos afirmar que seus focos estão no eixo x, logo: 
F, = (—V13,0) 
F, = (V13,0) 


F é o foco da cônica mais próximo ao ponto A. Como A está localizado no primeiro quadrante 
do plano cartesiano, temos que F deve ser igual a F3. 


Vamos esboçar o gráfico para visualizar a situação: 


=1 
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F(—v'13, 0) F;(V'13,0) x 


Resta encontrar o ponto B. Para isso, devemos encontrar a equação da reta r normal à C. 
Sabendo que o coeficiente angular da reta tangente à curva no ponto (x,y) é dado por: 
= dy = r 
dx 
Então, aplicando-se a derivada na equação da hipérbole, obtemos: 
d(9x° — 4y°) d(36) 


Mk 


dx ~ dx 
9.2:x-4:2:.y:y'=0 
18x — 8ym, = 0 
9x 
>m, = D 
Para obter o coeficiente angular da reta r, podemos usar a seguinte relação: 

1 4y 
mm, = -1 > m, = Aa =- 3x 


Como A é um ponto da reta r, temos: 


no (4 38 
= (85) = 


A forma geral de uma reta é: 


do Aula 15 — Geometria Analítica II 
x www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 
Y — Yo = M(x — xo) 


Conhecemos o coeficiente angular o coeficiente angular de r e A é um ponto pertencente à 
reta, assim, sua equação é dada por: 


3V5 2v5 
iye a WS) 
B é um ponto do eixo das abcissas, logo, Yg = 0. Desse modo: 
3V5 2V5 
Y- =- y e3) 
3V5 2V5 
ara (xa — 3) 
27 
Xp =" +3 
39 
Xp = 


Esboço do gráfico: 


r 


F,(—v13,0) F(v13,0) 


A área do AABF é igual a: 
1 /39 3/5 
= =. — —y1 sa 
SaBF 2 3) 2 


1175 — 12/65 
16 


ABF — 
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Gabarito: Sapr = nnie 
68. (IME/2018) 


Considere a elipse abaixo, onde DD” é uma corda passando pelo seu centro, MM' uma corda 
focal e o eixo maior da elipse é 2a. 


Prove que: DD”? = MM'-2a 


Comentários 


Seja p = MF e q = FM". Vamos nomear o outro foco como sendo F,. Observe o diagrama 
abaixo: 


Aplicando a lei dos cossenos ao triângulo AFM F,, temos: 
F,M? = FF} + FM? — 2FF,:FM-cos (180º — 0) 


Observe que, por M estar sobre a elipse, temos FM + MF, = 2a > MF, = 2a — FM = 
2a — p. Além disso, a distância focal, 2c, corresponde a FF,. 


Ou seja: 
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(2a — p}? = (20)? + p? + 4cpcos(0) & 49º — 4ap + p? = (20)? + p? + 4cpcos(0) 
a? = c’? 
a+ccos(6) 
De maneira análoga ao que foi feito acima, vamos aplicar a lei dos cossenos ao triângulo 
AFM'F;: 


e 4(a? — c?) = 4ap + 4cpcos(6) © p = 


EM? = FF2 + FM’? — 2FF,-FM'-cos(6) 


Ou seja: 
(2a — q)? = (2c)? + q? — 4cqcos(0) & 4a? — 4aq + q? = (2c)? + q? — 4cqcos(0) 
a? — c? 
© 4(a? — c?) = 4aq — 4cqcos(0) & q = RR) 
Dessa forma, temos que 
a? — c’? a? = c’? Za(a? — c°) 


MM' = E p—s 
Prg a+ccos(0) a-ccos(0) a -— c? cos?(0) 


Lembre-se que a? = b? + c? > b? = a? — c?, ou seja: 
2ab? 
a? — c? cos? (0) 


Por outro lado, observe a seguinte figura: 


MM' = 


Essa elipse obedece a equação: 


X Y 
FAS 
Da figura, temos que D = (mcos(6),msen(0)) e D' = (—ncos(6), —nsen(0)). 


Para o ponto D: 
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m? cos? (0) msen?(0) » (cos? (0)b? + (1 — cos? (0))a? 
a? i b? indo a2b? Ei 
ab 
“Mm = 
a? — c? cos?(0) 


Para o ponto D”: 


n? cos? (0) n?sen?(0) cos? (0)b? + (1 — cos? (0) Ja? 
> + a| MAMM |=1 
a b? a? b? 
ab 
5 n = xm 
a? — c? cos? (0) 
Logo 
2ab 
DD' = m + n = —— 
a? — c? cos? (0) 
Veja que 
(DD'? = 4a?b? o 2ab? Sin 
~ a — c? cos? (0) | MeT cos2(0)) E 


< (DD)? = 2a: MM' 
Gabarito: Demonstração. 


69. (IME/2018) 


Seja uma elipse com focos no eixo OX e centrada na origem. Seus eixos medem 10 e 20/3. 
Considere uma hipérbole tal que os focos da elipse são os vértices da hipérbole e os focos da 
hipérbole são os vértices da elipse. As parábolas que passam pelas interseções entre a elipse e 
a hipérbole e que são tangentes ao eixo OY, na origem, têm as seguintes equações: 


a) yº = +2 7X 
b) y? = +45 x 
2 5 
c) y SEG 
d)y? = +62 

v35 


Comentários 


Para essa questão é indispensável um diagrama esquemático da situação. Vamos chamar de 
F; e F, os focos da elipse e Fj e F, os focos da hipérbole. Observe: 
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hipérbole 


PA 


Já temos, do enunciado, como construir a equação da elipse, pois nos foi dado seu centro, as 
retas que definem seus eixos e o tamanho de seus eixos. Logo: 
2 2 


y 
+ 
52 C 
3 
Antes de continuar, vamos calcular a distância focal da elipse: a? = b? + c? > c? = 5? — 
2 
(5) sgsr 
3 3 


hipérbole 


X 


2 = 


No diagrama, podemos observar que a distância focal da hipérbole, 2c, corresponde ao eixo 


maior da elipse, ou seja, 2c = 10 > c = 5. A distância entre seus vértices, eixo real (2a), 
10V5 5v5 


corresponde à distância focal da elipse, ou seja, 2a = ad Podemos calcular o eixo 
imaginário da hipérbole (b), através da relação: 
125 100 10 
b? 2 = c? >» þ? = c? — qa? = 25 —- — = — > ec 
+a c c a 9 9 3 
Portanto, a equação da hipérbole é: 
x2 y? 
T25 1007 
9 9 


Fazendo a intersecção entre a hipérbole e a elipse somando suas equações, temos: 
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x2 2 x? 2 
T A 
52/10)" 125 100 

G) 3/3 


“X=S 


+ 
v35 
Para encontrar o y correspondente, basta substituir x em uma das equações, da elipse ou da 
hipérbole. Perceba que, como nas equações x aparece elevado ao quadrado, tanto faz pegar o seu 


valor positivo ou negativo, pois: 


(xs) e7) 


ne 25 E 
Logo, substituindo x = “as Na equação da elipse, vem: 


Es 
RA 
35 y? 9y? 5 2 10 |2 
= ——— = — — = — = += |= 
235 +1001? 177777537 
9 


Temos, dessa forma, quatro pontos: 


À 25 10 |2 E 25 10 |2 
= | ——,— Izle =|—=,—— ID 
35 3 47 35. 34? 


c 25 10 |2 j 25 10 |2 
= | —-——,— l|- le D = | -——, -— lz 
35 3 417 435 347 


A equação da parábola, como foi dada no enunciado, é da forma: 
Pn: Y? = 4an x 


Disso, concluímos que os pontos com mesma abscissa pertencem a uma mesma parábola. 
Logo, vamos encontrar as possíveis parábolas: 


Usando o ponto A: 


1002 4.25 a 235 
9 7 a a T 

Usando o ponto C: 

100 2 i ( 25 ) 2435 

g 7 lodo 2 as 
Logo, as parábolas são: 

E , 835 
yl = xX 
P1,2: Y “63 


Gabarito: “e”. 
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70. (IME/2017) 


Um triângulo ABC tem o seu vértice A na origem do sistema cartesiano, seu baricentro é o 
ponto D (3, 2) e seu circuncentro é o ponto E (55/18, 5/6). Determine: 


- a equação da circunferência circunscrita ao triângulo ABC; 
- as coordenadas dos vértices Be C. 
Comentários 


O vértice 4 do triângulo é dado por 4 = (0,0). Da geometria plana, sabemos que o 
circuncentro é o centro da circunferência circunscrita a um dado triângulo. Logo, para determinar o 
que é pedido no primeiro item, como já temos o centro da circunferência, temos que determinar o 
raio. 


A distância do circuncentro a qualquer um dos vértices é igual ao raio da circunferência. 
Vamos então calcular EA: 


Temos, então, a circunferência pedida: 
7 ( 7 s ` _ (5V130 ; 
Rio o K I 


Sejam os vértices B e C dados por B = (xp, Yg) e C = (xc, Yc). Foi dado o baricentro do 
triangulo, do que podemos escrever: 


O+xg+txc O0+yg+t Xg +x + 
(3,2) = ( B Yg e) EEA, B c Ye u 
3 3 3 3 
Disso, temos o sistema: 
Xp + Xc 
=3 
3 
Ys + Yc 
=2 
3 


Isolando as coordenadas de B, vem: 
Xp = 9 == Xc 
Ys =6—Y 
Ou seja, B = (9 — xç, 6 — yc). 


O próximo passo é perceber que B,C € 4. Do que temos as duas equações abaixo: 


(16-58) (pe 3) = (SB) on 


18 6 18 
(o aj A (s | — (5V130 à E 
Xc "18 Yo) Vs |) 
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Subtraindo as equações: 
J A 7 (o T i (s 3 (54130 RT 
*c 48) “Vcs “e 48 “=a | de 18 
(ke-35) (0-2-38) + be-i) (0-5) =° 
Xc 18 Xc 18 Yc 6 JE E 
55 55 55 55 5 5 5 5 
Goias aaa te -gtó-xe-g)be-g- Ste +g)=0 
26 26 
q *c — 9) + yc —6)=063y + 2x = 18 eq. 03 
Ou seja: yç = 6 — Z, Substituindo isso na eq. 01, vem: 


552 2x 52 JN 
m A ES S 


Por simplicidade, faremos xç = x. 


Desenvolvendo os termos, sempre observando fatores que possam se repetir: 


, 110 552 4x? 124 932 = 13: 250 13x? 224 552 + 93? o 250 
x -78 * t1877 9 T8 * 1e 18 “o qtos = "Te 
Note que: 224 = 18:13 e que 55? + 93? = 898: 13. Ou seja: 
13x? 18-13 898: 13 250 
a mB we ~ PrF 


Simplificando, temos: 
x? —9x+18=0 
Que possui raízes xç = 6 ou xç = 3. 


Note que se xç = 6, temos x, = 9 — 6 = 3. Se xç = 3, temos xg = 9 — 3 = 6. Então, sem 
perda de ge, vamos tomar xç = 6. 


Da eq. 03, temos: 


E ainda, yg =6-2=4. 
Por fim: 


B = (3,4) e C = (6,2) 


Gabarito: Item a) (x — É + (» — y = em, Item b) B = (3,4) e C = (6,2). 


71. (IME/2016) 


A circunferência C tem equação x? + y? = 16. Seja C’ uma circunferência de raio 1 que se 
desloca tangenciando internamente a circunferência C, sem escorregamento entre os pontos 
de contato, ou seja, C’ rola internamente sobre C. 
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Figura a Figura b 


Define-se o ponto P sobre C’ de forma que no início do movimento de C’ o ponto P coincide 
com o ponto de tangência (4,0), conforme figura a. Após certo deslocamento, o ângulo de 
entre o eixo x e a reta que une o centro das circunferências é æ, conforme figura b. 


- Determine as coordenadas do ponto P marcado sobre C’ em função do ângulo a. 


- Determine a equação em coordenadas cartesianas do lugar geométrico do ponto P quando 
a varia no intervalo [0, 27). 


Comentários 


Observe o diagrama abaixo: 


Nele, observe que CC' = 4 — 1 = 3, pois C e C' são tangentes internamente. 


Pelo que foi dado no enunciado, P se desloca sem escorregamento, ou seja, os arcos BA e 
BP são iguais. 


Pela definição de ângulo, temos: 
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Mas BA = BP, logo, 6 = 4a. 


Observe a figura abaixo, com os ângulos marcados: 


Da figura, podemos observar que a coordenada x de P, CM, é a soma das projeções de CC' 
e C'P sobre o eixo x, isto é: 


xp = CC' cos(a) + C'Psen(90 — 3a) = 3 cos(a) + sen(90 — 3a) = 3 cos(a) + cos (3a) 


A coordenada y de P, PM, por sua vez, é a projeção de CC" sobre o eixo y subtraída da 
projeção de C'P sobre o eixo y, isto é: 


Yp = CC'sen(a) — C'Pcos(90 — 3a) = 3sen(a) — sen(3a) 

Da trigonometria, temos que: 

cos(3a) = 4 cos? (a) — 3cos (a) 

sen(3a) = 3sen(a) — 4sen? (a) 
Ou seja: 

xp = 3 cos(a) + 4 cos? (a) — 3 cos(a) = 4 cos? (a) 
Yp = 3sen(a) — (3sen(a) — 4sen3(a)) = 4sen? (a) 
Por fim: 
P = (4 cos? (æ) ,4sen? (æJ) 


O ponto P, conforme dado acima, está em sua forma paramétrica, isto é, suas coordenadas 
estão em função de um parâmetro, no caso a. Para encontrar o lugar geométrico dos pontos P, 
devemos explicitar uma relação obedecida entre suas coordenadas. 
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Um fato simples, porém, fundamental, é a equação: 
sen? (a) + cos? (æa) = 1 


Como podemos usá-la? Veja: 


X 
xp = 4 cos? (a) > cos(a) = J 


E 
3 3 [Yp 
Yp = 4senê(a) > sen(a) = Sm 
Ou seja: 
E 2 y 2 
2 2 E — “P3 YPN3 
sen’ (a) + cos (0) =1=() (5) 


m 2 y 2 
HG- 
~{—) +({—]}] =1 
(G 4 
Logo, a equação acima representa o lugar geométrico dos pontos P que satisfazem o 
enunciado. 


2 2 


Gabarito: P = (4 cos? (æ) , 4sen? (æ)); =y + =F =1. 


72. (IME/2015) 


Pelo ponto P de coordenadas (—1,0) traçam-se as tangentes t e s à parábola y? = 2x. A reta 
t intercepta a parábola em A e a reta s intercepta a parábola em B. Pelos pontos A e B traçam- 
se paralelas às tangentes encontrando a parábola em outros pontos C e D, respectivamente. 
Calcule o valor da razão AB/CD. 


Comentários 
Inicialmente, podemos fazer o seguinte diagrama: 
O primeiro passo é descobrir a equação das retas t e s. Seja então a reta: 
y=mx+b 
Se ela passa por P = (—1,0), temos: 
0=(-1)m+b>b=m 

Assim, a reta é da forma: 

y=m(x+1) 


Para que ela seja tangente à parábola, vamos substituir a equação da reta na equação da 
parábola, ou seja: 


m? (x + 1)? = 2x o m?x? + 2(m? — 1)x +m? = 0 eq. 01 
Seu discriminante é dado por: 
A= 4(m? — 1)? — 4m? : m? = 4[(m? — 1)? — (m? }?] = 4[(m? — 1 + m?) (m? — 1 — m?)] 
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A= 4(2m? — 1)(-1) 


Para a condição de tangência, devemos ter: 


se ET EA 
V2 
Logo, sem perda de generalidade, seja: 
1 
t: y = VZ (x + 1) 
1 
S: y = Fa +1) 


Observe, na eq.01, que ela depende de m?. Dessa forma, podemos encontrar as 
coordenadas x de A e B fazendo m? = na eq. 01, veja: 


1 1 1 
50 +2(5-1)x+5=0622-22+1=06(x-12=0 
.x=1 
Ou seja, x, = xp = 1. 
Assim, temos: 
1 
AEt> y, =—(1+1)=vV2 
Ya V2 
B E lan V2 
S > — — = — 
YB V2 


Do que segue: A = (1, V2) e B = (1, —V2) e AB = ja — 1)2 + (vz = (7) EAD 


Sejam u e v, tais que u || t e v || s. Temos, então: 


1 
mM, = = — 
u t V2 
y - (542) 
BE = = = 
o a > uy pY 3) 
1 
My Ms "AG 
1  y-(vV2) 1 
AEv>-—= = —-— (x-3 
o Ge y at ) 
Note que, para ambas as retas, temos: 
1 
pe RS) 


Substituindo na equação da parábola, vem: 
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1 
z073 = 2x © x? —10x+9=0 
Resolvendo para x, temos x = 1 ou x = 9. Note que se fizermos x = 1 em qualquer uma das 
retas, vamos obter os pontos A e B. Portanto, somente x = 9 convém. 
Do enunciado, C E v, do que temos xç = 9 e: 
1 


6 
Yc pones 


V2 
SO -É 

Ou seja C = (9, m 

Ainda do enunciado, D E u, do que temos xp e: 


1 6 
Dep. 


2 2 
: = 10.8 
Ou seja D = (9, v2 
Cálculo de DC: 
6 62 12 
DC = 9-92+(>- -o) = 
( ) B N L 
Por fim: 


. AB 1 
Gabarito: — = =. 
CD 3 nm 


73. (IME/2015) 


Sejam r a circunferência que passa pelos pontos (6,7), (4,1) e (8,5) e t a reta tangente à r, 
que passa por (0,-1) e o ponto de tangência tem ordenada 5. A menor distância do ponto 
P(—1,4) à reta t é: 


Comentários 


Precisamos encontrar o centro e o raio da circunferência. Uma forma de fazer isso é lembrar, 
da geometria plana, que o circuncentro é o encontro das mediatrizes dos lados do triângulo. 


Vamos nomear os pontos: A = (6,7),B = (4,1) e C = (8,5). 
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Sendo assim, vamos encontrar as mediatrizes das retas suporte dos lados AB, que vamos 
chamar de reta AB e do lado BC, analogamente, reta BC. 


Para encontrar a mediatriz, seguiremos os seguintes passos: 
1) Calcular o ponto médio do segmento: 
1.1) Ponto médio de AB: 


1.2) Ponto médio de BC: 


2) Calcular o coeficiente angular da reta suporte do segmento. 


2.1) Coeficiente angular de r4p: 


7—1 
map = bå =3 
2.2) Coeficiente angular de rgc: 
5—1 
Mec = 8-4 =1 


Determinar o coeficiente angular da mediatriz (m”) e encontrar a reta: 


3.1) Mediatriz de AB: 


1 
MasMas = -1 > mg ' 3 = -1 > mas = -3 
1 y=4 1 p 
mS & =——X ES 
3 4 “aa 
3.2) Mediatriz de BC: 
y-3 
—1 = Sy=—-x+9 
x— 6 y E 


O centro da circunferência é a intersecção dessas retas. Seja C = (xç, Yç) O centro dessa 
circunferência, devemos ter: 


1 17 
—AçhI= Act OX. 


Yc=—5+9=4 
Portanto C = (5,4). 
Para descobrir seu raio, basta calcular a distância de C a um dos vértices: 
R=AC=V(5-6)2+(4-7)2 = V10 
Portanto, a circunferência é: 


r(x—-5)2+(y-—-4) =10 
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Seja T = (x7,Y7) O ponto de tangência. Temos que yr = 5. Substituindo na equação da 
circunferência: 


(xr — 5)? + (5 — 6)? = 10 > xr = 8 0u xr = 2 
Temos então dois candidatos a ponto T: 
Tı = (2,5) e T, = (8,5) 


As retas que passam por (0, —1) e T; e (0, —1) e T, são, respectivamente: 


0 —1 1 

2 5 1=05y-3x+1=0 

x y 1 

0 —1 1 

8 5 1|=0>4y-3x+4=0 

x y 1 

Suas respectivas distâncias ao ponto C, centro da circunferência: 
1:-4—3:-5+1 
1 = = V10 
V12 + (-3)? 
4:4-3-:5+4 


2 = 


JEI 


Para que reta seja tangente a circunferência, sua distância ao centro da mesma deve ser igual 
ao raio. Isso somente ocorre para a reta que passa por (0, —1) e T,. Calculando o que é pedido no 
enunciado, temos: 


a=[D E Co+ tão 
V2+(-3) 5 
Gabarito: “e”. 

74. (IME/2015) 


Determine o produto dos valores máximo e mínimo de y que satisfazem às inequações dadas 
para algum valor de x. 


2x? — 12x + 10 < 5y < 10 — 2x 


Comentários 


Do enunciado, y satisfaz, simultaneamente, as desigualdades: 


2 12 
z% = *+2 <y des.01 
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E 


2 
y S2-7Xx des. 02 


Por simplicidade, vamos resolver essa questão graficamente. 


Observe que o lado esquerdo da desigualdade 01 corresponde aos pontos acima da parábola 
p: y = =x? = Zy + 2 e que o lado direito da desigualdade 02 corresponde aos pontos sob a reta 


r:y=2-—Żx. 


Representando essa situação graficamente, temos: 


A região hachurada na figura acima representa o conjunto de pontos que obedece, 
simultaneamente, às duas desigualdades dados no enunciado. 


Como ele pede o produto entre o máximo e mínimo valor de y, basta observar no gráfico que 
Ymáx Ocorre na intersecção das curvas com o eixo y, enquanto Ymin Ocorre no vértice da parábola. 


Para encontrar Y máx, basta fazer x = 0 em qualquer uma das curvas. Na reta: 
2 
du es 
Do estudo das funções de segundo grau, sabemos que o y do vértice da parábola é dado por: 
12 2 
A  b-—4ac_ (-=) -42 8 


Ymin = Za 4a TA =e 


; 8 
Por fim: Ymáx * Ymín = 2' (- =) = —3,2 


Gabarito: “a”. 
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75. (IME/2014) 


Uma elipse cujo centro encontra-se na origem e cujos eixos são paralelos ao sistema de eixos 
cartesianos possui comprimento da semidistância focal igual a V3 e excentricidade igual a 


V3/2. Considere que os pontos 4,B,C e D representam as interseções da elipse com as retas 
de equações y = x ey = —x. A área do quadrilátero ABCD é 


Comentários 


Do enunciado, temos que a semidistância focal, c, é dada por V3, isto é, c = V3. Por 
definição, a excentricidade e da elipse é dada por: 


c 
e=- 
a 
Onde a é o semieixo maior da elipse. 


Mas 


3 3 
E ES 


2 
Além disso, sabemos que o semieixo menor, b, obedece a seguinte relação: 


a=2 


a? = b? +c? > 2? =b? + (V3) 5b=1 


A elipse está centrada na origem e seus eixos são paralelos aos eixos coordenados. Disso, 
podemos concluir que a equação da elipse é: 
2 2 
X yY 
— +— =1 
4 1 
Como a equação da elipse apresenta as coordenadas ao quadrado, a intersecção entre as 
retas e a elipse deve vir da seguinte condição: 


Xº =y 
Ou seja: 
2 2 
— +x? =1 >x = t— 
4 V5 
2 ar ENES RR o 
Para x = = temos duas possibilidades: y = += Analogamente, para x = = temos y = 


2 as A 
+ J; Então, os pontos são: 


2 2 2 2 2 2 2 2 
dad da ef a S a 


P Aula 15 — Geometria Analítica II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


Note que 
Geo) la) q” 


Calculando as distâncias, como feito acima, temos: 


AB = BC = CD = DA 


. a 2 : 
Note ainda que Ae B possuem mesma abscissa, logo estão sobre a reta x = zp que é 


paralela ao eixo y. Além disso, B e C possuem mesma ordenada, logo estão sobre a reta y = o 
que é paralela ao eixo x. Ou seja, AB L BC. Repetindo o raciocínio, temos que CD L DA, do que 


temos que ABCD é um quadrado. 
Por fim: 


Área de ABCD ( E ) r 
rea de =|=] =— 
V5 


Gabarito: “d”. 


76. (IME/2012) 


É dada uma parábola de parâmetro p. Traça-se a corda focal MN, que possui uma inclinação 
de 60° em relação ao eixo de simetria da parábola. A projeção do ponto M sobre a diretriz é o 
ponto Q, e o prolongamento da corda MN intercepta a diretriz no ponto R. Determine o 
perímetro do triângulo MQR em função de p, sabendo que N encontra-se no interior do 
segmento MR. 


Comentários 


Inicialmente, vamos representar a situação graficamente: 
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Eixo de simetria 


O parâmetro, p, corresponde à distância do foco F à diretriz. Ou seja: PF = p. 
Pela definição de parábola, MQ = MF. Como o ângulo QMR = 60º, pois QM || PF, temos 
que cos(60º) = - = = > RM = 2QM. 
Mas 
RM = 2QM = RF + MF = RF + QM > RF = QM 
Olhando para o triângulo APFR, temos 


1 PF 
cos(60°) = r > RF = 2PF = 2p 


“RF 
Ou seja 
RF = QM => QM = 2p => RM = 4p 
Além disso 
RQ RQ 
o) = = —— = — R = 2 
tg(60°) = 3 mM m Q = 2V3p 


Por fim, temos 
Perímetro de MQR = MQ + RM + RQ = 2p + 4p + 2V3p = 2p(V3 + 3) 
Gabarito: 2p(V3 + 3). 


77. (IME/2012) 
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Os triângulos ABC e DEF são equiláteros com lados iguais a m. A área da figura FHCG é igual 
à metade da área da figura ABHFG. Determine a equação da elipse de centro na origem e 
eixos formados pelos segmentos FC e GH. 


-------I 


a) 48x? + 36y? — V2m? = 0 
b) 8x2 + 16y? — V3m? = 0 
c) 16x? + 48y? — 3m? = 0 
d) 8x? + 24y? —- m? = 0 

e) 16x? — 24y? — m? = 0 
Comentários 


Por simetria, os triângulos AGHC e AGHF são congruentes. Além disso, perceba que eles 
também são equiláteros, pois GH || DE. Seja a a área de um desses triângulos. 


A área do triângulo equilátero AABC é dada pela soma das áreas dos triângulos AGHC e 
AGHF (figura FHCG) e da figura ABHFG. Além disso, temos: 


Aréa da figura FHCG = 2a 
Do enunciado: 
Área da figura ABHFG =2-(2a) = 4a 
Ou, seja: 
Área do triângulo AABC = 2a + 4a = 6a 
Como AABC e AGHC são semelhantes, podemos escrever: 


(e) scH= l ge” 
GH “Me "ah 


Pois a razão entre as áreas é o quadrado da razão entre os lados correspondentes. 


a 


Pela congruência, FC mede o dobro da altura do triângulo AGHC. Mas ele é equilátero, do 
que temos que sua altura mede: 


FC GCV3 GHV3 m V3 m 


2 2 2 V6 2 242 


Seja a elipse: 


do Aula 15 — Geometria Analítica II 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 15: ITA/IME 2020 


(E (E 


Ou seja: 
2 2 


SR 
CE 


= 1 & 8x? + 24y? -m° =0 


Gabarito: “d”. 


78. (IME/2011) 


Determine o valor da excentricidade da cônica dada pela equação x? — 10V3xy + 11y? + 
16 = 0. 


Comentários 


Observe que a equação dada corresponde a uma cônica, conforme dito no enunciado, mas 
apresenta um termo estranho: xy. 


Para retirá-lo da equação, vamos lançar mão da matriz de rotação, a qual possui como efeito 
efetuar uma rotação de um ângulo 0 nos eixos coordenados. Ela é dada por: 


cos (0) E] 
e) cos (0) 


Após aplicá-la às coordenadas (x,y) de um ponto, obtém-se as coordenadas desse mesmo 
ponto, (x', y"), em um sistema cartesiano rotacionado de 0, no sentido anti-horário, em relação ao 
sistema original. Matematicamente: 


($) ( cos(8) a) (5) 
y) A-sen(6) cos(0)/ Y 
Ou ainda, multiplicando por M”1 pela esquerda: 
(1) = fas o) e 
y? Asen(0) cos(0) Jly' 
Multiplicando as matrizes do lado direito da equação matricial acima, temos: 


(0) x' — sen(0)y' 
() E emas + w A 


Fazendo a substituição na equação da cônica, temos: 


(cos(9) x' — sen(9)y")? — 10V3(cos(6) x' — sen(0)y')(sen(0)x' + cos(9) y”) 
+ 11(sen(0)x' + cos(0)y)2 + 16 = 0 


Desenvolvendo e agrupando os termos semelhantes, temos: 
x? = cos? 0 x”? — 2senBcos0x'y' + sen?0y'? 
11y? = 11(sen?0x'2 + 2senBcos0x'y' + cos? 0 y”) 
—10/3xy = —10V3(cosðsenðx'? + (cos? 0 — sen20)x'y' — senBcosoy"”) 
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Estamos interessados em zerar o coeficiente do termo x'y'. Olhando para as expressões 
acima, seu coeficiente é: 
—2senðcosð + 22senbcos6 — 10V3(cos? 8 — sen26) 
Ou ainda 
20senBcos6 — 10V3(cos? O — sen26) 
Da trigonometria, temos: 
2senfBcos0 = sen(20) 
cos? 6 — sen?0 = cos (20) 
Assim, o coeficiente de x'y” fica: 
10sen(26) — 1043 cos(26) = 0 > tg(20) = V3 
Por conveniência, vamos escolher 0 = = Assim: sen(0) = T cos(0) = E 


O coeficiente de x'2, por sua vez, será: 


3 1 1\ v3 
cos? 0 + 11sen?0 — 10V3senðcosð = 7 +11 PE 1043 - (3) e —4 
O coeficiente de y'2, por sua vez, será: 
1 3 1 v3 
sen?0 + 11 cos? 0 + 10V3senBcos6 = Z +11 E: + 1043 (=) e 16 


Logo, a cônica, no novo referencial, será: 


x'2 12 
4x2 41672 +16=0 o -D = 1 


Ou seja, uma hipérbole de semieixo real a = 2 e semieixo imaginário b = 1. Sua semi- 
distância focal é dada por: 


c? =2?+1?=5>c=7vV5 


Por fim, sua excentricidade: 


Gabarito: e = E 


79. (IME/2010) 

Uma hipérbole de excentricidade V2 tem centro na origem e passa pelo ponto (v5, Í). 
A equação de uma reta tangente a esta hipérbole e paralela a y = 2x é: 

a) V3y = 2V3x + 6 

b) y = —2x + 3V3 

c) 3y = 6x + 2V3 
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d) V3y = 2V3x + 4 
e) y = 2x + V3 
Comentários 


Vamos utilizar a seguinte equação da hipérbole, conforme descrita no enunciado: 


x? y? 


a? b? 


Temos que - = V2, ou seja, c = av2. 


=1 


Além disso, temos também: 
c? = @ + b? = 2a? > b? =a? > b=a 


Ou seja, nossa hipérbole tem a forma: 


x2 2 
-5=1 
a a 
Sabemos que ela passa por (V5, 1), então: 
5 1 
Assim, a hipérbole está determinada: 
x? -y =4 


A reta que buscamos é paralela à reta y = 2x. Então, ela deve ser da forma: 
r:y=2x+b 
Substituindo na equação da hipérbole, temos: 
x — (2x + b}? = 4 © —3x? — 4bx — b? — 4 = 0 
Seu discriminante deve ser nulo, da condição de tangência, ou seja: 
A= 16b? -4-(-3)(-b? — 4) = 0 > b? = 12 > b = 2V3 
Logo, as possíveis retas são: 


Yi 2: y = 2x + 2V3 © h,2: V3y = 2V3x + 6 


uan 
a. 


Gabarito: 


80. (IME/2010) 


Seja M um ponto de uma elipse com centro O e focos F e F'. A reta r é tangente à elipse no 
ponto M e s é uma reta, que passa por O, paralela a r. As retas suportes dos raios vetores MF 
e MF' interceptam a reta s em H e H’, respectivamente. Sabendo que o segmento FH mede 
2 cm, o comprimento F'H' é: 


a) 0,5 cm 
b) 1,0 cm 


c) 1,5 cm 
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d) 2,0 cm 
e) 3,0 cm 
Comentários 


Observe o diagrama: 


Como r é tangente à elipse, temos que os ângulos que FM e F'M fazem com ela são iguais. 
Além disso, como r || s, temos que: 


OĤM = 0H'M = B 
E como O é o centro da elipse: FO = OF”. 


Disso, temos a seguinte figura: 
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Agora, trace por F' uma reta paralela ao seguimento FM: 


Como a reta base de FH é paralela à reta base de O'F', os ângulos HÊO e OF'0' são iguais. 
Os ângulos HÔF e F'ÔO' são opostos pelo vértice, logo, são iguais. Além disso, FO = OF”. Portanto, 
concluímos que os triângulos AOO'F' e AOFH são congruentes pelo caso ALA. Disso, temos que: 


FH =0'F' 
Pelo mesmo motivo da igualdade dos ângulos HÊO e OF'0', temos F'0'H' = ß, ou seja, o 
triângulo AO'F'H' é isósceles e 
Or = F'H' > FH = 2 = F'H' 

Gabarito: “d”. 

81. (IME/2004) 

Considere a parábola P de equação y = ax?, coma > 0 e um ponto A de coordenadas (xo, Yo) 

satisfazendo a yọ < ax2. Seja S a área do triângulo ATT’, onde T e T’ são os pontos de contato 

das tangentes a P passando por A. 

a) Calcule o valor da área S em função de a, Xo € Yo. 

b) Calcule a equação do lugar geométrico do ponto 4, admitindo que a área S seja constante. 

c) Identifique a cônica representada pela equação obtida no item anterior. 

Comentários 


a) Conhecendo a equação da parábola e sabendo que o ponto A é tal que yọ < ax2, então 
podemos fazer o esboço da situação. Sem perda de generalidade: 
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T’ (z2, y2) 


T (£1, yı) 


A(xo, Yo) 


Como T e T' são pontos de tangência da parábola, temos que y, = ax? e y, = ax2. Além 
disso, podemos derivar a parábola para encontrar o coeficiente angular das retas tangentes que 
passam por T e T’: 


y = ax? > y' = 2ax 
Para calcular a área do AATT’, devemos escrever x, e x, em função de a, Xo e Yo. Vamos 
encontrar a equação das retas tangentes que passam pelo ponto A. Perceba que escolhendo-se 
qualquer um dos pontos (T ou T') para obter a reta tangente, encontraremos uma situação análoga 


em ambos os casos. Então, vamos chamar (x+, y,) como o ponto que é tangente à parábola e que 
passa por 4 (encontraremos uma equação do segundo grau na variável x, e suas raízes serão x, e 


X2). 
y' = 2ax, (coeficiente angular da reta) 
y — yı = 2ax;(x — x,) (equação da reta) 
A reta passa pelo ponto A, desse modo: 
Yo — Y = 2ax, (Xo — xt) 


Yo = La — Zax? + Ye > Yo = Ze ax? 
t 


ax? 
Assim, obtemos uma equação do segundo grau na variável x+: 


ax? — 2ax9Xx, + Yo = 0 
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Resolvendo a equação, obtemos: 


axo + Valxg — ay, 


Como definimos anteriormente que (x+, Y;) é o ponto de tangência à cônica e que passa por 
A, temos que essas raízes são x, e xp. Dessa forma: 


axo + Va2xz — ayo axo — 4a? x? — ayo 
gE—— e x ——-———— 


Agora, podemos proceder ao cálculo da área do AATT". Usaremos o método do 
determinante: 


Xo Yo 1 
S=-Ilx, ax? 1 
X, ax? 1 


1 
S= J laxox? + Yoxz + axıxż — ax? x, — axgx2 — yox | 


O bizu começa aqui, antes de substituirmos as variáveis x, e x,, iremos fatorar a expressão. 
1 
S = 2 laxo (x, — x2)(x1 + x2) — Yo(x4 — x2) — axı x2 (xı — x2)l 


S = ZG — x2 )[laxo (x1 + x2) — Yo — axı x2]| (1) 
Lembra da equação do segundo grau que encontramos? Podemos aplicar as relações de 
Girard nela para encontrar as variáveis da equação (I). Veja: 
ax? — 2aXoXt + Yo = 0 
Como x; e x, são as raízes dessa equação, temos: 
X1 +X = 2X 


_ yo 
id 


Também podemos escrever x, — x3: 


_ AXo + ax; — ay, —(axo— yaxi — ayo \ 2ya2x; — ay 


X17 X = = 
l 2 a a a 


Substituindo os valores em (1): 


1|/2/a2x2 — ay y 
s= [Do (axst2xo) -v -a (E) 


e 2(ax5 — Yo) 2x5 — ayo 


b) Para encontrar o lugar geométrico de 4, vamos usar o resultado encontrado no item a e 
manipular a equação. 
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_ Maxg — dono = nem on a? xo — ayo _ 2v (axo — Yo)?’ Vay axs — yo 
a 


2 Sva as? 
o e e pe a 


V2as? 5 
> = aXo = Yo 
2 
' V2as? 
* [Yo = 4X0 — 
2 
35082 
c) A cônica resultante é a parábola P transladada de — daii 
2(ax2-yo) |a2x2-ayo 3 as 3 as 
Gabarito: a) S = — b) Yo = ax? — — À e) Parábola P transladada de — = : 


8. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da Geometria Analítica. Esse assunto possui alta taxa de incidência nas 
provas do ITA/IME, é muito provável que caia uma questão dela na primeira e na segunda fase das 
duas bancas. Resolva muitos exercícios e memorize as equações reduzidas das principais cônicas. É 
importante que você saiba os elementos de cada uma dessas cônicas, pois o ITA/IME gostam de 
pedir para encontrar as equações usando os elementos das cônicas como, por exemplo, parâmetro 
da parábola, excentricidade da elipse, etc... 


Sempre que você tiver dúvidas, não hesite em nos procurar. Estamos sempre prontos para 
atendê-lo. 
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INTRODUÇÃO 


Nessa aula iniciaremos o estudo da Análise Combinatória e Probabilidades. Esse é um assunto 
que costuma ser cobrado nas provas do ITA/IME. Estude com calma e tente entender o raciocínio 
usado na resolução das questões. Não se assuste com a quantidade de páginas dessa aula, pois a 
maioria delas são de questões resolvidas. Se você for um aluno que já possui experiência nesse tema, 
apenas dê uma rápida olhada na teoria e vá para a lista de exercícios. Lembre-se, o melhor jeito de 
estudar Matemática é praticando! 


E sempre que tiver dúvidas, não hesite em nos procurar no fórum de dúvidas, estamos aqui 
para auxiliá-lo. 
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1. PRINCÍPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM 


A Análise Combinatória é um estudo de contagem. Aqui, vamos estudar técnicas para 
encontrar o número de elementos de um conjunto que apresenta certa característica. 


Por vezes, é fácil enxergarmos todas as variações de um conjunto, como os elementos 
possíveis de termos quando jogamos um dado de 6 faces: (1,2,3,4,5,6). 


Já há outras situações em que não é tão fácil assim, como as combinações possíveis de termos 
um prêmio de loteria na Mega-Sena: 


[(1,2,3,4,5,6), (1,2,3,4,5,7), (1,2,3,4,5,8), ... , (10,12,18,45,56,59), ..., (55,56,57,58,59,60)]. 


Esse conjunto tem mais de 50 milhões de elementos. Se você colocar uma impressora que 
imprima uma combinação dessas por segundo, a impressão de todo o conjunto demorará, 
trabalhando ininterruptamente, mais de um ano e meio! 


Uma coisa precisa ficar clara desde o início: na maioria dos exercícios, nós não vamos calcular 
quais são os elementos do conjunto e sim quantos elementos há nele. É comum vermos essa 
pergunta nos enunciados na forma de comandos como “quantos jeitos”, “quantas formas”, 


n u 


“quantos modos”, “quantas formas distintas”, etc. 
Vejamos um exemplo. 


Ao viajar da cidade A para a cidade C, a passagem pela cidade B é obrigatória. Sabendo que 
temos 3 caminhos diferentes para irmos da cidade A para a cidade B e dois da cidade B para a 
cidade C, quantos caminhos distintos há entre as cidades A e C? 


Um recurso muito útil na matemática é o desenho e, nesta aula, desenhar ou esquematizar 
a situação problema é um passo importante para resolvermos as situações propostas. 


Façamos, então, um diagrama para representar o problema. 


C ‘e >’ 


(A) E (2) © 


Oras, professor, essa é fácil, são 5 caminhos. 


Calma, não é tão trivial assim. Podemos até dizer que são 5 “estradas” diferentes, mas para 
ir de A para C, temos opções de vários caminhos utilizando as 5 estradas disponíveis. 


Como são poucas possibilidades, vamos escrevê-las todas. 
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Estrada de A para B Estrada de B para C 


1 4 
1 5 
2 4 
2 5 
3 4 
3 5 


Como pudemos ver, temos 6 caminhos diferentes entre as cidades A e C, passando 
obrigatoriamente por B e utilizando as 5 estradas disponíveis. 


Uma alternativa para simbolizar essa mesma situação é o diagrama de árvore, ou diagrama 
sequencial. 


Ao partirmos de A para B, temos 3 possibilidades e, para cada uma dessas possibilidades, 
duas opções de B para C. Veja. 


© 


14 
1 
15 
24 
(4) 2 
25 
34 
3 
35 
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É importante notar que a tomada de decisão sobre o primeiro caminho, de A para B, não 
influencia de modo algum a escolha do caminho de B para C. Dizemos, então, que esses eventos 
são independentes. 


Quando temos duas decisões serem tomadas em sequência, podemos multiplicar o número 
de opções que temos em uma decisão pelo número de opções que temos em outra. 


Para este caso, temos: 

De 4 para B: 3 opções. 

De B para C: 2 opções. 

Assim, o número n de opções de A para C é dado por: 
n=3:2=6. 


Repetindo, esse cálculo nos dá quantas são nossas opções, não quais são elas. 


ATENÇÃO!! 


Esse princípio da multiplicação em eventos sequenciais é tão importante em nossos estudos que 
recebe o nome de Princípio Fundamental da Contagem (PFC). 


Vejamos mais um exemplo clássico, as placas de automóveis. 


No Brasil, utilizaremos, em breve, as novas placas de automóveis no modelo Mercosul. 
Teremos placas do tipo LLL NLNN para automóveis, onde L simboliza posição ocupada por uma 
das 26 letras do alfabeto e N, por um dos 10 algarismos numéricos. 


Supondo não haver placas repetidas nem sequências proibidas, quantos emplacamentos de 
automóveis diferentes serão possíveis com o novo sistema de placas? 


Vejamos. 
Temos 10 algarismos numéricos diferentes e 26 letras. 


Ao escolher um elemento, nada nos impede de utilizarmos o mesmo elemento novamente, 
em outra posição. Chamamos isso de escolha com reposição. 


Além disso, ao escolhermos um elemento, nada influencia na escolha do outro, ou seja, 
temos escolhas independentes. 


Por se tratar de eventos sequenciais (escolhemos um dígito por vez, da esquerda para a 
direita) podemos utilizar o Princípio Fundamental da Contagem (PFC) para calcularmos quantos são 
os casos de emplacamento possíveis. 


As placas são do tipo LLL NLNN. 


Para a primeira letra, temos 26 possibilidades de escolha (de 4 a Z). Para a segunda letra, 
também 26. Idem para a terceira. Para o primeiro número, 10 possibilidades (de O a 9) e assim por 
diante. 


Assim, o número n de placas distintas é dado por: 
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n=L-L-L-N-L-N-N 
n = 26:26:-26-10-26-10-10 
n = 26t : 10’ 
n = 456.976.000 placas 


Vamos praticar um pouco? 


HORA DE 


PRATICAR! 


| Exercícios de Fixação 
| 1. Quantos números de três algarismos conseguimos apenas com os dígitos 4,5,6,7,8? 
| Comentários 
Como temos cinco possibilidades para cada algarismo, temos, pelo PFC: 
AS sro 
n=5 
n = 125 números diferentes 


2 Em cada lançamento de uma moeda é possível obter-se na face voltada para cima, ou cara | 
| ou coroa. Qual o número de sequências distintas possível se lançarmos uma moeda 5 | 
vezes? 


Comentários 


| Temos 5 lançamentos e, para cada lançamento, 2 possibilidades (cara ou coroa). Utilizando o 
| PFC, temos. 


m=z 2222 
n=2°" 
n = 32 tipos de lançamentos distintos 


3 Em uma prova com 10 questões com 4 alternativas cada questão (a, b, c, d), quantos são 
os gabaritos possíveis? 


| | Comentários 

| Pensemos em cada questão. 

| Primeira questão: 4 possibilidades de escolha, (a, b,c, d). 
Segunda questão, 4 possibilidades de escolha, (a,b,c,d). 


Terceira questão, 4 possibilidades de escolha, (a, b,c, d). 


Décima questão, 4 possibilidades de escolha, (a, b,c, d). 


| Assim, o número n de gabaritos possíveis é 
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n=4:4:4:4-4:4:4:4:4-4 


ne 4” 


n = 1.048.576 gabaritos possíveis 


| Imagine quantos haverá na sua prova do vestibular! 


| 4. Cinco atletas participam de uma corrida. Quantas possibilidades de pódio existem para 
primeiro, segundo e terceiro lugar? 
| Comentários 


| Aqui temos um caso ligeiramente diferente dos anteriores. Ao escolher um atleta para o | 
| primeiro lugar, fatalmente, teremos uma pessoa a menos para ocupar o segundo lugar, pois 
não consideraremos aqui uma pessoa ocupando suas posições no pódio. 


| Desse modo, como temos 5 atletas, teremos: 
5 opções para o primeiro lugar. 


4 opções para o segundo lugar, pois quem está em primeiro lugar já está descartado para | 
o segundo lugar. 


| 3 opções para o terceiro lugar, pois os dois que já estão no pódio estão descartados como | 
i possibilidade para o terceiro lugar. 


| Assim, o número n de pódios diferentes é dado por 
| n=5:4:3 
| 


n = 60 pódios diferentes 


| 5. De quantos modos 5 pessoas podem ficar em fila indiana? 
| Comentários 


' Do mesmo modo que na questão anterior, ao escolher a pessoa que ocupará a primeira | 
| posição na fila, temos uma escolha a menos para a segunda posição. | 


| Dessa forma, o número n de filas indianas diferentes é dado por 
n=5:4:3:2.:1 


1.1. FATORIAL DE UM NÚMERO 


No exercício que acabamos de fazer, sobre a fila indiana, calculamos um produto 
interessante: 


n=5:4:3:2-1 


Esse produto, de um número natural por todos os seus antecessores naturais estritamente 
positivos, recebe o nome de fatorial e é representado pelo sinal de exclamação (!). 


Nesse caso, podemos escrever 
n=5:4:3:2-1 
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n=s 


Como vamos trabalhar com esse produto com muita frequência e com números extensos, a 
notação de fatorial vem muito a calhar. 


Esposa E An E es Ea Ee 


| 6. Calcule os fatoriais abaixo. 
| a) 2! 

3! 

ou 

as! 

| e) 6! 

pm 

| g) 8! 

h)8-7:6! 

| Comentários 


' Para calcular os fatoriais acima, basta que façamos os produtos dos números por todos os seus | 


| antecessores. 

| a)2!=2:1=2 

| bÞ)3!=3:2:1= 

| 4=4:3:2:1=24 

| d)51=5-4-3:2-1 = 120 | 
| e)6!=6-5:4-3:2:1= 720 | 
“)7=7:6:5:4:3:2:1=5.040 | 
| g)8!=8:7:6:5:4:3:2:1 = 40.320 | 
| n)8:7-61=8:7:6:5:4:3:2-1= 40.320 | 


Note que o fatorial de um número pode ser escrito de várias formas, não é necessário que 
escrevamos todos os seus antecessores, podemos continuar utilizando a notação de fatorial. 


Essa técnica é muito útil quando estamos trabalhando com simplificações. 
Todos os produtos a seguir são equivalentes. 
6:5:4:-3:2:-1 = 720 
6:5:4:3-2! = 720 
6:5:4:31= 720 
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6:5:4! = 720 
6:5! = 720 
6! = 720 


Você deve ter percebido que falamos que o fatorial de um número natural é o produto dele 
próprio por todos os seus antecessores. 


Pois bem, 0 é natural; 1 é natural. 

Então, como ficam os fatoriais desses números? 

Vamos por partes. 

O 1 é simples, ele é o fim da fila dos produtos, então 
=f 


Já para o fatorial de zero, temos uma conversa mais delicada, visto que não há antecessores 
naturais de zero. 


No ensino superior, você poderá fazer a análise dos fatoriais via função Gama, mas, por 
enquanto, essa análise não faz parte do escopo de um curso pré-vestibular. Felizmente, diriam 
alguns... 


Mas não podemos deixar essa questão sem resposta, visto que utilizaremos o fatorial de zero 
em várias situações de prova. 


Sendo assim, vamos analisar a questão por meio da definição própria do fatorial, a 
multiplicação de um número por todos os seus antecessores naturais positivos. 


Podemos pensar em fatorial de uma expressão algébrica, desde que garantamos que se trate 
de um número natural. 


Por exemplo, podemos pensar no fatorial de x. 
x! =x: (x— 1): (x— 2): (x—3):..3:2-1 


Alternativamente, podemos utilizar a notação simplificada que vimos há pouco. 


xt=x"(x— 1)! 
Dividindo ambos os termos por x, temos. 

x! o x(x— 1)! 

xo x 

x! x'(x—1)! 

xo x 
z = (x— 1)! 
x 


Até aqui, pegamos a definição de fatorial de um número, aplicamos essa definição para o 
número x, utilizamos a notação simplificada e dividimos ambos os membros da equação por x. 


Nessa igualdade a que chegamos, partindo da própria definição de fatorial, façamos x = 1. 


-gin 
x 
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1! 
—= (1-1)! 
-= (0-1 
Sabemos que 1! = 1, então. 
1! 
= | 
A (0)! 
1 
L= l 
I (0)! 
1 = (0)! 


Então, a partir de agora, diremos que 
=r 


pois essa conclusão decorre diretamente da definição do próprio fatorial de um número. 


RESUMINDO 


mem O Dm 2) a2 


2. PERMUTAÇÕES 
Você sabe o que é permutar? 


Permutar significa trocar. Antigamente, usava-se o termo “Permuta-se” até em anúncios 
comerciais nos jornais como sinônimo de troca comercial: “Permuta-se uma geladeira em uma 


bicicleta”. 
O significado popular pode ser aplicado aqui. 


Quando falamos em Permutação na Análise Combinatória, estamos nos referindo a situações 
específicas em que todos os elementos de um conjunto são colocados em ordens diferentes, mas 
utilizando todos os elementos a cada ordem diferente, a cada troca, a cada permuta. 


Um exemplo é quando vamos viajar em um grupo de 5 pessoas no carro de 5 lugares. Claro, 
consideramos aqui que todos os viajantes possam ocupar o acento do condutor. 
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Assim, acontecerá o que aconteceu em nosso exemplo da fila indiana. Temos 5 opções para 


escolher a pessoa para o primeiro acento, 4 opções para escolher quem ocupará o segundo acento, 


3 


a 


para o terceiro, 2 para o penúltimo e apenas 1 opção para o último acento a ser ocupado. 
Desse modo, temos n configurações diferentes para a viagem, a saber: 
Red arge 
n=5! 
Quando vamos indicar uma permutação de n elementos, utilizamos a simbologia P,. 
Para o exemplo anterior, podemos dizer que 
n= Ss 


Se expandirmos o raciocínio, podemos dizer que, para qualquer conjunto em que tenhamos 
mesma característica de que falamos, o número de permutações possíveis é dado por 


Pa =n! 


Quando formos considerar a reordenação dos elementos de um conjunto, a ferramenta que 


deve vir em primeiro lugar na sua mente é a Permutação. 


| Exercício de Fixação 


Vejamos alguns casos clássicos, que valem a retenção na memória. 


l 
HORA DE 


PRATICAR! 


a 


| 7. Anagrama é a reordenação das letras de uma palavra, quer o anagrama tenha significado, | 


quer não. 


| Dessa forma, calcule quantos anagramas são possíveis com a palavra ESCOIMAR. 


Comentários 


| Sim, essa palavra existe. Escoimar significa corrigir. 


Neste caso, temos que trocar a ordem de 8 letras distintas, característica da Permutação. 


Assim, podemos dizer que o número n de anagramas possíveis para a palavra ESCOIMAR é | 
dado por 


n = P; = 8! = 40.320 


Como exercício, não estamos tão interessados aqui no valor em si, mas no método que 
| empregamos para aplicar às diferentes situações. Assim, seria perfeitamente aceitável a | 
| resposta 8! em vez de 40.320. | 


| 8. Dos anagramas da palavra TÁBIDO, quantos se iniciam com consoante? 


| Comentários 


| Se não houvesse a restrição de início com consoante, teríamos P; = 6!. 


| No entanto, há uma restrição e devemos resolvê-la antes de resolver a permutação. 
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| Vamos fazer uma representação dos anagramas, onde cada espaço representa uma letra. 


| Temos que iniciar nossa palavra por uma consoante e há, na palavra TÁBIDO, 3 delas: TBD. 


Dessa forma, nossos anagramas são do tipo 


Consoante (TB ouD)- _ " 
3 è 


| Ao eliminar uma letra para colocar na primeira posição, temos 5 opções restantes para colocar | 
| na segunda posição (inclusive as duas consoantes que não foram utilizadas na primeira). 


3-5- 


| Seguindo a mesma linha, temos 4 opções para a próxima posição vaga. 
f 3-5-4 . 


| Continuando o mesmo raciocínio até a primeira posição, temos. 
3:5:4:3-2:1 
Reescrevendo com o uso do fatorial. 


3:5! 


| 
Significando que, após escolhermos a consoante inicial, aplicamos a permutação para os 5 | 
i elementos restantes. 


| Dessa forma, temos, da palavra TÁBIDO,3-5! anagramas que se iniciam por consoante. 


| RE E E o e 


2.1. PERMUTAÇÕES COM ELEMENTOS REPETIDOS 
Pensemos, agora, no caso dos anagramas da palavra ASTERISCO, onde temos repetição de 
letras. 
Alguns anagramas possíveis para a palavra ASTERISCO são 
AEIOSTRSC — OCSIREAST — SSRTCAEIO — ASTEIRSCO — AOSCTSETIRI.... 
Olhemos mais de perto um desses anagramas: SSRTCAEIO. 
Você saberia dizer, nesse anagrama, qual S veio da sílaba AS? Qual veio da sílaba RIS? 


Provavelmente, não, pois as letras repetidas, no anagrama, quando mudadas de posição, 
acabam formando anagramas idênticos. 


As duas letras S$ podem ser mudadas de lugar em todos os anagramas, e não perceberíamos 
a mudança. 


Então, pergunto: com referência às duas letras S, repetidas, de quantos modos podemos 
mudá-las de posição dentro de um anagrama qualquer? 
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Bom, dentro de um anagrama, como são duas letras ocupando duas posições, há P, = 2! 
maneiras de trocá-las de lugar. 


Como a cada palavra do anagrama isso acontece, calcularemos os anagramas como se não 
houvesse letras repetidas e, em seguida, dividimos esse resultado pelo número de maneiras de 
permutar as letras repetidas dentro do anagrama. 


Nesse caso, ASTERISCO tem 9 letras, sendo 2 repetidas. Assim, o número de anagramas é 
dado por: 
ge _9:8:7:6:5:4:3: 24 
oa 21 
Simbolizamos o número de letras repetidas na parte superior e o número de letras totais na 
parte inferior da permutação. Mas cuidado, ao colocarmos na fração, essa ordem é invertida! 


= 181.440 


Podemos, inclusive, ter mais de uma letra repetida, como no caso da palavra ASSASSINAR. 
Temos, neste caso, 10 letras, 3 letras A e 4 letras S. 


Assim, o número de anagramas da palavra ASSASSINAR é dado por 


34 10! 


10 31.4] 


z4 10:9:8:7-6-5-4! 
w 3-2-1-4! 


34 10:9-8:7:6:5H 


e o 32:14 
Pi =10:9:8:7:5 


Pi =10-9-8:7:5 


Pi = 25.200 


Assim, podemos generalizar o resultado para permutações com n elementos, sendo r 
elementos repetidos: 


2.2. PERMUTAÇÃO CIRCULAR 


Cinco amigos vão ao cinema e compram seus ingressos em uma fila com 5 cadeiras lado a 
lado. De quantos modos diferentes eles poderiam se sentar? 


Já estudamos esse caso, trata-se de uma permutação simples com cinco elementos, ou seja, 
Ps = 5. 
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Os mesmos 5 amigos vão a um restaurante e se sentam ao redor de uma mesa de 5 lugares 
diferentes. De quantos modos eles podem se sentar? 


Aí depende. 


Como assim, depende, professor? Não é exatamente a mesma situação do cinema? Muda 
por ser uma mesa? 


Pode mudar, mas a mudança não é obrigatória. Acompanhe. 


Caso cada lugar da mesa seja considerado particular, digamos, um em frente à TV, outro ao 
lado de um corredor de grande fluxo, um bem espremidinho ao canto, entre outras particularidades, 
podemos considerar como o caso do cinema, da fila indiana, do anagrama. Cada modificação é uma 
configuração diferente. 


Mas, caso consideremos uma mesa redonda em que o ambiente não importe, apenas a 
configuração de um elemento em relação ao outro, mesmo sentados em bancos distintos, a 
configuração se repete. 


Para ficar mais claro, vamos particularizar os 5 amigos como Amanda, Beto, Carol, Diogo e 
Eduardo, A, B,C, D, E para simplificar. 


Caso esses cinco amigos se sentem em fila, temos P; = 5! = 120 maneiras de dispô-los. 
Consideremos, como exemplo, as cinco maneiras distintas a seguir. 
A,B,C,D E + B,C,D,E,A + C,D,E, A,B + D,E,A,B,C £ E,A,B,C,D 


Considerando a disposição em fila, cada configuração acima é considerada uma forma 
diferente. 


Veja o que acontece quando consideramos uma mesa circular e colocamos exatamente essas 
configurações. 


A E D C B 
E D G B A 
B A E D C 
D Cc B A E 
C B A E D 
Se desconsiderarmos o universo externo à mesa, como no caso de um jogo de tabuleiros, o 


que importa na configuração é exatamente a posição de um elemento em relação ao outro, não ao 
ambiente externo. 


Nesse sentido, todas as configurações acima são idênticas. Há apenas rotação (no sentido 
horário) de uma mesma configuração, A, B, C, D,E. 

Quando isso acontece, chamamos de Permutação Circular: todos os elementos são mudados 
de posição, mas em posições equivalentes, devido à natureza circular, ou cíclica, do problema. 


Desse modo, calculamos o número de permutações simples, mas cada conjunto de 
permutação equivalente deve ser descontado, pois foram contados mais de uma vez. 


Nosso exemplo tivemos 5 amigos em permutação circular e o número de permutações 
equivalentes é, justamente 5. 
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Esse fenômeno acontece sempre e temos que o número de permutações circulares é dado 
por: 
n! 
PC, =— 
"mn 
Se quiser, você pode memorizar a fórmula acima, ou o raciocínio que nos levou a ela, que não 
é tão diferente do de permutações com repetições. 
No entanto, alguns livros desenvolvem um pouquinho essa fórmula e a apresentam com 
outra roupagem, acompanhe. 


n! 


Aplicando a definição de fatorial de um número. 


n:(n— 1)! 
O a 
m (n- 1)! 
pea a 
+ 
PC, =(n-— 1)! 


As fórmulas são idênticas no quesito efetividade. Então, caso decida pela memorização, a 
escolha é questão de gosto pessoal mesmo. 


de 


ESQUEMATIZANDO 


Permutação 


l l 
l l 
| Todos os elementos participam da 
| troca, simultaneamente, em todas as | 
| configurações. 
l I 
L | 


Simples Com repetição Circular 
n! ! 
Pism PS PCa = — = (n— 1)! 
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INDO MAIS 


FUNDO! 


Permutações simples, com repetição ou circulares guardam o mesmo princípio: 


Para os casos de permutação com repetição ou de permutação circular, acontece a contagem de um 
mesmo elemento mais de uma vez. Por isso ambas apresentam uma divisão. Essa divisão 
representa, exatamente, a quantidade de elementos contados em multiplicidade. 


3. ARRANJOS 


Um arranjo é um tipo de permutação em que não há lugar para todo mundo. 
Como assim, professor? 


Na permutação, nós só trocamos os elementos de um conjunto de ordem e cada ordem é um 
elemento da permutação, uma possibilidade, um jeito de ordenar. 


No arranjo é o mesmo princípio, porém não trabalharemos com todos os elementos do 
conjunto de modo simultâneo, trabalharemos com um número menor de “vagas”. 


Lembra-se do caso em que 5 pessoas iam viajar em um carro de 5 lugares? 


Tínhamos P; = 5! maneiras diferentes de colocá-los no carro e isso faz referência à 
permutação, 5 pessoas e 5 lugares no carro. 


Aqui, nos arranjos, seria algo como ter 5 pessoas que querem viajar para a praia, mas só 
temos uma moto. Dessa vez, dessas 5 pessoas, somente 2 podem ir à praia. 


Perceba que o começo do raciocínio é semelhante para permutações e arranjos. Para 
escolher a primeira pessoa, temos 5 possibilidades. Para a segunda, 4 possibilidades. 


E para por aí, essa é a diferença. 
Se temos somente duas vagas, teremos somente dois fatores na multiplicação. 


A simbologia para arranjarmos 5 pessoas duas a duas é 4; 2 e é dada pelo produto do número 
de pessoas pelos seus antecessores, mas não até o 1 e sim em um número de fatores igual ao 
número de vagas. 


Assim, ( a 


A5j2 =|5} 4 > Somente 2 fatores, pois temos somente 2 vagas 


Se esses 5 amigos pudessem ir de triciclo, seriam 3 vagas, e o número de combiná-los seria 
dado por M 
5 


Asja = 


-4-3 > Somente 3 fatores, pois temos somente 3 vagas 
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Nos livros didáticos os arranjos são apresentados com uma fórmula para representar 
exatamente o nosso raciocínio. 


Perceba que temos que quando arranjamos 5 elementos, 2 a 2, precisamos de apenas dois 
fatores no produto, mas como escrever isso matematicamente? 


Simples, escreveremos todos eles e dividiremos pelos que não precisamos, veja. 
9:4:3:2*1;. 531 5! 
3:2-1 3! (5-2)! 


O artifício de completar o que faltava no fatorial do numerador e dividir pelo mesmo 
incremento no denominador nos permite escrever a fórmula do arranjo de maneira genérica, veja. 


As2=5'4= 


n! 
e ph 


Podemos tanto pensar no número de fatores do produto de uma “permutação” incompleta 
quanto utilizar a fórmula, pois são pensamentos equivalentes. 


A 


Na prática, é mais cômodo utilizar o pensamento do número de fatores do produto para 
calcularmos arranjos nos quais conhecemos numericamente n e p e deixar a fórmula para exercícios 
literais e equações nas quais n ou p sejam incógnitas. 


HORA DE 


PRATICAR! 


Exercícios de fixação 


| 9. De quantos modos podemos dispor 3 pessoas em uma fila de bancos com 6 lugares? 
| Comentários 


' Neste caso é mais cômodo pensarmos em distribuir bancos a pessoas. Temos 6 bancos e | 
| somente 3 pessoas, então não há como utilizarmos todos os bancos, ficarão bancos sem 
| pessoas, caracterizando o arranjo. 


| Assim, temos 
A63 = 6 º 5 4 
As3 = 120 modos 


| 10. Jogando um dado de 8 lados, numerados de 1 a 8, quantos números de 4 algarismos | 
| podemos formar? 


| Comentários 


| Temos 8 números e somente 4 “vagas” para esses números. Assim, podemos pensar em um | 
arranjo de 8 elementos, tomados 4 a 4. 


| 
| 
| 
| Ags=8'7:6'5 
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Aga = 1.680 números 


11. Quantos números diferentes de 3 algarismos conseguimos formar com os algarismos | 
1,3,5,7,9? 


Comentários 


| Mesmo raciocínio do exercício anterior, arranjo de 5 elementos, tomados 3 a 3. 
Ass = 5 º 4 j 3 


As 3 = 60 números 


| 12. Quantos números diferentes de 4 algarismos conseguimos formar com os algarismos | 
0,3,5,7,9? 


| Comentários 


Apesar de ser o mesmo raciocínio, neste exercício aparece uma restrição que não apareceu | 
nos dois exercícios anteriores, o número zero. 


E por que o zero é uma restrição? 


Simples, porque se o zero for o primeiro dígito escolhido, dentre os 4 solicitados, esse | 
número não é de 4 algarismos, é de 3. 


Assim, para o primeiro dígito, temos a escolha limitada aos elementos 3,5,7,9. Para os 
| Outros, sem restrição. 


Pelo princípio da multiplicação, que vimos no início desta aula, temos 4 escolhas para o | 
| dígito inicial (3,5,7,9). Escolhido um destes, continuamos com 4 opções para o segundo dígito | 
pois, se tiramos um deles para ser o primeiro, incluímos o zero que pode aparecer nas outras 
| posições. | 


Desse modo, a primeira posição é uma escolha à parte, por causa do zero. Para as outras | 
| três posições, podemos pensar no arranjo de 4 elementos, 3 a 3. | 


Calculemos, então, a quantidade n de números de 4 dígitos nas condições dadas. 


f Escolhas sem contar o zero 


n = 4: A43 E> Escolhas dos próximos 3 dígitos, | 


| E TE EE P, reincluindo o zero | 


4. COMBINAÇÕES 


As combinações são outro tipo de agrupamento, com semelhanças e diferenças com relação 
às permutações e aos arranjos. 
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Nas combinações, podemos ter tanto um número de “vagas” igual ao número de elementos, 
como na permutação, quanto um número de “vagas” menor que o número de elementos, como no 
arranjo. 


O que difere uma combinação dos outros tipos é o fato de esta não considerar a ordem como 
fator diferenciador de uma sequência. 


Enquanto na permutação e no arranjo as sequências 123 e 321 são consideradas diferentes, 
na combinação elas são consideradas iguais. 


Como isso, professor? É claro que elas são diferentes! 
Calma, tudo depende do contexto. 


A sequência 123 é diferente da sequência 321 se estivermos falando de números, por 
exemplo, pois cento e vinte e três é, claramente, diferente de trezentos e vinte e um. 


No entanto, se estivermos falando em um grupo de amigos que vão ao cinema juntos, o grupo 
Pessoa 1, Pessoa 2, Pessoa 3, portanto, 123, é idêntico ao grupo Pessoa 3, Pessoa 2, Pessoa 1, 
321. 


Nas combinações, a ordem não difere um conjunto do outro. Mais exemplos? 
Formação de casais (AB = BA) 
Duplas para boxe, pingue-pongue, truco. 
Grupos de trabalho ou estudo com funções idênticas para cada integrante. 
Escolha de objetos de uma coleção. 

Vamos analisar o caso da loteria como exemplo. 


Para ganhar o prêmio máximo da Mega-Sena, o jogador deve acertar as 6 dezenas sorteadas 
dentre as 60 possíveis. Vamos imaginar que as dezenas sorteadas, nessa ordem foram: 


41=05=04=52=30=33 
Mas você, ao jogar, jogou a seguinte combinação: 

04 — 05 — 30 — 33 — 41 - 52 
Você, por acaso, espera receber o prêmio? 


Provavelmente, sim, pois o jogo não restringe a ordem, apenas pede para que se acerte os 
números sorteados para ser o ganhador. Dessa forma, todas as sequências abaixo são igualmente 
válidas: 


41 — 05 — 04 — 52 — 30 - 33 
04 — 05 — 30 — 33 — 41 - 52 
30 — 05 — 52 — 33 — 41 — 04 
32 = 41 33 =30= 04 = 05 
52 — 04 — 30 — 33 — 41 —- 05 


Então, pergunto: com esses 6 elementos, quantas sequências equivalentes podemos formar? 
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Essa você consegue fazer com o que estudamos até aqui, trata-se de uma permutação de 6 
elementos, portanto, P; = 6!. 


Agora, voltemos ao problema principal, a loteria. 
Na Mega-Sena, temos 60 números para fazer sequências de 6 números cada. 


Se a ordem importasse, se cada sequência fosse única, poderíamos pensar no arranjo de 60 
elementos, tomados 6 a 6. 


No entanto, vimos que há sequências equivalentes e que, cada sequência produz 6! 
sequências equivalentes que foram contadas em multiplicidade no arranjo. 


Como resolver essa questão? 


Do mesmo modo que resolvemos as permutações com repetição e as permutações circulares, 
dividindo pelo excedente. 


Assim, podemos dizer que uma combinação de 60 elementos, tomados 6 a 6, é dada por: 


A60,6 
Coo, = 6! E) Multiplicidade de cada sequência 


E quanto dá isso? Também não sei, calculemos. 


Lembre-se 
60:59-58:57-56:55 => 
Coo,6 = Casada de da 6 posições, 6 fatores 
36.045.979.200 
Re 


C60,6 = 50.063.860 


Ou seja, mesmo considerando só as sequências com números distintos, ainda são mais de 50 
milhões de combinações. 


Vamos generalizar esse método? 


A combinação é um tipo de arranjo, mas em que não são consideradas sequências distintas 
as sequências de mesmos elementos. Por isso, dividimos o número de arranjos pelo número de 
elementos que foram contados em duplicidade. 


Sintetizando uma combinação de n elementos, tomados p a p, temos 
A 


Anp 


Cap = 


Nós já temos uma fórmula para o arranjo, lembra? Podemos, se quisermos, substitui-la na 
equação acima. 
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n! 
"Po (n-p)! 
is 
Cap pl 
n! 
(n-p)! 
me 


Divisão entre frações: conserva-se a de cima e inverte-se a de baixo. 


o n! 1 
no =p pl 
n! 
im 
"Po pl:(n-p)! 


Essa fórmula é muito solicitada nos exercícios de vestibular, então, vale a memorização. 


Ela é a definição de um número especial, chamado número binomial e é simbolizado por 


n 
n! 
Cnp = pi (n—p)! = () E> Número Binomial 


4.1. COMBINAÇÕES COMPLETAS 


De quantos modos podemos comprar 3 bebidas em uma loja que oferece 4 tipos de bebidas? 


Esse é um problema de combinação completa e não podemos simplesmente aplicar a fórmula 
de combinação e escolher 3 sabores entre os 4 disponíveis, isto é, C43 = 4, pois, nesse caso, 
estamos considerando que cada bebida é diferente. Devemos considerar que cada bebida pode ser 
igual, assim, combinações completas são combinações em que os elementos podem ser repetidos. 


Considerando que as bebidas disponíveis são 4,B,C e D, as combinações completas desses 
itens tomados 3 a 3 são 


AAA — BBB — CCC — DDD 
AAB — AAC — AAD 
BBA — BBC — BBD 
CCA — CCB — CCD 
DDA — DDB — DDC 

ABC — ABD — ACD — BCD 
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Dessa forma, fazendo a contagem, encontramos CR,3 = 20. 


CR43 é o número de modos de se escolher 3 objetos entre 4 objetos distintos, podendo 
repetir o mesmo elemento mais de uma vez. 


Façamos uma outra interpretação do problema. Sejam as bebidas definidas pelas seguintes 
variáveis: 
x — quantidade de bebidas A 
y — quantidade de bebidas B 
z — quantidade de bebidas C 
w — quantidade de bebidas D 
Desse modo, podemos escrever a seguinte equação: 
x+ty+ztw=83 


Repare que x,y,z,w devem ser números inteiros não negativos. Agora, o problema se 
transformou em achar o número de soluções inteiras não negativas dessa equação. Para resolvê-lo, 
podemos raciocinar da seguinte maneira, a soma das variáveis deve resultar 3, então vamos tomar 
três bolinhas e dividi-las nas variáveis. Assim, representemos as unidades por o e usemos as barras 
| para separar as bolinhas, veja o exemplo: 


x + y +z +w 
L + LF g 
= (a jæ] 
2 + L+ Das 0 
e pj & | 


Para formar essas representações, devemos arrumar 3 bolinhas (o total de unidades de cada 


solução é 3 já que x + y + z + w = 3) e 3 barras em fila (para separar as 4 variáveis). O número de 
modos de fazer isso é 


| 
330 0! 


6 gpa 663 
Vamos generalizar o resultado e encontrar o número de soluções da equação 
xi tX a da e 1 =p 


Precisaremos de p bolinhas e devemos dividir essas bolinhas em n partes (já que temos n 
variáveis). Vamos precisar de n — 1 barras para fazê-lo. Assim, temos que organizar n— 1 +p 
elementos em fila com repetição de p elementos e n — 1 elementos, logo: 


E n+p-1)! 
CR,p = pra =L da 


n+p-1 ` p! E (n = 1)! — “n+p-1,p 


4.1.1. Soluções inteiras não negativas com inequações 
Quantas são as soluções inteiras não negativas da inequação abaixo? 


x+y+z<4 
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Para resolver esse problema, devemos dividi-lo em todos os casos possíveis. Como queremos 
apenas soluções inteiras não negativas, devemos somar as soluções das seguintes equações: 


x+y+z=4 
x+y+z=3 
x+y+z=2 
x+y+z=1 
x+y+z=0 


Lembrando que Cn+p-1,p é O número de soluções para x, + x, + = + x, = p, temos: 
C344-1,4 + C343-1,3 + C3+2-1,2 + C3+1-1,1 + C3+0-1,0 
= (64 + C5,3 + C42 + C31 + Cro 
=15+10+6+3+1=35 


4.1.2. Mudança de variáveis 


Determine o número de soluções inteiras da equação x + y + z = 10, com x > 1,y 2 2e 
Z223. 


Nesse caso, podemos fazer uma mudança de variáveis para recair no problema das soluções 
inteiras não negativas. Façamos x = 1+a,y =2+bez=3+c: 


(1+a)+(2+b)+(3+c)=10 
a+b+c=4 
As restrições tornam-se: 
x21,y22ez23>a20,b20ec20 


Assim, basta encontrar o número de soluções inteiras não negativas da equação a + b + c = 


C34+4-1,4 = C64 = 15 


HORA DE 


PRATICAR! 


| Exercícios de fixação 
| 13. Diferencie as situações abaixo entre permutação, arranjo ou combinação. 


| aa 

| a) colocar 10 pessoas em fila indiana 
| 

| 


| b) anagramas 
| c) dividir 15 atletas em comissões de 3 
| d) dividir 30 alunos em comissões contendo 1 tesoureiro, 1 presidente e 1 vice-presidente 


| e) dividir os estudos em conjuntos de 3 disciplinas por dia dentre as 11 apresentadas no curso | 
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| f) diagonais de um polígono 


| g) calcular quantas retas distintas são possíveis com n pontos distintos e não alinhados no | 
espaço 


| h) escolher sabores de sorvete 


| Comentários 
| a) Permutação, pois das 10 pessoas, utilizaremos todas simultaneamente, além de a ordem | 
' das pessoas na fila determinarem filas diferentes. 

b) Anagramas são permutações. 


| c) Como não foi dito sobre distinção entre os atletas da comissão, temos uma combinação. A 
comissão formada por João, André e Catarina é a mesma da comissão formada por Catarina, | 
João e André. 


d) Aqui a ordem já importa, pois cada elemento da comissão ocupará uma posição diferente. | 
Assim, arranjo. 


e) Combinação. Consideremos estudar Matemática, Física e História em um dia ser o mesmo | 
que estudar História, Matemática e Física. 


f) Uma diagonal, embora não tenhamos estudado esse assunto ainda, é um segmento de reta 
que liga dois vértices de um polígono, portanto, que liga dois pontos. O segmento que liga os | 
pontos 4 e B é o mesmo que liga os pontos B e 4, portanto, combinação. 


g) Para termos uma reta, precisamos de dois pontos. Com o mesmo raciocínio do segmento de | 
reta traçado no item anterior, concluímos tratar-se de uma combinação. 


h) Se os sabores não tiverem ordem de importância, como é em muitas sorveterias, 
i combinação, pois uma casquinha de morango e chocolate é equivalente a uma com chocolate | 
| e morango. | 


5. PRINCÍPIO ADITIVO 
Além do princípio multiplicativo que vimos no início da aula, há, também, o princípio aditivo. 


Este princípio, aditivo, se aplica a situações em que tomamos decisões alternativas, ou uma 
ou outra, não sequenciais. 


Imagine que você possa sair hoje à noite para ir ao cinema ou ao teatro, mas não a ambos, 
pois as sessões são simultâneas. 


Há 3 filmes em cartaz no cinema e 2 peças de teatro. 
Nessa situação, quantos são suas opções de passeio para hoje à noite? 


Perceba que não podemos aplicar o PFC, pois esses eventos não são sequenciais, você não 
escolherá um filme e depois uma peça de teatro, é ou um ou outro. 


Assim, você tem 3 opções para o cinema e 2 opções para o teatro, totalizando 3 + 2 = 5 
opções. 
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Note que a condição para aplicarmos o PFC não foi satisfeita, não houve opção sequencial, 
uma após a outra. 


Como aprofundamento, vamos estudar o caso do lanche de Manoel. 


Manoel está em uma lanchonete que tem 3 tipos diferentes de salgado, 2 tipos de suco e 4 
tipos de sorvete. 


Até aqui, se eu te perguntasse quantos jeitos diferentes Manoel pode fazer seu pedido com 
1 salgado, 1 suco e 1 sorvete, você provavelmente utilizaria o PFC e me responderia 3:2-4 = 24 
maneiras diferentes. 


Vamos, então, aprofundar um pouco e imaginar que Manoel tenha somente dinheiro 
suficiente para comprar dois itens e tenha decidido comprar dois itens diferentes para seu lanche. 

Assim, de quantos modos distintos poderia Manoel fazer seu pedido? 

Como Manoel tem 3 itens disponíveis para escolha e pegará apenas 2, temos uma 
combinação de 3 elementos, tomados 2 a 2. 

c 3-2 š . 
= — = 3 maneiras 
A Aei 
Essas 3 maneiras são: 


a 


Salgado e Suco | 


Lanche do 


Manoel Salgado e Sorvete | 


A 


Suco e Sorvete 


Podemos aplicar o PFC para saber quantas opções, dentro de cada escolha, tem Manoel. 


Salgado e Suco H eese 
Salgado e Sorvete — 3-4 = 12 


Até aqui, todos os conceitos envolvidos na análise do lanche de Manoel já foram vistos. 


Lanche do 
Manoel 


Suco e Sorvete 


Para continuarmos, é preciso que respondamos a seguinte pergunta: 
Manoel poderá ter em seu lanche Salgado e Suco E Salgado e Sorvete E Suco e Sorvete? 


Se ele tinha dinheiro suficiente apenas para dois itens, a resposta é não, ele não pode ter as 
três opções simultaneamente. Ele pode ter UMA das opções, somente. 
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Utilizamos o conectivo OU ... OU para explicitar essa condição. Assim, podemos dizer que 


Manoel poderá ter em seu lanche OU Salgado e Suco OU Salgado e Sorvete OU Suco e Sorvete. 


Desse modo, não podemos aplicar o princípio multiplicativo, PFC, pois não são eventos 
sucessivos e sim alternativos. 


E como fazemos quando temos alternativas diferentes, não sequenciais? 
Já respondemos essa no início deste tópico, as somamos. 


Portanto, o número n de opções para o lanche de Manoel é dado por: 


Salgado e Suco — 3.2=6 | 


Salgado e 
Sorvete | 


Lanche do 
Manoel 


Suco e Sorvete 


n=6+12+8 


n = 26 


Em suma, utilizamos o PFC para eventos sucessivos e o princípio aditivo para eventos 
alternativos. 


Quando fazemos uma escolha E outra, PFC. 


Quando fazemos OU uma escolha OU outra, princípio aditivo. 


6. PRINCÍPIO DA INCLUSÃO-EXCLUSÃO 
Relembremos o princípio da inclusão-exclusão da aula de conjuntos. 
Sejam A, B,C conjuntos, então: 
n(AUB)=n(A)+n(B)—- n(ANB) 
n(AUBUC)=n(A) +n(B)+n(C) —- n(ANB)—- n(ANC) —- n(BN CO) +n(ANBNC) 


Seja o conjunto 4 e os subconjuntos 4,, 45, 45,...,4, de 4, a fórmula generalizada do 
número de elementos de 4 é dada por: 


n(A UA, U.U An) = Si ap 55 + S3 =S; E Us. 
Onde S,,i = 1,2,...,n é dado por: 
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n 


S = ba n(A;) 


i=1 


n 
S2 = > n(A; N A;) 
1<i<j<n 
n 


S = >. n(A; N A; N Ay) 


1si<j<ksn 


Propriedades 


I) O número de elementos de 4 que pertencem a exatamente p (p < n) dos conjuntos 


A,, As, ..., An é dado por: 
n-p k 
p + 
mens 
k=0 P 


Il) O número de elementos de 4 que pertencem a pelo menos p (p < n) dos conjuntos 


Ay, As, -.., An é dado por: 
o kai 
5 p+k- 
S (—1)* R ( p ) $ Sp+k 
k=0 


Exemplo de aplicação 


Quantos são os inteiros entre 1 e 2000 que são divisíveis por exatamente três dos números 
2,3,5e 11? 


Resolução 
Podemos fazer as seguintes definições: 
A = (1,2,3,...,1000) 

A, = {x E Alx divide 2} 

A, = (x E Alx divide 3) 

As = (x E Alx divide 5) 

A, = (x E Alx divide 11) 
Como temos quatro subconjuntos, calculemos S4, S2, S3 e S4: 


S, = n(A) + n(A;) + (AS) + n(4,) = + E + + pa 


= 1000 + 666 + 400 + 181 = 2247 
S> = n(A, N A>) + n(A, N A3) + n(A, N A4) + n(A, N A3) + n(A, N As) + n(As N As) 
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2000 2000 2000 2000 2000 2000 
Ge E olé Peri a) * EE d EA E 
= 333 + 200 + 90 + 133 + 60 + 36 = 852 
Ss=n(A,NANA)AnNANANA)ENCA NANA) + n(A; N A3 N A4) 
2000 2000 2000 2000 
stents mts 


P35 Gai St PETI 
= 6630418412 = 126 
2000 


S, = n(A; N A N A; N 44) = |] = 
4 ( 1 2 3 4) Fa 3 . 5 .11 

Para calcular o número de inteiros que são divisíveis por exatamente 3 dos números, 
podemos usar a seguinte fórmula: 


a= eme (4) Sas eme o ia 
k=0 k=0 


3 4 
as = (Z) Ss- (3) -S+ = 126-4: 6 = 102 


7. PERMUTAÇÕES CAÓTICAS 


Uma permutação do conjunto ordenado fa,, a»z, ..., An} é dita caótica quando nenhum dos 
elementos a;, i E€ N*, se encontra em sua posição original. Assim, tomando a sequência de números 
naturais {1,2,3,4}, a permutação 3142 é caótica, pois nenhum número está na sua posição 
primitiva. Por outro lado, a permutação 3241 não é caótica, pois o número 2 está em sua posição 
original. Uma permutação caótica também pode ser cnamada de desarranjo. 


Seja D, o número de desarranjos que podemos formar do conjunto ordenado fa,, a», ...,a,), 
vamos analisar os casos iniciais. Se n=1, temos apenas 1 elemento no conjunto e, 
consequentemente, nenhum modo de desarranjar o conjunto, logo D, = 0. Sen = 2, temos aaz 
e asa,, apenas a segunda é caótica, logo D,=1. Se n=3, temos as permutações 
040243, 040345, A2 A143, A243414, A434142, A4zA2QA1 e apenas as permutações a,asa, e asaja, são 
caóticas, logo D = 2. Continuando o raciocínio, podemos encontrar D,, mas para n grande, isso 
torna-se muito trabalhoso, vamos tentar deduzir uma fórmula para D,. 


Tomemos o conjunto ordenado fa,, a3, ...,a,). Fazendo os rearranjos de modo que nenhuma 
fique na sua posição inicial, para a primeira posição, temos n — 1 possibilidades (já que a, não pode 
ser escolhido). Supondo que a, ocupe a primeira posição, temos pelo princípio multiplicativo que 
D, será igual ao produto das demais variações por n — 1. Assim, temos duas possibilidades: 


e q, ocupa a segunda posição: nesse caso, temos que rearranjar n — 2 elementos de 
modo que nenhum ocupe sua posição original, esse número é D,..». 

e qa, não ocupa a segunda posição: agora temos que rearranjar n — 1 elementos, a 
quantidade de maneiras de fazer isso é D,.. 
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Como temos n — 1 modos de escolher o primeiro elemento, pelo princípio multiplicativo, 
podemos escrever: 
Da = (n — 1): (Dn-1 + Dn-2) 
Essa é a lei de formação da permutação caótica D,. Vamos analisá-la. 
Da = n Dia m Daai tino) Dão 
> |D — n: Di = —(Dn-1 = (n E 1) Da-2) 


Paran > 3, temos: 
D;-3-D,=-(D,—-2-D,) 
D,—4-D;=-—(D,;—-3-D,) 


Dn = n: Dn-1 = —(Dn-1 — (n — 1) - Da-2) 
Multiplicando-se as equações, obtemos: 
(Dy=3-D)(Dy—4D5) ... (Dn — nº Dr-1) 
=(—1)"2.(D —-2:D)D,=3D) Dis Drz) 
> Da — n: Dr-1 = (—1)™? ; (D; —2:D,) 
Sabendo que (—1)"-2 = (—1)” e usando D, = 0 e D, = 1, encontramos: 
Dy =n -Da = CL)” 
> 
Analisemos alguns casos particulares: 
D, = 3D, — 1 
D,=4D,+1=4(3D,-1)+1=4:3-4+4+1 
D;=5D,-1=5(4:3.D,-44+1)-1=5:4.3-5.44+5-1 
D6=6D,+1=6(5:4:3-5:.44+5-1)+1=6:5:4:3-6-:5:4+6:5—-6+1 
Perceba que 


A 1 1 1 1 1 
6:5:4:3-6:5:4+6-5-6+1=6- (5-5 +5-5+5) 


Vamos supor que 


std 1 1 1 RR! 
D =n (2-5ta 5" + (-1) =) nz? 
E provar por PIF. 
Para n = 2, temos 
— 91 Lo 
D=2:=1 


E sabemos que isso é verdade. 
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Supondo que ela seja válida para k € N e k > 2, vamos provar o resultado para k + 1. 


Temos 


1 1 1 1 
= sicn k 
De (x ia go" PECI a 


Multiplicando ambos os membros por k + 1, obtemos: 


os 
1 1 1 1 
De k+D= +D k (z-z +7- ge at >) 
1 1 1 1 
De RAD=GADI (Sta gtt C 5 


Da recorrência, temos: 
Dg = k- Des + (—1)* > Dp41 = (k + 1) - Dg + DI > (k + 1): Dk = Des — (1) 


Assim, fazendo a substituição, encontramos: 


e COS GAD (Star ate -+1 a) 

Dia = (+ DI EE An! Jre + 
Dea = RAD (Sta ate AE rE DD 
Da = RAD (ata a+ + (- t+ (- De 
Logo, ela é válida para k + 1 e, portanto, a fórmula para D,, é verdadeira Yn > 2. 


11 1 1 
="2+5—2 +" +O) ynz2 


21 31 41 5l 


8. LEMAS DE KAPLANSKY 


De quantos modos é possível obter um subconjunto de 4 elementos do conjunto 
{1, 2,3, ...,10} sem a presença de elementos consecutivos? 

Os subconjuntos (1, 3,5, 7), {2, 4,6,9} e (3,5, 7,9) satisfazem a condição do problema. Como 
o número de elementos não é muito grande, podemos tentar enumerar todos os subconjuntos que 
satisfazem à condição, porém podemos resolver essa questão pelo primeiro lema de Kaplansky. 
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8.1. PRIMEIRO LEMA DE KAPLANSKY 


Para formar os subconjuntos com 4 elementos, podemos marcar os elementos do conjunto 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) com sinais "+" e sinais" —", o sinal positivo indicará a presença do 
elemento no subconjunto e o sinal negativo indicará a sua ausência. Desse modo, podemos fazer as 
seguintes representações: 


{1,3,57 >+-+-+-+--- 
{2,4,69 >- +-+-+--+- 
{3,5,779 >- -+-+-+-+- 


Assim, podemos ver que para formar os subconjuntos com 4 elementos, devemos colocar 6 
sinais" — "e 4 sinais " + " em fila, com a condição de que não haja dois sinais positivos consecutivos. 
Isso pode ser feito fixando-se os 6 sinais "— " e inserindo os 4 sinais "+" entre os 7 espaços 
disponíveis conforme a representação abaixo: 


Isso pode ser feito de 1 - C, maneiras. 


No caso geral, temos p sinais +, n— p sinais — e para obter os subconjuntos com p 
elementos, temos 1 modo de organizar os sinais — e Ca. p+1p Maneiras de inserir os sinais +, pelo 
princípio multiplicativo, o número de subconjuntos que satisfazem à condição é 1: Cn p+1p- Esse é 
o primeiro lema de Kaplansky: 


O número de subconjuntos com p elementos de (1, 2, ..., n} sem números consecutivos é 


f(m,p) = Ca-p+1p 


8.2. SEGUNDO LEMA DE KAPLANSKY 


O segundo lema de Kaplansky trata do mesmo assunto, porém os elementos 1 en são 
consecutivos, isto é, os elementos de (1, 2, ..., n} estão arrumados em círculo: 


A pergunta é: quantos modos é possível formar um subconjunto de p elementos de 
(1,2,3,...,n), considerando 1 en consecutivos, no qual não há elementos consecutivos? 


Temos duas possibilidades: 
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a) Subconjuntos com o elemento 1. Nesse caso, não podemos ter os elementos 2 e n. Logo, 
para formar os subconjuntos com o elemento 1, devemos escolher p — 1 dentre os n- 2 
disponíveis {3, 4,5, ..., n — 1}. O número de maneiras que isso pode ser feito é 


fn-3p-—1)= Cn-3-(p-1)+1,p-1 = Cn-p-1p-1 


b) Subconjuntos sem o elemento 1. Agora podemos escolher p elementos dentre os n — 1 
disponíveis {2, 3, ..., n}. Isso pode ser feito de f (n — 1, p) = Cn-1-p+1,p = Cn-p,p Maneiras. 


Portanto, a resposta para essa pergunta é dada pela soma 


fn- 3,p-1)+f(n-1,p) = Cn-p-1p-1 + Cn-p,p 


E =p (= o! pes data. dd 
 (p-1I)!(n-2p)! p!(n-2p)! p! (n — 2p)! paap R 
(n-p- 1)! n (n — p)! n 


“Pon 2p)! “n-ppi(n-29)! n-p Tr 


Esse é o segundo lema de Kaplansky. Enunciemos: 


O número de subconjuntos de (1,2,3,...,n) nos quais não há números consecutivos é, 
considerando 1 e n consecutivos, igual a 
n 


g(n,p) = n-p “Cn-pp 


9. BINÔMIO DE NEWTON 


Previamente ao estudo do binômio de Newton, precisamos nos acostumar a usar o número 
binomial. Vimos no tópico de combinações que esse número é a combinação de n elementos 
tomados p a p: 


n E. 
Go =()=im-p-p! 
P 0,sep >noup<0 


se0<p<n 


Na qualn e p são números naturais. 
Vamos praticar. 
': Exercício de fixação 


| 14. Calcule o valor dos seguintes números binomais. 
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| e) a 


a ($) 
(18) 
Resolução 
(9) =55= (83) =2:3=6 
Oi sss 


a) (2) =5:9- 45 


a(s, h) -=-= (E = 11:10-9-8 =11-10-3 = 330 


4!-7! 4:3:2:1:7! 4-3-2-1 
| 20) _ 20! _ (20:19:18) _ | = 
el (a) casta ( 18!-2-1 ) Atas o 


| Gabarito: a) 6 b) 15 c) 45 d) 330 e) 190 


Ei e eee es ST Ç€ÇZÇ AE a E E ss | 


Já estudamos no início desse curso, alguns produtos notáveis envolvendo binômios, 
relembremos: 


(+) =1 
(x+y) =x+y 
(x +y)? = x? + 2xy + y? 
(x +y)? = x? + 3x?y + 3xy? + y? 


Para calcular as potências de expoentes naturais n > 3 do binômio, podemos pegar os 
produtos notáveis conhecidos e fazer a multiplicação. Por exemplo, para calcular (x + y)?, fazemos 


(x +y) = (x +y) (x+y) 


e usamos o produto notável da potência cúbica para obter o produto notável da quarta 
potência do binômio: 


(x + y)t = (x? +3x?y +3xy? + y?) (x+y) 
Fazendo as contas, encontramos: 
(x + y)t = xt + 4x?y + 6x? y? + 4xy? + yt 


Esse método de cálculo é muito trabalhoso quando tomamos um n grande. É aí que entra o 
Binômio de Newton, ele permite calcular a n-ésima potência do binômio através da seguinte fórmula 


kJ É chamado número binomial ou coeficiente binomial e ela é equivalente a 
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l 
()= apra 


Perceba que, no desenvolvimento, temos n + 1 termos, que vem do somatório de O a nn. 
A demonstração dessa fórmula será feita após aprendermos a relação de Stifel. 


Vejamos um exemplo de como aplicar essa fórmula. Vamos encontrar o produto notável de 
(x + y)? usando a fórmula do binômio de Newton: 


arsy (ey 


k=0 


5 5 5 5 5 5 
(x +) = (0) 5-040 4 +O) 5-141 4 +O) 5-242 4 +(5)x 5-3y3 4 +(4) x5- yl) x5-5y5 


(x +y)” 


5! 5! 5! 5! 5! 5! 
=Z 5 34,2 PARE 44 5 
= (mm) +(m ne di (507) **» + (53) 2º» +) +a DE 


(x +y)? = x" + 5x!y + 20xºy? + 20x2yº + 5xy4 + y” 


9.1. TERMO GERAL 


Do binômio de Newton, podemos ver que a seguinte fórmula 
n 
Tk+1 = O) dio 


permite calcular os termos do desenvolvimento de (x + y)”. Essa fórmula é chamada de 
termo geral. 


Vejamos alguns exemplos de aplicação. 


10 
i us p 1 
1) Determine o coeficiente de xº no desenvolvimento de (at + +) : 


Apliquemos a fórmula do termo geral do desenvolvimento: 


k -4k 
an= (e) G] = (P a G 
P x k) xt k 
Como queremos calcular o coeficiente de x”, façamos: 
x? = x405k > 5 = 40 — 5k > 5k = 35> k =7 


Assim, o termo em xº é 
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+ 120 


7 , i 120 
2) Determine o termo independente de x no desenvolvimento de (x + 5) ; 


Calculemos o termo geral do desenvolvimento: 
k 


20 Ed! 20\ /x60-3k 20 B 
Teo = (4 OA E a )= (et 
O termo independente de x ocorre quando 
60 —-5k =0>5k = 60 > k = 12 


Para esse valor de k, temos 


T = (15) = a = 125.970 
13 qo) 121-81 ' 


6 
3) Calcule o termo máximo do desenvolvimento de (1 + +) 


Façamos a suposição de que Ty+1 é o termo máximo do desenvolvimento do binômio, assim, 


temos: 
62 nN” 4,6% 1 
neu = (G a) 
M 3 M/ 3M 


Como Tuy+1 é o termo máximo, temos Ty 1 > Ty e Tu+1 > Tu+>, logo: 


T ST (11) 1 62 ) 1 R 62! 5 3-62! 
adia M/ 3M7 AM -1/ 3M-1 "M!.(62-M)!” (M-1)!-(63—-M)! 
R 621 a 3.621 
M (ML -(62—M)! ” (M—-AT-(63—-M)-(62—M)]! 
1 63 
o q E e 
r sT (11) 1 >( 62 ) 1 E 621.3 " 62! 
MEIA MR M/ 3M7 AM +41) 3M+H “MI-(62- MT (M+AD!-(61—-M)! 
621.3 621 


EE si, 
M.(6020—-M)-(61-M)! (M +1). MW . (61—MJ! 
3 1 59 
> ——— > —— > 3M 2—-M54M 9 > M > — = 14,7 
62 -M M41 3M +3>6 >5 ar 5 
Assim, como M é um número natural e 14,75 < M < 15,75, temos M = 15. Portanto, o 
termo máximo é: 
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9.2. TRIÂNGULO DE PASCAL 


O Triângulo de Pascal, também conhecido como Triângulo de Tartaglia, é um algoritmo que 
permite encontrar os valores dos coeficientes binomiais do desenvolvimento de (x + y)?,n E N.O 
nome triângulo não é por acaso, o algoritmo é formado por infinitos números binomiais distribuídos 


, 7 n f 
em linhas e colunas, esse número pode ser representado por (1:), no qual n representa a linha e k 


a coluna. 


Vejamos a representação do Triângulo de Pascal: 


© 


A a a a a a 


m. 


N 


TT TT. 
IM AU W 
So No 
PS 
ULA A 
S 

U 


ure Are whe Ne 
M Naa e a ia 
UN AN WUN 
-rnernernererr 
e UM WUNH 


ATT TN TT TT TT a 
UvO AO WO NO HO 
No NO NO Nno— 


O 
e p= 
e N 


a e a PO; a. 
TT TT TT TT 
aT 

(66) 

Na 

Ea 

Naa 

A, 

«(GM MM 

Na age 


Note que iniciamos as linhas e colunas em zero. 


Perceba também que os elementos da linha n do Triângulo de Pascal são os coeficientes do 
desenvolvimento de (x + y)”. Do binômio de Newton, temos 


n 


(e +y)" = a a ak é 


k=0 
Paran = 0: 
(x +y)’ = (o) xºyº = 1 
Paran=1: 
(x+y) = (o) xty? + (1) xºyl=x+y 

Paran = 2: 

(x +y}? = (5) x2yº + (1) xtyt + C) xºy? = x? + 2xy + y? 
Paran = 3: 
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3 3 3 3 
(x+y) = R xêyº + C) x?yt + C) xty? + C) xºyº = x? + 3x°y + 3xy? + y? 


O Triângulo de Pascal possui diversas propriedades. Uma delas permite encontrar facilmente 
os coeficientes binomiais, essa propriedade é chamada de Relação de Stifel. 


9.2.1. Relação de Stifel 


Somando-se dois elementos consecutivos de uma mesma linha, obtemos o elemento logo 


abaixo da última parcela. 
n n n+1 
paira) 
p p+1 p+1 


1 

1 1 

1 

1 1 

1 4 1 

Demonstração 
n n n! n! 
(Ds) tt 
pp \p+1/ p!i: (n-p)! (@+1)!-(n-p-1)! 
n! n! 


-a-p np rD p -pi 


E n! 1 1 
CET ET (CCE. 


o n! (p+1i+n-p) 
“pin-p-D (n-p+1) 
E (n + 1)! = (2+7) 
(@+1!: (n-p)! \p+1 


É possível provar essa relação por combinatória. Basta tomar um conjunto A = {1, 2, ... n}, 
com n E N, e verificar qual a quantidade de maneiras de escolher um subconjunto X de 4 com p 


elementos. Para formar um subconjunto X de p elementos, tomados do conjunto A, temos tg 
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maneiras de fazer isso. Também podemos pensar do seguinte modo. 1 pode pertencer ou não ao 
conjunto X, assim, para formar esse subconjunto, temos as seguintes possibilidades: 


Se 1 EX, devemos escolher p — 1 elementos em {2,3,...,n}, nesse caso, temos (7z) 


maneiras de fazê-lo. 
Se 1 É X, devemos escolher p elementos em (2,3,...,n) e, assim, temos | modos de 
fazê-lo. 
Juntando essas duas possibilidades, temos a relação de Stifel: 
n n-1 n-1 
PO e] 
p p-1 p 
Que pode ser reescrita do seguinte modo: 


Ga) = (0) pas) 


Demonstração do binômio de Newton 


Faremos a prova por PIF. 


n 


(x +y)” = > A x”-ky" 


k=0 


Para n = 0, verificamos a propriedade: 


0 
(x+y) =1= (0) a y? 


Agora, supondo que ela seja válida para m E N, devemos provar o resultado para m + 1. 


m 
m 
(x + y)™ = >. as 
k=0 
Multiplicando-se a fórmula acima por x e por y, temos: 
m 
amey Ceras S Ca -k,,k e) x™M+1-kyk 
k=0 k=0 
m m 
m 
+ y=D( is DC) prt are (O E kyk 
k=0 k k=0 ma 


Somando-se os resultados: 


m 
m, mM a; — vm+1 m m+1-k,,k m+1 >. m m+1-k,,k 
(x +y)” -x+(x+y)”-y=x PA YEP á G-a y 
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m 
m+1 — „m+1 m+1 m m+1-k,,k m m+1-k,,k 
(x+y) =x +y +2 (a y Eo )x y 


(x + o à ida — qm+1 + yara + > C + A aJl ymt l=kyk 
k=1 


Pela relação de Stifel, temos: 


(x + y)™+t — qm+1 + yka + > C + a D| iai 
k=1 


m 
(x + y)™+t = qm+1 + à + a ("o 3 di 
k=1 
Colocando o termo x™*t dentro do somatório: 
~ m+1 
m 
(x + yr = yir + >( k pey 
k=0 
Colocando o termo y™*t dentro do somatório: 
m+1 4 1 
m 
s (x pp = >. ( k pa 
k=0 


9.2.2. Binomial complementar 


Em uma mesma linha do Triângulo de Pascal, os elementos equidistantes dos extremos são 
iguais. 


Demonstração 
n! n! 


eo Ro O dO 


9.2.3. Teorema das linhas 


A soma dos elementos da linha n é igual a 2”. 


(DEE = 


Demonstração 


Para provar essa propriedade, usaremos combinatória. 
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Tomemos o conjunto A = (1,2,...,n), o total de subconjuntos que podemos formar desse 


conjunto é dado por 
Cao 


Podemos pensar de outra forma. A é um conjunto de n elementos, cada elemento desse 
conjunto pode ser visto como uma posição. Indicaremos a presença do elemento no subconjunto 


pelo símbolo " +" e a ausência pelo símbolo " — ". Assim, temos: 
1 2 3 — n 
++ +o + 


O total de maneiras de formar os subconjuntos será igual ao número de maneiras de marcar 
os elementos, como cada elemento pode ser marcado de duas formas, temos: 


2” possibilidades 


Portanto: 


9.2.4. Teorema das colunas 


A soma dos elementos de uma coluna p, iniciando-se pela linha p até a linha n, é igual ao 
elemento que está na linha n + 1 e coluna p + 1. 
C + ) 
p+1 


aa 


Demonstração 


Analisemos a expressão: 


Taa ae 


Podemos escrever o primeiro termo da soma de outro modo: 
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Ela 
p E p+1 
+1 +1 +2 n 
a a aa 
ptl p p p 
Relação de Stifel 


+2 +2 
La E 
pri p 


Relação de Stifel 


Usando sucessivas vezes a relação de Stifel, provamos a propriedade: 
+1 +2 n n+1 
ae a R 
p p p p pd 


O teorema das colunas é muito útil para resolver somatórios. Veja o exemplo. 
1) Calcule o valor da soma: 

S=1:2+2:3+3:4+--4n:(n+1) 
Resolução 


A soma pode ser escrita usando o somatório: 


de À ee) 


Perceba que (1) = nona = Cri assim, 
k+1 
k +) =2:( i ) 


Substituindo essa relação no somatório: 


n 


s=52 (5 J=2 E] 
k=1 5 k=1 2 
2 3 4 n+1 
s= (GOG +( 2 ) 
Agora podemos aplicar o teorema das colunas na soma e encontrar: 


senf i Jea ta j2 Et 


3 3!. (n— 1)! 6 
t2) ntn 
EE 
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9.2.5. Teorema das diagonais 


A soma dos elementos de uma diagonal do triângulo de Pascal, iniciando-se pelo primeiro 
elemento da diagonal, é igual ao elemento que está logo abaixo da última parcela da soma. 


A A 


Demonstração 


Analisemos a expressão: 


d ++ (0,9) 


Vamos usar a propriedade do binomial complementar e escrever: 
É + 3 o (e + 3 
1 E n 
A) o C + 3 
07 \n+1 


Substituindo essas relações na expressão, obtemos: 
nrl n+1 n+2 n+p 
eaaa A 
nti n 2 p 


Relação de Stifel (e) 


nez n+ 2 n+p 
(1) a a 
n+I n p 


Relação de Stifel 


Perceba que 


Aplicando sucessivas vezes a relação de Stifel e usando o complementar dos binomiais para 
formar os pares, chegamos ao resultado. 


(D+ I=( to 
n+1 nn) \n+1) p 


CIO 0-0) 
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INDO MAIS 


FUNDO! 


Sem,n e p são números inteiros não negativos tais quem > pen > p, então: 


DGE” 


Essa identidade é conhecida como Convolução de Vandermonde ou Relação de Euler. 


Demonstração: 


Podemos provar essa identidade de diversos modos. Faremos a demonstração por 
combinatória. 


Consideremos os conjuntos A = {q}, Q2, ..., Am} e B = {b}, bz, ..., bn} tais que A e B são 
disjuntos. Seja C = A U B = {@4, Q3, ..., Am, b1, b2, ..-, Dn}, O número de subconjuntos com p 
elementos do conjunto C é dado por: 

c (” + ”) 
m+n,p p 


Como C é a união de dois conjuntos disjuntos, podemos também fazer a contagem de outro 
modo. Dos subconjuntos de C com p elementos, podemos escolher i elementos do conjunto A, que 
possui m elementos, e p — i elementos do conjunto B, que possui n elementos. Isso pode ser feito 


de (75) ” ) maneiras. Devemos somar todas as possibilidades para 0 < i < p, logo: 
i p-i 


OG) 


l 


Fórmula de Lagrange 


ny2 ny? ny? (mn 
Degas ho) 
Essa fórmula é um corolário da convolução de Vandermonde. Vamos demonstrá-la. 
Podemos escrever a soma como 
2 2 


5= (0 +) ++ (0) 50) 


l 


Note que 


() E "a ) 


Assim, usando o complementar em um dos fatores do binomial, temos: 
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s-CEO) 


i= 


Para m = p = n, temos do corolário de Vandermonde: 


POCI 


Portanto: 


HORA DE 


| PRATICAR! 
| 15. Encontre o valor de x das equações abaixo: 
aG 
ds E= -2 E+ E 

Resolução 


| a) Expandindo os termos, obtemos: 
| 7! ERA 
(DT (2-1)!  x!(7-x)! 


(x—-1)!-(8-x)l=x!-(7—2)! 
(x-1)!-(8-x)-(7-x)l=x-(x-1)!-(7-2)! 


8-x=x58=2x3x=4 


lb) Expandindo os binomiais: 
| -3=-2:(x+1)+x:x 
xº-2x-2+3=0 
xº—-2x+1=0 
| (x—-1)=0>x=1 
| Gabarito: ajx=4 b)x=1 


| 16. Calcule o valor de n: 
+E) +E) +-+ (2) = 1022 
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| Resolução 
| Somemos 2 nos dois lados da equação: 
1+ +E) +G) ++ (2) +1= 1022+42 
EE SE R = 1027 
Pelo teorema das linhas, obtemos: 
| 2” = 1024 = 2 :n=10 
| Gabarito: n = 10 


17. Calcule o valor da expressão 
2 3 9 

| Cisco 
| Resolução 
| Perceba que temos a soma de uma diagonal do triângulo de Pascal, dessa forma, temos: 

2 3 9 (10 
| D+D+r+D=(0) 
2. (10 
| Gabarito: ( E) 
| 18. Determine o valor da soma 
| S=12+224+32 +. +n? 
| Resolução 
| A soma pode ser escrita como 

SE ade 
Para calcular esse somatório, podemos usar o seguinte número binomial: 


k(k-1) 1 
(=== -D=k=2()+k 


T2 
Assim, temos: 
S=Dia(2 G) +k) = 2: EraGG) + Ekk 
Como C) = 0, podemos iniciar o primeiro somatório por k = 2, logo: 


S=2: k-23) + : k=a he 


teorema das colunas teorema das colunas 
no : ca o) 
s=2(1D+4(15 


s=2. TED, (14n) 


s= 268 +] 


| _ n(n+1)(2n+1) 


PR Aula 16 — Análise Combinatória e Probabilidade 
www.estrategiavestibulares.com. br 


« 


Professor Victor So 
Aula 16: ITA/IME 2020 à 


n(n+1)(2n+1) 


| Gabarito: S = E 


| 19. Determine o valor da soma 
| S=1-2:34+2-3-4+-+4n(n+4D-(n+2) 
| Resolução 
| Temos S = Xp- k: (k + 1) - (k + 2), podemos usar o seguinte número binomal: 
(642) = CRC, (p + 2) kH: k= 6: (852) 
Substituindo essa relação no somatório: 


| S = Deia 6. E) = 6: Da) = 6: (=>) 
| Gabarito: S = 6: (";º) 


| 20. Calcule o valor de S: 
i S = kk: o) 
| Resolução 
| “vn ; n! “vn ; n(n-1)! 
S = Xk- k T. = Ako1k r 


— çn . (n-1)! = “sn n—1 
5 = Akan EE ei Dieese 


teorema das linhas 
o RE 


| Gabarito:S=n:2"1 


| 8 
| 21. Encontre o termo independente de x no desenvolvimento de (1 + 2x + 5) . 


| Resolução 


Podemos resolver esse problema usando o binômio de Newton, façamos a substituição de | 
| variável: | 


2x+-=7 
(1 +y)? = Dicolj) 1º ty" 
8 
(1 +2x+5) = Dio(k)y* 
8 
(1 +2x +5) =(1+y) =1+ (y + Gy? ++ Gy? (eg. 1) 


Agora aplicamos novamente o binômio de Newton: 
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yk = (2x P y Z MOa a Z Sto) ahi 


ok E 1 
yara e g" “eea (eq) 


i Os termos independentes de x na equação 2 devem satisfazer k — 2i = 0 > k = 2i, isto. 
é, na equação inicial apenas as potências pares podem resultar termos independentes de x. 


2i — (Di 

DT ()2 

Assim, temos termos da forma rs na equação 2. Portanto, devemos fazer a seguinte | 
soma para encontrar o termo independente de x na equação inicial: 


t OGRO Orr 
| É possível encontrar diretamente esse termo usando o polinômio de Leibniz, esse será o | 
| tópico do próximo capítulo. | 


10. POLINÔMIO DE LEIBNIZ 


Estudamos o binômio de Newton, essa fórmula do binômio pode ser generalizada para 
multinômios, a qual chamamos de polinômio de Leibniz ou fórmula do multinômio de Newton. 
Vejamos o teorema. 


n! ü z a 
= a . Xs” ... r 
q! i æa! is Ap! 


n 
(x1 +x + x3 ++ xp) ED 
Demonstração 
Note que 4, @2, ..., Æp E N e que q +a,+::+ta,=n. 
r Aai š a q a 
O desenvolvimento do multinômio nos traz diversas parcelas da forma x,* - x,? = x,º. Para 
saber quais são essas parcelas, podemos raciocinar do seguinte modo: 


Os termos de cada parcela são 


n elementos 


x1 . xe? ... xº? = X . X . . X . X . X . . X. . X. . X. 
1 2 p — 41 1 ... 2 2 2 nu. p p p 
a az ap 


X1, X2, =.» Xp podem ser vistos como elementos, então podemos pensar na quantidade de 
maneiras distintas de colocar esses elementos em fila. Esse número é dado pela permutação de n 


elementos com repetição, portanto, temos: 
n! 
modos de fazer essas permutações 
a! º Oo! ia Ap! 


Logo, 
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I 
n! ap 


n æi &2 
xX +x +++ =D) ——— E x 
( p) Da! A2! Ap! 1 2 p 


HORA DE 


PRATICAR! 


| 22. Determine o coeficiente de xº no desenvolvimento de (x? + 2x + 5)º. 


' Resolução 


| (2 +2x+ 5 A 


“aa lara! 


(e (2x) (5) | 


— = 2%2 543 y 204 +A2 
aqt-as!as! 


Inicialmente, devemos ter 
| ata +a;=5 | 
| Para encontrar o coeficiente de x”, façamos: | 
2a; +a, =5 
i Obtemos o seguinte sistema: i 
| q +a, + a3 =5 | 
| 2a; +a, =5 | 
Agora criamos a seguinte tabela para encontrar as soluções: 
a 


Ha 
R 


2 Q 


w 


Ne oO 
e Qw u 
Ne oO 


Para cada tripla ordenada, temos: 


(a&i, 05,03) = (0,5,0) > mm 250% = 32x” 


(1,3,1) > 235tx5 = 400x" 


1!.31-1! 


(2,1,2) > 2" 52x 5 = 1500x" 


21-112 

Portanto o coeficiente de xë é dado pela soma: 

| 32 + 400 + 1500 = 1932 
| Gabarito: 1932 


11. EXPERIÊNCIA 


Chamemos de experiência, ou experimento, uma ocorrência que produza um resultado 
observável. 
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Algumas experiências produzem, sob as mesmas condições, sempre os mesmos resultados, 
por exemplo, abandonar uma bola de bilhar sob a ação da gravidade gera uma colisão previsível 
contra o solo algum tempo depois. Soltar a bola de bilhar várias e várias vezes produz colisões de 
características muito semelhantes, quando não, idênticas. Esse tipo de experiência recebe o nome 
de experiência determinística. 


Já outras experiências produzem, mesmo que sob as mesmas condições, resultados 
imprevisíveis. A essas, chamamos experiências aleatórias. 


São exemplos de experiências aleatórias: jogar uma moeda, um dado, escolher 
aleatoriamente uma carta em um baralho, um sorteio de loteria, a segregação independente de 
cromossomos homólogos e até o movimento de partículas suspensas em um fluido (movimento 
browniano). 


Experiência 


r 


Determinística Aleatória 


Quando estamos em uma experiência aleatória, a diferença de resultados se dá por motivos 
que não podemos controlar, seja por falta de conhecimento das condições iniciais, seja pela própria 
natureza do acontecimento. Esses motivos são denominados de acaso. 


12. ESPAÇO AMOSTRAL 


Ainda que não consigamos determinar qual será o resultado de uma experiência aleatória, 
em geral conseguimos determinar, pelo menos, a coleção de todos os resultados possíveis para a 
experiência. 


Essa coleção forma um conjunto chamado Espaço Amostral, simbolizado pela letra grega 
ômega (2). 


Vejamos alguns exemplos. 
Ao lançar um dado de seis faces numeradas, temos como espaço amostral o conjunto 
N = (1,2,3,4,5,6). 
Ao lançar uma moeda e observar a face voltada para cima, 
N = {Cara (K), Coroa (C)). 


Lançar uma moeda duas vezes consecutivas e observar a face voltada para cima em cada 
lançamento, 


N = {(K, K); (K, C); (C, K); (C, C)}. 
Escolher uma das letras da palavra ADREDE. 
Q=(A,D,R,E). 
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Lançar um dado de seis faces numeradas até que apareça o número 6 e anotar o número do 
lançamento. 


A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 ... }. 


Cada um desses espaços amostrais 1) possui um número de elementos, simbolizado por n(2) 
ou, em alguns livros, por *.). Daremos preferência, neste curso, à primeira notação. 


Assim, 
N = [1,2,3,4,5,6) > n(M) = 6 
N = {Cara (K), Coroa (C)) > n(N) = 2 
N = UK, K); (K, C); (C, K); (C,C)} > nQ) = 4 
N = {A,D,R,E} > n( N) = 4 
A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 ...} > n(A) = 00 


Você deve ter percebido que podemos ter tanto espaços amostrais finitos, com um número 
finito de elementos; quanto espaços amostrais infinitos, com um número infinito de elementos. 


Exercício de fixação 
| 23. Apresente o espaço amostral das seguintes experiências. 
| a) Anagramas da palavra ELO. 


| b) Dois dados são lançados, simultaneamente e anotada a soma dos resultados das faces | 
| voltadas para cima. i 


| c) Retira-se duas bolas de uma urna contendo bolas azuis (a) e brancas (b). 

| d) Uma carta é extraída de um baralho de 52 cartas. 

| e) Raquel, Túlio e Juliana são colocados em fila indiana e anotada a ordem. 

| Comentários | 
| Na aula passada, nós aprendemos a calcular quantos são os elementos de alguns conjuntos. | 
| Agora, estamos preocupados não somente em quantos são, mais quais são esses elementos. 

| a) 0 = (ELO, EOL, LEO, LOE, OEL, OLE) 

| b) 2 = (2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12) 

“JO = {aa, ab, ba, bb) 

| (Aa, Ka, Qu, Já, 104,94,84, 74,64, DA, 44, 34,24, 

AY, KY, QY, JY, 109, 99, 89, 79, 69, 59, 49, 39, 29, 


A$,K9,00,]9,109,90,80,70,60,50,40,30,20, 
Ad, Kæ, Q%, Jão, 10%, 9%, 8%, 7%, 6, 5%, 4%, 3%, 2%} 


D- 
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13. EVENTO 


Chamamos de evento todo subconjunto de um espaço amostral. 
Vejamos na prática. 


A experiência de lançar um dado de 4 faces produz o seguinte espaço 
amostral: 


N = {1,2,3,4} 
O número de elementos desse espaço amostral é 
n(N)=4 
E quantos subconjuntos podemos produzir com esses 4 elementos? 


Um conjunto com n elementos produz 2” subconjuntos, ou seja, nosso conjunto tem 24 = 
16 subconjuntos. 


Vamos explicitá-los. 
A =11,23,4) 
n(M) = 4 
Número de eventos = 2º = 16 
Eventos = (6; (1); (2); (3); (4); (1,2); (1,3); (1,4); (2,3); (2,4); 
GA DAN ZA ALa 


hà > INDO MAIS 


FUNDO! 


Ø > faz referência a um evento impossível de ocorrer dentro desse espaço amostral, 
como retirar o número 7. 

(1,2,3,4) > é o próprio espaço amostral, chamado também de evento certo. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 


— Eventos com apenas um elemento, chamados de eventos elementares. 
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13.1. UNIÃO DE EVENTOS 


A União de eventos, 4U B, é a consideração de dois ou mais eventos como se fossem um 
só. O evento 4 U B será considerado como ocorrido se ocorrer 4, se ocorrer B ou se ocorrer ambos, 
ou seja, se ocorrer pelo menos um deles. 


Vejamos um exemplo prático. 
Voltando ao dado de 4 faces, temos o seguinte espaço amostral. 
N = {1,2,3,4} 
E consideremos os seguintes eventos: 
A > sair um número primo > {2,3} 
B > sair um número par > {2,4} 
AUB > sair um número par OU um número primo > {2,3,4} 


Ao jogar o dado, temos as seguintes possibilidades: 


não ocorrido não ocorrido não ocorrido 
2 ocorrido ocorrido ocorrido 
3 ocorrido não ocorrido ocorrido 
4 não ocorrido ocorrido ocorrido 


13.2. INTERSECÇÃO DE EVENTOS 


A intersecção de eventos, A N B, é considerada quando ocorrem A e B de forma simultânea. 
Para que ocorra A N B, é necessário que ocorra A E que ocorra B. 


Comparemos a intersecção de eventos com a união, vista no tópico anterior. 
N = {1,2,3,4} 
A > sair um número primo > {2,3} 
B > sair um número par > {2,4} 
AUB > sair um número par OU um número primo > {2,3,4} 
ANB > sair um número par E um número primo > {2} 


Ao jogar o dado, temos as seguintes possibilidades: 
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não ocorrido não ocorrido não ocorrido não ocorrido 
2 ocorrido ocorrido ocorrido ocorrido 
3 ocorrido não ocorrido ocorrido não ocorrido 
4 não ocorrido ocorrido ocorrido não ocorrido 


13.3. EVENTOS COMPLEMENTARES 


Dado o evento 4, existe o evento oposto de 4, que ocorre somente se o evento 4 não ocorre. 
Simbolizamos esse evento, oposto de 4, —4, A“, ou ainda, 4. 
No espaço amostral 
N = (1,234), 
Consideremos os conjuntos 
A > sair um número primo > {2,3} 
B > sair um número par > {2,4} 
AUB > sair um número par OU um número primo > {2,3,4} 
ANB > sair um número par E um número primo > {2} 


Dessa forma, podemos definir os seguintes conjuntos complementares: 


A {2} AS > (1,4) 

B (2,4) B° > {1,3} 
AUB {2,3,4} (AU BJS > {1} 
AAB {2} (A N BJS > {1,3,4} 


O que seria o conjunto complementar do complementar de A? 
N = {1,2,3,4} 


RE A > sair um número primo > {2,3} 
va ATENTO! A SEULA 


[a°] > {2,3} 
FFA 
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14. FREQUÊNCIAS ABSOLUTA E RELATIVA 


Vamos realizar uma experiência aleatória algumas vezes e analisar os resultados. 


Como exemplo, jogaremos um dado de 6 faces, digamos, 60 vezes. 
Sim, eu realmente estou fazendo a experiência para expor os resultados aqui para você. 
Nos 50 lançamentos, os resultados que obtive, na ordem de lançamento, foram: 
(6123643536511633445646314224116622226565) 

Coloquemos as ocorrências observadas. 

Número de ocorrências para o número 1: 6 

Número de ocorrências para o número 2:7 

Número de ocorrências para o número 3: 6 

Número de ocorrências para o número 4: 6 

Número de ocorrências para o número 5: 6 

Número de ocorrências para o número 6:9 


Como o dado, em tese, não é viciado, é de se esperar uma distribuição aproximadamente 
uniforme, ou seja, aproximadamente o mesmo número de ocorrências para cada face. 


Mesmo sabendo o que esperar, trata-se de um evento aleatório, então, não podemos prever 
realmente quantos resultados teremos para cada número. Poderíamos, inclusive, ter as 40 
ocorrências para o número 2 e nenhuma para os restantes, embora isso fosse extremamente 
inesperado. 


Atenção, seria inesperado, mas não impossível. 


Os números de ocorrências que escrevemos são as frequências absolutas de cada número, 
ou seja, o número de ocorrências observado. 


A frequência relativa é a porcentagem, a razão entre a frequência absoluta e o número de 
lançamentos totais. 


Assim, podemos dizer que as frequências relativas dos números nos lançamentos são: 


Frequência relativa para o número 1: 0,15 


40 


7 
Frequência relativa para o número 2: 20 = 0,175 


Frequência relativa para o número 3: 0,15 


40 


Frequência relativa para o número 4: 20 = 0,15 


6 
Frequência relativa para o número 5: 70 = 0,15 
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9 
Frequência relativa para o número 6: T = 0,225 


Note que as frequências relativas, com alguma discrepância, são todas próximas entre si, e 
próximas a 


1 ” = 
m 0,16 = 16,6 %. 


Experimentalmente, podemos perceber que quanto maior o número de lançamentos, mais 
essas frequências relativas tendem a se estabilizar em torno de 16, 6 %. 


15. PROBABILIDADES 


A probabilidade de um evento ocorrer é uma tentativa de definir previamente um número 
que represente a tendência geral da frequência relativa de um evento, quando o repetimos um 
número suficientemente grande de vezes. 


No caso do tópico anterior, como temos 6 números e nenhum motivo para que um ou outro 
se sobressaia nos lançamentos, dizemos que a probabilidade de cada um desses números é dada 
pela definição: 


a Número de casos a que queremos atribuir a probabilidade 
Probabilidade = ——— "oo TN 
Número de casos totais 


O que pode ser interpretado, também, como 


. Número de elementos do evento 
Probabilidade = —————— = 
Número de elementos do espaço amostral 


Ao analisar, por exemplo, a probabilidade de, em um lançamento desse dado, sair o número 
3, ou seja, 1 número específico dentre os 6 possíveis, sua probabilidade é: 


P(3) = 1 (o número em questão,3) 1 
~ 6 (todos os casos possíveis) 6 


II 
- 
pa 
OI 
II 
pa 
DN 
(oD) 
Ex 


Perceba que, com esse procedimento, podemos chegar aos 16,6 % sem que façamos o 
experimento em si e é exatamente isso que buscaremos em nosso estudo das probabilidades. 


Note, também, que a soma das probabilidades de todos os elementos é igual a 1, ou seja, 
100%. 
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1 
Se a probabilidade de cada número de um dado é de E a probabilidade de todos os 6 
números, somadas, são: 
1 1 1 1 


PO) +P) +P) +P) +P) +P) 2+2 z7 


Extrapolando o conceito para aplicarmos a qualquer conjunto, temos. 
N = {a,b,c,d,e, us) 
P(Q) = P(a) + P(b) + P(c) + P(d) + P(e) +: = 1 = 100% 


1 
z= 1= 100% 


Y > INDO MAIS 


FUNDO! 


A probabilidade de um evento ocorrer é atribuída a cada evento de tal forma que, na experiência, 
tenha as mesmas características que a frequência relativa. 


Essa atribuição é fruto de uma capacidade de análise, fundamentada na experiência e no “bom 
senso” de quem atribui, ou seja, você e eu. 


O guia para atribuirmos a probabilidade de um evento é a definição que vimos: 


A Número de elementos do evento 
Probabilidade == <==. PS 
Número de elementos do espaço amostral 


Uma redação alternativa, mas muito útil nos exercícios, é: 


o Número de casos favoráveis 
Probabilidade = = —————— 
Número de casos possíveis 


Ao longo dos exemplos e exercícios, vamos refinando nossa capacidade e “bom senso” para que 
nossas previsões sejam cada vez mais próximas das frequências relativas reais. 


Quando não temos dados suficientes para atribuir os valores desse modo, recorremos à 
experimentação propriamente dita para analisar a frequência relativa diretamente. Isso é muito 
comum em laboratórios. 


| Exercícios de fixação 
| 24. Atribua a probabilidade de que ocorra cada evento a seguir. 
| a) Lançar uma moeda e observar a face voltada para cima. 


| b) Lançar um dado e observar um número na face voltada para cima. 
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| c) Retirar uma carta aleatoriamente de um baralho de 52 cartas. 
| d) Escolher, aleatoriamente, um dia do ano. 

| Comentários 

| a) Lançar uma moeda e observar a face voltada para cima. 


| Ao lançarmos uma moeda temos 2 possibilidades de resultado, assim, nosso espaço amostral | 
| é dado por: | 
| =R | 
| Sem motivos para atribuir maior ou menor frequência relativa para um ou outro resultado, é | 
razoável que atribuamos 
| 
Número de casos favoráveis 1 | 
AE O O CC as | 
| 
| 


Número de casos possíveis 2 


b) Esse foi o exemplo que usamos nas frequências relativas e absolutas. 


| Como temos 6 possibilidades de resultado, 1,2,3,4,5,6, podemos dizer que: 
| P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = Ż = 0,18 = 16,6 % 


| c) Ao retirarmos uma carta, aleatoriamente, de um baralho de 52 cartas distintas, temos 2 
: possibilidades, assim, a possibilidade de retirarmos cada uma dessas cartas é de: 


Número de casos favoráveis 
P = — — 1 x 0,0192 1,9% 


Número de casos possíveis 52 


| d) Como temos 365 possibilidades diferentes e sem motivo para definir um dia ou outro como | 
| mais ou menos provável, podemos dizer que a probabilidade de cada dia do ano ser escolhido 

| é dada por: 

| _ Número de casos favoráveis 


1 
= 365 ~ 0,0027 = 0,27% 


e ssrrrçereçrerereee ASA A O id say aÃçaSfÊçê ÇA! 


15.1. ESPAÇO AMOSTRAL EQUIPROVÁVEL 


Chamamos de espaço amostral equiprovável o espaço amostral em que todos os seus 
elementos apresentam a mesma probabilidade de ocorrência. 


Como exemplos, podemos citar o lançamento de uma moeda, de um dado, retirar uma carta 
de um baralho, escolher um elemento de um conjunto de forma aleatória, entre tantos outros. Uma 
observação é para que não haja vícios nos elementos de forma que altere suas probabilidades. 


15.2. ESPAÇO AMOSTRAL NÃO EQUIPROVÁVEL 
Havendo vício de alguma forma, deformamos o espaço amostral de forma que cada elemento 
pode apresentar uma probabilidade distinta. 


Como exemplo, podemos ter o mesmo lançamento de uma moeda ou de um dado, mas em 
que haja um acerto de forma que um resultado seja mais provável que outro. 
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Além desses, imagine que você está viajando no centro de Tóquio. Você escolhe uma pessoa 
de forma aleatória e a aborda. Qual a probabilidade de que ela seja de nacionalidade japonesa? E 
de nacionalidade brasileira? Holandesa? 


Mesmo não sabendo os números populacionais daquela região, é de se supor que os 
conjuntos (japoneses, brasileiros e holandeses) não sejam do mesmo tamanho, portanto, a 
probabilidade de encontrarmos cada uma dessas ocorrências não é a mesma. É muito mais provável 
que abordemos um japonês, não é mesmo? 


15.3. EVENTO CERTO 


O evento certo acontece quando o evento é o próprio espaço amostral, o que implica 
probabilidade igual a 1, ou seja, 100%. 


Por exemplo podemos pensar em jogar um dado de 6 faces, numerados de 1 a 6 e 
esperarmos um resultado menor que 20. Como temos todos 6 resultados que nos servem em 6 
possíveis, podemos calcular 


6 
P(x < 20) = Ee 1 = 100% > evento certo 


15.4. EVENTO IMPOSSÍVEL 


Já o evento impossível é um evento cujo elemento não está presente no espaço amostral, 
implicando probabilidade zero. 


Utilizando um exemplo semelhante ao anterior, podemos dizer que a probabilidade de 
conseguirmos um número maior que 20, no lançamento do dado de 6 faces, é nula, pois não há 
elementos do conjunto que satisfaçam a condição solicitada. 


0 
P(x > 20) = E = 0 = 0% > evento impossível 


16. ASSOCIAÇÃO DE PROBABILIDADES 


16.1. PROBABILIDADE DA INTERSECÇÃO 


Já estudamos o que é o conjunto intersecção. Estudemos, agora, a probabilidade de 
ocorrência de A N B dentro do espaço amostral. 


Voltemos ao lançamento de um dado de 6 faces, produzindo o espaço amostral 
N = (1,2,3,4,5,6). 
Nesse espaço amostral, definamos os seguintes eventos: 
A > sair um número primo > {2,3,5} 
B > sair um número menor ou igual a 2 > (1,2) 


ANB > sair um número primo E um número menor ou igual a 2 > (2) 
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Desse modo, podemos aplicar diretamente nossa definição de probabilidade ao conjunto A N 


B, ou seja: 


= Número de casos favoráveis 
Probabilidade = ——————————— 
Número de casos possíveis 


nº de elementos de A N B x 1 


P(ANB)= = 
( ) nº de elementos de 1) 6 


Assim, para calcularmos a probabilidade da intersecção entre dois conjuntos, aplicamos, 
diretamente, nossa definição de probabilidade. 


16.2. PROBABILIDADE DA UNIÃO 


Já para a união, precisamos tomar um cuidado a mais. Acompanhe o caso. 


Admitamos a mesma experiência, lançar um dado de 6 faces e os eventos 4 e B definidos no 
tópico anterior. 


N = {1,2,3,4,5,6} 
A > sair um número primo > {2,3,5} 
B > sair um número menor ou igual a 2 > {1,2} 


E suas respectivas probabilidades: 


P(A) = nº de elementos de A S 3 = 3 = 1 
“nºdeelementosdeN 6 26 2 

nº de elementos deB 2 Z 1 

P(B) = ————— =-= E 
nº de elementos deN 6 6 3 


Assim, o conjunto união de 4 e B é definido por 
AU B > sair um número primo OU um número menor ou igual a 2 > {1,2,3,4} 


E qual seria a probabilidade de ocorrer A U B? Será que podemos aplicar a nossa definição 
de probabilidade diretamente? 
Sim, podemos sim. Veja como fica. 
n? de elementos de AUB 4 ° 2 
P(A U B) = — =- 
nº de elementos de 1) 6 6 3 


Às vezes, é muito trabalhoso encontrar todos os elementos do conjunto intersecção. Por isso, 
uma alternativa interessante também é trabalhar com a associação das probabilidades P(4) e P(B) 
para calcularmos o valor de P(A U B). 
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Uma ideia inicial seria simplesmente somar as probabilidades P(4) e P(B), no entanto, isso 
não resultaria na probabilidade correta, veja: 


11 3+2 5 2 
POP da UU 


E qual o motivo de haver essa diferença? 


Simples, um erro nosso. 


Ao somar as probabilidades P(4) e P(B), acabamos por contabilizar duas vezes o elemento 
2, que é exatamente o elemento do conjunto A N B. 


Para não incorrer nesse erro, podemos somar as probabilidades P(4) e P(B), mas 
precisamos retirar da soma o que contabilizamos em dobro, ou seja, P(A N B). 


Dessa forma, podemos dizer que 


P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) 


PAu =- E 
2 3 6 
3+2-1 

P(AUB)=——— 

6 
4 
P(AUB)=- 
(AUB) => 
2 
# 
P(AU B) = — 
( ) F 
2 
P(AUB)=3 


Produzindo um resultado ao encontro do que obtivemos quando calculamos por meio da 


definição. 
fana NOTA! 


P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A A B) 


16.3. PROBABILIDADE DO COMPLEMENTAR 


Tomemos os conjuntos: 
N = {1,2,3,4,5,6} 
A > sair um número maior ou igual a 5 > {5,6} 


AC > {1,2,3,4} 
Dessa forma, temos que 
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AUA =) 


Então, apliquemos a probabilidade a ambos os membros da equação. Lembra-se dos 
fundamentos? Toda operação que for aplicada a um membro da equação, deverá ser a plicada ao 
outro membro a fim de manter a igualdade. 


AUA =1) 
P(AU AS) = P(N) 
A probabilidade da união entre dois conjuntos é dada por 
P(AUB)=P(A)+P(B)-—- P(ANB) 
Aplicando essa propriedade a P(A U 4º), temos. 
P(AU AS) = P(N) 
P(A) + P(A) — P(AN 49) = P(0) 
Além disso, sabemos que P(1)) = 1, então 
P(A) + P(A) — P(AN 49) = P(0) 
P(A) +P(A)—- P(ANA4)=1 


Oras, por definição, o que é elemento de 4 não é elemento de 4º e vice-versa, já que são 
conjuntos complementares. Assim, 


AnA =ø 
P(A N AS) = P (Ø) 
P(ANA)=0 


Voltemos à nossa equação. 
P(A) +P(A)-—- P(ANA)=1 
P(A) +P(A)-0=1 
P(A) +P(A)=1 


TOME NOTA! 


É muito comum utilizarmos uma forma equivalente dessa equação, isolando uma das parcelas do 
primeiro membro. 


P(A)+P(A) =1 


P(A) + P(A) — P(A) = 1 — P(AS) 


P(A) + PAPY — PAPY = 1 — P(A) 
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P(A) = 1— P(4S) 


As duas formas são, naturalmente, equivalentes, e cabe a você decidir qual memorizar. Nos 
exercícios, pela celeridade, daremos preferência à segunda forma. 


16.4. PROBABILIDADE CONDICIONAL 


Consideremos a experiência de lançar um dado de 12 faces (dodecaedro), numeradas de 1 a 
12. 


Nosso espaço amostral é 
N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} 
n(N) = 12 
Consideremos os eventos 
A > sair um número primo > {2,3,5,7,11} > n(A) =5 
B > sair um número par > {2,4,6,8,10,12} > n(B) = 6 
ANB ={2}>n(ANB)=1 


E, com eles, calculemos suas probabilidades de ocorrência dentro do espaço amostral. 


pas nº de elementos de A n(A) 9 
~ nede elementos de n(A) 12 


P(B) = nº de elementos de B | n(B) 26 
~ nede elementos de n(N) 12 


Número de elementos de ANB _ n(ANB) _1 
Número de elementos den n(M) 12 


P(ANB)= 
Até aqui, nada de novo. 


Agora, imagine que lancemos o dado e eu não diga a você o resultado, mas diga que o 
resultado é um número par, ou seja, que o resultado pertence, com certeza, ao conjunto B. 


Com essa nova informação, eu, então, peço a você que calcule a probabilidade de que o 
número da face do dado pertença a 4. 


Ao receber a informação de que o resultado pertence a B, a percepção sobre a experiência 
muda e não mais podemos considerar o espaço amostral como 12, pois já temos certeza de que os 
resultados possíveis são, tão somente, os elementos que pertencem ao evento B. 


Essa informação nova, dada após o evento, é o que chamamos de condição. Calcular, então, 
alguma probabilidade sob essa condição, torna-se uma probabilidade condicional. 


A simbologia para a probabilidade condicional é 
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P(A|B) > Probabilidade de A se B já ocorreu 


Perceba que não são mais todos os elementos de 4 que podem ocorrer, pois, se já temos a 
certeza de que o resultado pertence a B, os únicos elementos de 4 que podem ocorrer são os que 
estão, simultaneamente, em 4 e em B, ouseja, em A NA B. 


Vamos, então, redefinir nossos dados. 


O que era, no início, o conjunto B, passa a ser, depois de termos certeza de sua ocorrência, 
nosso espaço amostral (),. 


B = A, = {2,4,6,8,10,12} 


Queremos calcular a probabilidade condicional P(A|B) e, nela, só os elementos que estão 
simultaneamente em 4 e em B podem ser candidatos à probabilidade, visto que os elementos que 
estão fora do espaço amostral são impossíveis. 


Olhando para os conjuntos 4 e B, percebemos que somente o elemento 2 pertence a ambos, 
portanto, 4 N B conta com somente 1 elemento. 


Desse modo, utilizando nossa definição de probabilidade, temos. 
nº de elementos de AN B 


P(A|B) = 
(AlB) nº de elementos de B = N), 


1 
P(A|B) =- 
(AIB) == 
Apesar de já estarmos de posse de nossa resposta, vamos realizar mais algumas operações 
para evidenciar uma propriedade importante. 


Dividindo o numerador e o denominador da fração do segundo membro da equação pelo 
número de elementos do espaço amostral inicial n(2) = 12. 


1 
P(A|B) = Lê. 
12 
Comparando com as probabilidades que já calculamos anteriormente, podemos dizer que 
1 n(A NB) TTEN 
12 n(M N 
Lii T E a) POB) 
2 nO) 


Desse modo, podemos calcular nossa probabilidade condicional de duas formas distintas. 


1) Calcular a razão entre o número de elementos n(A N B) en(B), considerando B como um 


novo espaço amostral 23. 
n(ANB) 
P(A|B) = ———— 
VB =) 


2) Pela fórmula 
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P(ANB) 
P(B) 


16.5. TEOREMA DA MULTIPLICAÇÃO 


O teorema da multiplicação, presente em alguns livros didáticos, nada mais é que a fórmula 
da probabilidade condicional escrita de outra forma, veja. 


P(AIB) = 


A 
P(AIB) = E 
Multiplicando ambos os membros da equação por P(B), temos. 
P(AIB) - P(B) = o . P(B) 
= P(ANB) 
P(A|B)- P(B) = “BET PB) 


P(A|B)- P(B) = P(AN BB) 
Reescrevendo de modo equivalente. 
P(A N B) = P(B)- P(A|B) 


O teorema da multiplicação é muito útil, especialmente quando utilizado em conjunto com o 
diagrama de árvore. 


Acompanhe o exemplo. 


Uma fábrica de lâmpadas entregou um lote de 100 unidades. Nesse lote, sabemos que há, 
por um erro de processo, 3 lâmpadas defeituosas. 


Ao final da linha de montagem há um fiscal que retira, sem reposição, duas lâmpadas para 
testes de cada lote. O lote é rejeitado se ambas as lâmpadas apresentarem defeito. 


Nessas condições, qual a probabilidade de o lote em questão ser rejeitado? 


Muito bem, o lote será rejeitado se ambas as lâmpadas apresentarem defeito. Como 
sabemos que há 3 lâmpadas defeituosas, podemos construir o diagrama de árvore para a primeira 
escolha. Consideremos L para a lâmpada sem defeito e D para a lâmpada defeituosa. 


Colocando os dados em linguagem apropriada aos nossos cálculos. 


L = Lâmpadas sem defeito > n(L) = 97 
D = Lâmpadas defeituosas > n(D) = 3 
Q = Total de lâmpadas > n(N) = 100 

n(L) 97 
PCL) = — = — 
(1) n(M) 100 
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n(D) 3 
n(A) 100 


Relacionando os dados ao diagrama de árvore. 


P(D) = 


Desse ponto em diante, precisamos separar os cálculos pelos ramos seguidos. 
Primeiro ramo 


Para o ramo em azul, de onde retiramos uma lâmpada sem defeito na primeira retirada, 
teremos uma lâmpada sem defeito a menos no lote, então os novos dados passam a ser. 


L = Lâmpadas sem defeito > n(L) — 1 = 97 — 1 = 96 
D = Lâmpadas defeituosas > n(D) = 3 
9 = Total de lâmpadas > n(N) — 1 = 100 — 1 = 99 


= n(L) _ 96 
PO = aT 59 
n(D) 3 


E, assim, conseguimos prosseguir com o primeiro ramo. 
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Segundo ramo 


Para o ramo em vermelho, de onde retiramos uma lâmpada com defeito na primeira retirada, 
teremos uma lâmpada com defeito a menos no lote, então os novos dados passam a ser. 


L = Lâmpadas sem defeito > n(L) = 97 
D = Lâmpadas defeituosas >n(D)-1=3-1=2 
NQ = Total de lâmpadas > n(N) — 1 = 100 — 1 = 99 


= n(L) 97 

P(L) (n) 99 
n(D) 2 

PO) = ça) * 99 


E, assim, conseguimos prosseguir com o segundo ramo. 


96 
99 
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Com o diagrama feito, veja o que diz o teorema da multiplicação. 
P(A N B) = P(B)- P(A|B) 


Se considerarmos o evento B como “retirar uma lâmpada defeituosa na primeira retirada” e 
A como “retirar uma lâmpada defeituosa na segunda retirada”, a probabilidade que estamos 
procurando, que acarretaria a rejeição do lote, é justamente P(A N B). 


Assim, podemos calcular a probabilidade de retirarmos duas lâmpadas defeituosas em 
sequência seguindo o ramo da árvore correspondente a essa escolha e multiplicando suas 
probabilidades, de acordo com o teorema da multiplicação. 


96 


P(A N B) = P(B) - P(A|B) 


P(ANB)= Rad 
“100 99 

Ed Re 

AND siga Egg 


1 1 


1 
P(ANB) REV 


P(A N B) = 0,0006 
P(A N B) = 0,06 % 
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Assim, a probabilidade de o lote ser rejeitado por terem sido retiradas duas lâmpadas 
defeituosas consecutivamente é de 0, 06 %. 


16.6. TEOREMA DA PROBABILIDADE TOTAL 


Imagine que tenhamos que calcular a probabilidade de um evento A ocorrer dentro de um 
espaço amostral 2. 


Esse espaço amostral N está dividido em conjuntos menores (24, 22, R3, ...) e alguns desses 
conjuntos apresentam regiões em comum com o evento A, (A4, Az, 45,...). 


Se não for possível, ou for muito trabalhoso, calcular diretamente a probabilidade de 
ocorrência do evento A, podemos calcular a probabilidade das partes de A ocorrerem e, ao final, 
somar essas probabilidades. 


Pensemos no espaço amostral N e no evento 4 bem como seus subconjuntos como no 
diagrama a seguir. 


Onde 
A =ANQŅ =Ó 
A, =ANQ, 
As = ANO; 
A,=AND, 


Assim, podemos pensar na probabilidade do evento 4 ocorrer como a soma dos subeventos 
A,, Às, Às e A, ocorrerem. 


P(A) = P(A,) + P(A2) + P(A) + P(A,) 
P(A) =P(ANO)+HP(ANOD)+P(ANDI)+P(AND,) 
Aplicando o teorema da multiplicação. 
P(ANB) = P(B): P(A|B) 
P(A) = P(0,)- P(A| O) + P(0,) + PC(A|R2) + P(23) + P(A|R3) + P(24) : PCA|O,) 
Neste exemplo, temos 
A Andes, 
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Então, 
P(A) = P(0,) - P(A|21) + P(22) - P(A|R22) + P(23) : P(A|23) + P(24) - P(A|R24) 


P(A) = Ø + P22) : P(A|22) + P (23) - P(A|23) + P24) - P(AI2,) 


P(A) = P(0,)- P(A|22) + P(23) - P(A|23) + P(24) + P(A|24) 
Mas professor, assim ficou muito mais difícil! 
Então, escrito assim até assusta, mas a utilização da fórmula é mais tranquila. 
Vejamos um exemplo de utilização. 


Um paciente se apresenta ao médico com queixas. Ao examiná-lo, o médico reduz as 
possibilidades de causa a somente duas doenças, A e B. 


A doença A é mais endêmica e apresenta uma probabilidade de 80% de ser a causa dos 
sintomas do paciente. 


Já a doença B apresenta uma possibilidade de apenas 20% de ser a causa dos sintomas. 


Além disso, o medicamento para o tratamento da doença A apresenta eficácia específica de 
70%, enquanto o para a doença B, de 95%. 


Os dois medicamentos não podem ser administrados simultaneamente, por apresentarem 
interação medicamentosa prejudicial ao paciente. 


Nessas condições, sem saber qual a doença e qual medicamento serão escolhidos pelo 
médico, quais as chances de cura? 


Vamos construir um diagrama de árvore para representar a situação. 


Com as probabilidades de que cada doença seja a causa única dos sintomas do paciente, 
temos a escolha inicial. 
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Com relação à doença 4, temos que o medicamento específico apresenta 70% de eficácia 
específica, ou seja, há 70% de chances de cura e o complementar, ou seja, 30% de chances de não 
cura. Lembre-se que as porcentagens complementares devem sempre somar 100%. 


Utilizemos as siglas C para curado e NC para não curado. 


20% 


Com raciocínio equivalente, para a doença B, temos 95% de eficácia específica, ou seja, há 
95% de chances de cura e o complementar, ou seja, 5% de chances de não cura. 


Aqui vamos aplicar os dois teoremas: teorema da multiplicação e teorema da probabilidade 
total. 
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Como estamos procurando a probabilidade de cura total, vamos aplicar o teorema da 
multiplicação aos ramos associados à cura. 
O teorema da multiplicação diz que 
P(AN B) = P(B)- P(A|B). 


No contexto do nosso problema, podemos pensar na seguinte interpretação. 


Cura da doença A 
Cura da doença 


P(C n A)| = P(A) | P(CIA => 
se ocorreu a doença A 


Probabilidade de 
ocorrer a doença A 


De modo semelhante, podemos pensar na probabilidade de cura da doença B, como sendo 


Cura da doença B 
Cura da doença 


P(C N B)|=|P(B)|-|P(C|B) 5> 
se ocorreu a doença B 


Probabilidade de 
ocorrer a doença B 


Assim, temos as probabilidades de cura das doenças A e B dadas por: 
P(C nA) = P(A); P(CI|A) 
P(C N A) = 80% : 70% 


icange 80 70 
“100 100 


80. TO 
PICO A = Tae. 100 


8. 
P(C nA) = T50 
56 
Nn A) = — 
PACTA 100 


P(C N A) = 56% 


P(C Nn B) = P(B)-P(CIB) 
P(C N B) = 80%: 70% 


80 70 


8 TO 
PUNB = Toa 100 
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8:7 

P(C N B) = — 
(c = 100 
56 

P(C Nn B) = — 
(e ) 100 


P(C N B) = 56% 


Vamos colocar essas probabilidades no diagrama de árvore. 


80% - 70% = 56% 


20% - 95% = 19% 


Agora, apliquemos o teorema da probabilidade total para as probabilidades encontradas. 


Como temos apenas dois ramos, escrevamos o teorema da probabilidade total para dois 
ramos. 


P(A) = P(O,)- P(A|O,) + P2) : P(A Oo) 
No contexto do problema, temos. 
P(C) = P(A) - P(C|A) + P(B) - P(CI|B) 


Traduzindo. 


Probabilidade de Cura Total 
“Ra de ocorrer a doença A 
PO A [PECA a PEBH [PCCTE) mo, Probabilidade de Cura se 
ocorrer a doenca B 
PEP de ocorrer a doença B 
Probabilidade de Cura se ocorrer a doença A 
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Olhando assim, até faz algum sentido, não? 


Os produtos já foram feitos pelo teorema da multiplicação, agora só precisamos aplicar o 
teorema da probabilidade total e somar as partes. 


P(C) = P(A) : P(C|A) + P(B): P(C|B) 
P(C)=P(CNA)+P(CNB) 
P(C) = 56% + 19% 

PiCi= TA 


De forma equivalente, no diagrama de árvore. 


= 80% -70% = 56% 


= 20% - 95% = 19% 


Assim, há, em tese, 75% de chances de cura nas condições dadas. 


Vamos generalizar o teorema da probabilidade total. Se B é um evento contido numa união 
de eventos disjuntos 4,,4,,...,4, e P(A) > 0,P(A,) > 0,...,P(A,) > 0, então 


P(B) = P(A,)P(B|A1) + P(A2)P(B|A2) + + + P(An)P(B|Aņn) 


| Exercício de fixação 

| 25. Com base na situação descrita anteriormente, calcule as probabilidades a seguir. 
| a) Probabilidade individual de cada ramo da árvore de possibilidades. 

| b) Probabilidade de não ser curado se a doença for a B. 


| c) Probabilidade de não ser curado. 
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| d) Soma total das probabilidades dos ramos da árvore de probabilidades. 

| Comentários 

| a) Probabilidade individual de cada ramo da árvore de possibilidades. 

| Com base o teorema da multiplicação, podemos completar os ramos faltantes. 


| Probabilidade de NC caso seja a doença 4. 
| P(NC N A) = P(A) - P(NCIA) 
P(NC NA) = 80% : 30% 
30 


80 
PN on 


sm 34 
LM 100 
8-3 
100 


P(NC NA) = a 


| P(NC N A) = 24% 

| Probabilidade de NC caso seja a doença B. 

| P(NC N B) = P(B)- P(NCIB) 
P(NC NB) = 20% : 5% 


PÍNCNA) = 


PÍNCNA) = 


20 5 
P(NC Nn B) = — + — 
100 100 
100 
P(NC Nn B) = 
100:100 
P(NC n B) = ———— 
4007-100 


1 
P(NC NB) ETT 


P(NC NB) = 1% 


| Dessa forma, podemos completar nossa árvore de probabilidades. 
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80% + 70% = 56% 


80% - 30% = 24% 


20% - 95% = 19% 


20% « 5% = 1% 


b) Probabilidade de não ser curado se a doença for a B. 


' Caso a doença seja a B, basta olharmos no diagrama para verificar que a probabilidade de não 
cura é de 1%. | 


| c) A probabilidade de não ser curado pode ser calculada pelo teorema da probabilidade total, 
| Utilizando os dois ramos da árvore de probabilidades correspondentes ao caso. i 


P(NC) = P(A) - P(NC|A) + P(B) - P(NCI|B) 
P(NC) = P(NC N A) + P(NC NB) 
P(NC) = 24% + 1% 

P(NC) = 25% 
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80% « 30% = 24% 


20% «5% = 1% 


| d) Soma total das probabilidades dos ramos da árvore de probabilidades. 
Soma = 56% + 24% + 19% + 1% 
Soma = 100% 


tree eeoeaoooeoeoesssss€ ERER 


gh RESUMINDO 


O teorema da multiplicação nos leva à probabilidade individual de cada ramo da árvore, 
enquanto o teorema da probabilidade total nos permite somar as probabilidades de determinados 
ramos para chegarmos a conclusões específicas. 


16.7. TEOREMA DE BAYES 


O teorema de Bayes é um corolário do teorema da probabilidade total. Esse teorema afirma 
que se 4,, 45,..., An formam uma partição do espaço amostral e B é um evento desse espaço, então: 


P(A;) - P(BIA,) DN 


=P POAN ++ PA) PORTAO! O 
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Uma caixa contém três bolas pretas e quatro bolas brancas. Duas bolas são retiradas ao acaso 
e sem reposição. Qual a probabilidade de a primeira bola retirada ser preta sob a condição de a 
segunda ser branca? 


Para resolver essa questão, podemos usar o teorema de Bayes. Definiremos como evento 4 
a retirada da primeira bola e como evento B a retirada da segunda bola. Façamos o diagrama: 


P(brancalbranca) = 1/2 O O 


000 
Plbranca)=4/7 O QO “0 
P(pretalbranca)=1/2 O OO 
000 
000 P(brancalpreta) = 2/3 000 
O 000 
Preta) =37 O OO 


P(pretalpreta) = 1/3 


Aplicando o teorema: 
P(A)PCBIA) 
P(A)PCBIA) + P(A)P(BIA) 
P(preta N branca) 
P(preta N branca) + P(branca N branca) 


P(A|B) = 


P(pretalbranca) = 


Do diagrama, temos: 


31 3 
P(preta N branca) = P(preta) - P(pretalbranca) = 52 
41 2 
P(branca N branca) = P(branca) - P(brancalbranca) = q 
Logo: 
2 Rs ig 
P(pretalbranca) = l4 E pd 
Be Mg 
14 7 14 
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Dois eventos A e B são ditos independentes se a probabilidade de ocorrer A se B já ocorreu, 
P(4|B), é a própria probabilidade de ocorrência de 4, P(A), independente de B. 


P(A|B) = P(A) 
O mesmo vale para B. 
P(BIA) = P(B) 


Uma consequência dessa independência aparece quando vamos calcular a probabilidade da 
intersecção, acompanhe. 


Sabemos, pelo teorema da multiplicação, que 
P(ANB) = P(A): P(BI|A) 


Se 4 e B são independentes, temos. 
P(BIA) = P(B) 
P(ANB) = P(A) :|P(BIA) 


P(ANB) = P(A) :|P(B) 
Assim, quando estivermos falando em eventos independentes, temos 
P(A N B) = P(A): P(B) 
| Exercício de fixação 
| 26. Considere os seguintes eventos sobre uma moeda lançada 4 vezes. 
| Evento 4: ocorrem pelo menos duas coroas (C) 
| Evento B: ocorrer cara (K) no primeiro lançamento. 
| Evento C: ocorrem resultados iguais em todos os lançamentos. 
| Encontre quais eventos são dependentes e quais são independentes entre si. 
| Comentários. | 
| Para saber se os eventos são dependentes ou independentes entre si, vamos calcular suas | 
| probabilidades individualmente e em suas intersecções. De posse delas, verificaremos quais | 
| pares satisfazem a relação 
PENE) = PE) PE). | 

O espaço amostral do experimento é: | 
f(KKKK); (KKKC); (KKCK); (KKCC); 

(KCKK);(KCKC); (KCCK); (KCCC); 

(CKKK);(CKKC); (CKCK); (CKCC); 

(CCKK);(CCKC);(CCCK); (CCCC)) 

n(N) = 2! = 16 


| Evento 4: ocorrem pelo menos duas coroas (C) 


QN = 
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{(KKCC); (KCKC); (KCCK); (KCCC); (CKKC); 
(CKCK); (CKCC); (CCKK); (CCKC); (CCCK); (CCCC)} 


n(A) = 11 


A= 


| Evento B: ocorrer cara (K) no primeiro lançamento. 


— ACKKKK); (KKKC); (KKCK); (KKCC); 
— (KCKK);(KCKO); (KCCK); (KCCC)) 


n(B) = 8 
n(B) 8 
di n(A) 16 


| Evento C: ocorrem resultados iguais em todos os lançamentos. 
| C = {(KKKK); (CCCC)) 


n(C)=2 
n(c) 2 
PUJE n(A) 16 


| Para saber se A, B e C são eventos independentes, devemos analisar, também, suas 
| intersecções. 


ANB 
| ANB = {(KCCC); (CKCO); (CCKC); (CCCK)} 
n(ANB)=4 
_n(ANB) + 4 
| P(ANB) = ER 
Anc 
| ANC = {CCC} 
n(ANC)=1 
_n(ANC) es 
| P(ANC) = E 
| Bnc 
| B NC = {(KKKK)} 
n(BNC)=1 
n(BNC) 1 
P(BAC)= KO ET 


| Agora estamos em condições de testar se os eventos são dependentes ou independentes entre | 
[a 

| si. 
| 


| 
| Se dois eventos são independentes, temos. 
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P(E; N E2) = P(E,) - P(E,) 


| Se forem dependentes, temos. 
| P(E, N E2) + P(E;)- P(E,) 


Assim, testemos par a par. 
| 


| Conjuntos 4 e B. 
| P(A N B) + P(A) - P(B) 
5 ,11 10 
16 16 16 
110 
Ed 
16 16 
+ Ae B são eventos dependentes 


| Conjuntos A e C. 

| P(ANC) = P(A): P(C) 

1 11 2 

= — — 

16 16 16 
1 22 


o GÊ 


+ Ae C são eventos dependentes 


| Conjuntos B e C. 
| P(B Nn C) = P(B) - P(C) 


i Bon 
16 16 16 
1 16 
16 1616 
Lo a 
16 16-16 
t i 
16 16 


+ B e C são eventos independentes 


| Dessa forma, entre os conjuntos dados, apenas os conjuntos B e C são independentes entre | 


| si. | 


17. FÓRMULAS, DEMONSTRAÇÕES E COMENTÁRIOS 


17.1. QUANTOS SUBCONJUNTOS UM CONJUNTO PODE GERAR? 


Bem, vamos por partes. 
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Todo conjunto possui, como subconjunto, o conjunto vazio (Ø), que representa combinar os 
elementos do conjunto zero a zero elementos. 


Além desse, podemos combinar esses elementos um a um, dois a dois, três a três e quatro a 
quatro. 


Assim, o número de subconjuntos que podem ser gerados por um conjunto de n = 4 
elementos é dado por: 


Czo + Cza + C42 F C43 + Cas 
Vamos aos cálculos. 


Cao + Cas + C42 + C43 + Cas 


41 44,43, 4:3:2 4321 
0!(4—-0)! 1 2-1 3:2:1 4:3:2:-1 
4! 24-3 4-32 4:3-2=T 
=+ ip dp pc 
4! Z-1 221 43—271 


1+4+2:3+4+1 
1+4+6+4+1 
Antes de fazermos essa soma, você reconhece essa sequência? 


Ela contém os números da quarta linha (L4) do triângulo de Pascal, que vimos na primeira 


aula. 
co 
LO 1 ci 
L1 1 1 C2 
L2 1 2 1 c3 
L3 1 3 3 1 C4 
L4 1 4 6 4 1 C5 
LS 1 5 10 10 5 1 C6 
L6 1 6 15 20 15 6 1 


O triângulo de Pascal apresenta muitas características interessantes e uma delas é a soma 
dos elementos de suas linhas, acompanhe. 


L0 > Soma = 1 = 2° 
L1 > Soma =1+1=2= 2t 
L2>Soma=1+2+1=4=2? 
L3>Soma=1+3+3+1=8=2º 
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L4 > Soma =1+4+6+4+1=16=2* 
L5 > Soma=1+5+104+10+54+1=32=2º 
L6 > Soma =1+6+15+20+15+6+1=64= 2° 


Percebe-se no desenvolvimento anterior que soma dos elementos de uma linha n do 
triângulo de Pascal é igual a 2”. 


Recapitulando. 


Um conjunto de n elementos pode gerar uma quantidade de subconjuntos que, por meio da 
soma de combinações de seus elementos, gera a soma dos elementos da n-ésima linha do triângulo 
de Pascal. 


A soma dos elementos da n-ésima linha do triângulo de Pascal é igual a 2”. 


Conclusão: um conjunto que possui n elementos pode gerar 2” subconjuntos. 


17.2. A QUESTÃO DO ANIVERSÁRIO 


Imagine que você está em uma sala de aula com outros 40 alunos. 


Em sua experiência, é “muito” ou “pouco” provável que encontremos pelo menos duas 
pessoas que fazem aniversário no mesmo dia? 


Nós conversamos antes sobre a probabilidade ser atribuída por meio do “bom senso” do 
analisador, mas, às vezes, o dito “bom senso” nos deixa a ver navios e este é um caso assim. 


A maioria das pessoas com quem conversei a respeito dizem entender como pouco provável 
que duas pessoas façam aniversário em um mesmo dia, considerando um grupo de 40 pessoas 
aleatórias. Essa negativa se dá com base em experiências anteriores, visto que muitos de nós já 
estivemos imersos em grupos similares muitas vezes, sobretudo nas salas de aula. 


Vamos, então, dar um tratamento mais sistemático à situação, calculando a probabilidade de 
termos pelo menos duas pessoas fazendo aniversário no mesmo dia em um grupo de 40 pessoas. 


Lembra-se da probabilidade do conjunto complementar? 


Pois é, vamos utilizá-lo, pois é muito mais fácil calcularmos a probabilidade de não termos 
aniversário coincidente do que de termos. 


A probabilidade de um conjunto complementar é dada por: 
P(A) = 1— P(4°) 
Consideremos, assim, os seguintes eventos: 


Evento A: Em um grupo com 40 pessoas, pelo menos duas fazerem aniversário no mesmo 
dia. 
Evento 4º: Em um grupo com 40 pessoas, não haver coincidência de aniversários. 


Calculemos, de início, a probabilidade de ocorrer o evento 4º. 
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Para escolhermos a primeira pessoa, temos 365 escolhas possíveis dentro das 365 datas do 
ano (sem contar o ano bissexto). 


Para escolhermos a segunda pessoa, na condição de que não haja coincidência de 
aniversários, temos 364 escolhas possíveis, visto que uma pessoa já foi escolhida e não podemos 
coincidir com o aniversário dela. O total de possibilidades continua sendo as 365 datas do ano. 


Para escolhermos a terceira pessoa, temos apenas 363 das 365 possibilidades, excluindo as 
datas dos aniversários das duas primeiras pessoas. 


Continuando a escolher as pessoas desse modo, até a quadragésima pessoa, teremos: 
365 364 363 362 361 326 


P(A)=—"— : — : a 
(a 365 365 365 365 365 365 
40 fatores para 40 pessoas 
40 fatores 
365 -364-363-362-361-...:326 
Eq) 365% 


Esses valores são muito grandes para conseguirmos manuseá-los. Utilizando uma planilha de 
dados, chegamos aos valores: 


P(Aº) = 0,108768 
Estamos procurando P(4), então 
P(A) = 1— P(AS) 
P(A) = 1 — 0,108768 
P(A) = 0,891232 
P(A) = 89,1232 % 


Ou seja, a probabilidade de termos, em um grupo de 40 pessoas, pelo menos uma 
coincidência de aniversários é superior a 89%, contrariando o que muitos tomam como “bom senso” 
sobre o assunto. 


Se fizermos os mesmos cálculos para um grupo de 60 pessoas, a probabilidade supera os 
99%. 


Impressionante, não? 
Mais uma pergunta sobre esse assunto. 


Quantas pessoas precisamos ter em um grupo para que seja certo que pelo menos duas 
pessoas façam aniversário no mesmo dia? 


Apesar de nossos cálculos atingirem valores muito próximos de 100% rapidamente, para 
termos certeza de que acontece a coincidência de aniversários precisamos de 366 pessoas, uma 
para cada dia do ano, mais uma para estarmos certos da repetição. 


17.3. ENSAIO DE BERNOULLI 


O que as experiências a seguir apresentam em comum? 
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Experiência A: lançar uma moeda e anotar a face voltada para cima. 
Experiência B: lançar um dado e anotar se o resultado é par ou ímpar. 


Experiência C: escolher aleatoriamente uma letra do alfabeto e anotar se é vogal ou 
consoante. 


Embora os resultados dessas experiências sejam todos distintos, todas essas experiências 
produzem resultados binários, ou seja, só há dois resultados possíveis em cada uma. 


Esse tipo de situação, binária, recebe o nome de Ensaio de Bernoulli, em homenagem ao 
matemático homônimo do século XVII. 


Bernoulli trabalhou com a definição de sucesso e fracasso para os dois possíveis resultados, 
mas podemos nomear como quisermos. 


ATENÇÃO!! 


Sucesso e fracasso, nesse contexto, não apresentam similaridade com o significado dicionarizado. 
Significam, simplesmente, dois resultados antagônicos. 


Para manter um alinhamento com os livros didáticos, vamos nomear as probabilidades te 
obtermos sucesso ou fracasso como p e q. 


Nesses termos, os estudos de Bernoulli levaram à conclusão de que, ao repetirmos, em 
sequência, n vezes uma experiência com essas características, a probabilidade de termos k sucessos 
e, consequentemente, n — k fracassos é de 


Traduzindo. 


Probabilidade de se obter k sucessos em 
uma sequência de n eventos sucessivos 


n ; NS 
(1.) = Cnk > Número de combinações de n 
elementos, agrupados k a k 


= (1.) př i [E Probabilidade de se obter fracasso 


Nossa, professor, ficou muitolite Probabilidade de se obter sucesso 


Calma. 
Vamos aplicar a fórmula às experiências citadas que ficará mais claro. 


Exercícios de fixação 
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| 27. Na experiência A, lançar uma moeda e anotar a face voltada para cima, qual a | 
probabilidade de observarmos, em 5 lançamentos, 4 caras? 


Comentários 


| Chamando p a probabilidade de obtermos cara e q a possibilidade de obtermos coroa (cara, | 
| nesse contexto, seria o sucesso para Bernoulli), temos: 


1 
pes 
= 
12 


| Como o exercício pede que tenhamos 4 caras em 5 lançamentos, consideraremos k = 4 | 
' sucessos en = 5 eventos. Assim, a probabilidade de observarmos 4 sucessos é de: 


P, = C) p q~ 


P, = Cos p*- q! 


5432 ANO ANA 
P, = “li [> 
43:21 \2 2 


P, = 0,15625 
P, = 15,625 % 
| Assim, a probabilidade de termos 4 caras em 5 lançamentos é de 15,625 %. | 
| 28. Na experiência B, lançar um dado e anotar se o resultado é par ou ímpar, qual a | 
| probabilidade de observarmos, em 4 lançamentos, 3 números pares? 
| Comentários | 
| Chamando p a probabilidade de obtermos um número par e q a possibilidade de obtermos um | 
| número ímpar (número par representando o sucesso), temos: 
| 3 1 = d | 
oa “a 


| Como o exercício pede que tenhamos 3 números pares em 4 lançamentos, consideraremos | 
| k = 3 sucessos e n = 4 eventos. Assim, a probabilidade de observarmos 3 sucessos é de: 
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P3 = Ca Da" 


4:3:2 N nl 
PF =92 2) L 


1 1 
P=4:—"= 
8 2 

4 1 

P} -i 1 q im 
16 4 

P; = 0,25 
P; = 25% 


| Assim, a probabilidade de termos 3 números pares em 4 lançamentos é de 25 %. 

| 29. Na experiência C, escolher aleatoriamente uma letra do alfabeto e anotar se é vogal ou | 
| consoante, qual a probabilidade de observarmos, em 10 lançamentos, as 5 vogais? 

' Comentários 


| Chamando p a probabilidade de obtermos uma vogal e q a possibilidade de obtermos uma 
| consoante (vogal representando o sucesso), temos: 
| <A _ 19 

maig = 3g 


| Como o exercício pede que tenhamos 5 vogais em 10 lançamentos, consideraremos k = 5 | 
' sucessos e n = 10 eventos. Assim, a probabilidade de observarmos 5 sucessos é de: 


P; = Cios p° +q? 


p 102876 (=) Ei 
O 4321 À26 26 


2 40-92 8-7560 [5º (19º 
E =- AS (E) (5) 
Pre= 29:27: T, E 
| 26° 26°% 
| Aqui podemos pedir auxílio para uma ferramenta computacional. 
| P; = 0,0138 


P; = 1,38 % 
| Assim, a probabilidade de termos as 5 vogais em 10 lançamentos é de, aproximadamente, 
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Embora haja outros caminhos para a abordagem desses problemas, a aplicação da fórmula de 
Bernoulli pode encurtar muito o tempo de resolução em prova, além de simplificar a parte dos 
cálculos. 


17.4. O PROBLEMA DE MONTY HALL 


Monty Hall foi apresentador de um programa de auditório famoso nos EUA na década de 60, 
intitulado Let's make a deal. 


Nesse programa, havia um quadro onde o apresentador, Monty Hall, oferecia a um 
participante a possibilidade de abrir uma de três portas. 


Em uma delas, um carro. Nas outras duas, uma cabra. 
Mesmo que as cabras sejam muito fofinhas, a maioria das pessoas prefere o carro... 


Assim que o participante escolhia uma das portas, o apresentador tentava, insistentemente, 
convencer o participante a mudar de porta. 


O participante, desconfiado, se negava a mudar, até que o apresentador abria uma das outras 
portas não escolhidas pelo participante e mostrava uma das cabras. 


Uma última chance de mudar de porta pairava ainda por alguns segundos... 


O participante mudava ou não mudava e lhe era apresentado o prêmio, um carro novo ou 
uma cabra. 


O quadro se encerra, enquanto nosso jogo de probabilidades começa. 


O fato de o apresentador mostrar o resultado de uma das portas interfere na probabilidade 
de o participante encontrar o carro? Após o apresentador abrir a porta com uma das cabras, é 
melhor continuar com a porta previamente escolhida ou mudar de porta? 


Agora, dê uma pausa na leitura e pense um pouco na situação. Tente explicar o problema 
para algum conhecido para que sua mente tenha tempo para se adaptar às condições e, 
eventualmente, chegar a uma conclusão. 
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ESTAÉ, 


Marilyn vos Savant, uma escritora estadunidense, com Ql alegado DIFICIL! 

de mais de 220 pontos, publicou a solução desse problema em uma revista, respondendo ao 
questionamento de um leitor. Ela foi muito criticada à época, inclusive por matemáticos, dizendo 
que a interpretação apresentada estava incorreta. Pois é, Marilyn estava correta e a resposta não é 
lá muito intuitiva. 


Esse problema já deu o que falar. 


E aí, chegou a alguma conclusão? Vale a pena mudar de porta? 
Vamos resolver isso de uma vez. 
Há apenas duas possibilidades, ou você muda de porta, ou não muda. Analisemos ambas. 


Para fins práticos, consideraremos que você prefira o carro à cabra, então, consideraremos 
neste cenário ganhar como ganhar o carro e perder como “ganhar” a cabra. 


Situação A: o participante não muda de porta. 


Se o participante não tem a intenção de mudar de porta, ele ganhará se escolher, de cara, a 
porta COM o carro. 


Como são 3 portas e só uma contém o carro, sua probabilidade de ganhar P(G) e sua 
probabilidade de não ganhar P(NG) são: 


1 
P(G) = 3 > Escolher a porta certa inicialmente e manter a escolha 


2 
P(NG) = 3 > Escolher a porta errada inicialmente e manter a escolha 


E ponto final. 
Passamos à próxima análise. 
Situação B: o participante muda de porta. 


Se o participante tem a intenção de mudar de porta, ele ganhará se escolher, de cara, uma 
das portas SEM o carro, pois, obviamente, ele irá mudar de porta após o apresentador abrir uma 
das portas não escolhidas. 


Como são 3 portas e só uma contém o carro, sua probabilidade de ganhar P(G) ao final está 
em escolher, inicialmente, uma porta SEM o carro, e sua probabilidade de não ganhar P(NG) será 
dada pela escolha inicial da porta com o carro, pois, se escolher o carro na primeira escolha, ao 
mudar de porta, perderá o prêmio. Assim, as probabilidades de ganhar e de perder são invertidas, 
veja: 


2 
P(G) = 3 > Escolher a porta errada inicialmente e, depois, mudar 


1 
PING) = 3 > Escolher a porta certa inicialmente e, depois, mudar 


Conclusão: as chances de ganhar são maiores quando o participante troca de porta. 


Surpreendente, não? 
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17.5. O PROBLEMA DA MOEDA DE BERTRAND 


O problema de Bertrand consiste em retirar uma moeda de uma dentre três caixas, nas 
seguintes condições. 


A primeira caixa contém duas moedas de ouro. 

A segunda caixa contém uma moeda de ouro e outra de prata. 

A terceira caixa contém duas moedas de prata. 

Retira-se uma moeda e verifica-se que a moeda é de ouro. 

Nessas condições, qual a probabilidade de a outra moeda da caixa escolhida ser de ouro? 


Dando um tratamento mais visual à resolução, podemos recorrer à árvores de 
probabilidades. 


Como são 3 caixas, vamos chamá-las C4, C3 e C3. Sendo idênticas e indistinguíveis, temos 
probabilidades iguais de escolhermos qualquer uma delas. 


rs 


| C3 
NA 


) 
Após escolhermos a caixa, pegaremos uma das duas moedas continentes, com cada uma 


delas de igual probabilidade dentro da caixa. 


Respeitando a descrição da quantidade de moedas de ouro (0) e de moedas de prata (P) 
dadas no enunciado, temos. 
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Agora, vamos às possibilidades de escolha. 


Sabemos que a moeda retirada foi de ouro, então, podemos descartar todas as possibilidades 
que não apresentam a moeda sorteada de ouro. 
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Para a análise, podemos recorrer à análise pura da probabilidade, vista no início da aula. 


Es Número de casos favoráveis 
Probabilidade =—————————————— 
Número de casos possíveis 


Pelo diagrama, já sabendo que temos uma moeda de ouro, podemos ver que o número de 
casos possíveis é igual a 3. 


Qual é, então, o número de casos favoráveis quando queremos que a outra moeda da mesma 
caixa seja de ouro? 


Vejamos. 


PN 


a O Da Serve, pois a outra moeda dessa caixa é de ouro 


p 
= ma e Serve, pois a outra moeda dessa caixa é de ouro 


aii 


e i O Não serve, pois a outra moeda dessa caixa não é de ouro 
TA ) 
SE 


Novamente, o diagrama nos mostra que temos dois casos favoráveis em três possíveis, então 
nossa probabilidade P é dada por. 


N Número de casos favoráveis 
Probabilidade =—>—— >>» >>> >>>» ———— 
Número de casos possíveis 


2 
Probabilidade = 3 


Poderíamos, também, com o diagrama de árvore, aplicar os teoremas da multiplicação e da 
probabilidade total para descobrir a probabilidade condicional de termos a moeda de ouro vinda da 
caixa C4, pois é a única em condições de ter a outra moeda, além da sorteada, de ouro. Acompanhe. 


O diagrama segue sendo o mesmo. 
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Estamos procurando, então, P(C,|0), que é dada, conforme estudamos, por: 


P(C NO) 
P(CI|O) =————— 
GOs- o 
Seguindo o ramo de C4, temos. 
P(C no) a E 
i 32 3232 
1 1 
P N =-+- 
1+1 
6 
2 
6 
Pa 
Mangi e 
1 


Seguindo todos os ramos para procurar a probabilidade de termos uma moeda de ouro, 
temos. 
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P(0) =P(GNOD+P(CNO+PC(CNO) 
P(O) =P(CGNOD+P(CNO+PC(CNO) 
nose (51413) (5) +0 


ro-ro 


Dessa forma, 


Como era de se esperar, os dois métodos produziram o mesmo resultado. 


É importante que você entenda ambos os métodos e consiga reproduzi-los, pelo menos na 
situação desse problema. 


Nos exercícios de vestibulares anteriores, nós vamos aplicar o que for mais prático ao momento, 
mas isso não impede você de encontrar novos caminhos, ok? 
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18. LISTA DE QUESTÕES 


O LISTA DE 
QUESTÕES 


30. (MACKENZIE/2019) 


Diz-se que um inteiro positivo com 2 ou mais algarismos é “crescente”, se cada um desses 
algarismos, a partir do segundo, for maior que o algarismo que o precede. Por exemplo, o 
número 134789 é “crescente” enquanto que o número 2435 não é “crescente”. Portanto, o 
número de inteiros positivos “crescentes” com 5 algarismos é igual a: 


(A) 122 
(B) 124 
(C) 126 
(D) 128 
(E) 130 


31. (EFOMM/2019) 


Considere uma loja que vende cinco tipos de refrigerantes. De quantas formas diferentes 
podemos comprar três refrigerantes desta loja? 


(A) Dez. 

(B) Quinze. 

(C) Vinte. 

(D) Trinta e cinco. 


(E) Sessenta. 


32. (Escola Naval/2017) 


A é um conjunto com n elementos e B é seu subconjunto com p elementos, comn > pen,p E 
N. Determine o número de conjuntos X tais que B c X c Ae assinale a opção correta. 


(A) 277? 
(B) qn-p+1 
(C) qn+p 
(D) 2n+p-1 
(E) 2n-p-1 
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33. (FGV/2017) 


Somando todos os números de três algarismos distintos que podem ser formados com os 
dígitos 1,2,3 e 4, o resultado será igual a: 


(A) 2.400 
(B) 2.444 
(C) 6.000 
(D) 6.600 
(E) 6.660 
34. (EFOMM/2017) 


Quantos anagramas são possíveis formar com a palavra CARAVELAS, não havendo duas vogais 
consecutivas e nem duas consoantes consecutivas? 


(A) 24 
(B) 120 
(C) 480 
(D) 1.920 
(E) 3.840 


35. (AFA/2017) 


Um baralho é composto por 52 cartas divididas em 4 naipes distintos (copas, paus, ouros e 
espadas). Cada naipe é constituído por 13 cartas, das quais 9 são numeradas de 2 a 10, e as 
outras 4 são 1 valete (J), 1 dama (Q), 1rei(K)elàs(A). 


Ao serem retiradas desse baralho duas cartas, uma a uma e sem reposição, a quantidade de 
sequências que se pode obter em que a primeira carta seja de ouros e a segunda não seja um 
às é igual a: 


(A) 612 
(B) 613 
(C) 614 
(D)615 


36. (FGV/2016) 
Em um quarto escuro, dez meias brancas e dez meias pretas estão em uma gaveta. 


a) Uma pessoa, sem conseguir ver as cores das meias, quer retirar dois pares que combinem. 
Quantas meias deve retirar, no mínimo, para ter certeza de conseguir os pares desejados? 
Pares que combinem significa que cada par deve ter duas meias com a mesma cor. 
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b) Se ele pretende retirar somente dois pares, qual é a probabilidade de retirar um par de 
meias brancas e um par de meias pretas? 


37. (ESPCEX/2016) 
Da análise combinatória, pode-se afirmar que 


(A) o número de múltiplos inteiros e positivos de 11, formados por três algarismos, é igual a 
80. 


(B) a quantidade de números ímpares de quatro algarismos distintos que podemos formar 
com os dígitos 2, 3, 4,5 e 6 é igual a 24. 


(C) o número de anagramas da palavra ESPCEX que têm as vogais juntas é igual a 60. 


(D) no cinema, um casal vai sentar-se em uma fileira com dez cadeiras, todas vazias. O número 
de maneiras que poderão sentar-se em duas cadeiras vizinhas é igual a 90. 


(E) a quantidade de funções injetoras definidas em A = {1,3,5} com valores em B = 
(2,4,6,8) é igual a 24. 


38. (ESPCEX/2015) 


Permutam-se de todas as formas possíveis os algarismos 1, 3, 5, 7,9 e, escrevem-se os números 
assim formados em ordem crescente. A soma de todos os números assim formados é igual a: 


(A) 1 000 000 
(B) 1111100 
(C) 6 000 000 
(D) 6 666 000 
(E) 6 666 660 


39. (Escola Naval/2014) 


A Escola Naval irá distribuir 4 viagens para a cidade de Fortaleza, 3 para a cidade de Natal e 2 
para a cidade de Salvador. De quantos modos diferentes podemos distribuí-las entre 9 
aspirantes, dando somente uma viagem para cada um? 


(A) 288 
(B) 1260 
(C) 60800 
(D) 80760 
(E) 120960 


40. (AFA/2014) 
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Sr. José deseja guardar 4 bolas — uma azul, uma branca, uma vermelha e uma preta — em 4 


caixas numeradas: 
II III IV 


O número de maneiras de Sr. José guardar todas as 4 bolas de forma que uma mesma caixa 
NÃO contenha mais do que duas bolas, é igual a: 


A) 24 
B) 36 
C) 144 
D) 204 


I 


( 
( 
( 
( 


41. (Escola Naval/2014) 


Há 10 postos de gasolina em uma cidade. Desses 10, exatamente dois vendem gasolina 
adulterada. Foram sorteados aleatoriamente dois desses 10 postos para serem fiscalizados. 
Qual é a probabilidade de que os dois postos infratores sejam sorteados? 


(A) È 
(B) Š 
(c) 
(D) 


(E) > 


42. (AFA/2013) 


Num acampamento militar, serão instaladas três barracas: I,II e III. Nelas, serão alojados 10 
soldados, dentre eles o soldado 4 e o soldado B, de tal maneira que fiquem 4 soldados na 
barraca I, 3 na barraca Il e 3 na barraca III. 


Se o soldado A deve ficar na barraca I e o soldado B NÃO deve ficar na barraca III, então o 
número de maneiras distintas de distribuí-los é igual a: 


(A) 550 

(B) 1120 
(C) 1680 
(D) 2240 
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43. (ESPCEX/2013) 


A probabilidade de se obter um número divisível por 2 na escolha ao acaso de uma das 
permutações dos algarismos 1, 2,3,4,5 é: 


E 


— 
O 
cm 
Nie èle SEIO IN ale 


— O — 
m B 


44. (Escola Naval/2013) 


Um aspirante da Escola Naval tem, em uma prateleira de sua estante, 2 livros de Cálculo, 3 
livro de História e 4 livros de Eletricidade. De quantas maneiras ele pode dispor estes livros na 
prateleira de forma que os livros de cada disciplina estejam sempre juntos? 


(A) 1728 
(B) 1280 
(C) 960 
(D) 864 
(E) 288 


45. (Uniceste/2012) 


Um professor disse que já preparou questões para a prova bimestral, e com estas questões, 
pode fazer 255 provas diferentes. Quantas questões ele preparou? 


(A) 4 
(B) 7 
(C) 18 
(D) 14 
(E) 8 


46. (MACKENZIE/2012) 


Um juiz dispõe de 10 pessoas, das quais somente 4 são advogados, para formar um único júri 
com 7 jurados. O número de formas de compor o júri, com pelo menos um advogado é: 


(A) 70 
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(B) 74 

(C) 120 

(D) 4” 

(E) 140 

47. (AFA/2012) 


Para evitar que João acesse sites não recomendados na Internet, sua mãe quer colocar uma 
senha no computador formada apenas por m letras 4 e também m letras B (sendo m par). Tal 
senha, quando lida da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda, não deverá se 
alterar (Ex.: ABBA). 


Com essas características, o número máximo de senhas distintas que ela poderá criar para 
depois escolher uma é igual a: 


48. (MACKENZIE/2012) 


No restaurante italiano Ingiusto, os garçons colocam os pedidos dos clientes à cozinha uns 
sobre os outros de modo que eles formam uma pilha de pedidos. Cada novo pedido que chega 
é colocado no topo da pilha. 


Em determinado dia, durante a primeira hora de funcionamento do restaurante, foram feitos 
e atendido quatro pedidos de clientes. Suponha que eles tenham sido numerados e que foram 
colocados na pilha, na ordem 1,2,3,4. 


Das sequências a seguir, aquela que pode representar a ordem em que esses pedidos foram 
pegos pelo pessoal da cozinha é: 


(A) 1,3,2,4 
(B) 2,4,1,3 
(C) 4,2,1,3 
(D)3,4,1,2 
(E) 4,1,2,3 


49. (ESPCEX/2012) 
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Se todos os anagramas da palavra ESPCEX forem colocados em ordem alfabética, a palavra 
ESPCEX ocupará, nessa ordenação, a posição: 


(A) 144 
(B) 145 
(C) 206 
(D)214 
(E) 215 


50. (AFA/2011) 


Um colecionador deixou sua casa provido de R$ 5,00, disposto a gastar tudo na loja de 
miniaturas da esquina. O vendedor lhe mostrou três opções que havia na loja, conforme a 
seguir: 


e 5 diferentes miniaturas de carros, custando R$ 4,00 cada miniatura; 
e 3 diferentes miniaturas de livros, custando R$ 1,00 cada miniatura; 
e 2 diferentes miniaturas de bichos, custando R$ 3,00 cada miniatura. 


O número de diferentes maneiras desse colecionador efetuar a compra das miniaturas, 
gastando todo o seu dinheiro, é: 


(A) 15 
(B)21 
(C) 42 
(D) 90 


51. (ESPCEX/2011) 


Os alunos de uma escola realizam experiências no laboratório de Química utilizando 8 
substâncias diferentes. O experimento consiste em misturar quantidades iguais de duas dessas 
substâncias e observar o produto obtido. O professor recomenda, entretanto, que as 
substâncias S4, S2 e S não devem ser misturadas entre si, pois produzem como resultado o 
gás metano, de odor muito ruim. Assim, o número possível de misturas diferentes que se pode 
obter, sem produzir o gás metano é: 


(A) 16 
(B) 24 
(C) 25 
(D) 28 
(E) 56 


52. (Fuvest/2010) 
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Maria deve criar uma senha de 4 dígitos para sua conta bancária. Nessa senha, somente os 
algarismos 1, 2, 3, 4, 5 podem ser usados e um mesmo algarismo pode aparecer mais de uma 
vez. Contudo, supersticiosa, Maria não quer que sua senha contenha o número 13, isto é, o 
algarismo 1 seguido imediatamente pelo algarismo 3. De quantas maneiras distintas Maria 
pode escolher sua senha? 


(A) 551 
(B) 552 
(C) 553 
(D) 554 
(E) 555 


53. (Unicamp/2002) 


Em matemática, um número natural a é chamado palíndromo se seus algarismos, escritos em 
ordem inversa, produzem o mesmo número. Por exemplo, 8, 22 e 373 são palíndromos. 
Pergunta-se: 


a) Quantos números naturais palíndromos existem entre 1 e 9.999? 


b) Escolhendo-se ao acaso um número natural entre 1 e 9.999, qual a probabilidade de que 
esse número seja palíndromo? Tal probabilidade é maior ou menor que 2%? Justifique sua 
resposta. 


54. (Unicamp/2001) 


O sistema de numeração na base 10 utiliza, normalmente, os dígitos de O a 9 para representar 
os números naturais, sendo que o zero não é aceito como o primeiro algarismo da esquerda. 
Pergunta-se: 


a) Quantos são os números naturais de cinco algarismos formados por cinco dígitos 
diferentes? 


b) Escolhendo-se ao acaso um desses números do item a, qual a probabilidade de que seus 
cinco algarismos estejam em ordem crescente? 


55. (MACKENZIE) 


Uma prova de atletismo é disputado por 9 atletas, dos quais apenas 4 são brasileiros. Os 
resultados possíveis para a prova, de modo que pelo menos um brasileiro fique numa das três 
primeiras colocações, são em número de: 


(A) 426 
(B) 444 
(C) 468 
(D) 480 
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(E) 504 


56. (Fuvest/1999) 


Um estudante terminou um trabalho que tinha n páginas. Para numerar todas essas páginas, 
iniciando com a página 1, ele escreveu 270 algarismos. Então o valor de n é: 


(A) 99 
(B) 112 
(C) 126 
(D) 148 
(E) 270 


57. (MACKENZIE/1998) 


A partir de um grupo de 12 professores, quer se formar uma comissão com um presidente, um 
relator e cinco outros membros. O número de formas de se compor a comissão é: 


(A) 12.772 
(B) 13.024 
(C) 25.940 
(D) 33.264 
(E) 27.764 


58. (MACKENZIE/1997) 


Os polígonos de k lados (k múltiplo de 3), que podemos obter com vértices nos 9 pontos da 
figura, são em número de: 


(A) 83 
(B) 84 
(C) 85 
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(D) 168 
(E) 169 


QUESTÕES ITA 


59. (ITA/2019) 


As faces de dez moedas são numeradas de modo que: a primeira moeda tem faces 1 e 2; a 
segunda, 2 e 3; a terceira, 3 e 4, e assim sucessivamente até a décima moeda, com faces 10 e 
11. As dez moedas são lançadas aleatoriamente e os números exibidos são somados. Então, a 
probabilidade de que essa soma seja igual a 60 é: 


60. (ITA/2018) 


Sobre duas retas paralelas r e s são tomados 13 pontos, m pontos em r en pontos em s, 
sendo m > n. Com os pontos são formados todos os triângulos e quadriláteros convexos 
possíveis. Sabe-se que o quociente entre o número de quadriláteros e o número de triângulos 
é 15/11. Então, os valores den e m são, respectivamente, 


(A)2e11 
(B)3e 10 
(C)4e9 
(D)5e8 

(E) 6e7 

61. (ITA/2018) 


São dadas duas caixas, uma delas contém três bolas brancas e duas pretas e a outra contém 
duas bolas brancas e uma preta. Retira-se, ao acaso, uma bola de cada caixa. Se P) é a 
probabilidade de que pelo menos uma bola seja preta e P, a probabilidade de as duas bolas 
serem da mesma cor, então P, + P, vale 
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(O) = 
(D) 1 
(E) — 


62. (ITA/2017) 


Com os elementos 1, 2, ...,10 são formadas todas as sequências (a4, az, ..., a7). Escolhendo — 
se aleatoriamente uma dessas sequências, a probabilidade de a sequência escolhida não 
conter elementos repetidos é 


63. (ITA/2017) 


Um atirador dispõe de três alvos para acertar. O primeiro deste encontra-se a 30m de 
distância; o segundo, a 40m; o terceiro alvo, a 60m. Sabendo que a probabilidade de o atirador 
acertar o alvo é inversamente proporcional ao quadrado da distância e que a probabilidade de 
ele acertar o primeiro alvo é de 2/3, então a probabilidade de acertar ao menos um dos alvos 
é: 


al pe 
E e 


Oa 


64. (ITA/2016) 
Escolhendo-se, aleatoriamente, três números inteiros distintos no intervalo [1,20], a 


probabilidade de que eles estejam, em alguma ordem, em progressão geométrica é igual a: 


(A) = 


(B) > 
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(O) 


(D) = 


(E) = 
65. (ITA/2016) 


Pintam-se N cubos iguais utilizando-se 6 cores diferentes, uma para cada face. Considerando 
que cada cubo pode ser perfeitamente distinguidos dos demais, o maior valor possível de N é 
igual a: 


(A) 10 
(B) 15 
(C) 20 
(D) 25 
(E) 30 


66. (ITA/2013) 


Seja p uma probabilidade sobre um espaço amostral finito Q. Se 4 e B são eventos de Q tais 
que p(4) = p(B) = e p(ANB) = 5 as probabilidades dos eventos A\B, AU BeA U Bt 
são, respectivamente, 
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67. (ITA/2013) 

Considere os seguintes resultados relativamente ao lançamento de uma moeda: 
I. Ocorrência de duas caras em dois lançamentos. 

II. Ocorrência de três caras e uma coroa em quatro lançamentos. 

III. Ocorrência de cinco caras e três coroas em oito lançamentos. 

Pode-se afirmar que 

(A) dos três resultados, I é o mais provável. 


(B) dos três resultados, II é o mais provável. 
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(C) dos três resultados, III é o mais provável. 
(D) os resultados 7 e II são igualmente prováveis. 


(E) os resultados II e III são igualmente prováveis. 


68. (ITA/2012) 


Deseja-se trocar uma moeda de 25 centavos, usando-se apenas moedas de 1,5 e 10 centavos. 
Então, o número de diferentes maneiras em que a moeda de 25 centavos pode ser trocada é 
igual a 


69. (ITA/2012) 


Dois atiradores acertam o alvo uma vez a cada três disparos. Se os dois atiradores disparam 
simultaneamente, então a probabilidade do alvo ser atingido pelo menos uma vez é igual a 


2 
(A) G- 


B 


WIN olun ole wie 


70. (ITA/2011) 


Numa caixa com 40 moedas, 5 apresentam duas caras, 10 são normais (cara e coroa) e as 
demais apresentam duas coroas. Uma moeda é retirada ao acaso e a face observada mostra 
uma coroa. A probabilidade de a outra face desta moeda também apresentar uma coroa é 


ywli alw olan syi 
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71. (ITA/2010) 

Um palco possui 6 refletores de iluminação. Num certo instante de um espetáculo moderno 
os refletores são acionados aleatoriamente de modo que, para cada um dos refletores, seja de 
“a probabilidade de ser aceso. Então, a probabilidade de que, neste instante, 4 ou 5 refletores 
sejam acesos simultaneamente, é igual a 


72. (ITA/2009) 


Um certo exame de inglês é utilizado para classificar a proficiência de estrangeiros nesta língua. 
Dos estrangeiros que são proficientes em inglês, 75% são bem avaliados neste exame. Entre 
os não proficientes em inglês, 7% são eventualmente bem avaliados. Considere uma amostra 
de estrangeiros em que 18% são proficientes em inglês. Um estrangeiro, escolhido desta 
amostra ao acaso, realizou o exame sendo classificado como proficiente em inglês. A 
probabilidade deste estrangeiro ser efetivamente proficiente nesta língua é de 
aproximadamente 


(A) 73% . 
(B) 70% . 
(C) 68% . 
(D) 65% . 
(E) 64%. 


73. (ITA/2008) 


Considere uma população de igual número de homens e mulheres, em que sejam daltônicos 
5% dos homens e 0,25% das mulheres. Indique a probabilidade de que seja mulher uma 
pessoa daltônica selecionada ao acaso nessa população. 
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74. (ITA/2008) 


Considere o conjunto D=(fneN;1<n<365) e Hc?P(D) formado por todos os 
subconjuntos de D com 2 elementos. Escolhendo ao acaso um elemento BEH, a 
probabilidade de a soma de seus elementos ser 183 é igual a 


75. (ITA/2007) 


Determine quantos números de 3 algarismos podem ser formados com 1,2,3,4,5,6 e 7, 
satisfazendo à seguinte regra: O número não pode ter algarismos repetidos, exceto quando 
iniciar com 1 ou 2, caso em que o 7 (e apenas o 7) pode aparecer mais de uma vez. Assinale o 
resultado obtido. 


(A) 204 
(B) 206 
(C) 208 
(D)210 
(E) 212 


76. (ITA/2006) 


Considere uma prova com 10 questões de múltipla escolha, cada questão com 5 alternativas. 
Sabendo que cada questão admite uma única alternativa correta, então o número de formas 
possíveis para que um candidato acerte somente 7 das 10 questões é 


(A) 44 -30 
(B) 43 - 60 
(C) 53.60 
(D) (0): 4 
(E) o) 
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77. (ITA/2005) 


Retiram-se 3 bolas de uma urna que contém 4 bolas verdes, 5 bolas azuis e 7 bolas brancas. 
Se P, é a probabilidade de não sair bola azul e P, é a probabilidade de todas as bolas saírem 
com a mesma cor, então a alternativa que mais se aproxima de P, + P, é: 


(A) 0,21 
(B) 0,25 
(C) 0,28 
(D) 0,35 
(E) 0,40 


78. (ITA/2004) 


Considere 12 pontos distintos no plano, 5 dos quais estão numa mesma reta. Qualquer outra 
reta do plano contém, no máximo, 2 destes pontos. Quantos triângulos podemos formar com 
os vértices nestes pontos? 


(A) 210 
(B) 315 
(C) 410 
(D) 415 
(E) 521 


79. (ITA/2003) 

O número de divisores de 17640 que, por sua vez, são divisíveis por 3 é: 
(A) 24 

(B) 36 

(C) 48 

(D) 54 

(E) Z2 

80. (ITA/2002) 


Sejam 4 um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal que A U B contenha 12 elementos. 
Então, o número de elementos de P(B\A) U P(Ø) é igual a 


(A) 8. 
(B) 16. 
(C) 20. 
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(D) 17. 
(E) 9. 


81. (ITA/2002) 


Quantos anagramas com 4 letras distintas podemos formar com as 10 primeiras letras do 
alfabeto e que contenham 2 das letras a, b e c? 


(A) 1692 
(B) 1572 
(C) 1520 
(D)1512 
(E) 1392 


82. (ITA/2019) 


Escolhem-se aleatoriamente três números distintos no conjunto {1,2,3,...,29,30}. 
Determine a probabilidade da soma desses três números ser divisível por 3. 


83. (ITA/2018) 

De uma caixa que contém 10 bolas brancas e 6 bolas pretas, são selecionadas ao acaso k bolas. 

a) Qual a probabilidade de que exatamente r bolas sejam brancas, nas condições 0 < k — 
r<6e0<k<10. 


b) Use o item (a) para calcular a soma 
6 


Dae 


84. (ITA/2017) 


Sejam A e B dois conjuntos com 3 e 5 elementos, respectivamente. Quantas funções 
sobrejetivas f : B > A existem? 


85. (ITA/2016) 


Numa certa brincadeira, um menino dispõe de uma caixa contendo quatro bolas, cada qual 
marcada com apenas uma destas letras: N, S, L e O. Ao retirar aleatoriamente uma bola, ele 
vê a letra correspondente e devolve a bola à caixa. Se essa letra for N, ele dá um passo na 
direção Norte; se S, em direção Sul, se L, na direção Leste e se O, na direção Oeste. Qual a 
probabilidade de ele voltar para a posição inicial no sexto passo? 
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86. (ITA/2015) 


Seja S o conjunto de todos os polinômios de grau 4 que têm três dos seus coeficientes iguais a 
2 e os outros dois iguais a 1. 


a) Determine o número de elementos de S. 


b) Determine o subconjunto de S formado pelos polinômios que têm —1 como uma de suas 
raízes. 


87. (ITA/2015) 


Três pessoas, aqui designadas por A,B e C, realizam o seguinte experimento: 4 recebe um 
cartão em branco e nele assinala o sinal + ou o sinal —, passando em seguida a B, que mantém 
ou troca o sinal marcado por A e repassa o cartão a C. Este, por sua vez, também opta por 
manter ou trocar o sinal do cartão. Sendo de 1/3 a probabilidade de A escrever o sinal + e de 
2/3 as respectivas probabilidades de B e C trocarem o sinal repetido, determine a 
probabilidade de 4 haver escrito o sinal + sabendo-se ter sido este o sinal ao término do 
experimento. 


88. (ITA/2014) 


Seja Q o espaço amostral que representa todos os resultados possíveis do lançamento 
simultâneo de três dados. Se A C Q é o evento para o qual a soma dos resultados dos três 
dados é iguala 9e B c Q o evento cuja soma dos resultados é igual a 10, calcule: 


a) n(0); 
b) n(A) e n(B); 
c) P(A) e P(B). 


89. (ITA/2014) 


Determine quantos paralelepípedos retângulos diferentes podem ser construídos de tal 
maneira que a medida de cada uma de suas arestas seja um número inteiro positivo que não 
exceda 10. 


90. (ITA/2013) 


Quantos tetraedros regulares de mesma dimensão podemos distinguir usando 4 cores 
distintas para pintar todas as suas faces? Cada face só pode ser pintada com uma única cor. 


91. (ITA/2012) 


Dez cartões estão numerados de 1 a 10. Depois de embaralhados, são formados dois conjuntos 
de 5 cartões cada. Determine a probabilidade de que os números 9 e 10 apareçam num 
mesmo conjunto. 
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92. (ITA/2011) 


Sobre uma mesa estão dispostos 5 livros de história, 4 de biologia e 2 de espanhol. Determine 
a probabilidade de os livros serem empilhados sobre a mesa de tal forma que aqueles que 
tratam do mesmo assunto estejam juntos. 


93. (ITA/2010) 


Uma urna de sorteio contém 90 bolas numeradas de 1 a 90, sendo que a retirada de uma bola 
é equiprovável à retirada de cada uma das demais. 


a) Retira-se aleatoriamente uma das 90 bolas desta urna. Calcule a probabilidade de o 
número desta bola ser um múltiplo de 5 ou de 6. 


b) Retira-se aleatoriamente uma das 90 bolas desta urna e, sem repô-la, retira-se uma 
segunda bola. Calcule a probabilidade de o número da segunda bola retirada não ser um 
múltiplo de 6. 


94. (ITA/2009) 


Um determinado concurso é realizado em duas etapas. Ao longo dos últimos anos, 20% dos 
candidatos do concurso têm conseguido na primeira etapa nota superior ou igual à nota 
mínima necessária para poder participar da segunda etapa. Se tomarmos 6 candidatos dentre 
os muitos inscritos, qual é a probabilidade de no mínimo 4 deles conseguirem nota para 
participar da segunda etapa? 


95. (ITA/2008) 


Em um espaço amostral com uma probabilidade P, são dados os eventos A,B e C tais que: 
P(A) = P(B) = 1/2, com A e B independentes, P(A N B N C) = 1/16, e sabe-se que 
P(CANB)U(ANC)) =3/10. Calcule as probabilidades condicionais P(C|A NB) e 
P(C|A A B®). 


96. (ITA/2007) 


Dentre 4 moças e 5 rapazes deve-se formar uma comissão de 5 pessoas com, pelo menos, 1 
moça e 1 rapaz. De quantas formas distintas tal comissão poderá ser formada? 


97. (ITA/2005) 


São dados dois cartões, sendo que um deles tem ambos os lados na cor vermelha, enquanto o 
outro tem um lado na cor vermelha e o outro lado na cor azul. Um dos cartões é escolhido ao 
acaso e colocado sobre uma mesa. Se a cor exposta é vermelha, calcule a probabilidade de o 
cartão escolhido ter a outra cor também vermelha. 
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98. (ITA/2004) 


Uma caixa branca contém 5 bolas verdes e 3 azuis, e uma caixa preta contém 3 bolas verdes e 
2 azuis. Pretende-se retirar uma bola de uma das caixas. Para tanto, 2 dados são retirados. Se 
a soma resultante dos dois dados for menor que 4, retira-se uma bola da caixa branca. Nos 
demais casos, retira-se uma bola da caixa preta. Qual a probabilidade de se retirar uma bola 
verde? 


QUESTÕES IME 


99. (IME/2019) 


Em um jogo de RPG “Role-Playing Game” em que os jogadores lançam um par de dados para 
determinar a vitória ou a derrota quando se confrontam em duelos, os dados são icosaedros 
regulares com faces numeradas de 1 a 20. Vence quem soma mais pontos na rolagem dos 
dados e, em caso de empate, os dois perdem. Em um confronto, seu adversário somou 35 
pontos na rolagem de dados. É sua vez de rolar os dados. Qual sua chance de vencer este 
duelo? 


(A) 1/2 
(B) 3/76 
(C) 9/400 
(D) 1/80 
(E) 3/80 


100. (IME/2019) 


Um hexágono regular está inscrito em um círculo de raio R. São sorteados 3 vértices distintos 
do hexágono, a saber: A,B e C. Seja r o raio do círculo inscrito ao triângulo ABC. Qual a 


probabilidade de que r = 5? 


101. (IME/2018) 


João e Maria nasceram no século XX, em anos distintos. A probabilidade da soma dos anos em 
que nasceram ser 3875 é: 


bo Aula 16 — Análise Combinatória e Probabilidade 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 16: ITA/IME 2020 


(A) 2/99 

(B) 19/2475 
(C) 37/4950 
(D) 19/825 
(E) 19/485 


102. (IME/2017) 


Um hexágono é dividido em 6 triângulos equiláteros. De quantas formas podemos colocar os 
números de 1 a 6 em cada triângulo, sem repetição, de maneira que a soma dos números em 
três triângulos adjacentes seja sempre múltiplo de 3? Soluções obtidas por rotação ou reflexão 
são diferentes, portanto as figuras abaixo mostram duas soluções distintas. 


(A) 12 
(B) 24 
(C) 36 
(D) 48 
(E) 96 


103. (IME/2016) 


Os inteiros n e m são sorteados do conjunto {1,2,3, ...,2016}, podendo haver repetição. Qual 
a probabilidade do produto n x m ser múltiplo de 12? 
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104. (IME/2015) 


O time de futebol “X” irá participar de um campeonato no qual não são permitidos empates. 
Em 80% dos jogos, “X” é o favorito. A probabilidade de “X” ser o vencedor do jogo quando ele 
é o favorito é 0,9. Quando “X” não é o favorito, a probabilidade de ele ser o vencedor é 0,02. 
Em um determinado jogo de “X” contra “Y”, o time “X” foi o vencedor. Qual a probabilidade 
de “X” ter sido o favorito nesse jogo? 


(A) 0,80 
(B) 0,98 
(C) 180/181 
(D) 179/181 
(E) 170/181 


105. (IME/2014) 


Em uma festa de aniversário estão presentes n famílias com pai, mãe e 2 filhos, além de 2 
famílias com pai, mãe e 1 filho. Organiza-se uma brincadeira que envolve esforço físico, na qual 
uma equipe azul enfrentará uma equipe amarela. Para equilibrar a disputa, uma das equipes 
terá apenas o pai de uma das famílias, enquanto a outra equipe terá 2 pessoas de uma mesma 
família, não podendo incluir o pai. É permitido que o pai enfrente 2 pessoas de sua própria 
família. Para que se tenha exatamente 2014 formas distintas de se organizar a brincadeira, o 
valor de n deverá ser 


(A) 17 
(B) 18 
(C) 19 
(D) 20 
(E) 21 


106. (IME/2013) 


Um menino, na cidade do Rio de Janeiro, lança uma moeda. Ele andará 1 m para leste se o 
resultado for cara ou 1 m para oeste de o resultado for coroa. A probabilidade deste menino 
estar a 5 m de distância de sua posição inicial, após 9 lançamentos da moeda, é: 


9 
AS 
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9! 
(E) T 


107. (IME/2012) 


Em um aeroporto existem 12 vagas numeradas de 1 a 12, conforme a figura. Um piloto 
estacionou sua aeronave em uma vaga que não se encontrava nas extremidades, isto é, 
distintas das vagas 1 e da vaga 12. Após estacionar, o piloto observou que exatamente 8 das 
12 vagas estavam ocupadas, incluindo a vaga na qual sua aeronave estacionou. Determine a 
probabilidade de que ambas as vagas vizinhas a sua aeronave estejam vazias. 


CEECEE 


(A) 1/55 
(B) 2/55 
(C) 3/55 
(D) 4/55 
(E) 6/55 


108. (IME/2011) 


O pipoqueiro cobra o valor de R$ 1,00 por saco de pipoca. Ele começa seu trabalho sem 
qualquer dinheiro para troco. Existem oito pessoas na fila do pipoqueiro, das quais quatro têm 
uma moeda de R$ 1,00 e quatro uma nota de R$ 2,00. Supondo uma arrumação aleatória para 
a fila formada pelas oito pessoas e que cada uma comprará exatamente um saco de pipoca, a 
probabilidade de que o pipoqueiro tenha troco para as quatro pessoas que pagarão com a nota 
de R$ 2,00 é: 


(A) 1/8 
(B) 1/5 
(C) 1/4 
(D) 1/3 
(E) 1/2 


109. (IME/2011) 


Um trem conduzindo 4 homens e 6 mulheres passa por seis estações. Sabe-se que cada um 
destes passageiros irá desembarcar em qualquer uma das seis estações e que não existe 
distinção dentre os passageiros de mesmo sexo. O número de possibilidades distintas de 
desembarque destes passageiros é: 


(A) 1.287 
(B) 14.112 
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(C) 44.200 
(D) 58.212 
(E) 62.822 


110. (IME/2010) 


Cada um dos quadrados menores da figura acima é pintado aleatoriamente de verde, azul, 
amarelo ou vermelho. Qual é a probabilidade de que ao menos dois quadrados, que possuam 
um lado em comum, sejam pintados da mesma cor? 


111. (IME/2009) 


Uma urna contém cinco bolas numeradas de 1 a 5. Retiram-se, com reposição, 3 bolas desta 
urna, sendo g o número da primeira bola, 8 o da segunda e À o da terceira. Dada a equação 
quadrática ax? + Bx + À = 0, a alternativa que expressa a probabilidade das raízes desta 
equação serem reais é 


112. (IME/2008) 
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De quantas maneiras n bolas idênticas podem ser distribuídas em três cestos de cores verde, 
amarelo e azul? 


(D) (n — 3)! 
(E) ar 
113. (IME/2007) 


Um grupo de nove pessoas, sendo duas delas irmãos, deverá formar três equipes, com 
respectivamente dois, três e quatro integrantes. Sabendo-se que os dois irmãos não podem 
ficar na mesma equipe, o número de equipes que podem ser organizadas é: 


(A) 288 
(B) 455 
(C) 480 
(D) 910 
(E) 960 


114. (IME/2019) 


Um jogo de dominó possui 28 peças com duas pontas numeradas de zero a seis, 
independentemente, de modo que cada peça seja única, conforme ilustra a Figura 1. 
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O jogo se desenrola da seguinte forma: 


+ 0 
1- Quatro jogadores se posicionam nos lados de uma | Peça 6/0 
— pe 6 


mesa quadrada. 


E da E > r Fi l 
2- No início do jogo, cada jogador recebe um conjunto EA 


de 7 peças, de forma aleatória, de modo que 
somente o detentor das peças possa ver seu Mão do 


conteúdo. , jogador 
Mesa de jogo à frente 
HE 


3- As ações ocorrem por turno no sentido anti-horário. 


4- O jogador, na sua vez, executa uma de duas ações E 


possíveis: O = 
a. Adiciona uma de suas peças de forma C3 
adjacente a uma das duas extremidades ão do Es 

livres do jogo na mesa, de modo que as jogador à A Mão do 

peças sejam encaixadas com pontas de esquerda jogador 


mesmo valor. es E] à direita 


b. Passa a vez, caso não possua nenhuma 
peça com ponta igual a uma das 
extremidades livres da mesa. 


5- Vence o jogo o primeiro jogador que ficar sem peças na mão. 


No jogo da Figura 2, é a sua vez de jogar e você constatou que o jogador à sua direita não 
possui peças com ponta 5 e o jogador à sua frente não possui peças com ponta 0. Você analisou 
todas as possíveis configurações de peças que os jogadores podem ter em suas mãos e decidiu 
jogar de modo a garantir que uma das pontas livres da mesa só possa ser usada por uma peça 
de sua posse, e que esta será a sua última peça em mão. Ao utilizar essa estratégia: 


a) Quantas configurações de peças nas mãos dos jogadores garantem a vitória do jogo a você? 
b) Esta quantidade corresponde a qual percentual do total de configurações possíveis? 


Observação: 


e Aordem das peças na mão de um jogador não importa. 


115. (IME/2018) 


Um ônibus escolar transporta n crianças. Sejam A o evento em que dentro do ônibus tenham 
crianças de ambos os sexos e B o evento em que há no máximo uma menina dentro do ônibus. 
Determine o valor de n para que os eventos 4 e B sejam independentes. 


116. (IME/2017) 
Seja A = {1,2,3,4}. 


e Quantas funções de 4 para 4 têm exatamente 2 elementos em seu conjunto imagem? 
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e Entre as 256 funções de 4 para A, sorteiam-se as funções f e g, podendo haver 
repetição. Qual a probabilidade da função composta f o g ser uma função constante? 


117. (IME/2016) 


Três jogadores sentam ao redor de uma mesa e jogam, alternadamente, um dado não viciado 
de seis faces. O primeiro jogador lança o dado, seguido pelo que está sentado à sua esquerda, 
continuando neste sentido até o jogo acabar. Aquele que jogar o dado e o resultado for 6, 
ganha e o jogo acaba. Se um jogador obtiver o resultado 1, o jogador seguinte perderá a vez, 
isto é, a vez passará ao jogador sentado à direita de quem obteve 1. O jogo seguirá até que um 
jogador ganhe ao tirar um 6. Qual a probabilidade de vitória do primeiro jogador a jogar? 


118. (IME/2015) 


De quantas maneiras podemos decompor um eneágono convexo em triângulos traçando suas 
diagonais, de forma que essas diagonais não se cortem. 


119. (IME/2014) 


Um professor dá um teste surpresa para uma turma de 9 alunos, e diz que o teste pode ser 
feito sozinho ou em grupos de 2 alunos. De quantas formas a turma pode ser organizada para 
fazer o teste? (Por exemplo, uma turma de 3 alunos pode se organizar de 4 formas e uma 
turma de 4 alunos pode se organizar de 10 formas). 


120. (IME/2013) 
Considere a seguinte definição: 
“dois pontos P e Q, de coordenadas E e (Xg Yq) respectivamente, possuem 


— = m 
coordenadas em comum se e somente se Xp = Xq ou Yp = Yq 


Dado o conjunto S = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2)}. Determine 
quantas funções bijetoras f: S > S existem, tais que para todos os pontos P e Q pertencentes 
ao conjunto S, f (P) e f (Q) possuem coordenadas em comum se e somente se P e Q possuem 
coordenadas em comum. 


121. (IME/2011) 


Uma pessoa lança um dado n vezes. Determine, em função de n, a probabilidade de que a 
sequência de resultados obtidos pelos lançamentos dos dados se inicie por 4 e que, em todos 
eles, a partir do segundo, o resultado seja maior ou igual ao lançamento anterior. 


122. (IME/2010) 
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Três dados iguais, honestos e com seis faces numeradas de um a seis são lançados 
simultaneamente. Determine a probabilidade de que a soma dos resultados de dois quaisquer 
deles ser igual ao resultado do terceiro dado. 


123. (IME/2009) 


A figura abaixo é composta de 16 quadrados menores. De quantas formas é possível preencher 
estes quadrados com os números 1,2,3 e 4, de modo que um número não pode aparecer 2 
vezes em: 


e uma mesma linha. 
e uma mesma coluna. 


e cada um dos quatro quadrados demarcados pelas linhas contínuas. 


124. (IME/2008) 


Cinco equipes concorrem numa competição automobilística, em que cada equipe possui dois 
carros. Para a largada são formadas duas colunas de carros lado a lado, de tal forma que cada 
carro da coluna da direita tenha ao seu lado, na coluna da esquerda, um carro de outra equipe. 
Determine o número de formações possíveis para a largada. 


125. (IME/2007) 


Considere o conjunto formado por m bolas pretas e n bolas brancas. Determine o número de 
sequências simétricas que podem ser formadas utilizando-se todas as m + n bolas. 


Obs: Uma sequência é dita simétrica quando ela possui a mesma ordem de cores ao ser 
percorrida da direita para a esquerda e da esquerda para a direita. 


126. (IME/2005) 


O sistema de segurança de uma casa utiliza um teclado numérico, conforme ilustrado na figura. 
Um ladrão observa de longe e percebe que: 


e asenha utilizada possui 4 dígitos; 
e o primeiro e o último dígitos encontram-se numa mesma linha; 


e o segundo e o terceiro dígitos encontram-se na linha imediatamente superior. 
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Calcule o número de senhas que deverão ser experimentadas pelo ladrão para que com certeza 
ele consiga entrar na casa. 


Teclado Numérico 


127. (IME/2002) 


Um comandante de companhia convocou voluntários para a constituição de 11 patrulhas. 
Todas elas são formadas pelo mesmo número de homens. Cada homem participa de 
exatamente duas patrulhas. Cada duas patrulhas têm somente um homem em comum. 
Determine o número de voluntários e o de integrantes de uma patrulha. 


E, GABARITO 


30. C 45. E 
31. D 46. C 
32. A 47. D 
33. E 48. A 
34. C 49. B 
35. A 50. B 
36. a) 5b) 135/323 51. C 
37. E 52. A 
38. E 53.a) 196 b) < 2% 
39. B 9997 
54. a) 27.216 B)1/216 
40. D ERA 
41. A 56. C 
42.B 57. D 
43. B i 
44. A 
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59. B 82. p = 68/203 
60. E Cu) 
83. a) === b)8008 

61. E ) (9) ) 
62. B 84. 150 
63. E 85. = 
64. o (Não há alternativa) 86.a) n(S)= 10 b) {x4 +2x? +x? + 
65. E 2x +2, x4 + 2x? + 2x? + 2x + 
66. E 1,2x* + 2x? +x? +2x +1} 
67. D 87. = 
68. D 88. a) n(9) = 216 b)n(A) = 25en(B) = 
69. D = 25 Ea 
E 27 c) P(A)= Tri P(B) = T 
71.A 89. 220 maneiras 
22. B 90. 2 formas 
A 91. 4/9 
JA. A 92. 1/1155 

: 1 5 
75. E 93. a) 3 b) E 
76. A 94. Ss 
77 E 3125 r i 
AA 95. P(CIANB) = e P(CIAN BS) =} 
79. c 96. 125 comissões 
80. B 97.2/3 
81.D 98. 289/480 

GABARITO DAS QUESTÕES IME 
99. E 114. a) 9 configurações b) 90% 
100. B 115. 3 
102. D 2048 
117. 2 
103. B 79 
104. C 118. 429 
105. A 119. 2620 
106. A 120. i 
107. E 121. S 
108, E 122. 5/24 
109. D 123. 288 
110. E 124. 2.088.960 
111. Sem alternativa (mm); (7D), (ee 
112. Sem alternativa 125. ma t men fia 
2 2 


113. D 126. 171 
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127. Cada patrulha 10 homens e 55 
voluntários no total 


20. LISTA DE QUESTÕES RESOLVIDAS E COMENTADAS 


4 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


30. (MACKENZIE/2019) 


Diz-se que um inteiro positivo com 2 ou mais algarismos é “crescente”, se cada um desses 
algarismos, a partir do segundo, for maior que o algarismo que o precede. Por exemplo, o 
número 134789 é “crescente” enquanto que o número 2435 não é “crescente”. Portanto, o 
número de inteiros positivos “crescentes” com 5 algarismos é igual a: 


A) 122 
B) 124 
C) 126 
D) 128 
E) 130 


Comentários 


( 
( 
( 
( 
( 


Queremos encontrar o número de inteiros positivos de 5 algarismos que são “crescentes”. 
Veja que pela definição de número “crescente”, os 5 algarismos devem ser distintos. A condição de 
número crescente é satisfeita quando os algarismos do número são ordenadamente crescentes da 
esquerda para a direita. Por exemplo, dados os algarismos 5, 3, 7,2 e 6, o único número “crescente” 
que podemos formar com esses algarismos é 23567, note que qualquer troca de posições de dois 
algarismos não irá resultar em outro número “crescente”. 


Assim basta encontrarmos quantos conjuntos de 5 algarismos distintos podemos ter com os 
algarismos de 1 a 9, ou seja, de quantas maneiras podemos escolher 5 algarismos dentre 9, que é: 


9 9! 9:8:7.6-5! 

E, a. e, ue 2 
É O -s aa 2.1.5 É 
Gabarito: “C” 

31. (EFOMM/2019) 


Considere uma loja que vende cinco tipos de refrigerantes. De quantas formas diferentes 
podemos comprar três refrigerantes desta loja? 


(A) Dez. 
(B) Quinze. 
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(C) Vinte. 

(D) Trinta e cinco. 
(E) Sessenta. 
Comentários 


Seja a,b,c,d,e a quantidade de cada um dos cinco tipos de refrigerantes que foram 
comprados. Logo devemos ter: 


at+tb+ct+d+e=3(1 
ufa Fatos 
Seja | a representação de cada refrigerante comprado, então veja a seguinte configuração: 
+| +++ 


Comparando com (1), a configuração acima significa que foi comprado um refrigerante tipo 

b, dois refrigerantes tipo d e nenhum dos outros tipos. Assim, se permutamos os objetos (+ ou |), 

teremos outras configurações e, portanto, outras maneiras de comprar os refrigerantes. Assim 

temos uma permutação com objetos repetidos (são 4 objetos + e 3 objetos | — total de objetos: 7 
). Logo: 

ago DE. obese! 

a a a 


Gabarito: “D” 


32. (Escola Naval/2017) 


A é um conjunto com n elementos e B é seu subconjunto com p elementos, com n > pen,p E 
N. Determine o número de conjuntos X tais que B c X c Ae assinale a opção correta. 


Comentários 

Seja o conjunto abaixo: 
e A = {&1, 8&2, 83, -.-, €n-1, En}  n elementos. 

Seja ainda um subconjunto B com p elementos, sem perda de generalidade temos que: 
e B= {eez E E > p elementos. 

Assim como queremos ter B c X C A, então: 


e X deverá ter no mínimo todos os elementos de B e; 
e X deverá ter no máximo todos os elementos de 4. 
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Logo, os elementos ep+1, €p+2» =» €n-1, €n podem ou não fazer parte do conjunto X, assim 
cada elemento possui duas opções de escolha ao formarmos o conjunto X: fazer parte ou não. Como 
são n — p elementos com as opções de escolha, então a quantidade de conjuntos possíveis para X 
é dado por: 


Ze 
Gabarito: “A” 


33. (FGV/2017) 


Somando todos os números de três algarismos distintos que podem ser formados com os 
dígitos 1, 2,3 e 4, o resultado será igual a: 


(A) 2.400 
(B) 2.444 
(C) 6.000 
(D) 6.600 
(E) 6.660 
Comentários 


É possível formar 4! = 24 números com os dígitos 1,2,3 e 4 (o primeiro dígito possui 4 opções 
de posição no número formado, o segundo dígito possui 3 opções, o terceiro 2 e o último 1 e pelo 
princípio multiplicativo temos 4!). 


Mas perceba que dos 24 números, exatamente 6 deles aparecem 1 como o último dígito 
(2341, 2431, 3241, 3421, 4231, 4321), assim como exatamente 6 deles aparecem o dígito 2,3 ou 
4 como último dígito. Portanto, ao somar todos os 24 números, a casa das unidades será igual a 
6(1 +2 +3 + 4) = 60 > casa das unidades será igual a 0. 


Seguindo a mesma ideia, podemos pensar para a casa das dezenas, que também vai dar 60, 
mas devemos somar 6 que vem da soma das unidades. Assim, na casa das dezenas, temos 60 + 6 = 
66 — casa das dezenas será igual a 6. 


Analogamente, podemos encontrar 6 para a casa das centenas e para a casa das unidades de 
milhar. Portanto a soma dos 24 números será |6660). 


Gabarito: “E” 


34. (EFOMM/2017) 


Quantos anagramas são possíveis formar com a palavra CARAVELAS, não havendo duas vogais 
consecutivas e nem duas consoantes consecutivas? 


(A) 24 
(B) 120 
(C) 480 
(D) 1.920 
(E) 3.840 
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Comentários 


Veja que na palavra CARAVELAS temos 5 consoantes e 4 vogais. Note que a única 
configuração possível do anagrama para que não haja duas vogais consecutivas nem duas 
consoantes consecutivas é: 


C-V-C-V-C-V-C-V-C 


Qualquer troca de posições tem como consequência pelo menos duas vogais ou duas 
consoantes consecutivas. 


Assim, basta permutarmos as consoantes entre elas e as vogais entre elas. Para permutar as 
consoantes e como todas são diferentes, temos: 


P; = 5! 


Para permutar as vogais devemos notar que existem vogais repetidas (A aparece 3 vezes), 
assim temos uma permutação com repetições e, portanto: 
3 4! 
Pi =— 31 =4 
Pelo princípio multiplicativo temos então que a quantidade de anagramas tais que não haja 
duas vogais consecutivas nem duas consoantes consecutivas é: 


51.4 = [480] 


Gabarito: “C” 


35. (AFA/2017) 


Um baralho é composto por 52 cartas divididas em 4 naipes distintos (copas, paus, ouros e 
espadas). Cada naipe é constituído por 13 cartas, das quais 9 são numeradas de 2 a 10, e as 
outras 4 são 1 valete (J), 1 dama(Q),1rei(K)elas(aA). 


Ao serem retiradas desse baralho duas cartas, uma a uma e sem reposição, a quantidade de 
sequências que se pode obter em que a primeira carta seja de ouros e a segunda não seja um 
as é igual a: 
(A) 612 
(B) 613 
(C) 614 
(D) 615 
Comentários 
Temos dois casos a considerar. Vejamos eles. 
D A primeira carta às de ouro e a segunda não é às 


Neste caso temos somente 1 opção para a primeira carta (às de ouro > carta definida) e 
temos 52 — 4 = 48 opções para a segunda carta e, portanto, pelo princípio multiplicativo temos 1 - 
48 = 48 maneiras para o primeiro caso. 


IN A primeira carta é de ouro, mas não às e a segunda carta não é às 
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Para este caso temos 12 cartas ouro, ou seja, 12 opções para a primeira carta e 52 — 4 — 
1 = 47 opções para a segunda carta (não pode ser às e não tem reposição e por isso devemos 
desconsiderar a carta que foi retirado por primeiro). Pelo princípio multiplicativo teremos para este 
caso 12 : 47 = 564 maneiras. 


O total de maneira é então: 


48 + 564 = |612| 


Gabarito: “A” 


36. (FGV/2016) 
Em um quarto escuro, dez meias brancas e dez meias pretas estão em uma gaveta. 


a) Uma pessoa, sem conseguir ver as cores das meias, quer retirar dois pares que combinem. 
Quantas meias deve retirar, no mínimo, para ter certeza de conseguir os pares desejados? 
Pares que combinem significa que cada par deve ter duas meias com a mesma cor. 


b) Se ele pretende retirar somente dois pares, qual é a probabilidade de retirar um par de 
meias brancas e um par de meias pretas? 


Comentários 


a) Para podermos garantir que ele vá tirar dois pares que combinem então devemos 
considerar o caso mais crítico. Se a pessoa retirar 4 meias é possível que ele retire BBBP(3 meias 
brancas e uma preta) ou PPPB (3 meias pretas e uma branca) e nestes casos não conseguimos 
formar dois pares que combinem é necessário retirar mais uma meia para formar outro par, 
independentemente da cor da quinta meia, é possível formar outro par com qualquer um dos casos 
de 4 meias citados anteriormente. Portanto a quantidade mínima de meias que a pessoa deve retirar 
da gaveta é [5] 

b) A probabilidade P de retirar um par de meias brancas e um par de meias pretas pode ser 

dado pela fórmula: 


nº de casos favoráveis 
total de casos possíveis 


O total de casos possíveis é igual a 20 : 19 - 18: 17 pois existem 20 maneiras de escolher a 
primeira meia, 19 a segunda meia, 18 a terceira e 17 a quarta. 


O número de casos favoráveis é dado por: 


4! 
10-9.-10-9-.- 22 
pois são 10 opções de escolher a primeira meia branca e 9 a segunda meia branca, de forma 
análoga com as meias pretas. Porém devemos considerar a ordem delas, devemos permutar as 4 


meias com repetição. 


Assim a probabilidade de retirar um par de meias brancas e um par de meias pretas é: 
l 


4 
10:9:10:9: 57377 135 


P = 50.19.18.17 323 
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135 
— 323 


Gabarito: a) 5 b) 135/323 


37. (ESPCEX/2016) 
Da análise combinatória, pode-se afirmar que 


(A) o número de múltiplos inteiros e positivos de 11, formados por três algarismos, é igual a 
80. 


(B) a quantidade de números ímpares de quatro algarismos distintos que podemos formar 
com os dígitos 2, 3,4,5 e 6 é igual a 24. 


(C) o número de anagramas da palavra ESPCEX que têm as vogais juntas é igual a 60. 


(D) no cinema, um casal vai sentar-se em uma fileira com dez cadeiras, todas vazias. O número 
de maneiras que poderão sentar-se em duas cadeiras vizinhas é igual a 90. 


(E) a quantidade de funções injetoras definidas em A = {1,3,5} com valores em B = 
{2,4,6,8} é igual a 24. 


Comentários 


a) Podemos encontrar a quantidade de múltiplos de 11 de três algarismos encontrando o 
menor e o maior múltiplo. O menor múltiplo de 11 é 110 = 110 = 11-10 e o maior múltiplo de 
11 6990 = 11 - 90. Portanto a quantidade de múltiplos de 11 de 3 algarismo é 90 — 10 + 1 = [81] 
Portanto alternativa falsa. 

b) Para que um número seja ímpar devemos ter que seu último dígito deve ser um algarismo 
ímpar. Dentre os algarismos 2, 3, 4,5 e 6 temos 2 opções de escolha de algarismo ímpar. Escolhido 
o algarismo para ser o último dígito temos que escolher mais 3 dentre as 4 que restaram. E 
escolhidos os 3 devemos permutar eles, então temos: 


4 
2-(1):31=2:4-6= [88] 


Portanto alternativa falsa. 


c) Considerando as duas vogais E como um só elemento, ou seja, EE como um único 
elemento, então o número de anagramas da palavra ESPCEX é igual a 5! = [120]. Portanto 
alternativa falsa. 

d) A quantidade de maneiras de sentar o casal em cadeiras vizinhas é dada por 9 - 2! = 
(devemos considerar a permutação das pessoas que formam o casal). Portanto alternativa falsa. 

e) Temos 4 opções para relacionar com o 1 do domínio, em seguida 3 opções para relacionar 
com o 3 do domínio e por fim 2 opções para relacionar com o 5 do domínio. Isto porque queremos 
montar uma função injetora. Portanto pelo princípio multiplicativo temos 4:3:2 = funções 
injetoras. Portanto alternativa verdadeira. 


Gabarito: “E” 


38. (ESPCEX/2015) 
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Permutam-se de todas as formas possíveis os algarismos 1, 3, 5, 7, 9 e, escrevem-se os números 
assim formados em ordem crescente. A soma de todos os números assim formados é igual a: 


(A) 1 000 000 
(B)1111 100 
(C) 6 000 000 
(D) 6 666 000 
(E) 6 666 660 
Comentários 


É possível formar 5! = 120 números com os dígitos 1,3,5,7 e 9 (o primeiro dígito possui 5 
opções de posição no número formado, o segundo dígito possui 4 opções, o terceiro 3, o quarto 2 
e o último 1 e pelo princípio multiplicativo temos 5!). 


Mas perceba que dos 120 números, exatamente 24 deles aparecem 1 como o último dígito 
assim como exatamente 24 deles aparecem o dígito 2,3 ou 4 como último dígito. Assim ao somar 
todos os 120 números a casa das unidades será iguala 24(1 +3 +5+7+9) = 600 > casa das 
unidades será igual a 0. 


Seguindo a mesma ideia podemos pensar para a casa das dezenas que também vai dar 600, 
mas devemos somar 60 que vem da soma das unidades. Assim na casa das dezenas temos 600 + 
60 = 660 > casa das dezenas será igual a 0. 


Para a casa das centenas temos 600 + 66 = 666 > casa das centenas será igual a 6. 


Para a casa das unidades de milhares temos 600 + 66 = 666 > casa das unidades de 
milhares será igual a 6. E analogamente podemos encontrar 6 para a casa das dezenas de milhares, 
das centenas de milhares e para a casa das unidades de milhões. Portanto a soma dos 24 números 


será |6.666.600|. 


Gabarito: “E” 


39. (Escola Naval/2014) 


A Escola Naval irá distribuir 4 viagens para a cidade de Fortaleza, 3 para a cidade de Natal e 2 
para a cidade de Salvador. De quantos modos diferentes podemos distribuí-las entre 9 
aspirantes, dando somente uma viagem para cada um? 


(A) 288 

(B) 1260 

(C) 60800 
(D) 80760 
(E) 120960 
Comentários 


Seja as posições 4,, 45, ..., Ag e Ag as posições ordenas dos aspirantes. Queremos colocar um 
destino em cada posição representando a viagem de cada aspirante. Como são exatamente 9 
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viagens ao todo para 9 aspirantes então basta fazermos uma permutação das viagens com repetição 
(4 para Fortaleza, 3 para Natal e 2 para Salvador): 
9! 9:8:7:6:5:4 
p$32 E ss SS IT 12 
2 41.31.21 4!-3-2-1-2-1 60 
Gabarito: “B” 


40. (AFA/2014) 


Sr. José deseja guardar 4 bolas — uma azul, uma branca, uma vermelha e uma preta — em 4 
caixas numeradas: 


DO 


O número de maneiras de Sr. José guardar todas as 4 bolas de forma que uma mesma caixa 
NÃO contenha mais do que duas bolas, é igual a: 


(A) 24 

(B) 36 

(C) 144 

(D) 204 
Comentários 


Podemos retirar do total de possibilidades de distribuir as bolas nas caixas a quantidade de 
possibilidades que contenha mais de duas bolas, ou seja: 


total de possibilidades — possibilidades não favoráveis 


O total de possibilidades é dado por 4: 4: 4-4 = 4º = 256, pois cada bola possui 4 opções 
de escolha de caixas para entrar e usando princípio multiplicativo teremos 44. 


Para calcular a quantidade de possibilidades de distribuições não favoráveis, ou seja, que 
exista caixas com mais de duas bolas. Temos que considerar dois casos: 


1) uma caixa de 3 bolas e outra com 1 bola, as restantes sem bolas 


Temos que escolher quais 3 bolas das 4 formarão a tripla que irá para a mesma caixa. Além 
disso devemos escolher uma caixa para a qual terá três bolas (4 opções) e em seguida uma caixa 
para a qual irá a bola que restou (3 opções pois não existe a opção da caixa que já foi escolhida). 
Assim temos que a quantidade de possibilidades não favoráveis para este caso é: 


C -4:3 = 
IT) uma caixa com as 4 bolas e as outras caixas com nenhuma bola 


Temos somente possibilidades não favoráveis para este caso (ou as 4 bolas vão para a 
caixa I ou para a caixa TI ou II ou IV). 
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Portanto a quantidade total de possibilidades não favoráveis é igual a: 


48 + 4 = |52] 


Assim o total de maneiras de distribuir as bolas tais que não exista caixa com mais de duas 
bolas é igual a: 


256 — 52 = [204] 


Gabarito: “D” 


41. (Escola Naval/2014) 


Há 10 postos de gasolina em uma cidade. Desses 10, exatamente dois vendem gasolina 
adulterada. Foram sorteados aleatoriamente dois desses 10 postos para serem fiscalizados. 
Qual é a probabilidade de que os dois postos infratores sejam sorteados? 


Elz 


30 
Comentários 
A probabilidade P de que dois postos infratores sejam sorteados pode ser dado pela fórmula: 
nº de casos favoráveis 
~ total de casos possíveis 
O total de casos possíveis é igual a: 
10! 10:9-8! 
(0=2)21" 2521 7 


pois existem 10 maneiras de escolher o primeiro posto e 9 o segundo. 


21. 
Cio = 


O número de casos favoráveis é dado é igual a 1 pois só existe uma maneira de sortear 
dois postos infratores e só existem dois. 


Assim a probabilidade de que dois postos infratores sejam sorteados é: 


1 


Gabarito: “A” 


42. (AFA/2013) 


Num acampamento militar, serão instaladas três barracas: 1, II e III. Nelas, serão alojados 10 
soldados, dentre eles o soldado 4 e o soldado B, de tal maneira que fiquem 4 soldados na 
barraca I, 3 na barraca Il e 3 na barraca III. 
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Se o soldado A deve ficar na barraca I e o soldado B NÃO deve ficar na barraca III, então o 
número de maneiras distintas de distribuí-los é igual a: 


(A) 550 

(B) 1120 

(C) 1680 

(D) 2240 

Comentários 
Temos dois casos a analisar. 
I) soldados 4 e B na barraca I 


Assim nos resta distribuir 10 — 2 = 8 soldados nas barracas I,II e III de maneira que fique 
2 soldados na barraca I (não considerando A e B), 3 na barraca Il e 3 na barraca III. Para a barraca 
I temos: 


8! 8-7-6! 
~A e 

Escolhidos os soldados para a barraca I temos 6 soldados restantes para escolher 3 para a 
barraca II, os 3 restante serão da barraca III. Temos então: 

6! 6:5:4:3! 
“E-a 2A 
Pelo princípio multiplicativo teremos para este caso 28 : 20 = maneiras. 


T 28 


Eis 20 


IT) soldado A na barraca I e soldado B na barraca II 

Assim nos resta distribuir 10 — 2 = 8 soldados nas barracas I,II e III de maneira que fique 
3 soldados na barraca I, 2 na barraca Il e 3 na barraca III. Para a barraca I temos: 
o 8! 8:7-65! 
“(8-3!.31  5!1-3-2-1 

Escolhidos os soldados para a barraca I temos 5 soldados restantes para escolher 2 para a 
barraca II, os 3 restante serão da barraca III. Temos então: 


o 5! 54.31 
“(5-2!.21 3-2-1 


E 10 


Pelo princípio multiplicativo teremos para este caso 56 : 10 = maneiras. 
Assim somando todas as possibilidades dos dois casos teremos: 


560 + 560 = 


Gabarito: “B” 


43. (ESPCEX/2013) 


A probabilidade de se obter um número divisível por 2 na escolha ao acaso de uma das 
permutações dos algarismos 1, 2,3,4,5 é: 
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2 
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— 
m 
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Comentários 
A probabilidade P de se obter um número divisível por 2 na escolha ao acaso de uma das 
permutações dos algarismos 1, 2,3,4,5 pode ser dado pela fórmula: 
nº de casos favoráveis 
total de casos possíveis 
O total de casos possíveis é igual a 5! = 120 pois basta permutarmos os 5 algarismos. 
Para que um número seja divisível por 2 devemos ter que o dígito das unidades deve ser par. 
Portanto temos 2 maneiras de escolher o algarismo das unidades entre as opções disponíveis (ou 2 


ou 4). Escolhido o algarismo das unidades, podemos permutar o restante sem restrições e 
acrescentar o algarismo par escolhido para a casa das unidades. 


Sobram 4 algarismos para permutarmos assim são 4! = 24 maneiras de permutações. Pelo 
princípio multiplicativo teremos 24 - 2 = casos favoráveis. 


Assim a probabilidade de se obter um número divisível por 2 na escolha ao acaso de uma das 
permutações dos algarismos 1,2,3,4,5 é: 


48 2 

“120 5 
2 
da 


Gabarito: “B” 


44. (Escola Naval/2013) 


Um aspirante da Escola Naval tem, em uma prateleira de sua estante, 2 livros de Cálculo, 3 
livro de História e 4 livros de Eletricidade. De quantas maneiras ele pode dispor estes livros na 
prateleira de forma que os livros de cada disciplina estejam sempre juntos? 


(A) 1728 
(B) 1280 
(C) 960 
(D) 864 
(E) 288 


Comentários 
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Primeiramente o aspirante deverá selecionar a ordem que irá empilhas os livros por matérias. 
Como são 3 matérias, então ele tem 3! = 6 maneiras de empilhar os livros por matéria. 


Para cada maneira de empilhar os livros por matéria, devemos considerar ainda a 
permutação dos livros em cada bloco de matéria. Temos 2! = 2 maneiras de permutar os livros de 
Cálculo, 3! = 6 maneiras de permutar os livros de História e 4! = 24 maneiras de permutar os livros 
de Eletricidade. 


Pelo princípio multiplicativo temos que a quantidade total que o cadete tem para dispor os 
livros é dado por: 


6-2- 6:24 = |1728] 


Gabarito: “A” 


45. (Uniceste/2012) 


Um professor disse que já preparou questões para a prova bimestral, e com estas questões, 
pode fazer 255 provas diferentes. Quantas questões ele preparou? 


(A) 4 

(B) 7 

(C) 18 

(D) 14 

(E) 8 
Comentários 


Considerando que a ordem das questões não importa e somente a natureza delas é relevante. 
Seja n o número de questões que o professor preparou, então ele pode selecionar para fazer a prova 
ou 1, ou 2, ou 3, ..., ou(n — 1) ou n questões da lista de questões que ele preparou. 


+) +) ++ D +) -28500 


Mas sabemos que: 


(o) + (D+) +++ )+()=" 


POOG +=" ==" -100 


Portanto comparando (I) e (II) temos que a quantidade de questões que o professor 
montou é dado por: 


Assim temos: 


2” -1=255 
2” =254>[n=8) 


Gabarito: “E” 


46. (MACKENZIE/2012) 
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Um juiz dispõe de 10 pessoas, das quais somente 4 são advogados, para formar um único júri 
com 7 jurados. O número de formas de compor o júri, com pelo menos um advogado é: 


(A) 70 

(B) 74 

(C) 120 

(D) 47 

(E) 140 
Comentários 


Algumas questões você deverá tomar atenção e não ir pelo caminho mais longo, sobrando 
mais tempo para atacar outras questões. 


Nesta questão perceba que qualquer grupo de 7 pessoas formado irá possuir no mínimo 1 
advogado, pois existem somente 6 que não são. Assim basta vermos quantos grupos de 7 pessoas 
podemos formar com um grupo de 10. Portanto o número de formas de compor o júri, com pelo 
menos um advogado é dado por: 

10! 10:9:8-7] 
Cio? = = = TT = |120 
107 (10-7!-71 71-3-2-1 Ee 


Gabarito: “C” 


47. (AFA/2012) 


Para evitar que João acesse sites não recomendados na Internet, sua mãe quer colocar uma 
senha no computador formada apenas por m letras 4 e também m letras B (sendo m par). Tal 
senha, quando lida da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda, não deverá se 
alterar (Ex.: ABBA). 


Com essas características, o número máximo de senhas distintas que ela poderá criar para 
depois escolher uma é igual a: 


a) SE 


mim! 


Comentários 


E P m m PA 5 
Vamos considerar criar uma senha com = letras 4 e A letras B. Qualquer sequência formada 
com esta quantidade de letras de cada tipo poderá ser escrito outra sequência simétrica com as 
m m . A E Ens 
outras letras A e outras = letras B e juntar as duas sequências formando uma única senha. 


Por exemplo seja 6 letras A e 6 letras B: 
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e vamos montar uma sequência qualquer com 3 letras A e 3 letras B: ABBABA 

e agora com outras 3 letras A e outras 3 letras B montar o simétrico (de trás para a 
frente) da sequência montada anteriormente: ABABBA 

e juntar as duas sequências: ABBABA + ABABBA = ABBABAABABBA e temos então 
uma senha com as regras pedidas no enunciado. 


Veja que ao escolhermos a primeira sequência a segunda automaticamente já vai estar 
E . A $ m 
montada. Portanto basta analisarmos a quantidade de sequências que podemos formar com = 


letras 4 e 5 letras B. Esta quantidade é dada por: 


Gabarito: “D” 


48. (MACKENZIE/2012) 


No restaurante italiano Ingiusto, os garçons colocam os pedidos dos clientes à cozinha uns 
sobre os outros de modo que eles formam uma pilha de pedidos. Cada novo pedido que chega 
é colocado no topo da pilha. 


Em determinado dia, durante a primeira hora de funcionamento do restaurante, foram feitos 
e atendido quatro pedidos de clientes. Suponha que eles tenham sido numerados e que foram 
colocados na pilha, na ordem 1,2,3,4. 


Das sequências a seguir, aquela que pode representar a ordem em que esses pedidos foram 
pegos pelo pessoal da cozinha é: 


(A) 1,3,2,4 
(B) 2,4,1,3 
(C) 4,2,1,3 
(D) 3,4,1,2 
(E) 4,1,2,3 
Comentários 


e Não é possível a sequência 2,4,1,3 pois após retirar o pedido 4, o próximo seria o 
pedido de número 3 e não o pedido 1; 

e Não é possível a sequência 4,2,1,3 pois após retirar o pedido 4, o próximo seria o 
pedido de número 3 e não o pedido 2; 

e Não é possível a sequência 3,4,1,2 pois após retirar o pedido 4, o próximo seria o 
pedido de número 2 e não o pedido 1; 

e Não é possível a sequência 4,1,2,3 pois após retirar o pedido 4, o próximo seria o 
pedido de número 3 e não o pedido 1; 


A única maneira que pode representar a ordem em que os pedidos foram pegos é 1,3,2,4. 
Vejamos: 


e Pedido 1 chegou > pilha: 1; 
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e Pedido 1 foi pego pelo pessoal da cozinha pilha: nada; 
e Pedido 2 chegou > pilha: 2; 

e Pedido 3 chegou > pilha: 2,3; 

e Pedido 3 foi pego pelo pessoal da cozinha> pilha: 2; 

e Pedido 2 foi pego pelo pessoal da cozinha pilha: nada; 
e Pedido 4 chegou > pilha: 4; 

e Pedido 4 foi pego pelo pessoal da cozinha pilha: nada. 


Gabarito: “A” 


49. (ESPCEX/2012) 


Se todos os anagramas da palavra ESPCEX forem colocados em ordem alfabética, a palavra 
ESPCEX ocupará, nessa ordenação, a posição: 


(A) 144 
(B) 145 
(C) 206 
(D) 214 
(E) 215 
Comentários 


Os anagramas colocados em ordem alfabética começariam com anagramas que começam 
com a letra C. Vejamos quantos anagramas temos começando com C. Fixando a letra C, nos restam 
5 letras (E,S,P,E,X) com duas letras E, então basta permutarmos com repetições, temos então a 
seguinte quantidade de anagramas que começam com a letra C: 

2D! 
Pé ot s 0 

Em seguida devemos calcular a quantidade de anagramas que começam com E seguidas de 
C, E ou P (pois estas letras precedem a letra S no alfabeto). Esta quantidade é dada por: 

3:P,=3:41=72 

Depois disto devemos calcular a quantidade de anagramas que começam com ES seguidas de 
Cou E (pois estas letras antecedem a letra P no alfabeto). Esta quantidade é dada por: 

2: P, =2.3!= 12 
O resto das letras já vai estar em ordem alfabética. Portanto a posição da palavra ESPCEX é: 


60 +72 +12 +1 =[|145| 
Gabarito: “B” 


50. (AFA/2011) 


Um colecionador deixou sua casa provido de R$ 5,00, disposto a gastar tudo na loja de 
miniaturas da esquina. O vendedor lhe mostrou três opções que havia na loja, conforme a 
seguir: 
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e 5 diferentes miniaturas de carros, custando R$ 4,00 cada miniatura; 
e 3 diferentes miniaturas de livros, custando R$ 1,00 cada miniatura; 
e 2 diferentes miniaturas de bichos, custando R$ 3,00 cada miniatura. 


O número de diferentes maneiras desse colecionador efetuar a compra das miniaturas, 
gastando todo o seu dinheiro, é: 


(A) 15 

(B) 21 

(C) 42 

(D) 90 

Comentários 
Existe somente duas maneiras de ele comprar os objetos para sua coleção. 
I) comprar 1 carro e 1 livro > R$ 4,00 + R$ 1,00 = R$ 5,00 


Ele possui 5 opções de carros para escolher e 3 opções de livros para escolher. Assim para 
este tipo de compra ele possui 5 : 3 = 15 maneiras distintas. 


IN) comprar 2 livros e 1 bicho > 2 - R$ 1,00 + R$ 3,00 = R$ 5,00 


Ele agora deve escolher 2 livros dentre as 3 e escolher 1 bicho dentre 2 opções, assim temos 
para este tipo de compra 3 - 2 = 6 maneiras distintas. 


Portanto o total de maneiras distintas de efetuar uma compra de miniaturas é 15 + 6 = [21] 


Gabarito: “B” 


51. (ESPCEX/2011) 


Os alunos de uma escola realizam experiências no laboratório de Química utilizando 8 
substâncias diferentes. O experimento consiste em misturar quantidades iguais de duas dessas 
substâncias e observar o produto obtido. O professor recomenda, entretanto, que as 
substâncias S1, S2 e S} não devem ser misturadas entre si, pois produzem como resultado o 
gás metano, de odor muito ruim. Assim, o número possível de misturas diferentes que se pode 
obter, sem produzir o gás metano é: 


(A 
(B 
(c 
(D 
(E) 5 


Comentários 


)16 
) 24 
)25 
)28 

6 


Devemos inicialmente contar quantas maneiras existem de se misturar as substâncias S4, S2 
e S}: podemos escolher de 3 formas diferentes a primeira substância e de 2 formas diferentes a 
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segunda substância, contudo estamos contando duas vezes os casos do tipo: (S, e S2) e (S, e S1), 
Z 3:2 dad e 
então, temos — = |3] possíveis misturas. 


Além disso, devemos contar o número total de misturas que podemos fazer: podemos 
escolher a primeira substância de 8 formas diferentes e a segunda substância de 7 formas, contudo, 
também devemos considerar que estamos contando duas vezes alguns casos, então, analogamente 


: E : ,.8:7 
ao caso anterior temos que o numero total de misturas é: Ex = [28] 


Por fim, o número de misturas que se pode obter sem produzir gás metano é: 


28 — 3 = [25] 


Gabarito: “C” 


52. (Fuvest/2010) 


Maria deve criar uma senha de 4 dígitos para sua conta bancária. Nessa senha, somente os 
algarismos 1, 2, 3, 4, 5 podem ser usados e um mesmo algarismo pode aparecer mais de uma 
vez. Contudo, supersticiosa, Maria não quer que sua senha contenha o número 13, isto é, o 
algarismo 1 seguido imediatamente pelo algarismo 3. De quantas maneiras distintas Maria 
pode escolher sua senha? 


(A) 551 
(B) 552 
(C) 553 
(D) 554 
(E)-555 
Comentários 


Todas as senhas possíveis são: 5-5-5-5 = 625, pois temos que escolher 4 dígitos onde 
cada dígito possui 5 possibilidades. 


Além disso, queremos o número de senhas onde o 1 vem seguido pelo 3, desse modo, 
podemos agrupar esses dois números como se fosse em um único dígito. Assim, teremos as 
seguintes possibilidades: 


(1,3,x,x) ou (x,1,3,x) ou (x, x, 1,3) 
Onde em cada x temos 5 possibilidades, então temos: 
5.54+5:5+5:5=75 


No entanto, devemos observar que contamos (1,3,1,3) em (1,3,x,x) e em (x,x, 1,3), ou 
seja, devemos subtrair 1 no resultado final. 


75 — 1 = 74 possibilidades 
Logo, temos que o número de maneiras que maria pode escolher sua senha é: 
625 — 74 = 551 maneiras 
Gabarito: “A” 
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53. (Unicamp/2002) 


Em matemática, um número natural a é chamado palíndromo se seus algarismos, escritos em 
ordem inversa, produzem o mesmo número. Por exemplo, 8, 22 e 373 são palíndromos. 
Pergunta-se: 


a) Quantos números naturais palíndromos existem entre 1 e 9.999? 


b) Escolhendo-se ao acaso um número natural entre 1 e 9.999, qual a probabilidade de que 
esse número seja palíndromo? Tal probabilidade é maior ou menor que 2%? Justifique sua 
resposta. 


Comentários 


a) Primeiro, devemos observar que o primeiro algarismo é igual ao último, logo temos os 
seguintes casos: 


2,3, ...,9 > 8 casos 
11,22,33, ...,88,99 > 9 casos 
101,111,121,131, ...,181,191 > 10 casos 
202,212,222,232, ...,282,292 — 10 casos 
: > 6:10 = 60 casos 
909,919,929,939, ...,989,999 > 10 casos 
1001,1111,1221, ...,1881,1991 5 10 casos 
2002,2112,2222, ...,2882,2992 > 10 casos 
: > 6:10 = 60 casos 
9009,9119,9229, ...,9889 > 9 casos 


Observe atentamente que o enunciado diz “palíndromos entre 1 e 9999”, ou seja, os 
números 1 e 9999 não estão dentro do intervalo a ser considerado. Então, ao todo temos: 8 + 9 + 
10 + 10+ 60 +10 +10+10+60+9 = 196. 


b) Entre 1 e 9999 temos 9997 números. Além disso, do item “a)”, entre 1 e 9999 temos 196 
palíndromos. Portanto, a probabilidade é: 
quantidade de palíndromos 196 
= — = — = 1,96% 
quantidade de números 9997 


Gabarito: a) 196 b) = < 2% 


54. (Unicamp/2001) 


O sistema de numeração na base 10 utiliza, normalmente, os dígitos de 0 a 9 para representar 
os números naturais, sendo que o zero não é aceito como o primeiro algarismo da esquerda. 
Pergunta-se: 


a) Quantos são os números naturais de cinco algarismos formados por cinco dígitos 
diferentes? 
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b) Escolhendo-se ao acaso um desses números do item a, qual a probabilidade de que seus 
cinco algarismos estejam em ordem crescente? 


Comentários 


a) Temos uma restrição para escolher o primeiro dígito da esquerda e, portanto, vamos 
começar analisando ela. Como ele não pode ser o zero, então temos 9 opções de escolha. Escolhido 
o algarismo do primeiro dígito a esquerda sobram então 9 opções para o segundo dígito (o zero 
agora está incluso), em seguida o terceiro dígito possui 8 opções, o quarto 7 opções e o último dígito 
possui 6 opções. Portanto pelo princípio multiplicativo teremos a seguinte quantidade de números 
de cinco algarismos distintos: 


9.9.8.7-6= 
b) A probabilidade P de que os cinco algarismos do número escolhido estejam em ordem 
crescente pode ser dado pela fórmula: 
nº de casos favoráveis 
— total de casos possíveis 


O total de casos possíveis, como visto no item anterior, é 27.216. 


Para que um número esteja com seus algarismos em ordem crescente basta escolhermos 5 
algarismos e colocar eles em ordem crescente que formaremos um caso possível. O total de casos 
possíveis é igual a quantidade de maneiras possíveis de escolher 5 algarismos de 1 a 9 (o zero não 
conta pois não o primeiro dígito a esquerda não pode ser igual a zero), assim: 


o 9! 98:7-65! 
“(9-D5! 4:3:2-1:51 

Assim a probabilidade de que os cinco algarismos do número escolhido estejam em ordem 
crescente é: 


is 126 


126 1 
“27216 216 
1 
P = 216 


Gabarito: a) 27.216 B)1/216 


55. (MACKENZIE) 


Uma prova de atletismo é disputado por 9 atletas, dos quais apenas 4 são brasileiros. Os 
resultados possíveis para a prova, de modo que pelo menos um brasileiro fique numa das três 
primeiras colocações, são em número de: 


(A) 426 
(B) 444 
(C) 468 
(D) 480 
(E) 504 
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Comentários 
Podemos calcular o total de casos possíveis e em seguida subtrair os casos não favoráveis. 


O total de maneiras possíveis de se ter 3 atletas no pódio é dado por: 


pois temos que escolher 3 atletas dentre os 9 e em seguida permutar eles no pódio. 


Os casos não favoráveis ocorrem quando temos 3 atletas não brasileiros no pódio. 
Para isto devemos escolher 3 atletas dentre os 5 não brasileiros e em seguida permutar eles: 


5 5-4-3 
l. = ———————————— 
to(5)= 6.574" EM 


Portanto o número de maneiras de ter um resultado tal que pelo menos um brasileiro esteja 
em uma das três primeiras colocações é: 


504 — 60 = [444| 


Gabarito: “B” 


56. (Fuvest/1999) 


Um estudante terminou um trabalho que tinha n páginas. Para numerar todas essas páginas, 
iniciando com a página 1, ele escreveu 270 algarismos. Então o valor de n é: 


(A) 99 

(B) 112 

(C) 126 

(D) 148 

(E) 270 
Comentários 


De 1 a 9, temos 9 algarismos. De 10 até 99 temos 90 números onde cada um tem 2 
algarismos, então, ao todo temos 180 algarismos. Então, de 1 a 100 temos 180 + 9 = 189 
algarismos. 


Desse modo, já podemos concluir que n é maior que 100, pois de 1 a 100 temos somente 
189 algarismos, que é menor que 270. 


Então, começando a contar a partir de 100, o estudante escreveu 270 — 189 = 81 
algarismos. No entanto, cada número a partir de 100 possui 3 algarismos, logo, o estudante 


81 ; 
escreveu — = 27 números. Logo, temos que: 


99 + 27 = 126 números 
Portanto, o estudante escreveu 126 números, ou seja, n = 126. 
Gabarito: “C” 


57. (MACKENZIE/1998) 
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A partir de um grupo de 12 professores, quer se formar uma comissão com um presidente, um 
relator e cinco outros membros. O número de formas de se compor a comissão é: 


(A) 12.772 
(B) 13.024 
(C) 25.940 
(D) 33.264 
(E) 27.764 
Comentários 


O presidente pode ser escolhido de 12 formas, consequentemente, o relator pode ser 
escolhido de 11 formas. Além disso, os 5 outros membros podem ser escolhidos entre os 10 
membros restantes de (=) = 252 formas. Portanto, ao todo podemos formar: 


12 -11-252 = 33264 maneiras 
Gabarito: “D” 


58. (MACKENZIE/1997) 


Os polígonos de k lados (k múltiplo de 3), que podemos obter com vértices nos 9 pontos da 
figura, são em número de: 


(A) 83 
(B) 84 
(C) 85 
(D) 168 
(E) 169 
Comentários 
Temos 3 casos para analisar. 
I) polígonos com 3 lados e, portanto, 3 vértices 


Temos que escolher 3 pontos dentre os 9 e a ordem de escolha não é importante. Assim 
temos a seguinte quantidade de polígono de 3 lados: 
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9 9-8-7 
= = |84 
(3)=5-2-1" EE 


IT) polígonos com 6 lados e, portanto, 6 vértices 


Temos que escolher 6 pontos dentre os 9 e a ordem de escolha não é importante. Assim 
temos a seguinte quantidade de polígono de 3 lados: 


9 9 9:8:7 
(6) =(5)= 571" 8 
IIT) polígonos com 9 lados e, portanto, 9 vértices 


Existe somente |1| maneira de se ter um polígono com 9 lados, basta selecionar todos os 
pontos. 


Portanto o total de polígonos tais que a quantidade de lados seja múltiplo de 3 é: 


84 + 84 + 1 = [169] 


Gabarito: “E” 


QUESTÕES ITA 


59. (ITA/2019) 


As faces de dez moedas são numeradas de modo que: a primeira moeda tem faces 1e 2;a 
segunda, 2 e 3; a terceira, 3 e 4, e assim sucessivamente até a décima moeda, com faces 10 e 
11. As dez moedas são lançadas aleatoriamente e os números exibidos são somados. Então, a 
probabilidade de que essa soma seja igual a 60 é: 

63 

128 

63 

256 

63 

512 

189 

512 

189 


(E) Toza 


(A) 
(B) 
(C) 


(D) 


Comentários 
Podemos observar a soma dos maiores números de cada moeda é: 
2+3+4+5+:-+11=65 


Então, dentre todas as moedas acima, 5 delas tem de ser subtraídas em 1 para que o valor 
da soma acima seja igual à 60. Então, dentre as 10 moedas, devemos escolher 5 que terão de assumir 
seu valor mínimo: 


5) 10! 


casos cuja soma é 60 = ( 5 
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Então, para encontrar a probabilidade da soma ser 60, temos que dividir o número de casos 
acima pelos 21º = 1024 casos possíveis, pois para cada moeda existem 2 possibilidades, e 10 
moedas são lançadas. Logo: 


paridade = 252 63 
probabilidade = 1574 = 256 


Gabarito: “B” 
60. (ITA/2018) 


Sobre duas retas paralelas r e s são tomados 13 pontos, m pontos em r e n pontos em s, 
sendo m > n. Com os pontos são formados todos os triângulos e quadriláteros convexos 
possíveis. Sabe-se que o quociente entre o número de quadriláteros e o número de triângulos 
é 15/11. Então, os valores de n e m são, respectivamente, 


(A)2e11 
(B)3e10 
(C)4e9 
(D)5e8 

(E) 6e7 
Comentários 


Para formar quadriláteros temos que escolher dois pontos em r e dois pontos em s, então, 


| ve = To 


Para formar triângulos, podemos escolher dois pontos na reta r e um ponto na reta s, mas 
também podemos escolher dois pontos em s e um ponto na reta r: 


m=) at) m 


x _ NQ , 15 ; 
Portanto, podemos calcular a razão wa qual é T de acordo com o enunciado. Logo: 
T 


N DG 5 
Nr (Dn+(Dm 11 


Então, calculando as combinações acima, temos: 


m! n! o o 
Nr (H n+ (m Tm taen" 1 Dm 
ip CO OO end) ds 


Ne mm-1+n-D 2(m+n-2) 11 
11: (m-— 1): (n-1)=30.(m+n-2) 
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Pelo enunciado, temos 13 pontos, ou seja, m +n = 13: 
11- (m -— 1); (n — 1) = 30 - (13 — 2) 
(m-D-(n—-1)=30 
Mas temos que 30=30:1=15:2=6-:5=(m-1)-(n-—1), assim, as possíveis 
soluções são, sabendo quem >nem< 13: 
De(m-—1):-(n— 1) = 30-1, temos: m = 31 en = 2, a solução não serve, pois m > 13. 
De (m — 1)-(n— 1) = 15-2, temos: m = 16 en = 3, a solução não serve, pois m > 13. 
De(m-—1):-(n— 1) = 6-5, temos: m = 7 en = 6, a solução serve, pois m < 13. 


Gabarito: “E” 


61. (ITA/2018) 


São dadas duas caixas, uma delas contém três bolas brancas e duas pretas e a outra contém 
duas bolas brancas e uma preta. Retira-se, ao acaso, uma bola de cada caixa. Se P é a 
probabilidade de que pelo menos uma bola seja preta e P, a probabilidade de as duas bolas 
serem da mesma cor, então P, + P, vale 


(A) 


7 
15 
6 
15 
(D) 1 

17 


(o Re 


15 


Comentários 


Para que pelo menos uma bola de seja preta, as duas bolas não podem ser brancas 
simultaneamente, então, temos que a probabilidade de que pelo menos uma bola seja preta é o 
complementar da probabilidade das duas bolas serem brancas. Então, se as duas bolas forem 
brancas temos: 


Porancas = 


Assim, sabendo que a probabilidade de que pelo menos uma bola seja preta é o 
complementar da probabilidade das duas bolas serem brancas, temos: 


5 i 2 3 
[oc 5 5 
Não somente, se as duas bolas forem da mesma cor, temos que as duas bolas serão brancas 
ou pretas, assim, a probabilidade será a soma dessas duas possibilidades: 
21 2 
Ppretas = 2 JE 
5 3 15 


P, = Pprancas + Ppretas =. "15" 15 
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Portanto, temos: 


Gabarito: “E” 


62. (ITA/2017) 


Com os elementos 1, 2, ...,10 são formadas todas as sequências (a4, az, ..., a7). Escolhendo — 
se aleatoriamente uma dessas sequências, a probabilidade de a sequência escolhida não 
conter elementos repetidos é 

7! 


(A) 7a 


Comentários 


Para formar uma sequência de 7 elementos, devemos escolher 7 entre os 10 números 
fornecidos, então, temos C) possibilidades. 


Contudo, uma vez que uma sequência foi escolhida, pode-se permutar seus elementos onde 
o primeiro elemento pode ocupar 7 posições, o segundo pode ocupar as 6 restantes, e assim 
sucessivamente, então, temos 7! possibilidades de permutação. 


Então, ao todo podemos ter o) * 7! sequências que não contém elementos repetidos. Além 
disso, podemos ter 107 sequências ao todo, uma vez que cada elemento da sequência (que possui 
sete elementos) pode ser escolhido de 10 formas diferentes. 


Por fim, temos que a probabilidade de a sequência escolhida não conter elementos repetidos 


é: 
10! 
p= 6):7! 71.3] 7 
107 107 
= 10! 
107.3! 


Gabarito: “B” 


63. (ITA/2017) 


Um atirador dispõe de três alvos para acertar. O primeiro deste encontra-se a 30m de 
distância; o segundo, a 40m; o terceiro alvo, a 60m. Sabendo que a probabilidade de o atirador 
acertar o alvo é inversamente proporcional ao quadrado da distância e que a probabilidade de 
ele acertar o primeiro alvo é de 2/3, então a probabilidade de acertar ao menos um dos alvos 
é: 
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119 
(E) Ts 


Comentários 


Do enunciado temos que a probabilidade de o atirador acertar um dos alvos é inversamente 
proporcional à distância ao alvo: 


xX xX xX 
aag i age “= 60 
Não somente, temos que a probabilidade do atirador acertar o primeiro alvo é de a: 
2 xX 
(c=37 302 
x = 600 
Logo, podemos calcular os valores de Pg e Pe: 
600 3 
e = 7078 
600 1 
C 602 6 


Então, como esses eventos são independentes, a probabilidade de o atirador acertar pelo 
menos um dos alvos é a dada por: 
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)- P(ANB)-P(ANC)- P(BNC)+P(ANBNC) 
3 1 23 21 31 231 


2 
P(AUB Eddie E e bes 
Cao GS no 


Calculando o denominador comum e simplificando a expressão: 


P(AUBUC) = 
T 144 


Gabarito: “E” 


64. (ITA/2016) 


Escolhendo-se, aleatoriamente, três números inteiros distintos no intervalo [1,20], a 
probabilidade de que eles estejam, em alguma ordem, em progressão geométrica é igual a: 
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1 
190 
4 
225 


(C) 
(D) 


(E) o 
Comentários 
As progressões de razão inteira são: 
{1,2,4} ; {1,3,9} ; {1,4,16} ; {2,4,8} ; {2,6,18} ; {3,6,12} ; {4,8,16} ; {5,10,20} 
As progressões de razão não inteira são: 
{4,6,9} ; {8,12,18} ; {9,12,16} 
Então, ao todo temos 11 possibilidades. Além disso, podemos ter E) = 1140 formas de 
escolher três números distintos, assim, temos que a probabilidade pedida é: 
pedi 
1140 


, E . 
Gabarito: — (Não há alternativa) 
1140 


65. (ITA/2016) 


Pintam-se N cubos iguais utilizando-se 6 cores diferentes, uma para cada face. Considerando 
que cada cubo pode ser perfeitamente distinguidos dos demais, o maior valor possível de N é 
igual a: 


(A) 10 
(B) 15 
(C) 20 
(D) 25 
(E) 30 
Comentários 


Chamemos as cores diferentes de A, B, C, D, E e F, então fixando o cubo, pintemos a sua face 
da frente de 1 forma. Então, podemos pintar a face oposta de 5 formas. Não somente, podemos 
fazer uma permutação circular das cores em suas faces laterais, então, como temos 4 lados, temos 
(4 — 1)! possibilidades, logo: 

N=5-(4-1)!=30 
Gabarito: “E" 


66. (ITA/2013) 


Seja p uma probabilidade sobre um espaço amostral finito Q. Se 4 e B são eventos de Q tais 
que p(4) = p(B) = e p(ANB) = 5 as probabilidades dos eventos A\B, AU BeAf U Bt 
são, respectivamente, 
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Comentários 


i) P(A\B): 
P(A\B) = P(A) — P(A N B) -1-1.1 
ii) P(A U B): 
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A Nn B) -5t S 
iii) P(ACU BS): 
P(Af U B®) =P((ANB))=1-P(ANB)= 1-1-5 


Gabarito: “E” 


67. (ITA/2013) 

Considere os seguintes resultados relativamente ao lançamento de uma moeda: 
I. Ocorrência de duas caras em dois lançamentos. 

II. Ocorrência de três caras e uma coroa em quatro lançamentos. 
III. Ocorrência de cinco caras e três coroas em oito lançamentos. 
Pode-se afirmar que 

(A) dos três resultados, I é o mais provável. 

(B) dos três resultados, II é o mais provável. 

(C) dos três resultados, III é o mais provável. 

(D) os resultados 7 e II são igualmente prováveis. 

(E) os resultados II e III são igualmente prováveis. 

Comentários 


I) A probabilidade de ocorrer duas caras em dois lançamentos é de: 
11 1 


Il) A probabilidade de três caras e uma coroa em quatro lançamentos é: 
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4 
= 
a 
Uma vez que existem () formas de se escolher dentre os quatro lançamentos qual 
lançamento será coroa. Além disso, existem 24 possibilidades, pois podemos ter cara ou coroa em 
cada lançamento. 


Pi 


HI) A probabilidade de cinco caras e três coroas em oito lançamentos é: 
8 
G) 
28 
Analogamente, existem C) formas de ocorrerem as três coroas nos oito lançamentos. Além 
disso, existem 2º possibilidades totais, pois podemos obter cara ou coroa em cada lançamento. 


Pin = 


1 E nai e 
Portanto, P, = Py e Pin < 7 então, temos que os resultados 1 e II são igualmente prováveis. 
Gabarito: “D” 


68. (ITA/2012) 


Deseja-se trocar uma moeda de 25 centavos, usando-se apenas moedas de 1,5 e 10 centavos. 
Então, o número de diferentes maneiras em que a moeda de 25 centavos pode ser trocada é 
igual a 


(A 
(B 
(c 
(D 
(E) 


Comentários 


16 
18 
) 
) 


10 
12. 
14 


Para isso, a soma da quantidade de cada moeda deve ser 25 centavos, então, devemos ter a 
seguinte equação: 
l.a+5:b+10.c=25 
1)c=2: 
a+5b+20=25 

a+5b=5 

Então, temos as possibilidades: 
(a,b) = (0,1) e (a,b) = (5,0) 

Assim, existem 2 possibilidades. 
2)c=1: 

a+5b=15 


Então, temos as possiblidades: 


R Aula 16 — Análise Combinatória e Probabilidade 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 16: ITA/IME 2020 á 


(a,b) = (0,3) ou (5,2) ou (10,1) ou (15,0) 
Assim, existem 4 possibilidades. 
3)c=0: 
a +5b=25 
Então, temos as possibilidades: 
(a,b) = (0,5) ou (5,4) ou (10,3) ou (15,2) ou (20,1) ou (25,0) 

Assim, existem 6 possibilidades. 

Portanto, ao todo existem 2 + 4 + 6 = 12 possibilidades. 

Gabarito: “D” 


69. (ITA/2012) 


Dois atiradores acertam o alvo uma vez a cada três disparos. Se os dois atiradores disparam 
simultaneamente, então a probabilidade do alvo ser atingido pelo menos uma vez é igual a 


C B È 


oln ole wle OIN 


(D) 
2 

(E) 5 

Comentários 


Sejam A e B os atiradores, então, como cada um deles acerta o alvo uma vez a cada três 
disparos: 


1 1 
P, EPE 
a ao bT} 


Então, para que quando os dois atiradores atirarem simultaneamente pelo menos um dos 
atiradores acerte o alvo, devemos ter que 4 ou B acerte o alvo. Essa probabilidade é o 
complementar de caso os dois atiradores errem, então, a probabilidade de que os dois atiradores 
errem é: 


Pacertarem = (1 = Bi) ' (1 E P,) 
Pois P, e P, são as probabilidades de cada atirador acertar. Além disso, a probabilidade 
procurada é o complementar da probabilidade de que os dois atiradores errem, portanto: 


P = 1 — Pacertarem 


es (--(1-3 


E. 
9 
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o 
II 
Olu 


Gabarito: “D” 


70. (ITA/2011) 


Numa caixa com 40 moedas, 5 apresentam duas caras, 10 são normais (cara e coroa) e as 
demais apresentam duas coroas. Uma moeda é retirada ao acaso e a face observada mostra 
uma coroa. A probabilidade de a outra face desta moeda também apresentar uma coroa é 


~ -— ~ ~ 
(w) (J [05] > 
yi ulw oln [Nin col 


— 
m 
— 


Comentários 


Se uma moeda é retirada ao acaso e possui uma face sendo coroa, o espaço amostral agora 
se resume às moedas que possuem pelo menos uma face coroa. Não somente, a probabilidade 
procurada será, dentro desse novo espaço amostral, qual moeda terá as duas faces sendo coroa, ou 
seja, a moeda apresentará a “outra face” como coroa: 

Q=40-5=35 


Pois temos 40 moedas ao todo e somente 5 possuem as duas faces sendo cara. No entanto, 
agora temos que procurar as moedas que apresentam as duas caras, ao todo temos: 
caras = 40 — 5 — 10 = 25. 


Então, a probabilidade da outra face ser cara é a mesma de nesse novo espaço amostral as 
duas faces serem cara: 


25 o 5 
35 7 
Gabarito: “B” 


71. (ITA/2010) 

Um palco possui 6 refletores de iluminação. Num certo instante de um espetáculo moderno 
os refletores são acionados aleatoriamente de modo que, para cada um dos refletores, seja de 
“a probabilidade de ser aceso. Então, a probabilidade de que, neste instante, 4 ou 5 refletores 
sejam acesos simultaneamente, é igual a 
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479 
729 ` 


24 25 
Bata 


(D) 


Comentários 
A probabilidade de que quatro refletores sejam acesos é calculada escolhendo-se 4 dos 6 
refletores, além disso, desses 6 refletores, 4 deles terão probabilidade E, ou seja, deverão estar 
acesos e dois delas probabilidade z, ou seja, deverão estar apagados. Então, temos: 
6\ /2\f 1 80 
o 
Analogamente, para que 5 refletores estejam acesos: 
6\ Mm 64 
z (5) =55 
Por fim, para que existam 4 ou 5 refletores acesos, como os eventos são independentes, 
temos que a probabilidade pedida P é: 
144 16 
P = P, + P; = 3 y7 
Gabarito: “A” 


72. (ITA/2009) 


Um certo exame de inglês é utilizado para classificar a proficiência de estrangeiros nesta língua. 
Dos estrangeiros que são proficientes em inglês, 75% são bem avaliados neste exame. Entre 
os não proficientes em inglês, 7% são eventualmente bem avaliados. Considere uma amostra 
de estrangeiros em que 18% são proficientes em inglês. Um estrangeiro, escolhido desta 
amostra ao acaso, realizou o exame sendo classificado como proficiente em inglês. A 
probabilidade deste estrangeiro ser efetivamente proficiente nesta língua é de 
aproximadamente 


(A) 73% . 
(B) 70% . 
(C) 68% . 
(D) 65% . 
(E) 64% . 
Comentários 
Temos que o número de estrangeiro efetivamente proficientes em inglês é: 
Nep = 75% : 18% = 13,5% 


Além disso, temos que o número de estrangeiros classificados no exame é a soma do número 
de estrangeiros não proficientes bem avaliados com os estrangeiros proficientes bem avaliados: 


Nop = 7% (1 — 18%) + 13,5% 
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Ncp = 19,24% 
Portanto, a probabilidade de um estrangeiro bem classificado ser efetivamente proficiente 
em inglês é: 
N 13,5% 
p="L- - 


= — = ——— z 70,169 
Nop 19,24% 4 


Gabarito: “B” 


73. (ITA/2008) 


Considere uma população de igual número de homens e mulheres, em que sejam daltônicos 
5% dos homens e 0,25% das mulheres. Indique a probabilidade de que seja mulher uma 
pessoa daltônica selecionada ao acaso nessa população. 


Comentários 


Escolhendo-se uma mulher daltônica nessa população, a probabilidade calculada 
sii 1o a 5 e 
multiplicando-se > Pois metade da população é mulher, então a probabilidade de escolher uma 
mulher é de 50%, além disso, dentre essas mulheres, 0,25% delas são daltônicas: 


1 
Pu = 3: 0,25% = 0,125% 


Analogamente, temos que a população é composta por 50% de homens, além disso, 5% 
desses homens são daltônicos. Assim, a probabilidade de se escolher um homem daltônico nessa 
população é de: 


1 
Py=5"9% = 2,5% 


Por fim, a probabilidade de que seja mulher uma pessoa daltônica é dada pela probabilidade 
de se escolher uma mulher daltônica dividido pela probabilidade de se escolher um daltônico, 
contudo, a probabilidade de se escolher um daltônico é a soma das probabilidades de escolher um 
homem daltônico e de uma mulher daltônica: 

a Pu 0,125% 0,125% 1 
~ Py+P, 0,125% +2,5% 2,625% 21 


Gabarito: “A” 


74. (ITA/2008) 
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Considere o conjunto D = {n € N; 1 <n < 365} e H c P(D) formado por todos os 
subconjuntos de D com 2 elementos. Escolhendo ao acaso um elemento BEH, a 
probabilidade de a soma de seus elementos ser 183 é igual a 

1 
730 

46 
33215 

1 
365 

92 


(A) 
(B) 
(C) 
(O re 
91 


(i 


730 


Comentários 


Se H é conjunto formados por subconjuntos de 2 elementos de D, então, o número de 
elementos de H é dado pela combinação 2 a 2 dos elementos de D: 
365 
is 2 


Além disso, temos os subconjuntos de 2 elementos de D onde a soma dos seus elementos é 
183. Podemos escrever 183 de muitas formas dentro dos números naturais, observe: 
183 = 1 + 182 = 2 + 181 = - = 91 + 92 = 92 + 91 = -- = 181 + 2 = 182 +1 
Então, podemos observar que os conjuntos que podemos formar são da forma: 
{1,182}; (2,181); {3,180}; ...; {90,93}; {91,92} 


Assim, observando o primeiro elemento de cada conjunto, temos 91 subconjuntos de 2 
elementos de D cuja soma de seus elementos é 183. Então, a probabilidade de escolher um 
elemento B E H é de: 


ra 
T 5 
C7) 
91 
p — 365-364 __1 
2 730 


Gabarito: “A” 


75. (ITA/2007) 


Determine quantos números de 3 algarismos podem ser formados com 1,2,3,4,5,6 e 7, 
satisfazendo à seguinte regra: O número não pode ter algarismos repetidos, exceto quando 
iniciar com 1 ou 2, caso em que o 7 (e apenas o 7) pode aparecer mais de uma vez. Assinale o 
resultado obtido. 


(A) 204 
(B) 206 
(C) 208 
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(D) 210 
(E) 212 
Comentários 


Para formar um número com 3 algarismos distintos, devemos escolher 3 números dentre 
1,2,3,4,5,6e 7, então, temos (1) possibilidades. Além disso, podemos permutar os três algarismos 
de 3! formas diferentes, assim, temos que o número de algarismos distintos é: 


(0)-st=200 
3) Co 


Além disso, temos que considerar dois casos em que se tem algarismos repetidos, que é 
quando o número começa com 1 ou 2 e possui dois algarismos 7: 177 e 277, assim existem 2 
possibilidades. 


Portanto, ao todo temos: 
210 + 2 = 212 possibilidades 


Gabarito: “E” 


76. (ITA/2006) 


Considere uma prova com 10 questões de múltipla escolha, cada questão com 5 alternativas. 
Sabendo que cada questão admite uma única alternativa correta, então o número de formas 
possíveis para que um candidato acerte somente 7 das 10 questões é 


(A) 4º -30 
(B) 43 . 60 
(C) 5º - 60 
(D) (4) 4º 
10 
(E) (5) 
Comentários 
O candidato deve errar 3 questões. Podemos escolher as questões que ele erra de (2) 
maneiras. Além disso, para cada questão errada há 4 possibilidades de alternativas que o candidato 


pode ter marcado, já que somente uma é o gabarito. Dessa maneira, temos que o número de formas 
é dado por: 


10 
. 43 = 44.30 
a 
Gabarito: “A” 


77. (ITA/2005) 


Retiram-se 3 bolas de uma urna que contém 4 bolas verdes, 5 bolas azuis e 7 bolas brancas. 
Se P, é a probabilidade de não sair bola azul e P, é a probabilidade de todas as bolas saírem 
com a mesma cor, então a alternativa que mais se aproxima de P, + P, é: 


(A) 0,21 
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(B) 0,25 
(C) 0,28 
(D) 0,35 
(E) 0,40 


Comentários 


4+7 11 à 
= — . Dado que se retirou 
4+5+7 16 


uma bola não azul, a quantidade total de bolas agora é 15 e o número de bolas não azuis é 10, então 


A probabilidade da primeira bola retirada não ser azul é: 


ae : E , 10 ; 

a probabilidade da segunda bola retirada não ser azul é: FE Analogamente, o número total de bolas 

agora é 14 e a quantidade de bolas não azuis é 9, então a probabilidade da terceira bola retirada 
x , 9 Ro e aa , 

não ser azul é: ro Portanto, a probabilidade de não sair bola azul é: 


11 10 9 990 


Ademais, a probabilidade de que todas as bolas retiradas sejam verdes é: 


E (e) (res — 5) (ee — 5) 43 2 

V À total total — 1 total—-2 ) 16 15 14 

A probabilidade de que todas as bolas retiradas sejam azuis, analogamente, é: 
5 4 3 


P = . . 
4" 16 15 14 
A probabilidade de que todas as bolas retiradas sejam brancas, analogamente, é: 
P =——..— : — 
B 16 15 14 
Portanto, a probabilidade P, é dada por: 


4-3-2+5:-4-3+7-6-5 294 
P, = Py + P, + Pg = ———— l 


16-15-14 ~ 3360 
Por fim, temos: 
990 + 294 
Pi + P, = — 3360 = 0,382 


Gabarito: “E” 


78. (ITA/2004) 


Considere 12 pontos distintos no plano, 5 dos quais estão numa mesma reta. Qualquer outra 
reta do plano contém, no máximo, 2 destes pontos. Quantos triângulos podemos formar com 
os vértices nestes pontos? 
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(E) 521 
Comentários 


Quaisquer três pontos não colineares formam um triângulo, desse modo, para saber o 
número de triângulos devemos calcular o número total de triângulos formados com quaisquer três 
pontos e excluir do número de combinações que ocorreram com pontos colineares, ou seja, com os 
pontos que estão sobre a reta citada no enunciado: 


12 5 
Ntriangulos = ( 3 ) = E = 210 


Gabarito: “A” 


79. (ITA/2003) 
O número de divisores de 17640 que, por sua vez, são divisíveis por 3 é: 
(A) 24 
(B) 36 
(C) 48 
(D) 54 
(E) 72 
Comentários 

Considerando os divisores nos naturais, temos que: 

17640 = 2? . 32 . 51 . 7? 
Onde o número de divisores é o produto do valor de cada expoente somado de 1: 
nı = (3+1): (2+1): (+1): (2+1)=72 


Além disso, dos divisores de 17640, os que não são divisíveis por 3 são os mesmos divisores 
de: 


2º 30. gt 


Uma vez que basta zerar o expoente de 3, assim, elimina-se os divisores que não múltiplos 
de 3. Desse modo, os divisores não divisíveis por 3 são: 


n=6G+1):(0+)-(1+1)-(2+1)=24 
Portanto, o número de divisores que são divisíveis por 3 são: 
n = 72 — 24 = 48 
Gabarito: “C” 


80. (ITA/2002) 


Sejam A um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal que A U B contenha 12 elementos. 
Então, o número de elementos de P(B\A) U P(Ø) é iguala 


(A) 8. 
(B) 16. 
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(C) 20. 
(D) 17. 
(E) 9. 
Comentários 
Sabendo que o vazio é subconjunto de qualquer conjunto, temos que: 
n(P(B\A) U P(Ø)) = n(P(B\A)) (1) 
Não somente, temos que: 
n(B\A) = n((BU A) - A) 
Contudo, A é subconjunto de B U A, então, temos: 
n((B U A) — A) = n(B U A) — n(A) 
Portanto: 
n(B\A)=12-8=4 
Por fim, temos que o número de elementos do conjunto das partes de um conjunto é: 
n(P(X)) = 2% 
Então: 
n(P(B\A)) = 2"®® = 24 = 16 
Enfim, de (1): 
n(P(B\A) U P(Ø)) = 16 
Gabarito: “B” 


81. (ITA/2002) 


Quantos anagramas com 4 letras distintas podemos formar com as 10 primeiras letras do 
alfabeto e que contenham 2 das letras a,b e c? 


(A) 1692 
(B) 1572 
(C) 1520 
(D) 1512 
(E) 1392 
Comentários 


Como queremos formar um anagrama onde duas das quatro letras devem estarem a,b ec, 
temos que escolher duas entre essas três letras: 


n=) 


Além disso, temos as 7 letras restantes dentre as 10 primeiras do alfabeto, então, podemos 
escolher 2 entre essas 7 letras restantes: 
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7 
m =(,)=21 


Não somente, dado que escolhemos tais quatro letras e todas são distintas, podemos 
permutar tais letras e formar novos anagramas de 4! formas. Por fim, o número total de maneiras 
de escrever os anagramas pedidos no enunciado é: 


ni: n, :4! =3 -21-24 = 1512 
Gabarito: “D” 


82. (ITA/2019) 


Escolhem-se aleatoriamente três números distintos no conjunto (1,2,3,...,29,30). 
Determine a probabilidade da soma desses três números ser divisível por 3. 
Comentários 
O total de possibilidades de se escolher aleatoriamente 3 números distintos é dado por: 
p 30! 30:29.28 Aúci 
PSC 373l 3-2-1 - 
Devemos descobrir quantos trios podemos formar do conjunto tal que a soma desse trio 
resulte em um número múltiplo de 3. Vamos escrever os elementos com o fator 3. Os números 
naturais podem ser escritos como 3k, 3k + 1,3k + 2, com k EN. 


Dividindo os números do conjunto em cada formato, obtemos: 
3k + 1:(1,4,7,10, 13,16, 19,22,25,28) 
3k + 2: {2, 5,8, 11, 14, 17, 20, 23,26,29} 

3k: (3, 6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30} 


Note que somando-se 3 números com o mesmo formato, encontramos um número múltiplo 
de 3: 


Ch + 1) + (3k; + 1) + (3k; + 1) = 3(kı + k + kz + 1) 
(3kı + 2) + (3k; + 2) + (3k; + 2) = 3(kı + k, + kz + 2) 
(3k1) + (3k2) + (ks) = 3(ky + kz + ks) 
Além disso, podemos escolher 1 elemento de cada formato para obter um múltiplo de 3: 
(3k1) + (3k, + 1) + (3k; + 2) = 3(kı + kz + kz + 1) 
Essas são as únicas possibilidades. Vamos calcular o número de casos favoráveis: 
1) Três elementos com o mesmo formato: 


3 Gni = 360 


3 conjuntos 


2) Três elementos com formatos distintos: 
Cio j C101 C101 = 10 t 10 s 10 = 1000 
Portanto, a probabilidade pedida é dada por: 
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 Nfavoraveı _ 1000 +360 68 
Nota 4060 203 


Gabarito: p = 68/203 


83. (ITA/2018) 
De uma caixa que contém 10 bolas brancas e 6 bolas pretas, são selecionadas ao acaso k bolas. 


a) Qual a probabilidade de que exatamente r bolas sejam brancas, nas condições O < k — 
r<6e0<k<t10. 


b) Use o item (a) para calcular a soma 

6 

Dial 

TNOST 

r=0 
Comentários 

a) A probabilidade que uma bola branca seja selecionada é de = então, retirando-se k bolas, 

temos que o número total de possibilidades é de NroraL = o! 


Além disso, seja sendo r o número de bolas brancas, temos que selecionar r bolas entre as 
10 existentes, além disso, como, ao todo, retiramos k bolas, restam k — r bolas pretas para serem 
selecionadas dentre as 6 existentes, assim, temos que a probabilidade de tirar r bolas brancas e 


k — r bolas pretas é: 
g S 
r/\k-r 
Portanto, a probabilidade de selecionar r bolas brancas é: 
p a N OE 
“o NroraL C5) 
b) Ademais, temos que a soma das probabilidades é 1, ou seja, se tomarmos k = 6 bolas, 


então, a probabilidade total é a soma das probabilidades de tirarmos nenhuma bola, 1 bola, 2 bolas, 
..., 5 bolas ou 6 bolas. Desse modo, temos que, com k = 6: 


6 6 
1= > Pes >. Ce) 
= 6r — 16 
r=0 (5) 
Desse modo, podemos reescrever: 
6 


S (E)E) = CÊ) = 8008 


r=0 


EK 6 
Gabarito: a) ===- b) 8008 


G) 


84. (ITA/2017) 
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Sejam A e B dois conjuntos com 3 e 5 elementos, respectivamente. Quantas funções 
sobrejetivas f : B > A existem? 


Comentários 


Para que uma função seja sobrejetiva de B > 4, não deve sobrar nenhum elemento em 4, 
ou seja, não deve existir nenhum elemento de 4 que não seja mapeado pela função f. 


Além disso, todos os valores de B devem levar à um valor em 4, portanto, podemos visualizar 
isso como n(B) setas saindo de B e chegando em A, onde cada uma dessas setas representa a forma 
como a função f mapeia os valores de B em 4. 


Então, seja B = (b,,b,,bs,by, bs) e A = fa,,a,,as!, podemos mapear o conjunto B em A 
seguindo o seguinte princípio: existem 5 flechas saindo de B e devemos dividi-las em 3 grupos não 
vazios. Então, temos as seguintes possibilidades de grupos: 


gı = (3 flechas > a; 1 flecha > a;,1 flecha > ay) 
92 = {2 flechas > a;,2 flechas > a;,1 flecha > ay) 
ondeizjjxkeizk. 
Em g4, devemos escolher 3 dos 5 elementos de B, temos É, possibilidades, para atingir um 


dos 3 elementos de 4, temos 3 possibilidades. Daí, restam duas flechas que apontam para os outros 
dois elementos e podem ser permutadas de 2! formas. Então, temos: 


Ng) = (5)-3:21=60 


Em g2, devemos escolher 2 dos 5 elementos de B, contudo, devemos dividir por 2! para 
desconsiderar as permutações, uma vez que devemos escolher duas vezes dessa maneira, então, 
temos G) . 1 possibilidades para atingir um dos 3 elementos de A, então, temos 3 possibilidades. 
Além disso, restam 3 elementos no conjunto B para serem escolhidos, então, temos 3 possibilidades 
de escolher uma flecha saindo de B que vai atingir um dos 2 elementos restantes de A. Por fim, 
temos 1 possibilidade de escolher 2 elementos entre os 2 restantes que irão atingir 1 elemento 
restante em 4. Portanto, ao todo, temos: 


5 
Nao =(()-5:3)-8-0:0:0=50 


Portanto, ao todo temos: 
N(g1) + N(g,) = 60 + 90 = 150 
Gabarito: 150 


85. (ITA/2016) 


Numa certa brincadeira, um menino dispõe de uma caixa contendo quatro bolas, cada qual 
marcada com apenas uma destas letras: N,S,L e O. Ao retirar aleatoriamente uma bola, ele 
vê a letra correspondente e devolve a bola à caixa. Se essa letra for N, ele dá um passo na 
direção Norte; se S, em direção Sul, se L, na direção Leste e se O, na direção Oeste. Qual a 
probabilidade de ele voltar para a posição inicial no sexto passo? 
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Comentários 


Quando se retira uma bola da caixa, tem-se 4 possibilidades de novas direções. Portanto, ao 
todo são N = 4º possibilidades de caminhos a serem percorridos. 


Para retornar ao início, é necessário que o menino vá e volte a mesma a mesma quantidade 
na direção norte e sul e na direção leste e oeste. Então, suponha que o menino ande x passos na 
direção norte: 


x passos na direção norte > x passos na direção sul 
3 — x passos na direção leste > 3 — x passos na direção oeste 


Observe que o menino anda 3 — x passos na direção leste e oeste, pois ao todo o menino dá 
6 passos, então, temos que ter x + x + (3 — x) + (3 — x) = 6, o que é verdade. 


Desse modo, dos 6 movimentos do menino, x são na direção norte: (6) possibilidades. 
Dos 6 — x movimentos restantes, x são na direção sul: fimo possibilidades. 

Dos 6 — 2x movimentos restantes, 3 — x são na direção leste: e) possibilidades. 
Dos 3 — x movimentos restantes, 3 — x são na direção oeste: DA possibilidades. 


Então, dado o número de passos x, o número de formas do menino retornar à posição inicial: 


nw = (EAEE GTA 


6! (6 — x)! (6 — 2x)! 
MO o GDA G-0IGEO 
6! 20 - (3)? 3! ; 
= D2- (8-9) ED- (86-99 G EC z) 


Portanto, temos que a probabilidade do menino voltar à posição inicial no sexto passo é a 
soma das probabilidades para cada quantidade de passos x, onde os passos variam de 0 a 3. 
2 2 


3! Ê 3! 3! 3! i 
N = 20 . || ———Á = = a e 
rorat = 20 (a (3- i) j a . (3 — 5 i G (3- zi) ii E (3- 3) | 
Nrora, = 400 
Por fim, temos que a probabilidade pedida é: 


No 46256 


. 25 
Gabarito: — 
256 


86. (ITA/2015) 


Seja S o conjunto de todos os polinômios de grau 4 que têm três dos seus coeficientes iguais a 
2 e os outros dois iguais a 1. 


a) Determine o número de elementos de S. 
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b) Determine o subconjunto de S formado pelos polinômios que têm —1 como uma de suas 
raízes. 


Comentários 
a) Podemos escrever um polinômio de quarto grau: 
p(x) = 2x + a3x? a + a1xX + ao 
Então, sabemos que os elementos de S possuem três coeficientes iguais a 2, isso é feito de 


G) = 10 formas, os outros dois coeficientes são iguais e são iguais a 1, sendo automaticamente 
determinados quando escolhemos três coeficientes iguais a 2. Desse modo: 


n(S) = 10 
b) Se —1 é raiz, temos: 
p(-D)=a-ata-ata=o0 
Não, somente, temos que: 
p(1) = a; + a; + a, + a1 + ao 
Contudo, sabemos que três desses coeficientes são iguais à 2 e dois deles são iguais à 1, ou 
seja: 
p(1)=3:2+2.1=8 
Então, temos: 


E PR ng 
a, — a3 + a, — a, + ao = 0 


Subtraindo a primeira equação da segunda: 
2-a3+2:4 =8 

Então, como a; E {1,2}, então, a igualdade só ocorre se, e somente se: 

az; = 4 =2 

Desse modo, temos as seguintes possibilidades: 

(a, a3, a2, Q1, ao) E {(1,2,1,2,2), (1,2,2,2,1), (2,2,1,2,1)} 

Ou seja, o subconjunto (4) dos polinômios é que têm —1 como uma das raízes: 

A = {xf + 2x? +x? + 2x + 2, x4 + 2x? 2x xd 2x + 2x? +x? +2x+1} 
Gabarito: a) n(S) = 10 b){x4 + 2x? + x? + 2x +2, xf + 2x3 + 2x? + 2x + 1,2x* + 2x + 
x? +2x+1) 

87. (ITA/2015) 


Três pessoas, aqui designadas por A,B e C, realizam o seguinte experimento: A recebe um 
cartão em branco e nele assinala o sinal + ou o sinal —, passando em seguida a B, que mantém 
ou troca o sinal marcado por A e repassa o cartão a C. Este, por sua vez, também opta por 
manter ou trocar o sinal do cartão. Sendo de 1/3 a probabilidade de A escrever o sinal + e de 
2/3 as respectivas probabilidades de B e C trocarem o sinal repetido, determine a 
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probabilidade de A haver escrito o sinal + sabendo-se ter sido este o sinal ao término do 
experimento. 


Comentários 


Temos as seguintes possibilidades: 


A B C 
Log 111 1 
=> in z= — 
3 3 3 27 

+ + — 

é Ș 12 2 

— = a gos = — 
333 27 

+ — — 
P: 212 4 
= mi =- — s —e— = — 
3 3 3 27 
P 2- xL A 
=s Ss (e. a E 
3 3 3 27 

— + = 


Então, uma vez que cada linha é independente uma das outras, a probabilidade de terminar 
com o sinal + no fim do experimento é: 


1 4 4 4 13 
Prim = 37 t2727 tao 27 
Além disso, a probabilidade de A escrever o sinal + e sinal + ser o mesmo do final do 
experimento: 


1 4 5 
Pinicio =z t777 
Portanto, a probabilidade de A ter escrito o sinal + sabendo que esse foi o sinal do final do 
experimento é: 


Pos 5 
P= inicio o 
Prinai 13 


À 5 
Gabarito: — 
13 


88. (ITA/2014) 


Seja Q o espaço amostral que representa todos os resultados possíveis do lançamento 
simultâneo de três dados. Se 4 c Q é o evento para o qual a soma dos resultados dos três 
dados é iguala 9e B c Q o evento cuja soma dos resultados é igual a 10, calcule: 


a) nQ); 

b) n(A) e n(B); 
c) P(A) e P(B). 
Comentários 


a) Sabendo que cada lançamento produz 6 possíveis resultados e são 3 lançamentos: 
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n(O0) =6-6:6 = 216 


b) Seja o evento 4, e sejam x4, x, € x3 os resultados dos dados, desse modo, temos que 4 é 
formado pelos casos em que: 


XxX +X, +x =9 
Não somente, como 6 > x4, X2, X3 > 1, então, seja x' = x — 1, substituindo, temos: 
xi +1+m05+1+x+1=9 
xi +x, +x3=6 


Então, temos que distribuir 6 unidades nas variáveis x4,Xx; e x3, podemos pensar que 
estamos organizando 6 bolinhas e 2 barrinhas, ou seja: 


1+3 +2 > 0000)00 


Temos que todas as possibilidades de permutação de barrinhas são o número de soluções da 
equação, então temos: 


(m + e 


8 
= — 2 ~ 
barrinhas ( ) 8 soluções 


2 


Além disso, essas soluções consideram casos do tipo: (x1, x3, x3) = (6,0,0), o que é um 
problema, pois assim x, = x; + 1 = 6 + 1, mas x, < 6, então, devemos excluir os casos em que 
XxX, > 6, que são: 


(6,0,0) ou (0,6,0) ou (0,0,6) 
Logo, temos que: 
n(A) =28-3=25 
Aplicando o mesmo conceito no evento B, então, que: 
xı + x, + x3 = 10 
Daí: 
xi +x, +x =7 
Então, seguindo a mesma ideia de permutar barrinhas e bolinhas: 
iai + o o (> 
2 
Além disso, devemos eliminar os casos em que x4, x3, X3 > 6, que são: 
(7,0,0) ou (0,7,0) ou (0,0,7) ou (6,1,0) ou (6,0,1) ou (1,6,0) ou (0,6,1) ou (1,0,6) ou (0,1,6) 
Então, temos 9 soluções que devemos eliminar, portanto: 
n(B) = 36-9 = 27 
c) Por fim, temos que a probabilidade P(A) e P(B) é: 


barrinhas ) = 36 soluções 


_ casos favoráveis 
— casos possíveis 
n(A) 25 
P(A) = —— = — 
(4) n(O) 216 
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o n(B) - 27 
P(B) = EO 
Gabarito: a) n(9) = 216 b) n(A) = 25 e n(B) = 27 c) P(A) = = e P(B) = 2 


89. (ITA/2014) 


Determine quantos paralelepípedos retângulos diferentes podem ser construídos de tal 
maneira que a medida de cada uma de suas arestas seja um número inteiro positivo que não 
exceda 10. 


Comentários 
Nesse caso, podemos dividir os possíveis paralelepípedos formados em três grupos: 
a) Se todas as medidas forem diferentes: 


Então, dentre os 10 números possíveis, devemos escolher 3, assim, temos o) = 120 
possibilidades. 


b) Se uma medida for distinta: 


Então, podemos escolher de 10 formas as medidas iguais e de uma forma a medida distinta, 
então temos 10 - 9 = 90 possibilidades. 


c) Se todas as medidas forem iguais: 


Então, podemos escolher de 10 formas diferentes o valor dessas medidas, ou seja, temos 10 
possibilidades. 


Por fim, ao todo, temos: 


10 + 90 + 120 = 220 possibilidades 


Gabarito: 220 maneiras 


90. (ITA/2013) 


Quantos tetraedros regulares de mesma dimensão podemos distinguir usando 4 cores 
distintas para pintar todas as suas faces? Cada face só pode ser pintada com uma única cor. 


Comentários 


Fixando um tetraedro e pintando sua face interior com uma das quatro cores, restam 3 cores 
e podemos realizar uma permutação circular em suas outras três faces restantes, 
consequentemente, temos: 


1- (3 — 1)! = 2 formas 
Gabarito: 2 formas 
91. (ITA/2012) 


Dez cartões estão numerados de 1 a 10. Depois de embaralhados, são formados dois conjuntos 
de 5 cartões cada. Determine a probabilidade de que os números 9 e 10 apareçam num 
mesmo conjunto. 


Comentários 


do Aula 16 — Análise Combinatória e Probabilidade 
p www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 16: ITA/IME 2020 


O número de conjuntos em que o 9 e o 10 aparecem juntos (n4) é calculado variando-se os 
outros três números pertencentes ao seu conjunto, ou seja, dos oito números restantes de 1 a 10, 
devemos escolher 3: 

E 
Ni = 
3 


Além disso, quando dividimos os dez cartões em dois grupos, temos um grupo que 
obrigatoriamente possui o número 9, então, basta escolher os outros 4 números e assim temos o 
número (n,) de todas as possíveis configurações: 


= (9 


Por fim, a probabilidade requisitada no enunciado é: 


pola G) 56 4 
no, C) 126 9 
Gabarito: $ 


92. (ITA/2011) 


Sobre uma mesa estão dispostos 5 livros de história, 4 de biologia e 2 de espanhol. Determine 
a probabilidade de os livros serem empilhados sobre a mesa de tal forma que aqueles que 
tratam do mesmo assunto estejam juntos. 


Comentários 


Temos, ao todo 5+ 4+2 = 11 livros distintos, então, ao todo existem 11! Possíveis 
configurações dos livros. Além disso, se os livros do mesmo assunto estão juntos, temos as matérias 
podem ser permutadas de 3! maneiras. Não somente, em história podemos permutar os livros de 
5! maneiras, em biologia podemos permutar de 4! maneiras e em espanhol podemos permutar de 
2! maneiras. 


Portanto, a probabilidade pedida é: 
o dteslodl- 21 1 
E 11! 1155 


, 1 
rito: — 
Gabarito E 


93. (ITA/2010) 


Uma urna de sorteio contém 90 bolas numeradas de 1 a 90, sendo que a retirada de uma bola 
é equiprovável à retirada de cada uma das demais. 


a) Retira-se aleatoriamente uma das 90 bolas desta urna. Calcule a probabilidade de o 
número desta bola ser um múltiplo de 5 ou de 6. 


b) Retira-se aleatoriamente uma das 90 bolas desta urna e, sem repô-la, retira-se uma 
segunda bola. Calcule a probabilidade de o número da segunda bola retirada não ser um 
múltiplo de 6. 


Comentários 
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a) Para a bola retirada ser múltipla de 5 ou 6, devemos contar o número de múltiplas de 5, o 
número de múltiplas de 6 e retirar os casos contados duas vezes, ou seja, retirar o número de 
múltiplas de 30, assim, temos: 


M; = 218 múltiplos de 5 
5 


Ms = © = 15 múltiplos de 6 
Mao = 2 = 3 múltiplos de 30 


Então, existem 18 + 15 — 3 = 30 casos prováveis de se retirar um múltiplo de 5 ou 6. Não 
somente, ao todo existem 90 casos possíveis, uma vez que podemos retirar qualquer uma das 90 
bolas. Assim, a probabilidade é: 

30 1 
“5075 

b) Conforme calculamos, existem 15 múltiplos de 6, então, devemos considerar duas 

possibilidades: 


i) Se a primeira bola retirada for múltipla de 6: 


múltiplos de 6 não múltiplos de6 15 75 


Pa casos possíveis casos possíveis — 1 90 89 


ii) Se a primeira bola retirada não for múltipla de 6: 


7? = Rs O TV E A CAN AR 
r casos possíveis casos possíveis — 1 90 89 


Portanto, temos que a probabilidade pedida o item b) é: 
15 75 75 74 5 
p = Pi + P2 = 30` 89 +90 896 
Gabarito: a) £ b) Ž 
94. (ITA/2009) 


Um determinado concurso é realizado em duas etapas. Ao longo dos últimos anos, 20% dos 
candidatos do concurso têm conseguido na primeira etapa nota superior ou igual à nota 
mínima necessária para poder participar da segunda etapa. Se tomarmos 6 candidatos dentre 
os muitos inscritos, qual é a probabilidade de no mínimo 4 deles conseguirem nota para 
participar da segunda etapa? 


Comentários 
A probabilidade de ser aprovado é P, =} , consequentemente, a probabilidade de ser 
reprovado é de Pp = £ E 


Além disso, dentre 6 candidatos escolhidos, para que no mínimo 4 candidatos sejam 
aprovados temos que considerar os seguintes casos: 


|) Somente 4 aprovados: 
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Então, temos que 4 deles, os aprovados, devem possuir probabilidade P, e dois deles, os 
reprovados, devem possuir probabilidade Pp, além disso, podemos permutar essas probabilidades 
entre os 6 candidatos de ($) maneiras, então, temos: 

4 


aS 


Analogamente, 5 deles tem probabilidade P, e 1 deles tem probabilidade Pp, além disso, 
pode-se permutar de ($) maneiras as probabilidades entre os 6 candidatos: 


-90 (6) = 


Analogamente, 6 deles tem probabilidade P, e O deles tem probabilidade Pp, além disso, 
podemos permutar de (é) maneiras as probabilidades entre os 6 candidatos: 


a “(6) =5: 


Portanto, a probabilidade pedida é: 


Il) Somente 5 aprovados: 


III) Somente 6 aprovados: 


2404 24+1 53 
PaP tis th =o 0 3125 


E 53 
Gabarito: — 
3125 


95. (ITA/2008) 


Em um espaço amostral com uma probabilidade P, são dados os eventos A,B e C tais que: 
P(A) = P(B) = 1/2, com A e B independentes, P(A N B N C) = 1/16, e sabe-se que 
P(CA nBJU(AN C)) = 3/10. Calcule as probabilidades condicionais P(C|ANB) e 
P(C|A Nn BS). 
Comentários 

i) P(CIA NB): 

Por Bayes, sabemos que: 

1 1 
P(ANBNC) o T6 16 1 


PCA qm MAD Li 4 
2 2 


O passo feito em vermelho ocorre, pois as probabilidades são independentes. 
ii) P(C|AN BS): 
Inicialmente, temos que: 

ANBC=A-B=A-ANB 


Então, temos: 
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nado E A a a L O 


P(A-ANB) —P(4A-ANB) 
_P(ANC-ANBAC) P(ANC)-PANBNAC) 
Men Aan Pa É 


Além disso, temos que: 
P(CANB)U(ANC) =P(ANB)+P(ANC) -P((ANB)n(ANC)) 
P(CANB)U(ANC) =P(ANB)+P(ANC)-P(ANBNC) 
Substituindo: 


a 1 PANC) z 
10 2 2 16 


P(ANO = 2 (D 


Desse modo, de (1) e (II) temos: 


9 1 
P(CIA A BE  P(ANC)-P(ANBNCO) go 16 1 
CANSO = pran Ti TÃO 
2 22 


Gabarito: P(C|A n B) = Že P(CIANBS) =} 


96. (ITA/2007) 


Dentre 4 moças e 5 rapazes deve-se formar uma comissão de 5 pessoas com, pelo menos, 1 
moça e 1 rapaz. De quantas formas distintas tal comissão poderá ser formada? 


Comentários 
Das comissões de pelo menos 1 moça e 1 rapaz, tem-se as seguintes possibilidades: 
i) 1 rapaz e 4 moças: 


Devemos escolher 1 rapaz entre os 5 existentes e 4 moças entre as 4 existentes, então, 
temos: 


ii) 2 rapazes e 3 moças: 


Devemos escolher 2 rapazes entre os 5 existentes e 3 moças entre as 4 existentes, então, 
temos: 


iii) 3 rapazes e 2 moças: 


Devemos escolher 3 rapazes entre os 5 existentes e 2 moças entre as 4 existentes, então, 
temos: 
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iv) 4 rapazes e 1 moça: 


Devemos escolher 4 rapazes entre os 5 existentes e 1 moça entre as 4 existentes, então, 


p = = 


Por fim, temos que o total de comissões é: 
total = 5 + 40 + 60 + 20 = 125 


Gabarito: 125 comissões 


97. (ITA/2005) 


São dados dois cartões, sendo que um deles tem ambos os lados na cor vermelha, enquanto o 
outro tem um lado na cor vermelha e o outro lado na cor azul. Um dos cartões é escolhido ao 
acaso e colocado sobre uma mesa. Se a cor exposta é vermelha, calcule a probabilidade de o 
cartão escolhido ter a outra cor também vermelha. 


Comentários 


Temos dois cartões possíveis: (V,V) e (A,V), então, existem as seguintes possibilidades 
quando se vira o cartão: 


A — V 


virou 


virou 
É V—sV 
Casos que a cor exposta é vermelha 4" ou 


virou 
Então, se a cor exposta é vermelha, existem 3 formas de a cor exposta ser vermelha. Além 
disso, existem 2 formas de a cor exposta ser vermelha e virar e obter a cor vermelha. Então, a 


probabilidade é: 
2 
dE 
Gabarito: - 


98. (ITA/2004) 


Uma caixa branca contém 5 bolas verdes e 3 azuis, e uma caixa preta contém 3 bolas verdes e 
2 azuis. Pretende-se retirar uma bola de uma das caixas. Para tanto, 2 dados são retirados. Se 
a soma resultante dos dois dados for menor que 4, retira-se uma bola da caixa branca. Nos 
demais casos, retira-se uma bola da caixa preta. Qual a probabilidade de se retirar uma bola 
verde? 


Comentários 


As possibilidades para que a soma resultante de dois dados seja menor que 4, são dadas: 
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(d+, d2) E {(1,1), (1,2), (2,1)) 


Então, temos 3 possibilidades. Além disso, ao todo, temos 6 : 6 = 36 resultados possíveis 
para os lançamentos dos dois dados. Logo, a probabilidade de escolhermos a caixa branca, ou seja, 
de a soma dos dois dados seja menor que 4 é: 


B 3 
Pbranca 7 36 
Consequentemente: 
33 
Ppreta = 36 


Além disso, devemos dividir o problema em dois casos, dado que se retira uma bola da caixa 
branca ou dado que se retira uma bola da caixa preta: 


i) Dado que se retira uma bola da caixa branca, então a probabilidade de se retirar uma bola 
verde é: 


bolas verdes na caixa branca 5 


P = e 
bverde — total de bolas na caixa branca 8 
ii) Dado que se retira uma bola da caixa preta, então a probabilidade de se retirar uma bola 
verde é: 


bolas verdes na caixa preta 3 


P =. s 
pverde — total de bolas na caixa preta 5 


Não somente, para se retirar uma bola verde de uma caixa branca, é necessário que: a soma 
dos dados seja menor que 4 e que da caixa branca saia uma bola verde, portanto, a probabilidade 
é: 

3 5 5 


.— 


Pı = Pbranca * Pbverde — 36 8 = 96 


Analogamente, para se retirar uma bola verde de uma caixa preta, é necessário que: a soma 
dos dados seja maior ou igual à 4 e que da caixa preta saia uma bola verde, portanto, a probabilidade 
é: 

33 3 11 


P2 = Ppreta * Ppverde 7 36 ' m 20 


Por fim, o evento de se retirar uma bola verde é dado por: a o evento de se retirar uma bola 
verde de uma caixa branca ou o evento de se retirar uma bola verde da caixa preta, assim, temos 
que: 

E 5 2 11 289 
p = Pı T P2 = 36 t20 480 


289 
Gabarito: — 
480 
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QUESTÕES IME 


99. (IME/2019) 


Em um jogo de RPG “Role-Playing Game” em que os jogadores lançam um par de dados para 
determinar a vitória ou a derrota quando se confrontam em duelos, os dados são icosaedros 
regulares com faces numeradas de 1 a 20. Vence quem soma mais pontos na rolagem dos 
dados e, em caso de empate, os dois perdem. Em um confronto, seu adversário somou 35 
pontos na rolagem de dados. É sua vez de rolar os dados. Qual sua chance de vencer este 
duelo? 


(E) 3/80 
Comentários 
A probabilidade P de eu vencer o duelo pode ser dado pela fórmula: 


nº de casos favoráveis 
total de casos possíveis 


O total de casos possíveis que pode ocorrer é igual a 20 : 20 = 400, pois para cada dado 
lançado temos 20 possibilidades de resultado (pode sair qualquer número entre 1 e 20). 


Vamos ver todos os casos favoráveis, ou seja, todos os casos em que a soma dos dois dados 
seja maior que 35: 


(16,20) > 16 +20 = 36 > 35 
(17,19) > 17 + 19 = 36 > 35 
(18,18) > 18 + 18 = 36 > 35 
(19,17) > 19 + 17 = 36 > 35 
(20,16) > 20 + 16 = 36 > 35 
(17,20) > 17 + 20 = 37 > 35 
(18,19) > 18 + 19 = 37 > 35 
(19,18) > 19 + 18 = 37 > 35 
(20,17) > 20 + 17 = 37 > 35 
(18,20) > 18 + 20 = 38 > 35 
(19,19) > 19 + 19 = 38 > 35 
(20,18) > 20 + 18 = 38 > 35 
(19,20) > 19 + 20 = 39 > 35 
(20,19) > 20 + 19 = 39 > 35 
(20,20) > 20 + 20 = 40 > 35 
Somando os casos, temos que a quantidade de casos favoráveis é 15. Portanto, a 
probabilidade de vencer o duelo é: 
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Gabarito: “E” 


100. (IME/2019) 


Um hexágono regular está inscrito em um círculo de raio R. São sorteados 3 vértices distintos 
do hexágono, a saber: A,B e C. Seja r o raio do círculo inscrito ao triângulo ABC. Qual a 


probabilidade de que r = £? 
(A) O 
(B) 1/10 
(C) 3/5 
(D) 1/20 
(E) 1/6 
Comentários 

Vamos calcular o número total de triângulos que se podem formar em um hexágono regular: 

6 6! 6:5:4 
e e a 
Para calcular o número de casos favoráveis, devemos saber quantos triângulos satisfazem a 

condição do problema. 


No hexágono regular, temos 3 possibilidades de se formar os triângulos. Veja a figura: 


Possibilidade 1 Possibilidade 2 Possibilidade 3 
B 


AAN” AZN 


O raio inscrito ao triângulo ABC deve ser igual a R/2. Podemos relacionar R com r através 
da fórmula da área: 


SaaBc = Pr 


Sendo p o semiperímetro do triângulo ABC. 
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Desse modo, para a possibilidade 1: 


R - sen(30°) - RV3 R +R +RV3 
zn ~ ~ y 


Sac = y —— 2 
Rv3 Rv3(2— v3) R 
rr CO 


Possibilidade 2: 


R-RV3 2R+R+RV3 
ShaBc = 2 =— oO 


RV3(3 — V3) _ R 
CO ~ 


RV3 = (3 +3): rər 


Possibilidade 3: 


Nesse caso, temos um triângulo equilátero. Pelas propriedades desse triângulo, podemos 
escrever: 


v3 
h Rv3-sen(60º) BVS R 
r=- = — o LD ^n 


3 3 3 2 


Assim, devemos ter um triângulo equilátero. Do total de triângulos que podemos formar, 
apenas 2 são equiláteros: 


Portanto, a probabilidade desejada é: 


Gabarito: “B” 


101. (IME/2018) 
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João e Maria nasceram no século XX, em anos distintos. A probabilidade da soma dos anos em 
que nasceram ser 3875 é: 


(A) 2/99 

(B) 19/2475 
(C) 37/4950 
(D) 19/825 
(E) 19/485 
Comentários 


A probabilidade P da soma dos anos em que João e Maria nasceram ser 3875 pode ser dado 
pela fórmula: 
nº de casos favoráveis 
— total de casos possíveis 
O total de casos possíveis é igual a 100 - 99 = 9900 pois existem 100 maneiras de escolher 


o ano de nascimento de João (século XX começa no ano de 1901 e termina no ano de 2000) e 99 
maneiras de escolher o ano de nascimento de Maria (pois é um ano distinto do ano de João). 


Veja que são 74 casos favoráveis: 


e (1901,1974), (1902,1973), (1903,1972),..., (1973, 1902), (1974, 1901) 
Assim a probabilidade da soma dos anos em que João e Maria nasceram ser 3875 é: 
e 74 37 
100-99 4950 


P = 37/4950 


Gabarito: “C” 


102. (IME/2017) 


Um hexágono é dividido em 6 triângulos equiláteros. De quantas formas podemos colocar os 
números de 1 a 6 em cada triângulo, sem repetição, de maneira que a soma dos números em 
três triângulos adjacentes seja sempre múltiplo de 3? Soluções obtidas por rotação ou reflexão 
são diferentes, portanto as figuras abaixo mostram duas soluções distintas. 
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(C) 36 
(D) 48 
(E) 96 
Comentários 


Vamos nomear os 6 triângulos, dessa forma a contagem irá incluir soluções obtidas por 
reflexão ou rotação. Veja a figura abaixo: 


Sabendo que: 


e 1 e4 possuem resto iguala 1 na divisão por 3; 
e 2e 5 possuem resto igual a 2 na divisão por 3; 
e 3e 6 possuem resto igual a O na divisão por 3; 

Para que a soma de 3 números seja múltiplo de 3, então necessariamente estes números 
serão: um múltiplo de 3, um com resto igual a 1 na divisão por 3 e um com resto igual a 2 na divisão 
por 3. Veja que nenhuma outra combinação resulta em um múltiplo de 3. Assim pelo princípio 
multiplicativo temos que: 

e o triângulo A possui 6 opções de escolha de um número (qualquer um de 1 a 6); 
e otriângulo B possui 4 opções (não pode ser nenhum do grupo de resto do triângulo A); 
e otriângulo C possui 2 opções (não pode ser nenhum dos grupos de restos dos triângulos A e 

B); 

e o triângulo D possui somente 1 opção (conhecendo os valores de B e C, sabemos os restos 

deles e então sobra um resto possível para o D); 

e o triângulo E igualmente possui 1 opção; 
e otriângulo F fica com o número que sobrar, portanto 1 opção também. 


Assim o número de possibilidades de colocar os números nos triângulos é: 
6:4:2:1:1-.1=48 
Gabarito: “D” 


103. (IME/2016) 


Os inteiros n e m são sorteados do conjunto (1,2,3, ...,2016), podendo haver repetição. Qual 
a probabilidade do produto n x m ser múltiplo de 12? 


(A) > 
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(B) > 


5 
24 

5 
36 
5 


(E) a 


Comentários 
Podemos trabalhar com os restos na divisão por 12 dos números do conjunto, assim: 


e de1a12temos todos os restos possíveis de 12 (0a 11); 
e de 13 a 24 temos todos os restos possíveis de 12 (0a 11); 
e de 25 a 36 temos todos os restos possíveis de 12 (0 a 11); 


e de 1993 a 2004 temos todos os restos possíveis de 12 (0a 11); 

e de 2005 a 2016 temos todos os restos possíveis de 12 (0 a 11). 

São ao todo 168 grupos 12 números com um resto possível na divisão por 12. As combinações 
possíveis de dois números n e m que multiplicados dão um múltiplo de 12 são: 

e ncomresto 1em com resto 12; 

e n com resto 2 em com resto 6; 

e n com resto 2 e m com resto 12; 

e n com resto 3 e m com resto 4; 

e n com resto 3 e m com resto 8; 

e n com resto 3 e m com resto 12; 

e n com resto 4 e m com resto 3; 

e n com resto 4e m com resto 6; 

e n com resto 4 e m com resto 9; 

e n com resto 4e m com resto 12; 

e n com resto 5 em com resto 12; 

e n com resto 6em com resto 2; 

e n com resto 6 e m com resto 4; 

e n com resto 6 e m com resto 6; 

e n com resto 6e m com resto 8; 

e n com resto 6e m com resto 10; 

e n com resto 6em com resto 12; 

e n com resto 7 e m com resto 12; 

e n com resto 8 e m com resto 3; 

e n com resto 8 e m com resto 6; 

e n com resto 8 e m com resto 9; 

e n com resto 8 e m com resto 12; 

e n com resto 9 e m com resto 4; 

e n com resto 9 e m com resto 8; 

e n com resto 9 e m com resto 12; 

e n com resto 10 e m com resto 6; 
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e ncomresto 10em com resto 12; 

e ncomresto 11em com resto 12; 

e ncomresto 12 em com resto 1; 

e n com resto 12 em com resto 2; 

e n comresto 12 em com resto 3; 

e ncomresto 12 em com resto 4; 

e ncomresto 12 em com resto 5; 

e n com resto 12 e m com resto 6; 

e n com resto 12 e m com resto 7; 

e n com resto 12 e m com resto 8; 

e n com resto 12 e m com resto 9; 

e n com resto 12 e m com resto 10; 

e n com resto 12 e m com resto 11; 

e n com resto 12 e m com resto 12; 

São ao todo 40 combinações possíveis para escolher dois números n e m tais que o produto seja 
múltiplo de 12. Para cada combinação os números podem ser escolhidos de qualquer grupo 
listados primeiramente. Assim como são 168 grupos então a probabilidade é: 


168 - 168 1-1 5 


‘2016.2016 “0 12.12 [18 


Gabarito: “B” 


104. (IME/2015) 


O time de futebol “X” irá participar de um campeonato no qual não são permitidos empates. 
Em 80% dos jogos, “X” é o favorito. A probabilidade de “X” ser o vencedor do jogo quando ele 
é o favorito é 0,9. Quando “X” não é o favorito, a probabilidade de ele ser o vencedor é 0,02. 
Em um determinado jogo de “X” contra “Y”, o time “X” foi o vencedor. Qual a probabilidade 
de “X” ter sido o favorito nesse jogo? 


(A) 0,80 
(B) 0,98 
(C) 180/181 
(D) 179/181 
(E) 170/181 
Comentários 
A probabilidade P de "X" ter sido o favorito neste jogo pode ser dado pela fórmula: 


nº de casos favoráveis 
total de casos possíveis 


O total de casos possíveis pode ser dado por 0,8-0,9 + (1 — 0,8) - 0,02 = 0,724 que 
representa as possibilidades de "X" ser vencedor. 


Já o número de casos favoráveis é dado pela possibilidade de ele ter sido vencedor e favorito, 
ou seja, 0,8 : 0,9 = 0,72. 
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Assim a probabilidade P de "X" ter sido o favorito neste jogo é: 
e 0,72 720 180 
"0,724 724 181 


P = 180/181 


Gabarito: “C” 


105. (IME/2014) 


Em uma festa de aniversário estão presentes n famílias com pai, mãe e 2 filhos, além de 2 
famílias com pai, mãe e 1 filho. Organiza-se uma brincadeira que envolve esforço físico, na qual 
uma equipe azul enfrentará uma equipe amarela. Para equilibrar a disputa, uma das equipes 
terá apenas o pai de uma das famílias, enquanto a outra equipe terá 2 pessoas de uma mesma 
família, não podendo incluir o pai. É permitido que o pai enfrente 2 pessoas de sua própria 
família. Para que se tenha exatamente 2014 formas distintas de se organizar a brincadeira, o 
valor de n deverá ser 
(A) 17 
(B) 18 
(C) 19 
(D) 20 
(E) 21 
Comentários 

Vamos analisar duas situações: 


I) Para escolher um pai para a compor a equipe azul temos (n + 2) maneira, podendo ser 
qualquer pai de qualquer uma das (n + 2) famílias. Para a equipe amarela temos: 


o (5) maneiras de escolher dois membros se for do primeiro tipo de família (escolher duas 
pessoas dentre mãe e dois filhos); 
o C) maneiras de escolher dois membros se for do segundo tipo de família; 
Assim para compor a equipe amarela temos (5) n+ C) -2 = (3n + 2) maneiras. 
Assim para este primeiro caso temos (n + 2): (3n + 2) possibilidades para a 
brincadeira. 


IT) Neste caso temos a mesma situação só que com os times de cores trocadas. Assim para 
escolher um pai para a compor a equipe amarela temos (n + 2) maneira e para a equipe azultemos: 
° C) maneiras de escolher dois membros se for do primeiro tipo de família; 
o C) maneiras de escolher dois membros se for do segundo tipo de família; 
Assim para compor a equipe azul temos C) n+ C) -2 = (3n + 2) maneiras. 
Assim para o segundo caso temos novamente (n + 2) (3n + 2) possibilidades para a 


brincadeira. 
O total de possibilidade para a brincadeira é então: 


(n+2)- (3n+2)+(n +2). (3n +2) = 6n? + 16n +8 
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Para que essa quantidade seja igual a 2014 devemos ter então que: 
6n? + 16n + 8 = 2014 
3n? + 8n + 4 = 1007 
Resolvendo a equação teremos que: 
n = 17 
Gabarito: “A” 


106. (IME/2013) 


Um menino, na cidade do Rio de Janeiro, lança uma moeda. Ele andará 1 m para leste se o 
resultado for cara ou 1 m para oeste de o resultado for coroa. A probabilidade deste menino 
estar a 5 m de distância de sua posição inicial, após 9 lançamentos da moeda, é: 


Comentários 


Para que o menino esteja 5 metros para uma direção (leste ou oeste) ele precisa de 5 
lançamentos iguais (cara ou coroa, respectivamente). Dos 9 lançamentos, os 4 restantes deverão 
ser tais que ele não mude de posição no final, isto ocorre se dos 4 lançamentos, 2 forem caras e 2 
forem coroas, assim um lançamento cara cancela a ação de um lançamento coroa. Assim temos dois 
casos para analisar: 


1) 7 lançamentos caras e 2 lançamentos coroas (menino está a 5 m a leste). 
Seja P,P,P;P,P; Ps P,PsPo as posições da ordem dos 9 lançamentos, temos então: 


9! 9.8. 


c3 = 36 


9 = O22 2 


possibilidades para escolher as 7 posições para terem resultados cara. As posições restantes 
terão resultados coroa. O total de possibilidades de 9 lançamentos é dado por 2º (para cada posição 
temos duas opções, ou cara ou coroa). Assim a probabilidade do menino estar a 5 metros de 
distância de sua posição inicial neste caso é: 


36 9 
2º 27 
IT) 2 lançamentos caras e 7 lançamentos coroas (menino está a 5 m a oeste). 


O cálculo deste caso é análogo ao caso anterior. Portanto a probabilidade neste caso é: 
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36 9 
2º 27 
Portanto a probabilidade final do menino estar a 5 metros de distância de sua posição inicial 
neste caso é: 


9 9 9 
27" 27" |25 


Gabarito: “A” 


107. (IME/2012) 


Em um aeroporto existem 12 vagas numeradas de 1 a 12, conforme a figura. Um piloto 
estacionou sua aeronave em uma vaga que não se encontrava nas extremidades, isto é, 
distintas das vagas 1 e da vaga 12. Após estacionar, o piloto observou que exatamente 8 das 
12 vagas estavam ocupadas, incluindo a vaga na qual sua aeronave estacionou. Determine a 
probabilidade de que ambas as vagas vizinhas a sua aeronave estejam vazias. 


CEECEE 


(A) 1/55 
(B) 2/55 
(C) 3/55 
(D) 4/55 
(E) 6/55 
Comentários 


A probabilidade P de ambas as vagas vizinhas a aeronave estejam vazias pode ser dado pela 
fórmula: 
nº de casos favoráveis 
total de casos possíveis 


O total de casos possíveis pode ser dado por: 
11 
nie 7 
pois são 10 opções para a aeronave (qualquer vaga escolhida entre 2 a 11) e das 11 vagas 


restantes temos que escolher 7 para serem ocupadas. 


Considerando agora vaga livre/aeronave/vaga livre como um só elemento, então temos 10 
vagas e 8 ocupadas inclusive o elemento trio. Temos então 10 maneiras de escolher uma posição 
para o elemento trio. Das 9 vagas restantes temos que escolher 7 para serem consideradas 
ocupadas também. Portanto o número de casos favoráveis é: 


10-3) 


Assim a probabilidade P de ambas as vagas vizinhas a aeronave estarem vazias é: 
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10- (2) 9! (11-7)!:-7!1 9 4-3.2 6 
Pere ll a --- -+E+=S 
wC Deda 11! 2 11-10-9! 55 
P = 6/55 
Gabarito: “E” 
108. (IME/2011) 


O pipoqueiro cobra o valor de R$ 1,00 por saco de pipoca. Ele começa seu trabalho sem 
qualquer dinheiro para troco. Existem oito pessoas na fila do pipoqueiro, das quais quatro têm 
uma moeda de R$ 1,00 e quatro uma nota de R$ 2,00. Supondo uma arrumação aleatória para 
a fila formada pelas oito pessoas e que cada uma comprará exatamente um saco de pipoca, a 
probabilidade de que o pipoqueiro tenha troco para as quatro pessoas que pagarão com a nota 
de R$ 2,00 é: 


(E) 1/2 
Comentários 


A probabilidade P de o pipoqueiro ter troco para as quatro pessoas que pagarão com a nota 
de dois reais pode ser dado pela fórmula: 


nº de casos favoráveis 


total de casos possíveis 
O total de casos possíveis é 8!, pois devemos enfileirar oito pessoas. 


Para facilitar vamos chamar as pessoas com moeda de um real de U e pessoas com nota de 
dois reais de D. Veja que para cada D deve existir à sua frente no mínimo um U. Já podemos concluir 
que a primeira pessoa da fila não pode ser D. Seja então U_U_U_U_a ordem da fila onde _ pode ser 


preenchida com D’s. Temos então as seguintes possibilidades de preencher: 


UUUUDDDD; 
UUUDUDDD; 
UUUDDUDD; 
UUUDDDUD; 
UUDUUDDD; 
UUDUDUDD; 
UUDUDDUD; 
UUDDUUDD; 
UUDDUDUD; 
UDUUUDDD; 
UDUUDUDD; 
UDUUDDUD; 
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e UDUDUUDD; 
e UDUDUDUD. 


São 14 possibilidades. Mas devemos levar em consideração que são pessoas diferentes e, 
portanto, devemos permutar as pessoas U entre elas e as pessoas D entre elas para cada 
possibilidade listada acima. Assim o número de casos favoráveis é dado por: 

14-4!-4! 

Assim a probabilidade de o pipoqueiro ter troco para as quatro pessoas que pagarão com a 
nota de dois reais é: 

14.41.41 14:4.3.2:1:4] 
8! 8-:7-6-5-41 |5 
Gabarito: “B” 


109. (IME/2011) 


Um trem conduzindo 4 homens e 6 mulheres passa por seis estações. Sabe-se que cada um 
destes passageiros irá desembarcar em qualquer uma das seis estações e que não existe 
distinção dentre os passageiros de mesmo sexo. O número de possibilidades distintas de 
desembarque destes passageiros é: 


(A) 1.287 
(B) 14.112 
(C) 44.200 
(D) 58.212 
(E) 62.822 
Comentários 


Seja H4, H3, Hs, H4, Hs e He a quantidade de homens que desceu nas estações 1, 2,3, 4,5e 6, 
respectivamente. E seja M4, M, Ms, M4, M; e Mg a quantidade de mulheres que desceu nas estações 
1, 2,3,4,5 e 6, respectivamente. 


Temos então que H, + H, + H; + H, + H; + Hg = 4. Considerando que cada | representa 
uma pessoa então temos quer permutar 9 obejtos (5 sinais de + e 4 | que representam os homens). 
Assim por exemplo | + | + || + + + significa que desceu um homem na parada 1, um homem na 
parada 2, dois homens na terceira parada e nenhum homem nas paradas 4, 5 e 6. Temos então uma 
permutação de 9 objetos com repetições, portanto: 

9! 9.8.7.6 
aja! Asa eol 

Analogamente podemos encontrar o número de possibilidades no caso das mulheres. São 11 
objetos (5 sinais de + e 6 | que representam as mulheres). Temos então uma permutação de 11 
objetos com repetições, portanto: 

11! 11-10:9-.8-7 
als) B4321 

Portanto o total de possibilidades distintas de desembarque dos passageiros é: 


= 126 


= 462 
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126 - 462 = |58.212 
Gabarito: “D” 
110. (IME/2010) 


Cada um dos quadrados menores da figura acima é pintado aleatoriamente de verde, azul, 
amarelo ou vermelho. Qual é a probabilidade de que ao menos dois quadrados, que possuam 
um lado em comum, sejam pintados da mesma cor? 


Comentários 


Vamos nomear os quadrados menores da seguinte maneira: 
EH 
EE 


Além disso, a probabilidade P de que ao menos dois quadrados que possuem lado comum 
possuam mesma cor pode ser dado pela fórmula: 


nº de casos favoráveis nº de casos não favoráveis 


total de casos possíveis total de casos possíveis 


O total de casos possíveis pode ser dado por: 

4.4.4.4 = 4f = 256 
pois são cada quadrado menor possui 4 opções de escolher a cor para ser pintado. 
Vamos analisar os casos não favoráveis: 


I) A,B,C e D possuem cores distintas 
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Neste caso, 4 possui 4 opções de escolha de cor, em seguida B possui 3, C possui 2 e por fim 
D possui 1 opção. Assim neste caso temos 4:3 :2 : 1 = 24 possibilidades não favoráveis. 


IN) A e D possuem cores iguais e B e C possuem cores distintas 


Neste caso, 4 possui 4 opções de escolha de cor, em seguida B possui 3, C possui 2 e por fim 
D possui 1 opção, que é a mesma que a cor de A. Assim neste caso temos 4:3:2:1= 24 
possibilidades não favoráveis. 


IIT) A e D possuem cores iguais e B e C possuem cores iguais mas diferente do par anterior 


Neste caso, 4 possui 4 opções de escolha de cor, em seguida B possui 3, C possui 1 e por fim 
D possui também 1 opção, pois ambos já possuem suas cores definidas. Assim neste caso temos 4 - 
3:1-1 = 12 possibilidades não favoráveis. 


IV) B e C possuem cores iguais e 4 e D possuem cores distintas 


Neste caso, 4 possui 4 opções de escolha de cor, em seguida B possui 3, C possui 1 (mesma 
cor que B) e por fim D possui 2 opções, pois ambos já possuem suas cores definidas. Assim neste 
caso temos 4:3: 1:2 = 24 possibilidades não favoráveis. 


Assim o total de casos não favoráveis é igual a: 
24 +24 +12 +24 = 84 


Assim a probabilidade P de que ao menos dois quadrados que possuem lado comum 
possuam mesma cor é: 


84 172 43 
P=1-556" 256 64 
43 
a 


Gabarito: “E” 


111. (IME/2009) 


Uma urna contém cinco bolas numeradas de 1 a 5. Retiram-se, com reposição, 3 bolas desta 
urna, sendo a o número da primeira bola, 8 o da segunda e À o da terceira. Dada a equação 
quadrática ax? + Bx + À = 0, a alternativa que expressa a probabilidade das raízes desta 
equação serem reais é 


Comentários 
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A probabilidade P das raízes da equação ax? + Bx + À = 0 serem reais pode ser dado pela 
fórmula: 


nº de casos favoráveis 
total de casos possíveis 


O total de casos possíveis pode ser dado por: 
5-5-5 =5 = 125 
pois são 5 opções para cada bola retirada da urna. 
Para que a equação ax? + Px + À = 0 tenha raízes reais devemos ter que: 
A=B?-4:4-1A>D05]B2>4-a:d 


Vamos analisar todos os casos favoráveis: 


D6B=1 
Não existe nenhuma maneira de escolher «e A tais que $? > 4- a -A para $ = 1; 
INB=2 


Existe somente 1 maneira de escolhera e A tais que $? > 4 - æ - À para 8 = 2. Ela é quando 
a=1=1>2?=4.-1-1; 


HD B=3 

Existem 3 maneiras de escolher «a e A tais que $? >4-a- À para P = 3. São elas: 
e «=1e1=1532>4.1:1; 
e u=1e1=2532>4.1-:2; 
e 4=2e)=1532>4:2.1. 

WB =4 


Existem 8 maneiras de escolher «a e A tais que 8? > 4- a - À para p = 4. São elas: 


e «a=1e1=1542>4.1:1; 
e ua=1e1=2542>4.1-2; 
e a=1e1=3542>4.1:3; 
e ua=1e)1=4542=4.1:4; 
e 4=2e)1=1542>4.2:1; 
e 4=2e)=2542=4.2.2; 
e 4=3e1=1542>4.3-1; 
e 4=4e)=1542=4.4.1; 


IV)B =5 
Existem 12 maneiras de escolher a e A tais que $? > 4-a - À para B = 5. São elas: 


e «a=1e1=1552>4.1:1; 


e a=1e1=2552>4.1-2; 
e ua=1e1=3552>4.1.3; 
e a=1e)1=4552>4.1:4; 
e a=1e1=5552>4.1.5; 
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e a=2e)=1552>4. 
e 4=2e)=2552>4. 
e 4=2e)1=3552>4. 
e “4=3e)1=1552>4. 
e 4=3e)1=2552>4. 
e u=4e)=1552>4. 
e a=5eÃ=1552>4.5: 


Portanto no total temos 0 + 1 + 3 + 8 + 12 = 24 casos favoráveis. 


EO WIN NIN 


Assim a probabilidade P das raízes da equação ax? + Bx + À = 0 serem reais é: 


Gabarito: sem alternativa 


112. (IME/2008) 


De quantas maneiras n bolas idênticas podem ser distribuídas em três cestos de cores verde, 
amarelo e azul? 


a) (3) 


n! 
3! 


(D) (n = 3)! 
(E) 3” 
Comentários 


Se a cesta verde não tiver bolas então as outras duas cestas (amarelo e azul, respectivamente) 
podem ter (0, n), (1,n — 1), ..., (n, 0) bolas, ou seja, n + 1 possibilidades. 


Se a cesta verde tiver 1 bola então as outras duas cestas (amarelo e azul, respectivamente) 
podem ter (0, n — 1), (1,n — 2), ..., (n — 1,0) bolas, ou seja, n possibilidades. 


Se a cesta verde tiver 2 bolas então as outras duas cestas (amarelo e azul, respectivamente) 
podem ter (0, n — 2), (1,n — 3), ..., (n — 2,0) bolas, ou seja, n — 1 possibilidades. 


E assim sucessivamente até chegarmos no caso de se a cesta verde tiver n bolas então as 
outras duas cestas (amarelo e azul, respectivamente) podem ter somente (0,0) bolas, ou seja, 1 
possibilidade. 


Portanto o número de possibilidades de distribuir n bolas nas três cestas é igual a: 


(n+1)+n+(n-1)+=+1= 


(n+1)n+1+1) (n+1i)(n+2)_ (5?) 
= g F 2 


2 2 


Gabarito: sem alternativa 


113. (IME/2007) 
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Um grupo de nove pessoas, sendo duas delas irmãos, deverá formar três equipes, com 
respectivamente dois, três e quatro integrantes. Sabendo-se que os dois irmãos não podem 
ficar na mesma equipe, o número de equipes que podem ser organizadas é: 
(A) 288 
(B) 455 
(C) 480 
(D) 910 
(E) 960 
Comentários 
Se definirmos as equipes de dois e de três integrantes, a outra automaticamente estará 


montada. Vamos analisar em casos. Vamos nomear as equipes: seja D a equipe de dois integrantes, 
T a equipe de três integrantes e Q a equipe de quatro integrantes. 


I) um dos irmãos está na D e o outro está na T 


Devemos então distribuir o restante das pessoas. Sem contar os irmãos sobram 7 pessoas. 
Devemos escolher 1 pessoa dentre as 7 para compor a equipe D. São (1) = 7 maneiras de fazer 
isto. Em seguida, das 6 pessoas restantes, devemos escolher 2 pessoas para compor a equipe T. 
Temos (6) = = = 15 maneiras de fazer esta escolha. O restante das 4 pessoas formam a equipe Q. 


Considerando que cada um dos irmãos pode ficar em D, então para este caso temos: 


2:7:15 = 
IN) um dos irmãos está na D e o outro está na Q 


Analogamente devemos escolher 1 pessoa dentre as 7 para compor a equipe D. São 
(1) = 7 maneiras de fazer isto. Em seguida, das 6 pessoas restantes, devemos escolher 3 pessoas 
para compor a equipe T. Temos (5) = = = 20 maneiras de fazer esta escolha. O restante das 3 
pessoas formam a equipe Q juntamente com o outro irmão. Considerando que cada um dos irmãos 


pode ficar em D, então para este caso temos: 
2:7:20 = 
HT) um dos irmãos está na T e o outro está na Q 


Devemos escolher 2 pessoa dentre as 7 para compor a equipe D. São C) = 21 


maneiras de fazer isto. Em seguida, das 5 pessoas restantes, devemos escolher 2 pessoas para 
. 5-4 : 
compor a equipe T. Temos C) T 10 maneiras de fazer esta escolha. O restante das 3 pessoas 


formam a equipe Q juntamente com outro irmão. Considerando que cada um dos irmãos pode ficar 
em T, então para este caso temos: 


2:21:10 = [420| 


Portanto o total de possibilidades distintas de organizar as equipes é: 


210 + 280 + 420 = [910] 


Gabarito: “D” 
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114. (IME/2019) 


Um jogo de dominó possui 28 peças com duas pontas numeradas de zero a seis, 
independentemente, de modo que cada peça seja única, conforme ilustra a Figura 1. 


O jogo se desenrola da seguinte forma: 


+ 0 
1- Quatro jogadores se posicionam nos lados de uma | Peça 6/0 
— + 6 


mesa quadrada. 


2- No início do jogo, cada jogador recebe um conjunto ii 
de 7 peças, de forma aleatória, de modo que 
somente o detentor das peças possa ver seu Mão do 
conteúdo. [| [| [|] jogador 
Mesa de jogo à frente 
3- As ações ocorrem por turno no sentido anti-horário. 
4- O jogador, na sua vez, executa uma de duas ações BE 
possíveis: mi = ii C 


c. Adiciona uma de suas peças de forma C3 
adjacente a uma das duas extremidades mão do 
livres do jogo na mesa, de modo que as jogador à Mão do 
peças sejam encaixadas com pontas de esquerda jogador 


mesmo valor. Sinimäo a à direita 


d. Passa a vez, caso não possua nenhuma 
peça com ponta igual a uma das 
extremidades livres da mesa. 


5- Vence o jogo o primeiro jogador que ficar sem peças na mão. 


No jogo da Figura 2, é a sua vez de jogar e você constatou que o jogador à sua direita não 
possui peças com ponta 5 e o jogador à sua frente não possui peças com ponta 0. Você analisou 
todas as possíveis configurações de peças que os jogadores podem ter em suas mãos e decidiu 
jogar de modo a garantir que uma das pontas livres da mesa só possa ser usada por uma peça 
de sua posse, e que esta será a sua última peça em mão. Ao utilizar essa estratégia: 


a) Quantas configurações de peças nas mãos dos jogadores garantem a vitória do jogo a você? 
b) Esta quantidade corresponde a qual percentual do total de configurações possíveis? 
Observação: 

e Aordem das peças na mão de um jogador não importa. 
Comentários 

Dado a situação representada na figura 2, podemos notar que as peças que faltam são: 


(014); (015); (0/6); (1]4); (1]5); (213); (415); (5]6) 
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De acordo com o enunciado, o jogador à direita não possui peças com 5 e o jogador à frente 
não possui peças com zero. Logo, a peça (0|5) deve estar com o jogador à esquerda. 
Mão do 


Jogador — Não tem 0 
Mesa de jogo à frente 
Possibilidades: (1/4):(1/5):(2/3):(4/5):(5/6) 
elis 


Mão do 
Jogador à [feia Mão do 
esquerda Jogador 


Não tem 5 
Possibilidades: (0/4):(0/6):(1/4):(2/3) 


Perceba que a chave do problema é a peça (2]3), e que apenas a minha mão está com as 
outras peças com o número 2. Para que eu ganhe o jogo, devo jogar a peça (2]6) na ponta de 
número 6 e, assim, o jogador com a peça (2|3) será forçado a jogar, deixando o jogo com as pontas 
3e 2. Na próxima rodada, nenhum jogador terá peças com o número 3 e, desse modo, jogo a peça 
(3/4). Na última rodada, jogo a última peça de número 2 e ganho o jogo. A única possibilidade de 
perder seria se o jogador à esquerda ganhasse antes e isso ocorre se ele tiver com a peça 2/3. Vamos 
analisar as possibilidades: 


1) Jogador à direita com (2/3) e: 

e (0/4); (0]6) 

Nesse caso, o jogador à frente pode ter as seguintes peças: (1/4); (115); (415); 516) 
Quantidade de possibilidades: C43 = 4. 

e (0]4);(1]4) 

Peças possíveis do jogador à frente: (115); (415); 516) 

Quantidade de possibilidades: (33 = 1. 
e (0]6);(1]4) 

Peças possíveis do jogador à frente: (1]5); (415); 516) 

Quantidade de possibilidades: (33 = 1. 

O total de possibilidades para o caso 1 é: C43 + C33 + C33 =4+1+1=6. 
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2) Jogador à frente com (2/3) 


Aqui o jogador à esquerda terá as peças (0/4); (016); (1/4) e o jogador à frente poderá ter 
duas das seguintes peças: (1/5); (415); (5]6). 


O total de possibilidades para o caso 2 é (3, = 3. 


3) Jogador à esquerda com (2|3) 


Esse é o único caso em que perco. O jogador à esquerda terá as peças (2]3) e (0]5). 
Conhecendo as possibilidades de peças dos outros jogadores, temos apenas uma configuração 
possível: 


O total de possibilidades para o caso 3 é 1. 


a) O total de configurações de peças nas mãos dos jogadores que garantem minha vitória é 
igual à soma do total das possibilidades do caso 1 com o total do caso 2. Portanto, temos 6 + 3 = 9 
possibilidades. 


b) O total de configurações possíveis no jogo é dado pela soma de todos os casos: 6 + 3 + 
1 = 10. Logo, o percentual desse total em que venço é: 


? 90% 
10 72 


Gabarito: a) 9 configurações b) 90% 


115. (IME/2018) 


Um ônibus escolar transporta n crianças. Sejam 4 o evento em que dentro do ônibus tenham 
crianças de ambos os sexos e B o evento em que há no máximo uma menina dentro do ônibus. 
Determine o valor de n para que os eventos 4 e B sejam independentes. 
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Comentários 
Se os eventos são independentes, temos que: 
P(A\B) = P(A) 
Contudo, temos: 
P(A NB) 
P(B) 
P(A N B) = P(A) - P(B) 


Então, precisamos calcular P(A), P(B) e P(A N B) e verificar a igualdade acima: 


P(A\B) = = P(A) 


i) A probabilidade de que no ônibus tenham crianças de ambos os sexos é igual ao 
complementar da junção dos casos: só meninos e só meninas. Então, a probabilidade de ter só 


A , 1N" n ; ; , 1N" Š 
meninos é (>) e a probabilidade de ter só meninas é (5) , então: 


n n-1 


ra=- G-E- 
E 2 E 2 
ii) A probabilidade de que haja no máximo uma menina é igual à soma das probabilidades de 


n meninos que é ai e (n — 1) meninos e 1 menina que é (1) - (3) T 


A mm AV 1\” 
re =(5) +()-(5) E) 
iii) A probabilidade da interseção (A N B), então, significa que há (n — 1) meninos e 1 
menina: 


rann- OG OTG 


Então, substituindo na equação de probabilidade condicional P(A N B) = P(A) - P(B): 


A (Bog) 


n 


Então, n = 3 é solução da equação acima. 
Gabarito: 3 
116. (IME/2017) 
Seja A = {1,2,3,4}. 


e Quantas funções de A para A têm exatamente 2 elementos em seu conjunto imagem? 
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e Entre as 256 funções de 4 para A, sorteiam-se as funções f e g, podendo haver 
repetição. Qual a probabilidade da função composta f o g ser uma função constante? 


Comentários 

1) O número de funções de A para A que têm exatamente 2 elementos em seu conjunto 
imagem: 

Inicialmente, podemos escolher os elementos do conjunto imagem de (5) formas, desse 
modo, cada elemento do conjunto domínio pode apontar para os 2 elementos do conjunto imagem 
escolhidos, então, como existem 4 elementos no domínio, temos 2? possibilidades, contudo, 
estamos considerado os casos em que todos os elementos do domínio apontam para o mesmo 


elemento, o que pode ocorrer de duas formas diferentes, então, ficamos com 24 — 2 possibilidades. 
Logo, o total de funções é: 


4 
(>) - (24 — 2) = 6 - 14 = 84 funções 


2) Se f o g é constante, então, f(g) = k, então, podemos analisar a imagem de g: 

i) Se a imagem de g assumir 4 valores diferentes, então, temos: 4 formas de escolher k, 4! 
formas de escolher g e 1 forma de escolher f, pois ela acaba sendo determinada, então temos: 

4. 4! = 96 possibilidades 

ii) Se a imagem de g assumir 3 valores diferentes, então: 

Podemos escolher a imagem de g, escolhendo 3 valores dentre os 4 possíveis, então temos 
() possibilidades. 

Além disso, dois elementos de domínio de g devem apontar para o mesmo elemento, nesse 
caso, existem 3 possibilidades. As outras setas que saem do domínio de g podem ser escolhidas de 
(5) - 2! maneiras. 


Também devemos perceber que o valor de k pode assumir 4 valores diferentes e como g 
assume 3 valores diferentes, podemos ter 4 formas de escolher f. Assim, ao todo, temos: 


($) 3 6) 21.4-:4 = 2304 
3 2) E 


iii) Se g tem dois elementos em seu conjunto imagem: 


Analogamente ao item 4, temos que o número de funções de 4 em A que mapeiam 2 
elementos no conjunto imagem é 84. Além disso, dado que possuímos uma função g cujo conjunto 
imagem possui 2 elementos, então os outros elementos podem mandar flechas aleatórias, temos 
42 formas de escolher a função f, por fim, podemos escolher a constante k de 4 formas distintas. 
Assim, ao todo temos: 


84 - 42 : 4 = 5376 
iv) Se a imagem de g tem um elemento em seu conjunto imagem: 


Podemos escolher g de 4 maneiras. Além disso, se a imagem de g possui 1 elemento 
podemos escolher f de 43 maneiras e o valor da constante k pode ser escolhido de 4 formas. Então, 
temos: 
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4:43.4 = 1024 
Por fim, ao todo, temos: 


96 + 2304 + 5376 + 1024 = casos favoráveis 


Ademais, ao todo, temos 256 : 256 = [216 | casos possíveis, pois temos 256 funções possíveis 
e queremos escolher g e f. 
Por fim, a probabilidade requisitada é dada por: 


8800 275 
216 — 2048 


. 275 
Gabarito: — 
2048 


117. (IME/2016) 


Três jogadores sentam ao redor de uma mesa e jogam, alternadamente, um dado não viciado 
de seis faces. O primeiro jogador lança o dado, seguido pelo que está sentado à sua esquerda, 
continuando neste sentido até o jogo acabar. Aquele que jogar o dado e o resultado for 6, 
ganha e o jogo acaba. Se um jogador obtiver o resultado 1, o jogador seguinte perderá a vez, 
isto é, a vez passará ao jogador sentado à direita de quem obteve 1. O jogo seguirá até que um 
jogador ganhe ao tirar um 6. Qual a probabilidade de vitória do primeiro jogador a jogar? 
Comentários 
A probabilidade do jogo não acabar até a enésima vez é de nenhum jogador tirar um 6 em 
n 
cada rodada, então, a probabilidade é: (>) . Desse modo, podemos observar que se n tende ao 
infinito, essa probabilidade tende a zero, ou seja, a probabilidade de o jogo não acabar num número 
n muito grande é nula, então se o jogo seguir indefinidamente, alguém deve ganhar. Sendo, então 
a probabilidade p; de A ganhar dado que o jogo iniciou com i, temos que: 

Se A começa o jogo, caso ele tire 6, ele pode ganhar com =de probabilidade, caso ele tire 1, 
ele tem =de probabilidade de ganhar se o jogo começar por C, pois agora será a vez de C, caso ele 
não tire 6 ou 1, ele tem fde probabilidade de ganhar se o jogo começar por B, pois agora será a vez 
de B. Então, a probabilidade de A vencer sabendo que A começou o jogo é: 

1 n 4 p 1 i 

Se B começa o jogo, caso ele tire 1, A tem - de probabilidade de ganhar se o jogo começar 
por 4, pois agora será a vez de 4, caso ele não tire 6 ou 1, A tem £ de probabilidade de ganhar se o 
jogo começar por C, pois agora será a vez de C. 

4 1 
Pp Sa bate ha (II) 
Se C começa o jogo, caso ele tire 1, A tem = de probabilidade de ganhar se o jogo começar 


por B, pois agora será a vez de B, caso ele não tire 6 ou 1, A tem £ de probabilidade de ganhar se o 
jogo começar por 4, pois agora será a vez de 4. 
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4 1 
Pe =g’ Pa tg’ Po ON) 
Portanto, de (1), (IT) e (IHT), temos o seguinte sistema: 


6Pa — 4pp— pc =1 
Pa — 6pp + 4p; = 0 
4pa + Pp — 6p: = 0 


Usando a regra de Cramer: 


6 —4 -1 
D=|1 -6 4/=79 
4 1 —6 
1 —4 —1 
Doa =|0 —6 4|=32 
0 1 —6 
Portanto, temos que: 
32 
Pa 79 


32 
Gabarito: — 
79 


118. (IME/2015) 


De quantas maneiras podemos decompor um eneágono convexo em triângulos traçando suas 
diagonais, de forma que essas diagonais não se cortem. 


Comentários 


Seja um eneágono de vértices P,, P3, ..., Po. Então, seja o lado P, P, de um eneágono, assim, 
podemos formar triângulos com os vértices P}, P,,..., Pọ, sendo que cada um desses triângulos, 
divide o eneágono em dois. Conforme se observa na figura a seguir: 
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P4 


Além disso, suponha que o número de maneiras de dividir o eneágono como pedido no 
enunciado é dado por Mo. Contudo, quando dividimos o eneágono por meio de um triângulo 
podemos dividir a região à direita e à esquerda de M; e M; maneiras. 


Então, conectando três vértices, temos: 


1) Lado P,P, conectado com P3: M, - Mg possibilidades; 
2) Lado P,P, conectado com P,: M3 - M, possibilidades; 
3) Lado P,P, conectado com Ps: M; - Mg possibilidades; 


6) Lado P} P, conectado com Pg: M; - Ms possibilidades; 
7) Lado P} P, conectado com Ps: Mg - M, possibilidades; 
Logo, temos: 
Mo = M, : Mg + M; : M; + M, : Me + + + M; : M3 + Mg: M, 
Contudo, podemos ver que M, = 1 e M} = 1, e, analogamente, podemos escrever: 
M, = M, : M; + M :M, =1:-1+1.1=2 
M; = M, : M, + M; : M; + M4: M, =2+1+2=5 
Ms = M, : M; + M; : M; + M, : M3 +M; : M, =5+42+2+5=14 
M; = M, : M + M; : M; + M, : M, + M; : M3 + Mg: M, = 14 +45+4+4++5+14= 42 
Mg = 42 + 14 + 10 + 10 + 14 + 42 = 132 
Mo = 132 + 42 + 28 + 25 + 28 + 42 + 132 = 429 
Logo, temos Mo = 429 maneiras de dividir o eneágono. 


Gabarito: 429 
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119. (IME/2014) 
Um professor dá um teste surpresa para uma turma de 9 alunos, e diz que o teste pode ser 
feito sozinho ou em grupos de 2 alunos. De quantas formas a turma pode ser organizada para 
fazer o teste? (Por exemplo, uma turma de 3 alunos pode se organizar de 4 formas e uma 
turma de 4 alunos pode se organizar de 10 formas). 
Comentários 

Considere as seguintes configurações: 


1) Nenhuma dupla: 


-c= ()= 
Pı — Loo = 0) 


2) Uma dupla somente: 


- oa = ()=36 
P2 = t92 = 2) 7 


3) Duas duplas somente: 


Escolhemos a primeira dupla de C5,2 formas e a segunda dupla de C}, formas, por fim, para 
excluir os casos resultantes de permutação, devemos dividir por 2!, pois são duas duplas: 


9 7 
pe (9,2 * C7,2 — () À (3) = 378 
i 2! 2 
4) Três duplas somente: 
Com o raciocínio análogo ao anterior, escolhemos cada dupla sucessivamente e depois 
dividimos pelo fatorial do número de duplas: 


Cs,2 ` C32 ` C52 G) GG) 
Pa 3 6 
5) Quatro duplas somente: 


p, = Ce aa: Ga'a OOOO ge 


4! 


= 1260 


Então, ao todo temos: 
1 +36 + 378 + 1260 + 945 = |2620 | possibilidades 
Gabarito: 2620 


120. (IME/2013) 

Considere a seguinte definição: 

“dois pontos P e Q, de coordenadas (xp, Yp) e (Xg Yq) respectivamente, possuem 
coordenadas em comum se e somente se x, = Xq OU Yp = Yq” 


Dado o conjunto S = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2)). Determine 
quantas funções bijetoras f: S —> S existem, tais que para todos os pontos P e Q pertencentes 
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ao conjunto S, f(P) e f(Q) possuem coordenadas em comum se e somente se P e Q possuem 
coordenadas em comum. 


Comentários 


Seja as coordenadas desenhadas como na figura abaixo: 


Veja que cada reta leva a outra reta na função, pois f(P) e f(Q) possuem coordenadas em 
comum, se, e somente se, P e Q) tiverem coordenadas em comum também. E quando dois pontos 
possuem coordenadas em comum, isto quer dizer que eles pertencem a mesma reta. 


Outro fato é que a função associa retas paralelas a retas paralelas, ou seja, a função relaciona 
ou retas vermelhas a retas azuis ou vermelhas e vice-versa. Isto acontece porque caso a função 
associasse retas não paralelas então um ponto da imagem seria interseção das duas retas, ou seja, 
ela estaria associada a duas retas e isto não pode acontecer pois f é função bijetora. 


Assim temos dois casos: 
D a função f é tal que: 
no c} > {a,b,c} > 3! maneiras possíveis 
(d,e, fl > fd,e,f) > 3! maneiras possíveis 
Assim para este caso temos 3! - 3! = 36 funções diferentes. 
IN) a função f é tal que: 
a c} > (d,e, f} > 3! maneiras possíveis 
{d,e, f} > {a,b,c} > 3! maneiras possíveis 
Para este caso temos novamente 3! - 3! = 36 funções diferentes. 


Portanto o total de funções bijetoras f:S > S tais que para todos os pontos P e Q 
pertencentes ao conjunto S, f (P) e f(Q) possuem coordenadas em comum se e somente se Pe Q 
possuem coordenadas em comum é igual a 36 + 36 = [72]. 


Gabarito: 72 


121. (IME/2011) 


P Aula 16 — Análise Combinatória e Probabilidade 
www.estrategiavestibulares.com. br 


« 


Professor Victor So 
Aula 16: ITA/IME 2020 


Uma pessoa lança um dado n vezes. Determine, em função de n, a probabilidade de que a 
sequência de resultados obtidos pelos lançamentos dos dados se inicie por 4 e que, em todos 
eles, a partir do segundo, o resultado seja maior ou igual ao lançamento anterior. 


Comentários 
A probabilidade P de que a sequência de resultados obtidos pelos lançamentos dos dados se 


inicie por 4 e que, em todos eles, a partir do segundo, o resultado seja maior ou igual ao lançamento 


anterior pode ser dado pela fórmula: 
nº de casos favoráveis 


total de casos possíveis 


O total de casos possíveis pode ser dado por: 


6-6-6:...:6:6=[6"] 
pois são 6 opções de resultados possíveis para cada dado lançado e são n lançamentos. 


O número de casos favoráveis será igual a quantidade de soluções da equação a + b + c = 
n — 1 onde a é o número de lançamentos iguais a 4, b o número de lançamentos iguaisa 5 eco 
número de lançamentos iguais a 6. Uma vez definido a quantidade de lançamentos de cada 
resultado, a ordem delas será definida automaticamente já que o resultado de cada lançamento 
deverá ser mais ou igual ao lançamento anterior. 


O número de soluções da equação a + b + c = n — 1 pode ser dado por: 


(n+1n n?+n 


Cari = 2 2 
Portanto a probabilidade P é dada por: 
n? +n ê 
P= 2 nm +n 
626 
De n? +n 
2.6" 
n2+ 
Gabarito: 
2-6" 
122. (IME/2010) 


Três dados iguais, honestos e com seis faces numeradas de um a seis são lançados 
simultaneamente. Determine a probabilidade de que a soma dos resultados de dois quaisquer 
deles ser igual ao resultado do terceiro dado. 


Comentários 


A probabilidade P de a soma dos resultados de dois quaisquer dos dados ser igual ao terceiro 
pode ser dado pela fórmula: 


nº de casos favoráveis 


total de casos possíveis 


O total de casos possíveis pode ser dado por: 
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6-6-6=6 = 216 
pois são 6 opções de resultados possíveis para cada dado lançado. 


Sejam os dados A, B e C, vamos calcular agora o número de casos favoráveis. Dividindo em 
casos temos: 


I) a soma de dois dados for igual a 1 
Neste caso é impossível que a soma de dois dados dê 1. 


IN) a soma de dois dados for igual a 2 
Os outros dois dados devem ser iguais a 1. Temos então [3 | casos possíveis: 


e A=2,B=C=1; 
e B=24A4=C=1; 
e C(=24=B=1. 


HIT) a soma de dois dados for igual a 3 


Um dos dados deve ser igual a 1 e o outro igual a 2. Temos então [6 | casos possíveis: 


e A=3,B=2,C=1; 
e B=3,A=2,C=1; 
e C=3A4A=2,B=1; 
e A=3,B=1,C =2; 
e B=3,A=1,C =2; 
e C=34=1,B=2. 
IV) a soma de dois dados for igual a 4 
Uma maneira é um dos dados ser iguala 1 e o outro igual a 3. Temos então 6 casos possíveis: 
e A=4B=3,C=1; 
e B=44=3,C0C=1; 
e C=44A=3,B=1; 
e A=4B=1,C=3; 
e B=44=1,C =3; 
e C=4,A=1,B =3. 
E outra maneira possível é os outros dois dados serem iguais a 2, para este caso temos 3 
maneiras diferentes: 
e A=4B=C=2; 
e B=44A4A=C=2; 
e C=44=B=2. 
Assim o total de maneiras favoráveis neste caso é 6 + 3 = [9]. 
V) a soma de dois dados for iguala 5 


Uma maneira é um dos dados ser igual a 1 e o outro igual a 4. De maneira análoga aos casos 
anteriores temos então 6 casos possíveis. 
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E outra maneira é um dos dados ser igual a 2 e o outro igual a 3. Temos novamente então 
6 casos possíveis. 

Assim o total de maneiras favoráveis neste caso é 6 + 6 = [12] 

VI) a soma de dois dados for igual a 6 

Uma maneira é um dos dados ser igual a 1 e o outro igual a 5. De forma análoga aos casos 
anteriores temos então 6 casos possíveis. 

Outra maneira é um dos dados ser igual a 2 e o outro igual a 4. Temos novamente então 
6 casos possíveis. 

A última maneira é os dois dados serem iguais a 3. Temos para esta maneira 3 casos possíveis. 


Assim o total de maneiras favoráveis neste caso é 6 + 6 + 3 = [15] 
Portanto a quantidade total de casos favoráveis é: 
3+6+9+12+15=[45| 


Assim a probabilidade P de a soma dos resultados de dois quaisquer dos dados ser igual ao 


terceiro é: 
45 5 


P =5167 24 


Gabarito: 5/24 


123. (IME/2009) 


A figura abaixo é composta de 16 quadrados menores. De quantas formas é possível preencher 
estes quadrados com os números 1,2,3 e 4, de modo que um número não pode aparecer 2 


vezes em: 
e uma mesma linha. 
e uma mesma coluna. 


e cada um dos quatro quadrados demarcados pelas linhas contínuas. 


Comentários 


Preenchendo os quatro quadrados do primeiro quadrante e os quatro quadrados do terceiro 
quadrante, temos todas as combinações possíveis, uma vez que o preenchimento desses dois grupos 
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de quadrados determina todas as outras posições da figura. Seja a região do primeiro quadrante a 
Região 1 e a região do terceiro quadrante de Região 2. 


Então, podemos preencher os quatro quadrados da Região 1: 
4! = 24 maneiras 


Além disso, podemos posicionar um número aleatório em qualquer posição dos quatro 
quadrados da Região 2 de 4 formas, assim, determinamos a posição desse número em outras duas 
regiões, restam, então, 3 formas de preencher outra posição da Região 2, preenchendo essa região, 
determina-se a posição desse elemento em todas as outras regiões, consequentemente, só irá restar 
uma forma de preencher cada região, assim, todos os 16 quadrados são determinados. Portanto, 
existem 4: 3 = 12 maneiras de se preencher a Região 2. 


Portanto, ao todo, existem 24 - 12 = 288 maneiras de preencher os 16 quadrados. 


Gabarito: 288 


124. (IME/2008) 


Cinco equipes concorrem numa competição automobilística, em que cada equipe possui dois 
carros. Para a largada são formadas duas colunas de carros lado a lado, de tal forma que cada 
carro da coluna da direita tenha ao seu lado, na coluna da esquerda, um carro de outra equipe. 
Determine o número de formações possíveis para a largada. 


Comentários 


O total de formações possíveis é dado por 10!. Mas devemos retirar todas as formações que 
possuem no mínimo dois veículos de uma mesma equipe lado a lado. Para isso devemos escolher 
uma equipe dentre as 5, escolher uma fila dentre as 5, permutar os carros da mesma equipe entre 
sie permutar os outros 8 carros. Assim temos: 


5:5:2!.8! 
Mas destes algumas combinações foram consideradas duas vezes e, portanto, devemos 
desconsiderar eles. Assim vamos calcular a quantidade de combinações com no mínimo duas duplas 


de veículos. Para isso devemos escolher duas equipes dentre as 5, duas filas dentre as 5, permutar 
os carros da mesma equipe e permutar outros carros. Assim temos: 


Cs,2* As,2 ' (21) 6! 


Mas novamente alguns casos foram descartados ao considerar inicialmente e depois 
desconsiderar, seguindo então essa ideia chegamos por fim: 


5 
Je Cao Ano ` (2D” - (10 — 2n)! = [2.088.960 


n=0 
Gabarito: 2.088.960 
125. (IME/2007) 


Considere o conjunto formado por m bolas pretas e n bolas brancas. Determine o número de 
sequências simétricas que podem ser formadas utilizando-se todas as m + n bolas. 
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Obs: Uma sequência é dita simétrica quando ela possui a mesma ordem de cores ao ser 
percorrida da direita para a esquerda e da esquerda para a direita. 


Comentários 
Vamos dividir em casos e analisar cada uma. 


I) m en são pares 


Se pegarmos um conjunto de = bolas pretas e - bolas brancas, então qualquer que seja sua 
sequência s poderemos formar uma sequência simétrica S dem + bolas, basta colocar as outras 
- bolas pretas e - bolas brancas em seguida de s e de trás pra frente em relação a sequência 
montada s, formando assim a sequência S. Portanto basta encontrarmos o total de sequências 
possíveis com E bolas pretas e > bolas brancas. Veja que é uma permutação de Tn elementos com 
repetição. Assim temos para este caso: 


ID) m e n são ímpares 


Não existe nenhuma sequência simétrica pois a soma total das bolas é par e não é possível 
dividir uma quantidade par ao meio. 


IIT) m é par e n é ímpar 


Temos neste caso uma quantidade ímpar de bolas no total, assim para se ter uma simetria é 
necessário que a bola central seja branca. Assim sobram m bolas pretas e n — 1 bolas brancas, 
valores pares e, portanto, podemos resolver com a mesma ideia usada no caso 1). Assim temos para 
este caso: 


IV) m é ímpar e n é par 


Temos neste caso uma quantidade ímpar de bolas no total, assim para se ter uma simetria é 
necessário que a bola central seja preta. Assim sobram m — 1 bolas pretas e n bolas brancas, valores 
pares e, portanto, podemos resolver com a mesma ideia usada no caso 1). Assim temos para este 
caso: 


Portanto o número de sequências simétricas é dado por: 
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(mm, (He) (e2) 


Gabarito: “mx; m 0, m-i, n, 
2 2 A Z 2 
126. (IME/2005) 


O sistema de segurança de uma casa utiliza um teclado numérico, conforme ilustrado na figura. 
Um ladrão observa de longe e percebe que: 


e a senha utilizada possui 4 dígitos; 
e o primeiro e o último dígitos encontram-se numa mesma linha; 
e o segundo e o terceiro dígitos encontram-se na linha imediatamente superior. 


Calcule o número de senhas que deverão ser experimentadas pelo ladrão para que com certeza 
ele consiga entrar na casa. 


Teclado Numérico 


Comentários 
Seja a senha da forma ABCD. Então temos 3 casos para analisar. 


I) Se A e D pertencem à quarta linha, então A = D = 0. E Be C pertencem à terceira linha. 
Cada um deles possuem 3 opções de escolher o dígito. Assim, para este caso temos 1:3:3:1=9 
combinações possíveis de senhas. 


IN) Se A e D pertencem à terceira linha então B e C pertencem à segunda linha. Cada um dos 
quatro possuem 3 opções de escolher o dígito. Assim, para este caso temos 3-3:3:3=81 
combinações possíveis de senhas. 


IIT) Se A e D pertencem à segunda linha, então B e C pertencem à primeira linha. Cada um 
dos quatro possuem 3 opções de escolher o dígito. Assim, para este caso temos 3: 3 -3 -3 = 81 
combinações possíveis de senhas. 


Veja que 4 e D não podem pertencer à primeira linha pois B e € devem pertencer à linha 
acima, mas não existe linha acima da primeira. 
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Portanto o total de combinações de senhas possíveis é: 


9+81+81=[171| 


Gabarito: 171 


127. (IME/2002) 


Um comandante de companhia convocou voluntários para a constituição de 11 patrulhas. 
Todas elas são formadas pelo mesmo número de homens. Cada homem participa de 
exatamente duas patrulhas. Cada duas patrulhas têm somente um homem em comum. 
Determine o número de voluntários e o de integrantes de uma patrulha. 


Comentários 


Seja x é o número de homens na primeira patrulha, então temos na segunda patrulha x — 1 
homens diferentes da primeira. A terceira patrulha possui x — 2 homens diferentes das patrulhas 
anteriores. E assim por diante até a patrulha de número 11 que não possui homens diferentes de 
patrulhas anteriores. O total de voluntários pode ser dado então por: 

x: (x +1) i 
~ 0 

Mas como cada homem participa de exatamente duas patrulhas, então o total de voluntários 

pode ser dado também por: 


x+(x—-1)+:+0= 


11-x 
2 


(D 
Igualando (1) e (IT) teremos: 
ester 1) 1x 


>x+1=11 [k=] 


2 
Portanto substituindo x podemos encontrar o total de voluntários: 
11-10 
E 


Gabarito: Cada patrulha 10 homens e 55 voluntários no total 
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21. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da aula. Estudamos Análise Combinatória, Binômio de Newton e 
Probabilidades. Muitos alunos têm dificuldade com esses assuntos e o segredo para se dar bem 
nessa aula é resolver a maior quantidade de exercícios possível, assim, você ganhará muita 
experiência e correrá menos risco de encontrar uma questão que você não saiba resolver na hora 
da prova. 


Sempre que tiver dúvidas, nos procure no fórum de dúvidas. Estamos aqui para ajudá-lo a 
alcançar sua aprovação. Conte conosco! 
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INTRODUÇÃO 


Nesta aula, aprenderemos a operar com números complexos. Esse é um assunto muito 
cobrado nos vestibulares do ITA e do IME. Por isso, vamos resolver várias questões para garantir 
nossos pontos na prova! 


Estudaremos operações com números complexos, módulo e conjugado de um número 
complexo, forma trigonométrica, fórmulas de De Moivre e polinômio complexo. 


Caso tenha alguma dúvida, entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do 
Estratégia ou, se preferir: 


OQ /victorso /profvictorso O /profvictorso 
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1. DEFINIÇÃO 


Podemos entender os números complexos como a extensão do conjunto dos reais. Ela surgiu 
como tentativa de se resolver uma equação que possuía soluções com raiz quadrada de números 
negativos. Por exemplo: 


x +x+1=0 
Possui raízes: 
clave sbi 
~ a a g o 


Como no conjunto dos reais não é possível calcular V—5, definiu-se o valor (—1) como i? e 
assim encontramos: 


X 


MAN PS LEIS 


- 2 2 


i é dito unidade imaginária. 
O conjunto dos números complexos é representado pelo símbolo C. 


Um número z €C é um par ordenado (a,b)coma,b ER que satisfaz as seguintes 
propriedades: 


Seja w = (c,d) E C, comc, d E R. 
i) Igualdade: 
Se z = w, temos: 
(a,b) = (c,d) &a=ceb=d 
ii) Adição: 
z+w = (a,b)+ (c,d) = (a+c,b +d) 
iii) Multiplicação: 


z:w = (a,b): (c,d) = (ac — bd,ad + bc) 


CURIOSIDADE 


Rafael Bombelli foi um algebrista italiano que nasceu em janeiro de 1526 em Bologna (Itália) e 
morreu em 1572, provavelmente em Roma, Itália. Talvez tenha sido o matemático mais importante 
da Itália, sendo pioneiro no estudo sobre os números imaginários. Sua principal publicação sobre 
álgebra (Álgebra), composta de cinco volumes, só foi editada no ano seguinte a sua morte (1573). 
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Tudo começa com Bombelli (1526-1572), discípulo de Cardano (Girolamo Cardano nasceu 
em 24 de setembro de 1501 em Pavia, Itália. Morreu no dia 21 de setembro de 1576, em Roma), 
que utilizou o método desenvolvido pelo seu mentor, na equação: x? — 15x — 4 = 0. Ele obteve 


como solução: x = y2 + v-121 + V2 —y—121. Embora parecessem estranhas as raízes 


quadradas de números negativos, Bombelli trabalhava livremente com elas, aplicando as regras 
usuais da álgebra. 


Bombelli mostrou que V2 + VZ121 = 2 + VZT e V2-V-121=2-—V-1. Portanto, a 
solução x = V2 + VZ121 + V2- V-121 = 2 + VII + 2 — VZT = 4. Dado que 4 é realmente 
raiz da equação, a partir desse momento, os matemáticos começaram a usar as raízes quadradas de 
números negativos, ainda que fosse desconfortável aparecer V—1. Hoje, chamamos essa raiz 
quadrada, V—1 de unidade imaginária e a representamos pela letra i. Somente no século XIX, 
quando Gauss (1787-1855), o príncipe dos matemáticos, divulga a representação geométrica dos 
números complexos, aquela sensação desconfortável da raiz quadrada de um número negativo 
desaparece. 


2. FORMA ALGÉBRICA 


Considere o número complexo z = (a,b),a,b E R. 
Pela propriedade da adição temos: 
z = (a,b) = (a,0) +(0,b) 
Usando a propriedade da multiplicação, veja que (b, 0) - (0,1) = (0,b): 
(b,0)- (0,1) = (b-0-0:1,b:1+0-0) = (0,b) 
Desse modo: 
z = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) 
O par (0,1) é chamado de unidade imaginária e definido como i. 
(0,1) =i 
Os pares (a, 0) e (b, 0) são ditos números reais. 
(a,0)=ae(b,0)=b 
Logo, encontramos: 
z=(a,b)=a+ bi 
Essa é a representação do número z na forma algébrica. 
a é dito parte real de z ou Re(z). 
b é dito parte imaginária de z ou Im(z). 


Um número z será real quando z for da forma z = a, a E R. 
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Um número z será imaginário puro quando z for da forma z = bi, b E R. 
Observe que as potências de i seguem um padrão 


P=i 
i? = -1 
P = =] 
f=1 


Perceba que os valores de i se repetem, as potências de i assumem apenas 4 valores 
diferentes. 


Então, se uma questão lhe pedir para calcular um número complexo com i”,n E N, basta 
dividir n por 4 e encontrar o resto da divisão. 
Logo, temos a seguinte relação: 
lda = i 
n E Ner éo resto da divisão de n por 4 
Por exemplo: 


Descubra se o número i2º7 é real puro. 


257 
z 764 4+1 


[257 = it =i 
Logo, o número i2º7 é imaginário puro. 


2.1. OPERAÇÕES DOS NÚMEROS COMPLEXOS 


2.1.1. Igualdade entre números complexos 
Seja z = (a,b)e w = (cd). 


Z=W 
Pela propriedade dos números complexos, temos 


(a,b)= (c,d) &a=ceb=d 
Então: 


Z=W 
a-+bi=ctdiosa=ceb=d 


Na igualdade, basta igualar os termos reais aos termos imaginários. 
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2.1.2. Adição de números complexos 
Seja z = (a,b)ew = (c,d). 
Pela propriedade da adição: 
z+w = (a,b)+ (c,d)= (a+c,b+d) 
Fazendo (a,b) =a + bi, (c,d) =c +die(a+c,b+d)=(a+c)+(b+dđ)i: 
z+w=a+bi+c+di=(a+c)+(b+dđ)i 


z+w=(a+c)+(b+łți 


Na adição, basta isolar os termos reais e os termos imaginários e somá-los. 


2.1.3. Multiplicação de números complexos 
Seja z = (a,b)ew = (c,d). 
Pela propriedade da multiplicação: 
zw = (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc) 
Fazendo (a,b) =a + bie (c,d) =c+ di: 
zw = (a + bi)(c + di) 
Desenvolvendo algebricamente essa multiplicação: 
zw = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi? 
Fazendo i? = —1: 


ac + adi + bci + bdi? = ac + (ad + bc)i — bd = (ac — bd) + i(ad + bc) 
zw = (ac — bd) + i(ad + bc) 


2.2. MÓDULO E CONJUGADO DE UM NÚMERO COMPLEXO 


vale: 


2.2.1. Módulo de um número complexo 


Seja z = a + bi,a,b E€ R. Módulo de um número complexo é definido como |z|, cujo valor 
|z| = ya? + b? 


2.2.2. Conjugado de um número complexo 


Sejaz = a + bi,a,b € R.O conjugado de um número complexo z é definido por Z e seu valor 
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2.3. PROPRIEDADES 


Vamos ver algumas propriedades envolvendo o conjugado e o módulo dos números 
complexos. Citarei os principais que você provavelmente usará na prova. 


D)z=z7SIm(z)=0,zéreal 


2) zZ = |z|? 


5) ZW = ZW 
6 Z o Z 
ie E. 
7) Izl = |Z| 
8) Re(z) = “12 
9) Im(z) = (E) 
10) z” = ("nE N 
11) |zw] = |z]|w| 
12) [É a 

) wi wl 


13) |z| — |w| < |z + w| < |z| + |wl 
14) |z| — Iw] < |z -w| < |z| + Įwl 


15) |z”] = |z|” 


Demonstração das propriedades: 
1) z = Z & Im(z) = 0, z éreal 
Sejaz =a + bi,a,b E R. 
zZz=a-bi 
z=Z>a+bi=a-bi 
Logo, para a igualdade ser verdadeira, temos b = —b. A única solução é b = 0. 


Portanto, z é real. 


2) zZ = |z|? 


zZ = (a + bi)(a — bi) = a? + abi — abi — b2i? 
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Lembrando i? = —1: 


2 
zZ = @ — b?i? = @? + b? = Ya? + b? = |z|? 


4)z+w=Z+W 
Sejaw =c +di,c,d E R. 
złw=a+b+c+d = 
(a+c) +ı(b +d) = 
(a+c)—i(b+d)= 
a— bi +c- di = 


Z+W 


5) Zw = ZW 
zw = (a + bi) (c + di) = 
(a — bi) (c — di) = 
ac — adi — bci — bdi? = 
ac + bd — i(ad + bc) = 
ZW 


Condição de existência: w = c + di + 0, c e d não devem ser nulos ao mesmo tempo. Caso 


contrário, não poderíamos efetuar a divisão. 


7277 (a+bn 
(5) E (- + ) 
Quando dividimos dois números complexos, precisamos tornar o divisor um número real e, 
para isso, podemos usar a propriedade (2) zZ = |z|2. Então, vamos multiplicar o divisor e o 


(IES - 
c+di)\c-di) 


(= — adı + bci — a) B 


dividendo pelo conjugado de w: 


c2 =m d212 
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(= + bd — (ad — 2o) o 
c? + d? E 
(z +bd (ad — =) 


c? + d? c? + d? 

ac+bd i(ad-— bc) o 
c? + d? c? +do 
ac + bd + i(ad — bc) o 


c? + d? 
ac — bdi? + adi — bci 
— o 
a(c + di) — bi (c + di) o 
ER O 


(a — bi)(c + di) o 
(c+d)(c- di) 


a-bi Z 
c-di W 
7) |z| = IZI 
|z| = la + bi| = ya? + b? 
|Z| = |a — bi| = ya? + (=b)? = ya? + b? 
8) Re(z) = Z2 
z=a+bi 
(z+Z7) atbita-bi 2a 
2 =— 20 = =4=ãRe(z) 
9) Im(z) = (2) 
z=a+bi 
(2=2) a+bi-(a-b)) 2bi 
22 ) No do = e mz) 


10) z” = (2)”,n EN 
Vamos demonstrar usando o PIF (Princípio da Indução Finita): 
a) Para n = 1, temos: 

zaz =(z)" 
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Logo, é verdadeira para n = 1. 
b) Hipótese: a propriedade é válida para m,m E N e m > 1. z™ = (2)? 
Tese: a propriedade será válida para m + 1. Isto é: zM+1 = (7)™+1 
Demonstração: 
Zm = mz 
Pela propriedade (5) ZW = Zw, temos: 
= mas a 
Da hipótese: 
zmz = (2)77 = (2) 


Logo, a propriedade é válida para qualquer n E N. 


11) |zw| = |z|lw] 
Izw| = |(a + bi)(c + dD) | = 
lac — bd + i(ad + bc)| = 


Vac = bd + ad F bo) = 
Va2c? — 2abcd + b2d? + a2d? + 2abcd + b2c? = 
Va2c2 + b2d? + a2d? + b2c? = 
[FUNC = 
VESTE TA = 


lzllw] 


[É (a E 
w c+di 

(a + bi) (c — di) 
(c + di) (c — di) 
ac + bd + i(bc — ad) 


c? + d? 
lac + bd + i(bc — ad) | o 
c? + d? 
OEST 
c? + d? 
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Va2c? + 2abcd + b2d? + b2c? — 2abcd + a?d? 
c? + d? 
c? + d? 
Fora O 
ETR 
Er 


izl] 


|w] 


13) |z| — Iw] < |z + w|] < |z| + |w! 
|z +wļ|? = ja + bi + c + di” = 
(a +c) + i(b + d)? 
(a +c)? + (b +d)? 
a? + 2ac + c? + b? + 2bd + d? = 
a? + b? + 2(ac + bd) + c? + d? = 
|z|? + 2(ac + bd) + |w]? 
Mas zw = (a + bi)(c — di) = ac + bd + i(bc — ad) 
ac + bd = Re(zw) 
|z + wl? = |z|? + 2Re(zw) + |w|? 


Lembrando que 2Re(zw) < 2|zw| = 2|z||w| = 2|z|lw| 
|z + wļ? = |z|? + 2Re(zw) + |w]? < |z|? + 2]zllw| + Iwl? = (|z] + Iw? 
Usando essa desigualdade, temos: 
Ig +w) + (—w)l| < |z + w| + |-w] 
|z| < |z +wļ| + |wl 


|z| — |Iw| < |z +w] 


14) |z| — Iw] < |z — w| < |z| + Iwl 
Vamos usar a propriedade anterior. 
Sabemos que |z + w| < |z| + |w| 


z-w+w|<|z-w|+|w| 


P Aula 17 — Números Complexos 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 17: ITA/IME 2020 


|z| < |z — w| + Iw] 
Izl— Iw| < |z- w| 
Também temos: 


Iz — w| = |z + (~w)| < Iz| + |-wl = |z| + Įwl 


15) |z”] = |z|” 
Usando a propriedade (11): 


"|= 


ZZZ" a" A 
Say 


n vezes 


= |z[ -Izl -+ lz| = Izl” 


n vezes 


QUESTÕES PARA R 
MEMORIZAÇÃO 


| 1) Calcule as potências de i: 
a [110 

| b) i29 

as 

| Resolução: 


|a) = 4x27 +2 > i™ = i? = 1 


| b) =4x7+1>i” =i 


o2 = 4x86 +3 > i37 =i = i 


| Gabarito: a) —1 b)i c)—i 


2) Calcule: 

a) (+30 + (5-60) 
b) (8 +4D(7 -20 
o d+D--D 


| 2+3i 
d) — 
| 1+i 


| Resolução: 
a) (1+3)+(5-6D)=1+5+31-61=6-3i 


b G+4(7-2)=21-6+28/-82=21+221-8(-1)=21+8+221=29+ 
t 22i 
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|9 0+)-0-)=1+i-1+i=2i 


2+3i _ (2+3i) (1-0) _ 2-2i+3i-3i? _ 2-3(—1)+i _ 5+i 


| ) 1+i (O 48 2 2 | 


| Gabarito: a) 6 — 3i b) 29 + 22i c) 2i d) 


5+i 
2 

| 3) Prove as propriedades apresentadas neste capítulo. 
| Resolução: 


Vide demonstrações da aula. 


| 4) Determine os valores de x,y E R: 
| a) (x + yi}? = 2i 
b) 3+yi=x+6i 
o x+y+yi=2+i 
| Resolução: 

| a) (x + yi}? = 2i 

| x? + 2xyi + yi? = 2i 
x? — y? + 2xyi = 2i 


b)x=3ey=6 


o x+y+yi=2+i 
| ra 
y=1 
x=1 


| Gabarito: a) x, y € {—1, 1} b)x=3ey=6 c)x=1ey=1 
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3. FORMA TRIGONOMÉTRICA 


3.1. REPRESENTAÇÃO NO PLANO DE ARGAND-GAUSS 


Os números complexos podem ser representados no plano cartesiano. Vamos definir o eixo 


x como sendo a parte real do número complexo e o eixo y será a parte imaginária. Esse plano será 
chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss. 


polar. 


Vamos definir z = (a,b) = a + bi,a,b E Re representar no plano complexo: 


Im 


P(a,b) 


O ponto P é chamado de afixo de z e 6 é chamado de argumento de z ou Arg(z). 
Definimos p como sendo o valor da distância de O até P. 


Vamos calcular o valor de p aplicando o teorema de Pitágoras: 
p? = @ + b? >p =y? + b? 
Veja que esse valor é o módulo de z! 
p=va2+b? = |z| 
Vamos colocar a e b em função de p e 6: 


Usando trigonometria, temos: 


a 
cos = D >a = pcos 


b 
send = a >b = psen6 


Assim, podemos escrever z em função de p e 0: 


z=a+bi=ypcos0h+ipsend 


z = p(cos60 + isen0) 


Essa é a forma trigonométrica do número complexo. Também pode ser chamado de forma 


O termo cos + isen pode ser escrito como cis. 
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Desse modo, z também pode ser escrito como: 


O argumento de z pode ser escrito como: 


3.2. PROPRIEDADES 


3.2.1. Multiplicação de números complexos na forma trigonométrica 
Seja z4 = |z; |cis(84) e 2; = |z>|cis(03). 
Multiplicando os dois números complexos, temos: 
z1Z2 = |z; lcis(84)|z2|cis(02) = 
Izillzo|(cos0, + isen6,)(cos0, + isenð,) = 
Iz;llz;I(cos6,cos6, — senð,senð, + i(sen8,cos0, + senB,cos6,)) 

Das fórmulas da soma dos ângulos de seno e cosseno: 

cos(0, + 0,) = cos6,cos0, — senðsenð, 

sen(0, + 0,) = sen6,cos6, + send,cos0, 
Substituindo na equação, encontramos: 


Z1Z2 = Izillzo I(cos(o, + 0,) + isen(6, + 0,)) = lzi llzəļcis(81 + 05) 


Z1Z2 = |zyllzo|cis(O, + 02) 


3.2.2. Divisão de números complexos na forma trigonométrica 
Dividindo os dois números complexos, temos: 
zı Ial(coso, + isend,) 
z2 lIzl(cos6, +iseng,) — 
Izil(cos0, + isen6,) [|z, |(cos0, — isen6,) 
|z2|(cos8, + isen0,) (E Tess — a) 


|zı| /cos6,cos0, + send, senB, + i(send,cos0, — sen6,cos6,) 
|z,| cos0Z + sen0? 


Das fórmulas da diferença dos ângulos de seno e cosseno: 
cos(0, — 0,) = cos6,cos0, + sen6,senb;, 
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sen(0, — 6,) = sen6,cos6;, — senB,cos0, 
E da propriedade da soma dos quadrados de seno e cosseno: 
cos02 + sen0? = 1 


Substituindo na equação, obtemos: 


Z Z Z 
1- Al fos — 02) + isen(0; — 02)) = kzal isto, — 03) 
Zz |z2l |z2l 

z izl 

— = — cis(0, — 0 

Z> |z,| ( 1 2) 


CS se RA 

MEMORIZAÇÃO 

| 5) Calcule o argumento dos números: 
| a) 1+i 

b) 3+4i 

j =2=3i 

| Resolução: 

| a) O argumento do número complexo é dado por: 


arctg (5) 


Mas sabemos que tg(1) = A 


, TN 
Logo, o argumento é q 
| b) arctg (5) 


| c) arctg (5) = arctg (5) 
| Gabarito: a) arg(1+D)D=7n/4 b) arg(3 + 4i) = arctg (5) c) arg(-2 — 3i) = | 
arctg) 


| 6) Transforme os números complexos em sua forma polar: 
| a) 1+i 
b)3+4i 
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' Resolução: 


a) 1 +i =VZ(2+ 2) = v2Zeis (2) 


|b) 13+ 4il = V37 + Z = V235 =5 
| Denominando z = 3 + 4i, vamos chamar seu argumento de 0. 


Logo: 


0 = arctg (5) 


Sendo a forma polar z = |z|ciso: 


3 + 4i = 5cis (arctg (5) 


a l-2 — 3il = (-2)2 + (3)? = v13 
| 0 = arctg (5) = arctg (5) 
—2—3i = V13cis (arctg (5) 
| Gabarito: a) V2cis © b) 5cis (arctg (5) c) V13cis (arctg (5) 


7) Sendo z, = 2cis (5) ez, = 4cis (=). Calcule: 


| a) 2122 


Dk 


H Z: 
| Rai 
| a) 2cis (5) 4cis (=) = 8cis (E + z) = 8cis (5) =8i 
» == (eis (E-D) = (Bis (0) = (9) (E) = 20 


| Gabarito: a) 8i b) z + : 
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4. FÓRMULA DE DE MOIVRE 


PRESTE MAIS „n 


ATENÇÃO!! 


Esse é um tema muito cobrado nas provas do ITA, a maioria das questões de números 
complexos envolverão a fórmula de De Moivre em seus cálculos. 


4.1. PRIMEIRA FÓRMULA DE DE MOIVRE 


A primeira fórmula de De Moivre diz que dadoz E Cen EZ: 
z = |z|cisð 


z” = |z|"cis(n0) 


z” = |z|”cis(n0),n E Z 


Vamos primeiramente demonstrar a fórmula para n E N: 
Para isso, usaremos o Princípio da Indução Finita (PIF): 
I. Para n = 0, temos: 
z? = |įz|ľcis(0) = 1 
Logo, é válido para n = 0. 
Il. Hipótese: Seja m E N, m > 0. z™ = |z|" cis(m@8) 
Tese: Se é valido para m, também será valido para m + 1. 
z™+1 = o [mois] (mi + 1)0) 
Demonstração: 
z“ = ipa |z|” (cos(m8) + isen(m8))|z|(cos8 + isen) = 
|z|"+*1(cos(m0) cos — sen(mB)seno + i(sen(m0)cos6 + senð cos(m8)) = 
|z|"+1(cos((m + 1)0) + isen((m + 1)0) 
*Usamos a fórmula do seno e cosseno: 
sen(A + B) = senAcosB + senBcosA 
cos(A + B) = cosAcosB — senAsenB 
Portanto, a fórmula de De Moivre é válida paran E N. 
Vamos provar para n E Z: 
Usando PIF: 
|. Paran = 0, temos: 


z? = |z|ľcis(0) = 1 
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Logo, é válido para n = 0. 

Il. Hipótese: Seja m E€ Z,m < 0. z™ = |z|" cis(m@8) 
Tese: Se é valido para m, também será valido para m — 1. 
Demonstração: 

eo Izl"cis(mo) 


z Izlcis6 


m-1l — 


Pelas propriedades da divisão da forma polar: 
z™1 = |z|" tcis(m0 — 0) = |z["-tcis((m — 1)0) 


Logo é válido para n E Z. 


4.2. SEGUNDA FÓRMULA DE DE MOIVRE 


A segunda fórmula de De Moivre diz respeito à radiciação dos números complexos. 


Dado z E Cen E Nez = pcis0: 


0 + 2k7r 


yz = "[pcis (————- | ne Nek = 0,1,2,3,..,n— 1 
Vz Vpeis( E )m e n 


Demonstração: 
Seja w” = z,n E New = pycis(0,) e z = pcis(0). 
Pela primeira fórmula de De Moivre: 
w” = phcis(0,)” = prcis(nOy) 
Como w” =z: 
picis(n0,) = pcis(0) 


l Pw =P 
cis(n0,,) = cis (0) 


Logo: 
Pe =p pe = YP 
cis(n0,,) = cis(0) 
cos(nB,,) + isen(n0,,) = cos O + isend 


a = cos6 
sen(n0,) = sen 


Pega igualdade de seno e cosseno e sabendo que eles possuem período 27: 
nO, = 0 + 2kr,k = 0,1,2,... 
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Portanto: 


Se k = n, temos: 


n 


0 
n 
0 0 
cis (= + 2m) =cis (=) 
n n 


k deve variar de O an — 1 já que para k > n, os valores começam a se repetir. 


DESPENCA NA 


l PROVA! 
os 
o 


Assim, w” = z possui n raízes! Cada uma dada por: 
pcis (EE) k =0,1,2,..,n— 1;nENen>2 


E ainda, essas raízes, quando representadas no plano complexo, formam um polígono regular. Uma 
vez que o módulo dessas raízes possui o mesmo valor */p, podemos afirmar que o polígono estará 
inscrito em um círculo de raio "/p. 


Vamos provar: 


Seja Z4, Z2, Z3, -..,Z” raízes de zZ, então: 


|z] = 


. (0 
reis (9)]= IVA 
; 0+27 
[zal = [3/pcis (E29)] = P 
$ 0 +47 
[zal = [3/pcis ($| = P 
. (0+(n- 
Y/pcis (2=)] = [fp 
Desse modo, todos possuem o mesmo módulo. O único fator que altera entre eles é o seu 
argumento. Concluímos que todos pertencem ao círculo de raio [4/9]. 


Iza | = 


Agora, para provar que a figura que se forma no plano complexo é um polígono regular, devemos 
mostrar que o ângulo entre duas raízes vizinhas é o mesmo. 


Vamos supor Zg, 0 < k < n — 1,k E Z, raiz de z. Vamos calcular os argumentos de Zk, Zk+1 € Zęķ-1: 
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. [(0+2kn 
ZE afpeis ( E ) 


Arg (Zk) = ai 


atas = Yes (22e) 


0+2(k+1)m 


Arg(Ze+1) = T 


n . 0+2(k-1)m 
p= o (tc 


0+2(k-1)m 
Arg (Zk-1) = ~ a 


Vamos calcular o valor dos ângulos arg(z,) — arg(z,. 4) e arg(z,,1) — arg(zņę): 


0+2kn 0+2(k-—1)x 0+2kn-—(0+2(k-1)7) 21 
arg(z,.) = arg(Zę-1) = E = (Erare) — 
0+2(k+1)r 0+2km 0+2(k+1)n—(0+2krn) 21 
arg(Zę+1) = arg(zę) =- = PECEREN) =- 


, ; a A 27 
Portanto, todos as raízes adjacentes possuem o mesmo ângulo entre elas. Sendo o ângulo PE 


temos um polígono regular de n lados. 
Podemos afirmar também que os argumentos das raízes estão em progressão aritmética de razão 


r=2n/n. 
Para n = 2, temos raízes diametralmente opostos no plano complexo. 


Paran = 3, temos um triângulo equilátero inscrito na circunferência. 
Para n = 4, temos um quadrado cuja medida da diagonal é o diâmetro da circunferência. 


Vs FIQUE 
(ATENTO! 


Toda vez que você encontrar uma questão pedindo a raiz de z de z” = 1, transforme 1 para sua 
forma polar. Dessa forma, você encontrará todas as raízes de z e não apenas z = 1! Faça 1 = 
cos(2kr) + isen(2km) = cis(2kn),k EN. 


QUESTÕES PARA 


MEMORIZAÇÃO 


a) z? 


| 1 
| b) z2 
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| Resolução: 


E (2cis o 


Aplicando a fórmula de De Moivre: 


(2cis o = 2ºcis (E) = 512cis(3m) = 512cism = —512 


b) z? = (2cis (9) = v2cis (5) = VZ (cos © + isen (=)) = vz(S +i (5) ) =. + po 


| Gabarito: a) —512 b) V + ne 
| 9) Determine todas as raízes de zê = 1 e represente essas raízes no plano de Argand-Gauss. 
| Resolução: 
| zé = 1 = cis(2kr),k = 0,1,2,... 
Aplicando a fórmula de De Moivre: 
r =) ; (=) 
z = cis |(— ] = cis (— 
6 3 
Portanto, as raízes de Z são: | 
E TT . 21 z é 41 š 57 
Zz = 1,z, = cis (5) ,Z3 = CİS (=) ,Z4 = cis(Tt), Z; = cis (=) ,Zę = Cis (5) 


Representando essas raízes no plano complexo: 


12Re!: 


| š P TT P 21 z z 47 P 57 
| Gabarito: Z4 = 1,2, = cis E) ;Z3=cis (=) ,Z4 = cis(Tt), Z = cis (=) zs = cis (5) 
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| 10)Sabendo que —1 + V3i é uma das raízes cúbicas do número complexo z. Calcule o valor de | 
OoOo i 


' Resolução: 


Quando a questão afirma que um número complexo é raiz n-ésima de um número | 
| complexo z, para descobrir o valor de z basta elevar esse número a potência de n. 


z=(-1+3i) = (2 (=+ 3) = 23cis (22) = 2'cis(2m) = 8 


| Gabarito: z = 8 


AS Ss ad ad ad ad sd sd sd dd sÓ da SÓ a ssa TED Teses canal 


5. APLICAÇÃO DOS NÚMEROS COMPLEXOS NA GEOMETRIA 


Os números complexos possuem aplicabilidade na geometria. Vamos explorar mais esse 
assunto. 


5.1. DISTÂNCIA ENTRE DOIS COMPLEXOS 


Vamos representar dois números complexos quaisquer no plano de Argand-Gauss: 


Im 
x 
z 
w 
Re 


A partir do conceito de soma de vetores (estudado na Física), podemos ver que: 


— 


W=Z2+X 
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Veja que X é o vetor diferença (X = W — Z). Assim, a distância entre os afixos z e w é dado 
pelo tamanho do vetor w — Z. Sabemos estudo de vetores que o tamanho de um vetor é 
sinônimo de módulo do vetor, isto é: 


d(Zw) = d(w,Z) = |z— w| 
*d(Z, w) é a distância de vetor z ao vetor w. 


Observando a figura, percebemos que podemos aplicar a desigualdade triangular e encontrar 
as seguintes relações: 


Izl — lx| < lw] < Izl + Ixl 
Izl — lx| < |z + x] < |z] + Ixl 


Seja z tal que z = {|z — z,| = |z — z, |, onde zZ, Z4, Z2 € C}. 


Estamos buscando um conjunto de valores de números complexos que possuem a mesma 
distância entre z, e Z2. A reta que, por definição, garante que os pontos dela estarão equidistantes 
a dois pontos, é a mediatriz. 


Vamos calcular cada um dos módulos e verificar que os pontos que satisfazem z são uma 
reta, a qual é perpendicular à reta que liga Z4 e z5. 


Demonstração: 
Considerando z = x + yi, Z4 =X +ylez, =x, + Yi temos: 
|z -z| = y & -= x1)? + O - y1} e lz -zl = y(x- x2) + O - y2)” 
Fazendo a igualdade dos módulos: 
|z -zl = Iz- z| > y & =- x4)? + O -= y1) = Ny -= aa H O O- y)? 
2 — 2.x. X1 +X? +y? — 2.y. yı +y? =x? — 2.x. xX + XZ +y? — 2.y. yz +y? 
2. x(x2 — x) + 2. y2 — y1) = (x, — x1) x2 + x1) + @2 — Y1) Q2 + y1) 
2. y2 — Y1) — W2 — Y1)Y2 + y1) = —2. x(x2 — x1) + (x, — xs) (x2 + x1) 


Portanto: 
(y -7 A) isa E — (x +) 
2 y2 — Yı 2 
Perceba que a equação acima é semelhante à equação da reta (y — yo = m(x — xo)). Além 
disso, podemos notar que y = 2 = yy e xo = = = xy. O ponto de encontro da reta 


2 
mediatriz com a reta que liga Z4 a Z, é o ponto médio de z, e Z, (ponto M). 


Além disso, ao ver a condição de perpendicularidade entre as duas retas, observamos que o 
coeficiente angular que liga Z4 e Z} tem coeficiente angular y 2" Ao fazermos a condição de 


perpendicularidade da Geometria Analítica, verificamos que: 
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(-=) K =)=- 
Y2 — Y1) \X2 — X1 


Portanto, a reta definida por z é a mediatriz dos pontos Z4 e Z3. 


5.3. CIRCUNFERÊNCIA 


Vamos analisar o conjunto z = {|z — z| = r: Zz, z4 E C,r E€ R4}. 


Quando fazemos |z — z,| = r percebemos que queremos um conjunto de valores de z tal 
que a distância dele até z, é sempre constante e igual a r. Esse conjunto define no plano uma 
circunferência de centro em z, e raio igualar. 


Vamos verificar analiticamente. Fazendo z = x + yi e Z4 =X, + y4i. 


Calculando |z — z4 |, temos que: 
|z = z| = Iœ + yi) - 1 +y Dl = yx- xa) H O Syd =r 
>| -x4 + 0-7) =r? 


Representação gráfica: 
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Im 


Re 


Dado o conjunto z=f[|z-cl+l|lz+c|l=2a,noqualaeceR,), esse conjunto 
representa todos os pontos cuja soma de suas distâncias a dois pontos fixos é constante e igual 2a. 


Esse lugar geométrico é conhecido como elipse, com focos horizontais nos pontos ce — c. 
Podemos verificar isso analiticamente, fazendo a soma dos módulos e igualar a 2a. 


iz-cl+I|z+c|l= (x-0) +y + a+) Ty? = 2a 


Após sucessivas manipulações algébricas, chegamos em: 
x? (a? — c?) + a@?y? = a?(a? — c?) 
Considerando que a? = b? + c?, como no teorema de Pitágoras, e fazendo b? = a? — c?, 
temos: 


b?x? + a?y? = a2b? 
Dividindo a última equação por a?b?, resulta na equação reduzida da elipse: 


X Y 
a? p 


2 2 


=1 


Repare que a > b (b? = a? — c?). Assim, a elipse está “deitada”, com os focos em (—c,0) e 
(c, 0), conforme a figura abaixo. 
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Im 


A 


Para o caso de os focos da elipse estarem na vertical, devemos considerar o conjunto de z = 
{lz — cil + |z + ci| = 2a,onde a e c E€ R4} 


Dessa forma, fazendo os mesmos cálculos, considerando a mesma substituição de b? = a? — 
c2, nós chegamos na equação reduzida da elipse “em pé”: 


y X 
a" 


2 2 


=1 


Representação gráfica da elipse com focos em (0,c) e (0, —c): 
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A elipse também pode ser definida pelo seguinte conjunto: 


z=[lz-z|l+|iz-z|=2a,âa€ R, ez, z E C} 
Nesse caso, Z4 € Zz são os focos da elipse. 


Vamos considerar o conjunto z = {|z — c| — |z + c| = +2a, a,c E€ R4}. 
Esse conjunto representa todos os pontos nos quais a diferença entre a distância de z a dois 


pontos fixos é constante. O lugar geométrico que possui essa propriedade é a hipérbole com focos 
nos pontos —c e c. 


Dessa maneira, os focos da hipérbole estão na horizontal e sua equação reduzida é dado por: 


E agora, a relação pitagórica fica: c? = a? + b?, coma > b. 


Representação gráfica da hipérbole de focos em (—c, 0) e (c,0): 


De forma semelhante ao que ocorre para o caso das elipses, se considerarmos o conjunto 


z = {|z — ci| — |z + ci| = +2a,a,c E R,), teremos nossa hipérbole com focos na vertical. Porém, 
ao repetir os mesmos processos algébricos, chegamos em: 
y? x? 
E 
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Onde: c? = a? + b?, coma < b. 


Representação gráfica da hipérbole de focos (0, —c) e (0, c): 


A hipérbole também pode ser definida pelo seguinte conjunto: 
z = {|z — z| — |z — z| = +2a,a E€ R,ez,2,€C) 


Nesse caso, Z4 e Z2 são os focos da hipérbole. 


5.6. PARÁBOLA 


Para finalizarmos as figuras geométricas no estudo dos Números Complexos, vamos definir o 
conjunto z = {|z — a| = |Re(z) +al, no qual a E R. Neste conjunto, percebemos que |Re(z) + 
alé a medida de distância entre duas retas verticais que passam por Re(z) e a, na qual chamamos 
de diretriz. Portanto, o lugar geométrico representado é a parábola, cujo parâmetro p = 2a. 


Ao fazer a verificação analítica (|x + yi — a| = |x + al), podemos chegar na expressão: 
y? = 4ax,onde p = 2a 


Representação gráfica da parábola de diretriz d e foco (a, 0): 
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De forma semelhante, podemos ver que o conjunto dado por z = {|z — a| = |Re(z) + 
al;no qual a E R também formará uma parábola. Entretanto, agora terá foco na vertical e sua 
diretriz estará na horizontal. 


Fazendo os mesmos processos analíticos, chegamos à seguinte equação da parábola: 


x? = 4ay,onde p = 2a 


Repare que o termo ao quadrado na equação agora é x. 


Representação gráfica da parábola de diretriz d e foco em (0,a): 


Im 


bo Aula 17 — Números Complexos 
y www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So O o 
Aula 17: ITA/IME 2020 d 
6. FÓRMULA DE EULER 


A fórmula de Euler é uma fórmula matemática que mostra uma relação entre a função 
trigonométrica e a função exponencial. Essa fórmula é dada por: 
ei? = cos +iseng 
Onde 0 é o argumento real em radianos. 
O interessante dessa fórmula é que podemos usar as propriedades das funções exponenciais 
para operar com os números complexos, por exemplo: 


ED = cos (Z +2) + isen (£+ 2) = cos (Z2) + isen (22) 
es 4 =cos(=+7) eien r7) cos 12 + isen 12 
Pelas propriedades dos complexos, podemos escrever: 


aata) = as . Ela 


Usando a fórmula de Euler: 


= 68-68 =(cs (8) e G G se) 
cos (5) cs) + em Geo (5) + a G cos (5) sen (5) sn 


= COS (5) cos (5) — sen (5) sen (5) +ti| sen (5) cos (5) + sen (5) cos (5) 
cos(5+7) sen(5+7) 


3 3 
a eilsta) = 5) ; (5) 
e cos 12 + isen 12 


Para O = 7, temos um caso específico da fórmula de Euler que é chamado de identidade de 
Euler: 


Veja que, por meio da fórmula de Euler, podemos escrever as seguintes identidades: 
e? = cos +isen6 (I) 
e? = cos(-0) + i sen(—0) e"? = cos8—- isen6 (II) 
Fazendo (1) + (II), obtemos o cosseno: 
ei peP 
cos 0 = O 


Fazendo (1) — (II), obtemos o seno: 


sen 0 


ei — griê 
2i 
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> 
2? 
q CURIOSIDADE 


A fórmula de Euler pode ser provada por cálculo ou pela série de Taylor. A título de 
curiosidade, uma função f, derivável n vezes, pode ser expandida em uma série de Taylor. A 
expansão de f em série de Taylor em torno do ponto x = a é dada por: 


Fw- F'O- flaa-a)” 


fœ) = fla) + T z a 


Onde f” (a) é a n-ésima derivada da função f no ponto x = a. 


Quando a = 0, temos a série conhecida como série de Maclaurin: 


roim CA — EO eO 


2! n! 
As seguintes expansões são alguns a de séries de Maclaurin: 


a) Função exponencial 
b) Função cosseno 
c) Função seno 


Aplicando a expansão em série de Maclaurin na função e**, obtemos: 


oo 
E (ix)” ix (—1)x? (Dx 
e” = lts + 
n! 1! 2! 3! 
n=0 
Note que as partes reais de e!” são os termos cujo n é par e as partes imaginárias são os 
termos cujo n é ímpar. Separando as partes reais e imaginárias, encontramos: 


o Z CDr” 2 (—1)”x?”+1 
1 (2n)! G (2n+1)! 
n=0 
cosx senx 


Portanto, temos a fórmula de Euler: 


e* = cosx +isenx 
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Você sabia que podemos resolver alguns produtos trigonométricos usando números 
complexos? Vejamos um exemplo de questão: 


7.a) Calcule o valor da soma 
T 3m 5m 
S = cos (=) + cos (5) + cos (5) 
7 7 
Resolução: 
A princípio poderíamos usar as transformações trigonométricas para encontrar o valor da 
expressão, mas vamos aprender outro método. Seja z € C tal que 
o To. T 
Z= COST TESEN 
Podemos escrever os cossenos da soma em função de z. Aplicando a fórmula de Moivre, 


temos: 
TE Ja TE 
z = cos> + i sen- 
7 7 


“= cos(-—) + i sen (-7) = cos — isen- 


pl 5 TT TT ( +5) 
> — = — 3 — z= — = 
Z ; cos = cos — > Z 7 


Analogamente: 


z? = PEL P O = ms pan Cu wo T(z +5) 
7 7 z’ 7 7 7 2 z3 
z’ = PE E a a = Fo E aE (zs +5) 
7 7 z 7 7 7 2 z5 


Dessa forma, a soma fica 


o TT 37 57 
S = cos (5) + cos (= + cos (5) 


E torto to 


1 1 3 1 é 
s=5(2+>+2 + +z TE 225 


z3 
Note que 
z? = cost +i sen t > |z? = —1|] 
Multiplicando essa equação por z e z?, obtemos: 
z? = -Z 

z1 — — 72 
Fazendo as substituições na soma: 
ape eat e l lezirerz dao 
= 2z5 E 275 
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Note que podemos transformar o numerador da soma em uma PG de razão —z, veja: 
PG de razão-—z 
1-z+22-23+27!4-—-25+28+2º 
E 2a 
Dessa forma: 
((-7)7 —- D) +25. —(27+1)+2º 
DO 25 CO 28 


Mas z” = —1 > z” + 1 = 0, logo: 


S 


Interessante, não? Se você prefere operar com complexos, esse método pode ser muito útil 
para você! 


8. LISTA DE QUESTÕES 


HORA DE 


PRATICAR! 


ITA 


11)(ITA/2019) 


Sabe-se que —2 + 2i é uma das raízes quartas de um número complexo z. Então, no plano de 
Argand-Gauss, a área do triângulo, cujos vértices são as raízes cúbicas de z, é igual a 


a) 4(V3+1). 
b) 63. 
c) 8(V3—1). 
d) 1043. 
e) 123. 
12)(ITA/2019) 


Determine o número complexo z de menor argumento que satisfaz |z — 25i| < 15. 


13) (ITA/2018) 


E Tm + m 
Seja z = cos— + i sen = Pedem-se: 
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k 


F kī i kr T 37 
a) Use a propriedade z = cos—+isen+, k € N, para expressar cos O), cos o e 


5 x 
cos C) em função de z. 


b) Determine inteiros a e b tais que E = cos © + cos (=) + cos 5. 


14)(ITA/2017) 


da Z 2(a + bi) 
(a2+ b2)250 +1” 


Considere a equação (a — bi 
O número de pares ordenados (a, b) E€ R? que satisfazem a equação é 
a) 500. 
b) 501. 
c) 502. 
d) 503. 


e) 504. 


15)(ITA/2017) 

O lugar geométrico dos pontos (a, b) € R? tais que a equação, em z E C, 
z2+z+2-(a+ib)=0 

Possua uma raiz puramente imaginária é 

a) Uma circunferência. 

b) Uma parábola. 

c) Uma hipérbole. 

d) Uma reta. 


e) Duas retas paralelas. 


16) (ITA/2016) 
Considere as afirmações a seguir: 


|: Se zZ e w são números complexos tais que z — iw = 1 — 2i e w — Z = 2 + 3i, então 
zZ? +w = -3+ 6i. 


II. A soma de todos os números complexos z que satisfazem 2|z|2 + z? = 4 + 2i é igual a 
zero. 


Il Sez=1-i entãoz”” =2?(-1+i). 
É (são) verdadeira(s) 


a) Apenas |. 
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b) Apenasle ll. 
c) Apenasle III. 
d) Apenaslle III. 
e) Llle ll. 


17) (ITA/2015) 

Sejam 4, B e C os subconjuntos de C definidos por A = {z € C: |z + 2 — 3i] < V19}, 

p= (z ECilz+il< de c = {z € C: z? + 6z + 10 = 0}. Então, (A\B) N C é o conjunto 
a) {—1 — 3i, —1 + 3i}. 

b) {—3 — i, —3 + i}. 

c) {3 +i}. 

d) {3 — i}. 

e) (-3 + 3i}. 


18)(ITA/2015) 


10 
Se z = — , então o valor de 2 arcsen(Re(z)) + 5 arctg(2 Im(z)) é igual a 


=) 
5) Ma 
Ep = 
d) =; 


e) —. 


19)(ITA/2015) 


Seja M c R dado por M = {|z? + az — 1|:z € Celz| = 1), com a E R. Determine o maior 
elemento de M em função de a. 


20) (ITA/2014) 

Se z E C, então zê — 3|z|*(zº — 72) — zº é igual a 
a GC = 

b) (Zê — 79). 


c) (z? = 2"). 
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d) (z— 7)º. 


e) (z — Z3? (z4 — 7º). 


21)(ITA/2014) 

Sejam z,w E C. Das afirmações: 

l. Iz + œl? + |z- ol? = 2(lz|2 + |w]?); 
II. (z + ©)? — (z — ©)? = 4270; 

Wo |z + œl? -— |z — œl? = 4Re(zã), 

É (são) verdadeira(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenasle ll. 

c) Apenasle Ill. 

d) Apenas lle III. 


e) Todas. 


22)(ITA/2014) 
a) Determine o valor máximo de |z + il, sabendo que |z— 2| = 1,z E C. 


b) Se Zo E C, satisfaz (a), determine zo. 


23)(ITA/2013) 

A soma das raízes da equação em C, z8 — 17z4 + 16 = 0, tais que z — |z| = 0, é 
a) 1. 

b) 2. 

E): -3:; 

d) 4. 

e) 5. 


24)(ITA/2013) 


Considere a equação em C, (z — 5 + 3i) = 1, se Zo é a solução que apresenta o menor 
argumento principal dentre as quatro soluções, então o valor de |Zo] é 


a) v29. 
b) v41. 
c) 3v5. 
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d) 443. 
e) 3v6. 


25)(ITA/2013) 


Para z = 1 + iy, y > 0, determine todos os pares (a,y),a > 1, tais que z! = a. Escreva a e 
y em função de Arg z. 


26)(ITA/2012) 


Sejam z = n? (cos 45° + i sen 45°) e w = n(cos 15º + i sen 15°), em que n é o menor inteiro 
positivo tal que (1 + i)” é real. Então, A igual a 


a) V3 +i. 

b) 2(V3 + i). 
c) 2(V2 +i). 
d) 2(V2 — i). 
e) 2(V3 — i). 


27)(ITA/2012) 


TT E . Z 
Se argz = z então um valor para arg (—2iz) é 


T 
a) = 


2 ou 


e| 2/3 NIa pla 


e 


28)(ITA/2011) 
Dado z = (1 + v3i), então X82., z” é iguala 


a) “Si. 
b) —1. 
c) 0. 


d). 1. 
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e) SSL. 


29)(ITA/2011) 

Das afirmações abaixo sobre números complexos Z; e z;: 

|- lz — 25] < |lz4] — lz2ll. 

Wo Zz = Izllz]). 

lll- Sez, =Izil(cos0+iseno) *0,entãoz;!=I|z|"!(cos0 — i sin 0). 
É(são) sempre verdadeira(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenas Il. 

c) Apenas Ill. 

d) Apenaslle III. 


e) Todas. 


30)(ITA/2011) 


A soma de todas as soluções da equação em C : z? + |z|? + iz — 1 = 0 é igual a 


Es 


a) 
b) > 
c) O; 
d) —s. 
e) —2i. 


31)(ITA/2011) 


Sejam n > 3 ímpar, z E€ C \ {0} e Z4, Z2, ..-, Zn as raízes de z” = 1. Calcule o número de valores 
|z- z;), ,j = 1,2,..,n, comi + j, distintos entre si. 


32)(ITA/2010) 


Se z é uma solução da equação em C, 
12 


v2-1 v2+1 
3 ” 3 IE 


z- Z+ |z|? --[2+0( 
Pode-se afirmar que 


a) i(z— Z) <0. 
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b) i(z— Z) > 0. 
c) |zle [5,6]. 
d) Izl e [6,7]. 


e) |z +| > 8. 


33)(ITA/2010) 

Os argumentos principais das soluções da equação em zZ, 
iz+32+(z+27)2-i=0, 

pertencem a 


m 3% 
a) rea! 
31 57 
57 37 
c) ria É 
31 7T 


d) e 


e) JO TU] 27. 


34)(ITA/2009) 
SejamxycRew=x(1+3)+y(4-D)-x(2+6) + y(—16 + 4i) e C. 
Identifique e esboce o conjunto 


N = {(x,y) E R?, Rew < —13 e Imw < 4}. 


35)(ITA/2008) 
Determine as raízes em C de 42º + 256 = 0, na forma a + bi, com a,b e R, que pertençam a 


={zEC,1<|z+2|< 3}. 


36) (IME/2019) 


Seja z um número complexo tal que z!? E€ R, Re(z) = 1 earg(z) € (o, 5), 


A soma dos inversos dos possíveis valores de |z| está no intervalo: 


R Aula 17 — Números Complexos 
z www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 17: ITA/IME 2020 


37)(IME/2019) 


Seja Z um número complexo tal que = possui argumento igual a Te logs(22 +22 +1) =2. 
Determine o número complexo Z. 


38) (IME/2018) 
Seja a função H: C > C definida por 
azs? +as?+as+a 
tds 3 2 1 0 
bos? + b;s + ao 
Com a; e by reais, para j = 0, 1,2,3 e k = 0,1, 2. Seja a função f:R > R em que f(w) é a 
parte real de H(iw) em que i = V—1 é a unidade imaginária e w E R. A afirmação correta a 
respeito de f(w) é: 


a) f(w) é uma função ímpar. 
b) f(w) é uma função par. 
c) f(w) é sempre negativa. 
d) f(w) é sempre positiva. 


e) f(w) é uma função periódica. 


39) (IME/2018) 


Seja o número complexo z que satisfaz a relação 2(z — i)2017 = (V3 + 1)(iz — 1)2017, 
Determine z, sabendo que |z| = 3/3. 


40)(IME/2018) 


Determine o valor de a na expressão abaixo, sabendo-se que 0 < a< 1, 


ii 


65, 256 
a) 


log 256°% 
colog(a2) 256 (a?) 


1 
TG !ºBa 256 = Imz} 


onde Z é um número complexo que satisfaz a equação: 
24033 72 = 220177 mA 1=0 


Obs.: Im(Z) é a parte imaginária do número complexo Z. 
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41) (IME/2017) 


Sejam Z, e Z, números complexos tais que Z, é imaginário puro e |Z, — Z,| = |Z,|. Para 
quaisquer valores de Z, e Z, que atendam a essas condições tem-se que: 


a)Im(Z,) > 0 
b) Im(Z,) < 0 
c) |Z| < 21221 
d) Re(Z,) > 0 
e) Re(Z,) < Im(Z,) 


42)(IME/2017) 


Sejam os complexos z = a + bi e w = 47 + ci, tais que z? + w = 0. Determine o valor de 
a, b e c, sabendo que esses números são inteiros e positivos. 


43) (IME/2016) 


Seja Z um número complexo tal que z possui argumento igual a Te log;(2Z +22 +1) =2. 
Determine o número complexo Z. 


44) (IME/2016) 


O valor do somatório abaixo é: 


15 


pa Img (a 5) 


k=1 
Observação: Img(w) é a parte imaginária de w. 
a) 2+N3 

asen( Z) 
bs 

asen( Z) 
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45) (IME/2014) 
Calcule o determinante abaixo, no qual w = cis (=) ei=v-l. 


1 w 0 i 


1 
1—i w i—1 1 
w f 


46)(IME/2013) 


Seja o número complexo z = onde a e b são números reais positivos e i = V—1. 


a 
ib(1+ib)?” 


Sabendo que o módulo e o argumento de z valem, respectivamente, 1 e (—7) rd, o valor de a 


47) (IME/2012) 


Seja o número complexo Z = a + bi coma eb E R(real)ei = V—1. Determine o módulo de 
Z sabendo que 


E =3(1+ab?) 
b? = 3(a2b— 1) 


48) (IME/2012) 


As raízes cúbicas da unidade, no conjunto dos números complexos, são representadas por 
1,w e w?, onde w é um número complexo. O intervalo que contém o valor de (1 — w)º é: 


a) (—oo, —30] 
b) (—30, —10] 
c) (—10, 10] 
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d) (10,30] 
e) (30,00) 


49)(IME/2010) 


Considere o sistema abaixo, em que x41,X2,X3 e Z pertencem ao conjunto dos números 
complexos. 


(1 +i)x — ix, + ix, = 0 
UM — X; = Z 

(2i + 2)x, + ix — ix, = 0 
O argumento de Z, em graus, para que x; seja um número real positivo é: 
Obs.: i = V1 
a) 0º 
b) 45º 
c) 90º 
d) 135º 
e) 180º 


9. GABARITO 
5, GABARITO 


ITA 

11)e 

12)z = 12 + 16i 

13)a)cos (5) = (z + 2); cos (=) = iz + 2) ; COS (=) = (z5 + Z) b)a = 1;b = 2 
14)d 

15)b 

16)b 

17)c 

18)d 

19) M = V4 + a2 

20) a 

21) e 
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2)a)v5+1 blo=2+(2) +: 
23) c 
24) b 
25) a = sec(Arg 2)!º ey = tg(Arg z) 
26) b 
27) e 
28) b 
29) c 
30) e 
n—1 
31) — 
32) e 
33) c 


34): 
35)+2i,—vV3 +i 


E ti 


36)c 

37)Z = 2 — 2(V2 + 1) 
38)b 

39)a 

40)z = —3/3 

41)c 

42)a = 1,b = 4,c = 52 
43)Z = 2 — 2(V2 + 1) 
44)a 
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45)0 
46)d 
47)|Z| = V18 
48)b 
49)e 


10. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


2/4 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


ITA 


11)(ITA/2019) 


Sabe-se que —2 + 2i é uma das raízes quartas de um número complexo z. Então, no plano de 
Argand-Gauss, a área do triângulo, cujos vértices são as raízes cúbicas de z, é igual a 


a) 4(V3+1). 
b) 6v3. 
c) 8(v3-1). 
d) 10v3. 
e) 1243. 


Comentários 
O enunciado diz que —2 + 2i é uma das raízes quartas de z. Disso, temos: 
z=(-2+2i)* 
O problema pede as raízes cúbicas de z, então devemos encontrar o número complexo w? de 
forma que w? =Z. 
Assim, desenvolvendo zZ: 
z=(-2+2)*=[2(-1+0D] 


Observe que podemos escrever o termo —1 + i: 


-ieva 


3m 31 
2 =) V2(cos + isen) 


Desse modo: 
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O- a 


z = [2(-1 + D] = 
24 [vz (cos — + isen zj 


3 3m* 
24 (2)! (cos Z + isen 2) 


é 37. 3m* 
2 (cos — + isen 2) 
4 4 
Aplicando a Fórmula de De Moivre, sabemos que: 
3m 31 
(cos A + lisen — 


3 31 . 31 . ; 
7 ) = COS (a . z) + isen (a . z) = cos 3m + isen3m = cost + isent 
Voltando ao z: 


é 3t 3m* 6 : 
z=2 cs + isen- = 2° (cost + isent) 
Então, devemos encontrar w, tal que: 
w? =z 
w? = 26 (cosn + isenn) 


1 
w = 22(cosr + isent)3 


1 
Quando aplicarmos a Fórmula de De Moivre no termo (cost + isent)3, devemos somar 
2nr, sendo n E N, no cosseno e seno para descobrir todas raízes de w: 


1 
w = 4(cost + isent)3 = 


1 
4[cos(m + 2nr) + isen(m + 2nm)]3 = 


i | G n man m E P zan) E 
cos 3 3 isen 3 z Jp” E 
Logo: 


2 
W = 4(cos(r) + isen(m)) = 4(—1 + i0) = —4 


W3 = acos (5) + isen &) = (5) =2- (243 


2 


w = a (cos (5) + isen (5) = (+) = 2 + i2V3 


Colocando as raízes no plano de Argand-Gauss: 
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Temos um triângulo equilátero, BCD com altura h (B até o segmento CD): 
h=4+2=6 
e base b (segmento CD): 


b = 2V3 + 2V3 = 443 


Então, a área é: 


bh 4⁄3 
A e adia 


*Um modo mais fácil de resolver seria descobrir o módulo de w, pois descobriríamos o raio 
da circunferência no qual suas raízes se encontram. E como são 3 pontos, sabemos que 
encontraríamos um triângulo equilátero inscrito no círculo. 


1 
w = 4(cos (m + 2n7) + isen(x + 2nm))3 
1 
Iw| = |4(cos(m + 2nr) + isen(m + 2nm))?| = 4 
Logo, r = 4. Das propriedades do triângulo equilátero inscrito no círculo, temos: 
2 
z’ =4=>h=6 


Das propriedades do triângulo equilátero: 


243 
qa es 
3 
l = 43 
bh 4v3 
ação T 
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Essa resolução apresenta, de forma detalhada, os passos para se chegar à resposta. Na hora 
da prova, você deve escolher o caminho mais rápido para não perder tempo. 


Gabarito: “e”. 

12)(ITA/2019) 

Determine o número complexo z de menor argumento que satisfaz |z — 25i| < 15. 
Comentários 


Vamos resolver essa questão pelo método geométrico. Se |z — 25i| = 15 é a equação da 
circunferência de centro Zo = 25i e raio 15, então, |z — 25i| < 15 representa todos os pontos do 
círculo de centro Zo = 25i e raio 15. Desse modo: 


Im 


|z — 251] < 15 


O número complexo z de menor argumento é aquele que pertence à reta tangente ao círculo 
no primeiro quadrante e passa pelo ponto O(0, 0). Seja z, esse número, então, temos: 
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Precisamos descobrir o valor de |z; |, cos O e sen 8. Note que o triângulo 0Z,9Z, é retângulo, 
então, podemos usar as relações trigonométricas: 


15 3 4 
sen(90º — 0) = ZE > cos(0) = 5 > sen(0) = E 


Pelo teorema de Pitágoras: 
OZ; = 02; + ZZ? > 25? = 15? + |z,1? > |z]=20 
Assim, Z4 é dado por: 
, 3 4 
zı = Izl(cos0 + isen 0) = 20 (+ i$) 
«|z =12+ 16i 
Gabarito: z, = 12 + 16i 

13)(ITA/2018) 
Seja z = gos t i sen a Pedem-se: 


. km E kr T 37 ST 
Use a propriedade z* = cos— + isen—, k E N, para expressar cos Eh cos (o) e cos To 


em função dez. 
IE: i 5 
a) Determine inteiros a e b tais que E = COS (=) + cos (=) + cos 5 
Comentários 
a TT 37 57 a 
a) A questão pede para representar cos (5) , COS (=) e cos (=) em função de z. 


To. T - To. T : 

Sabemos que Z = cos% F lseny ez= cosy = seny, somando-se os dois, temos: 
+z TT +i TT + TT , TT 2 (=) 
Z+Z=coS—T+ISen—+cosT—-—iLsen—= Z2cos|— 

7 7 7 7 7 
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Ainda, pela propriedade do |z|: 


Substituindo na equação: 


Assim: 


31 57 ; kī E kr 
Analogamente para cos | e cos E) e usando a propriedade z* = cos— + isen—: 


3 E qi 3m 
z? = cos— + i sen — 
7 7 


3m 1 ; 1 
cos (7) = 5 (2 ta) 
Fe a 

7 7 


FE 
cos 7)=5 Z 25 

ini -2- cos(T 3m sm 
b) Vamos definir a soma S = z 7 COS 5) + cos ( > ) + cos ( E ) 


TR l/a, E E/ao À 1y 141/21 
selos) Gl) nd) 


si m sete to) (tetos t) 


2 


2 z5 


A soma da parcela de cima de S é uma PG: 


e a qu PE RD 
2 z’ 2izº(z2 — 1) 2\z7- z’ 
Note que z” = cost + isenn = —1 
P -F — 5) -2 =) _1 
21-1—2º 2l-zº—1 2 
Logo: 
a=1leb=2 
Gabarito: 


PR Aula 17 — Números Complexos 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 17: ITA/IME 2020 


aos (5) = 1241); cos ($) =1(58+ S)icos (88) =1(58+ 1) 
ba=1;b=2 
14) (ITA/2017) 


Considere a equação (a — bi)*º! = E - 

O número de pares ordenados (a, b) E€ R? que satisfazem a equação é 

a) 

b) 50 
) 502. 

d) 503. 
) 


504. 


e. 


e 
Comentários 
(a — bij5! = 2(a + bi) 
(qo be pa 
Vamos aplicar o módulo na equação do problema: 
2(a + bi) 
(2 


Como (a? + b2)25º + 1 é um número real, podemos retirá-lo do módulo: 


Ia — bis] = 


COEN x 2'(a2? + b?) 


(a bj 
24/ (a2? + b2) 
2 2)501 — — ~ = 
VOTO p 417" 
2 
2 2 2 29500 — —~ |z 
Vl? + 5 CCETT ESTO E -)=0 


2 
2 2250 = 
VEFA (ED - araar)? 
Para a equação ser verdadeira, podemos ter: 


Dy (a? + b?) = 0, neste caso (a, b) = (0,0) é solução. 
Ou 


ii)(a? + b2)25º — - 


(a2+ b2)250 +1 
(a? + b2)5% + (a? + b2)250 — 2 
(a2 + b2)50 + 1 
Como o termo (a? + b2)2580 + 1>1 


= 0, para (a,b) + (0,0) 


=0 


Temos: 


PR Aula 17 — Números Complexos 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 17: ITA/IME 2020 cd 


(a? + b2)500 4 (a2 +b2)250 -2=0 
Substituindo (a? + b2)250 = x: 
x +x-2=0 
Soluções: 
xı = 1 ou x, = -2 
Como (a? + b?)?=? > 0, a solução é x,: 


(a? + b2)250 = 1 


a? +b? =1 
Aplicando esse valor à equação inicial do problema: 
2(a + bi 2(a + bi 2(a + bi 
(a — bi)! = ARRU ED DO am 
Ca p a1 1+1 2 


(a — bi)! =a + bi 
Multiplicando ambos os lados por a — bi: 
(a — bi)??? = + b? = 1 


Portanto, temos, dessa equação, 502 raízes. Somadas essas raízes com a raiz (0, 0), 
encontramos 503 raízes distintas. 


Gabarito: “d”. 
15)(ITA/2017) 
O lugar geométrico dos pontos (a, b) € R? tais que a equação, em z E C, 
z?+z+2-—(a+ib)=0 
Possua uma raiz puramente imaginária é 
Uma circunferência. 


a 


) 
) Uma parábola. 


o 


O 


Uma hipérbole. 


o. 


) 

) Uma reta. 
e) Duas retas paralelas. 
Comentários 


Vamos considerar z = x + yi. Para que Z possua uma raiz puramente imaginária, teremos, 
necessariamente, que x = 0. Assim: 


z= yi 
Substituindo na equação do problema: 
z2+z+2-(a+ib)=0 
y)+yi+2-(a+ib)=0 
-yº+yi+2-a-ib=0 
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Reorganizando os termos: 


—y?-a+2+i(y-b)=0 


Logo: 

Ré -a+2=0 
y—b=0 

Usando y — b = 0 na equação de cima: 
—-y*-a+2=0 
—-b?-a+2=0 

Disso, encontramos: 

a = —b? + 2 que é a equação de uma parábola. 

Gabarito: “b”. 
16) (ITA/2016) 


Considere as afirmações a seguir: 


l. Se z e w são números complexos tais que z — iw = 1 — 2i e w — Z = 2 + 3i, então 
z? +w = —3 + 6i. 


II. A soma de todos os números complexos z que satisfazem 2|z|? + z? = 4 + 2i é igual a 
zero. 


ll Sez = 1 — i, entãoz””=2º(-1+i). 
É (são) verdadeira(s) 

a 
b 


) Apenas. 

) Apenasle ll. 

c) Apenasle Ill. 

d) Apenas Il e III. 
e) Ile ll. 

Comentários 


E 
lwu-z=2+3i 
Vamos descobrir o valor dez e w: 
Somando-se as equações: 
z-iwtw-—-z=1-2i+2+3i 
Reorganizando a equação: 
w(1-D)=3+i 
3+i G+)(A+HI) 3+3i+i—1 2+4i . 
w = — = -a -=( : )= =1+2i 
1-i ((-DA+i) 1-—i? 2 
w=1+2i 
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Substituindo w na seguinte equação: 
w—z=2+3i 
1+2i-z=2+3i 
1+2i-2-3i=2z 
z=-l-i 
Encontrando z? + wº?: 
z? +w? = 
(—1 — i)? + (1 + 2i)? = 
(1 + 2i +i?) + (1+ 4i + 4i?) = 
1+2i—1+1+4i-4= 
—3 + 6i 


Logo, verdadeira. 


.2]7]2 +z? =4+2i 
Substituindo z = a + bi na equação: 
2ļa + bi? + (a + bi)? = 4+ 2i 
2J (a? +b?)? + (a? + 2abi — b?) =4 + 2i 
2(a? + b?) + (a? + 2abi — b?) — (4 + 2i) = 0 
2a? + 2b? + a? + 2abi — b? — 4 — 2i = 0 
3a? + b? — 4 + i(2ab — 2) = 0 
Assim, temos: 


fa +b2-4=0 
2ab—-2=0 
Simplificando: 


ad 
ab-1=0 


K s 1 
Das relações acima, ab = 1 => a = a 


Substituindo a da equação acima: 
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Para a equação ter solução, precisamos que b? + 0, então, a parte de cima deve ser igual a 
zero: 


bł — 4b? +3 = 0 
Encontrando as raízes da equação: 


_4+vV16—-12 4+V4 4+2 


2 


2 a = OM 
p= 
p= 
Assim, as raízes encontradas são: 
Para b? = 1: 
1 
b; = 1 => q =— => q = 1 
bı 
z=1+i 
1 
b, = —1 => a, = — => qı = —1 
bz 
Z, =—1-—i 
Para b? = 
1 v3 
b, = V3 => a; = — => a} = — 
ba 3 
nv, 3 
Z; = 3 i 
1 v3 
b, =-— R aT 
V3 
= —— — V3 
Z4 3 


Logo, somando Z4 + Z2 + Z3 + Z4: 


v3 v3 
Z +Z +Z +z =1+i-1-i+-—+vV3i--—-vV3i=0 


Logo, assertiva verdadeira. 


Ill. Queremos descobrir zºº: 


z= 1i Va( F) = v2(cos (Z) + isen (5) 


e- (af e) 
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Aplicando a Fórmula de De Moivre: 


7 7 
P (cos (59 5) + isen (59 m) = 
4 4 
413 413 
J” (cos (== n + isen ( A =) 


* ; Ro 4137 4137 
Para simplificar cos — )e sent=—), sabemos que a cada 27, os valores de seno e 


E 4137 pica Ep 
cosseno se repetem. Assim, basta tornar e múltiplo de 27 e divisível por 4. Desse modo: 


Fr EOT iy Pa 
A 4 Tete 


(eire) - 
Elena) om())- 


Voltando à equação: 


2 2 
60 
2 
2ºº(—1 —i) 


Logo, assertiva errada. 
Apenas le Il são verdadeiras. 
Gabarito: “b”. 


17)(ITA/2015) 
Sejam A, B e C os subconjuntos de C definidos por 4 = fz E C: |z +2- 3iļ| < V19}, 


p= (z E€ C: |z + il <iJec = {z € C: z? + 6z + 10 = 0}. Então, (AB) NC é o conjunto 


MEE EEN 
Higer. 

c) {3 +i}. 

d) {-3 - i}. 

e) {—-3 + 3i}. 


Comentários 
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Analisando os subconjuntos: 

Subconjunto A é um círculo com centro em (—2, 3i) e raio < v19. 
. / , F é 7 

Subconjunto B é um círculo com centro em (0, —i) e raio < > 


Subconjunto C são duas raízes da equação. 


Vamos descobrir as raízes de C: 


Assim, Z4 =-3+lez,)=-3-i. 


O problema pede (A\B) N C, isso significa que o elemento de C deve pertencer a A e não 
deve pertencer a B. 


Substituindo z, no subconjunto A: 
l-3 +i +2- 3iļ| = |-1 - 2il = V5 < V19, z; eA 
Substituindo z, no subconjunto B: 
7 
-3+i+il=|-3+2il =V13>5,0 €B 
Z4 Satisfaz as condições. 


gs Rê 7 7 f ads RES ns ai 
*Se não ficar claro que V13 > > tente colocar z em uma raiz quadrada e assim ficará mais 


2 
7 W E 
If = [= 1225 


fácil: 


Testando Z, nas condições: 


Ema: 
-3-i+2-3il=|-1-4i/=V17<419,2,€A 
Em B: 
|-3-i+il=|-3]=3 <, zB 


Z não satisfaz as condições. 
Logo, apenas Z4 = —3 + i satisfaz as condições. 
Gabarito: “c”. 


18) (ITA/2015) 


10 
) , então o valor de 2 arcsen(Re(z)) + 5 arctg(2 Im(z)) é igual a 


e (=> 


1-v3i 
27 


a) Ea 
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b) = 


Comentários 


O problema pede os ângulos dos valores reais e imaginários de z. Então, devemos simplificar 
z de modo que fiquem mais claros esses valores: 


- (nn 
MRE: 


Vamos transformar z no formato cos(0) + isen(0) = cis(0) 


10 10 
1+3i 1 v3i NO cia o T 
(: + É 2 Ie cis (3) 
Z = — = ——— = 5M — e 
1—v3i 1-—v3i 1 v3i eis (-5) 
Z 2 2. 3 


Aplicando a Fórmula de De Moivre: 


cis (5) E cis (5) 


Multiplicando ambos os termos por cis 5 e simplificando: 


; 10m . (107 
cis(- 5) cis (3) 
. (207 
cis (57) (E) = . (o 15)- 
cis(O) =cis 3 = cis | 6T z) = 
. (E) = 1,3 
cis E a a i 


Assim: 


Z2arcsen(Re(z)) + 5arctg(2 Im(z)) = 


1 23 
Zarcsen (- >) + 5arctg aa 


=) + Sarctg(N3) 


2aresen (— 
ash 


A 1 
Qual ângulo de seno que resulta — 5? 
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sen|——)= —— 
6 2 


Qual ângulo de tangente que resulta V3? 
T 
(3) =3 


Logo: 


5) + Sarctg(V3) = 2 (- =) +5 (=) = Edi 


2 ins 
arcsen ( 2 3 3 


Gabarito: “d”. 
19) (ITA/2015) 


Seja M c R dado por M = {|z? + az — 1|:z E€ Ce |z| = 1), coma E R. Determine o maior 
elemento de M em função de a. 


Comentários 
Vamos resolver essa questão pela forma trigonométrica, aproveitando |z| = 1 
Como |z| = 1, podemos escrever: 
z = cis(0),0 € [0,27] 
Substituindo z na equação: 
M = |z? + az — 1| = |(cis0)? + acis — 1| 
Pela Fórmula de De Moivre: 
I(cis0)? + acis — 1| = |cis(20) + acis0 — 1| = 
|cos(28) + isen(20) + a(cos0 + isen6) — 1| 
Expandindo cos(26) e sen(20): 
I(cos6? — sen0?) + i(2senbcos6) + a(cos0 + isen6) — 1| 
Vamos igualar cos0? = 1 — sen8? para eliminar o (—1) da equação: 
I((1 — sen0? — sen0?) + i(2senBcos0) + a(cos6 + isen8) — 1| = 
|1 — 2sen9? + i(2senBcos6) + a(cos0 + isen) — 1| = 
|—2sen0? + i(2senBcos0) + a(cos0 + isend)| 
Observe o termo —2sen0? + i(2senBcos0), se isolarmos 2sen0 nesse termo, teremos: 
—2sen80? + i(2senbcos6) = 2senO(—sen6 + icos0) 


Note que temos (cos + isen0) evidenciado em a(cos6 + isen), disso podemos 
manipular 2sen0(— senô + icos6) para que possamos fatorar com o termo de a: 


Vamos igualar —sen0 = i? senð: 
2sen9(—senO + icos0) =2sen0(i?senð + icos0) 
Pronto, jogando i para fora dos parênteses: 


2sen0(i?sen0 + icos0) = 2isenO(cos0 + isen8) 
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Daí encontramos — 2sen0? + i(2senBcos0) = 2isenð (cos0 + isen0) 
Voltando ao nosso problema, e aplicando as substituições que encontramos: 
|-2sen9? + i(2senBcos0) + a(cos0 + isen0)| = 
|2isenð (cos + isen6) + a(cos0 + isen0)| = 
|2isenðcisð + acis6| = |cis0(2isen6 + a)| = 
lcis0||2isen6 + a| 
Sabemos que |cis6| = 1, então: 
M = |2isenð + a| = V4senB? + a? 

Sendo ambos os termos positivos, temos que o maior valor de M será quando sen0 = 1: 


Logo, o maior valor de M é: 
M=v4+a?2 
Gabarito: M = V4 + a? 


20)(ITA/2014) 

Se z E C, então zê — 3|z|*(z? — 72) — zº é igual a 
a) 2-7) 

Bj =) 

3 (Ep 

d) (2 — 2) 

e) (z — 3? (z4 — 7º). 


Comentários 
Vamos usar a propriedade dos números complexos |z|? = zZ e substituir na equação: 
zê — 3|z|4(z2 — Z2) — Z6 = zê — 3(z2)? (z2 — Z?) — Z° = zê — Z6 = 3 (z2)? (z2 — Z?) 


Observe o termo zº — Zê, isso é uma diferença de dois cubos que pode ser fatorado usando- 
se a fórmula da aula de Matemática Básica! 


x* =y? = (x-y) + xy +y") 
Assim, temos: 
z6 — Z6 — 3(zD? (z2? — Z) = 
(z2 — Z2) (z4 + z222 + Z4) — 3(z2)? (z2 — 7?) = 
(z2 — Z2) porre gra 
(z2? — Z?) (z4 — 22? 72 +78) = 
wrie ere 
(22 — 22) 


Gabarito: “a”. 
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21)(ITA/2014) 

Sejam Z, w E C. Das afirmações: 

l. Iz + æl? + |z — w]? = 2(|z|? + |w]2); 
lo (z +5} — (z - 0) = 420; 

IIl. Iz + wl? — |z — w|? = 4 Re(zo), 

É (são) verdadeira(s) 

a 


b 


) Apenas l|. 
) Apenasle ll. 
c) Apenasle Ill. 
d) Apenas lIl e III. 
e) Todas. 
Comentários 
|. Vamos usar a propriedade |z|? = zZ: 
|z + ol? + |z — w|? = 
(z+w) C +w) +(z-w)C-v)= 
(z+w)lz+wo)+(z—-w)(Zz— w) = 
ZZ + wZ + œz + ww +ZzZz—wZ— WZ + ww = 
227 + 2w0 = 2(|z]º + |w]?) 
Verdadeira. 
Il. Desenvolvendo a equação: 
(z +0}? — (z - 0)? 


Verdadeira. 


z? + 2z0 + ©? — (z? — 2z + ©?) = 420 


lIl. Usando a propriedade |z|? = zZ: 
Iz + æl? — |z — ol? = 
(z +w)(z +w) - (z - w) - w) = 
(z+w)(z+w)—(z—- w)(Zz— ©) = 
ZZ + Zw + Z0 + wō — (ZZ — Zw — Z0 + w0) = 
2Zw + 2z = 2(Z2W + zo) 
*Veja que, na assertiva, temos zø, então, devemos transformar Zw: 
Zw = Zw = Z0 
2(Zw + z0) = 2(zw + zo) 
Que é a soma de um número complexo com seu conjugado, logo: 


2(zw + zw) = 2(2 Re(zæ)) = 4Re(zm) 
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Verdadeira. 
Gabarito: “e”. 
22)(ITA/2014) 
a) Determine o valor máximo de |z + il, sabendo que |z— 2| = 1,z E C. 
b) Se Zo E C, satisfaz (a), determine zo. 
Comentários 


a) Vamos ilustrar o problema: primeiramente, sabemos que o lugar geométrico de |z — 2| = 
1 é uma circunferência de centro (2, 0) e raio 1 no plano de Argand-Gauss: 


|z + il é o afixo de z que passa por (0, —i): 


A questão pede o maior valor de |z + il, então, deveremos encontrar o maior valor do 
segmento BC que cruze a circunferência de centro A. Pelas propriedades da geometria plana, temos 
que o maior valor do segmento será quando ele cruzar com o centro de A: 
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Im 


Re’ 


Agora vamos calcular o valor do segmento BC. Basta calcular BA e somar o valor do raio da 
circunferência: 


Usando o Teorema de Pitágoras no triângulo BDA: 


B2? = 1? + 2? 
BA =V5 
Logo, o valor máximo será: 
BC=V5+1 


b) O problema pede para encontrarmos o afixo Zọ. Assim, teremos que descobrir as 
coordenadas do ponto C. 


Os triângulos ABD e ACE são semelhantes. Desse modo: 


AB AC 
BD CE 
5 1 
EUR 
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Logo: 


colou (05) NS 
-(+(5)5) 

= 2V5\ 5 
Zo = TEOR 


Gabarito: a) V5 +1 b)Zo = 2 + ES + RE 


23) (ITA/2013) 


A soma das raízes da equação em C, z8 — 1774 + 16 = O, tais que z — |z| = 0,é 


Comentários 
Vamos fatorar a equação, observe que o elemento —17z4 = —zº — 167º 
z8 = 17zł + 16 = 
z8 — zí — 167! + 16 = 
2 (2 — 1) — 16(zł— 1) = 
(zt -1)(z2!- 16) =0 
Assim, temos: 
zł = 10uzł = 16 
Para z4 = 1 = cis(0 + 2nr),n E N, e usando a Fórmula de De Moivre: 
1 NT 
z =cis(2nm)4 = cis (5) 
Disso, encontramos as raízes: +tle +i. 


Para z4 = 16: 
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, 1 nr 
z = 2cis(2nn)4 = 2cis (5) 
Dessa equação, temos as outras raízes: +2 e + 2i. 


Mas precisamos satisfazer a condição z — |z| = 0 => z = |z|, isto é, z deve ser um número 
real positivo! 
Logo, apenas 1 e 2 satisfazem a condição. 
$S=1+2=3 


unn 
c. 


Gabarito: 


24)(ITA/2013) 


Considere a equação em C, (z — 5 + 3i) = 1, se z é a solução que apresenta o menor 
argumento principal dentre as quatro soluções, então o valor de |Zo] é 


) v29. 
b) v41. 
) 


a 


c) 


(D 


) 3 
Comentários 
Da equação do problema, temos: 

(z-5 +304 = 1 = cis(2nr),n e N 


Usando a Fórmula de De Moivre: 


l l 1 , mu 
z—5+3i=cis(2nm)4 = cis (5) 


cis (5) pode assumir os valores cis0 = 1, cis (5) = i,cisn=—1,cis (=) = —ij 
Assim: 
z=cis(5)+5-3i 
m=1+5-3i=6-3i 
m=i+5-3i=5-2i 
Z, =—1+5-3i=4-3i 
zz=-i+5-3i=5-4i 


O argumento de cada uma dessas soluções é: 


Z14 = 6-—3i 
3 1 
O 
Z2 = 5-—2i 
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2 
tg(O,) = —— 
9(0,) 5 
Zz3=4-—3i 

3 
tn) = -7 
z,=5-4i 

4 
tg(04) = -7 


4 3 1 2 


SEC q a 
Logo, 04 é o menos argumento. Então Zo = 2, = 5 — 4i 
|zol = [52 +42 = 41 
Gabarito: “b”. 
25)(ITA/2013) 


Para z = 1 + iy, y > 0, determine todos os pares (a,y),a > 1, tais que zt? = a. Escreva a e 
y em função de Arg zZ. 


Comentários 
Vamos usar a forma trigonométrica e considerar z = pcis(0): 
Ad 
Substituindo a forma trigonométrica na equação e aplicando a Fórmula de De Moivre: 
(pcis0)!º = a 
plºcis(100) = a 

p!º(cos(106) + isen(100)) = a 
Mas a > 1, isso quer dizer que p!º(cos(100) + isen(106)) é real e positivo. Então, temos: 
sen(100) = 0 para zerar a parte imaginária e cos(100) > 0, pois p!ºcos (100) = a 
Para satisfazer as duas condições, temos: 

cos(100) = 1 = cos(2nr),n EN 


na 
0 = — 10 — 
5 ep a 


Definimos que z = p(cos6 + isen(0)) = 1 + iy 
O enunciado afirma que y > 0, então, podemos restringir os valores de 0. 


Sendo z = p(cos0 + isen6),0 E J0;5[. 


R T 21 
Com isso, encontramos O = =£ 0 = Fi 


Então para z = p(cos0 + isen0) = 1 + iy: 
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TT 


Para 0 = =: 
5 
1 TT 
p= PE sec = sec (=) 
n 10 
a = sec (=) 
o E im (=) 
ii ~ cos0 g? =t9 5 
Para 0 = z, 
5 
jmi 
a = sec (=) 
21 
v=tg 5 
Portanto: 


an- ("o mico (aE E 


a = sec(Arg z)? ey = tg(Arg z) 
Gabarito: a = sec(Arg z)! e y = tg(Arg z) 
26)(ITA/2012) 


Sejam z = n? (cos 45° + i sen 45°) e w = n(cos 15º + i sen 15°), em que n é o menor inteiro 
positivo tal que (1 + i)” é real. Então, a igual a 


a) V3 +i. 
b) 2(v3 + i). 
c) 2(V2 +i). 
d) 2(V2 — i). 
e) 2(V3 — i). 
Comentários 
Do enunciado, temos: 
z = n? (cos 45° + i sen 45°) = n? cis(45°) 
w = n(cos15° + isen15°) = ncis(15°) 
z  ncis(45) _ ncis(45º) 
w  ncis(15°) cis(15º) 
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Das propriedades dos números complexos na forma trigonométrica: 


à MES male quais raio E À 
mo qndo Vest - 15°) = ncis(309 = n ($+$) 


Ainda, do enunciado temos n menor inteiro positivo tal que (1 + i)” é real. 


Z WNA) nom 
25) oa 


(1+)” = a = 22cis (— 


Aplicando a Fórmula de De Moivre: 


n mn n mm 
22cis (5) = 22cis (T) 
Então, para o valor acima ser real temos: 
nn nt 
A =) ar =T 
Mas n é o menor inteiro positivo que satisfaz a equação, logo n = 4. 


Portanto: 


= (5 +5)=205+0 


Gabarito: “b”. 
27)(ITA/2012) 


TT PA . Z 
Se argz = z; então um valor para arg (—2iz) é 


e 
efa E NIA eI 


Comentários 


Vamos definir z = pcis(0). Do enunciado, arg z = — = então 0 = 


z= p(s) +isen(5)) = (F+ a 


Descobrindo o valor de —2iz: 


-2iz=-2ip (+ = p(V2 — iV2) = 2p (> — “e = 2pcis 5 


Portanto: 


ae 
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7T 
arg(—2iz) = — 
g(-2iz) 3 
Gabarito: “e”. 
28)(ITA/2011) 
Dado z = =(—-1+ v3i), então X82; z” é igual 
o , n=1 gual a 


ai= AB 


2 
b) —1. 
c) 0. 
d) 1. 


e) - 3i. 


Comentários 


Do enunciado: 


z = (143) = 24 Bi = cis (28) 


2 3 
89 
S=Ņ z"=z+z +z +e +z” 
n=1 


A soma acima é uma PG de razão z: 


Usando a fórmula da soma de uma PG finita: 


a (q”— 1 
5 = 1(q 2 
q— 
F BR) 2“ 
Po ga  z—1 


Substituindo z = cis (E) na equação: 


se cis (27) — cis E5 
cis ES -— 1 
Usando a Fórmula de De Moivre: 
e cis (220) — cis (25) E cis(2730) — cis E5 E 1 — cis E5 
cis E5 —1 cis (25) -1 cis E5 -1 


Simplificando a equação, temos: 
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Gabarito: “b”. 
29)(ITA/2011) 
Das afirmações abaixo sobre números complexos z, e z;: 
l- lz — z2| < |lzl — Iz2l|. 
l- zz = Izllzl). 
Ill- -Se z4 = |z; |(cos 8 + isenð) + 0, então zī+t = |z, |71 (cos 8 — i sin 0). 
É(são) sempre verdadeira(s) 
a) Apenas |. 
b) Apenas Il. 
c) Apenas Ill. 
d) Apenas lle III. 
e) Todas. 
Comentários 
l. |z4 — z2| < IEA = |z, || 


Como se trata de uma questão de verdadeiro ou falso, não precisamos gastar nosso tempo 


tentando provar essa desigualdade. Vamos supor z, = 1 e z, = —2: 
lz -z| = |1—2)=3 
llzl -= lzl| = [1-2] = l-11 = 1 


Portanto, falso pois 3 > 1. 
il. |Z +22] = |Iz1121| 
Tomando z; = 1e z, = 2: 
Iz -zl = |IzIlz| 
|1 -2| = 2 # |[2||2|| = 4 
Ill. z1 = |z |(cos6 + isen) + 0 
lz 
-1 -1 ; -1 
3 =z cos6 + isen =—————— 
5 IC ) cos6 + isen 
Multiplicando ambos os lados por cos0 — isen0: 
E [7t E —isen60 _ |zı|7*(cos0 — iseng) 


—1 — = 
cos6 — isen6 cos0?2 + sengB? 


"= = |z,|!(cos0 — isen0) 


cos + isenô 


Portanto, verdadeira. 


P Aula 17 — Números Complexos 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 17: ITA/IME 2020 


unn 
c. 


Gabarito: 


30)(ITA/2011) 


A soma de todas as soluções da equação em C : z? + |z|? + iz — 1 = 0 é igual a 


Comentários 
Vamos definir z = a + bi e substituir na equação: 
z? + |z? +iz-1=0 
(a + bi)? + |a + bil? +i(a+bi-—-1=0 


(a? + 2abi — b?) + TIF dieta 
a? + 2abi — b? + a? + b? + ai — b — 1 = 
2a? + 2abi + ai — b — 1 = 
(2a? — b — 1) + i(2ab +a) = 0 
Devemos encontrar a solução do sistema: 


TRA 
2ab +a = 0 (ID) 


De (II): 
2ab+a=a(2b+1)=0 
TB oub= = 
Para a = 0 em (I): 
2a? — b — 1 = 0 => b = -1 => 4} = -i 


Para b = — em (I): 


2a? -b-1=202+5-1=202-5=0 
1 
a=+> 
Portanto, temos as raízes: 
1 i i 
A a a ess 


Somando as raízes: 
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Gabarito: “e”. 


31)(ITA/2011) 
Sejam n > 3 ímpar, z E€ C \ {0} e z4, Z2, ..-, Zn as raízes de z” = 1. Calcule o número de valores 
|z; — z;|, i,j =1,2,...,n,comi + j, distintos entre si. 

Comentários 


Vamos analisar z” = 1. O enunciado diz que n > 3, então, as raízes dessa equação geram um 
polígono regular no plano de Argand-Gauss (se n=1, teríamos um ponto e n=2, uma reta). Vamos 
transformá-la na forma trigonométrica: 


= 


cis(2kn),k EN 


Logo, usando Fórmula de De Moivre: 


. (+=) 
z = cis | — 
n 
Então variando o valor de k até n — 1 (pois k > n estaríamos encontrando raízes repetidas): 
zı = cis(0)=1 


= 5 
Z =cis m 


(47 
Z3 = CİS (—) 
n 


, (E — =) 
Zn = cis | ————— 
n 


Essas são as n raízes da equação. Representando z no plano complexo: 


P Aula 17 — Números Complexos 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 17: ITA/IME 2020 


O problema pede o número de valores diferentes de |z; — z;|, Lj=1,2,.,n,comi +j. 


|z; — z|, comi + j é um segmento de reta que liga z; a Zj. 


Então, ele quer saber quantos valores diferentes podemos encontrar nesses segmentos. 
Vamos chamar cada segmento de d;;. Veja a figura: 


Analisando a figura, vemos que as distâncias de z, até as raízes complexas situadas na parte 
positiva do eixo imaginário se repetem com as raízes complexas da parte negativa do eixo imaginário. 
Pois: 


di2 = din 
di; = di(n-1) 
di4 = di(n-2) 


Observe que tomamos z, como referência para o problema. Se escolhêssemos qualquer outra 
raiz, os valores de d;; seriam os mesmos. 


Logo, o número de valores distintos que d4; assume será a quantidade de retas que podemos 
traçar na parte superior do círculo entre z, e as raízes nela situadas. 


F ” o Lg as n-1 5 
O enunciado afirma que n é ímpar, então, teremos o pontos na parte superior da 
circunferência: 
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Portanto, o número de valores distintos é: 
n—1 
2 


S -1 
Gabarito: z 


32)(ITA/2010) 


Se z é uma solução da equação em C, 


z-z+ lz? = [240 


yat E 
- l 


Pode-se afirmar que 
) i(z- Z) <0. 

b) i(z— Z) > 0. 
) Izle [5,6]. 

d) |z| e [6,7]. 


a 


(e 


1 
e) |z T +] > 8. 
Comentários 
Devemos encontrar a solução zZ para analisar as alternativas. 


O primeiro passo será organizar a bagunça que o examinador fez no lado direito da equação: 


E (7 T - 1 a D 


—i 
Vamos desenvolver a equação para ver no que dá: 


z [(5) (V2 +i) (VZ-1—i(VZ+ D) = 
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-È e-v- N3 +Z- +1] = 


[e-e] -6-0-0-0 


Vamos transformar 1 — i na forma trigonométrica: 


, V2 iv2 . TT 
r-i A(Z- F) = veis (=) 


Voltando à equação: 
-a -0 =- (Zeis (- m) E E 
4 
Aplicando Fórmula de De Moivre: 
o) = —2ĉfcis(—3r) = =2ºcis(m)= 2º = 64 
Agora, podemos analisar a equação do problema: 


o Remo 


= 64 
3 3 i 


z-z+ ep=—|(2+0)( 


Vamos chamar z = a + bi e substituir na equação: 
a + bi — (a — bi) + 4 (a? + b?)? = 64 
2bi +a? +b? —-64=0 
Então, temos o sistema: 
( , amu =0 
a*+bº—-64=0 
2bi=0=>b=0 
a? + b? — 64 = 0 => a? = 64 
a = +8 
Portanto, Z4 = 8 e Z, = —8. 
Vamos analisar as alternativas: 
a) Errado. Pois z é real, logo, a diferença de z e seu conjugado é 0. 
b) Errado. Idem item a. 
c) Errado. z = +8 
d) Errado. z = +8 


e) Verdadeiro. 


1 1 
z+- - [+ = |8.125| > 8 
Z 8 
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Gabarito: “e”. 
33)(ITA/2010) 
Os argumentos principais das soluções da equação em z, 
iz+32+(z+27)2-i=0, 


pertencem a 


a) 155 
IS 
EI 
De GI 


Comentários 
Vamos usar a forma algébrica dez. Seja z = a + bi,a,b ER: 
iz+t3z+(2z+27)2-i=0 
i(a + bi) + 3(a — bi) + (a + bi + a — bi} — i = 0 
ai — b + 3a — 3bi + 4a? — i = 0 
4a? + 3a —b +i(a—-3b—1)=0 
o =0(1) 
a-3b-1=0(I1 
De (I), temos b = 4a? + 3a. Substituindo em (ID: 
a-3(4a2+3a)-1=0 
—12aº -8a-1=0 
q BtV64-48 11 


= -qu- = 
—24 2 6 
Para a = —},b = —Ż 
2 
Para a = —-, =- 
18 
Então 
1 i 
pa ——— — — 
e 


Portanto as duas raízes pertencem ao terceiro quadrante no plano complexo. A única 
alternativa que indica um intervalo apena no terceiro quadrante é a alternativa c. 


Ilustrando: 


P Aula 17 — Números Complexos 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 17: ITA/IME 2020 


Im 


0.5 


-0.5 05 Re 


% 
A) -0.5 
2 


unn 
c. 


Gabarito: 
34)(ITA/2009) 
Sejam x,y e Rew = x? (1 + 3i) + y? (4 — i) — x(2 + 6i) + y(—16 + 4i) e C. 
Identifique e esboce o conjunto 
N = {(x,y) E R?, Rew < —13 e Imw < 4}. 
Comentários 
A questão pede o esboço do conjunto 12 em função dos valores de w. Vamos desenvolver w: 
w = x? (1 + 3i) + y? (4 — i) — x(2 + 6i) + y(—16 + 4i) 
w = x? + 3x°i + 4y? — y’i — 2x — 6xi — 16y + 4yi 
w = (x? + 4y? — 2x — 16y) + i(3x? — y? — 6x + 4y) 
Logo, temos: 
Re w = x? + 4y? — 2x — 16y 
Im w = 3x? — y? — 6x + 4y 
O conjunto pede Re w < —13: 
Re w = x? + 4y? — 2x — 16y < —13 
x? — 2x + 4y? — 16y < —13 
Fatorando os elementos x e y: 
x? — 2x + 1 + 4y? — 16y + 16 < —13 +1 + 16 
(x—1)} +4(y-2} <4 
Ca A A 
Isso é uma elipse com centro (1, 2) de vértices (-1, 2) e (3, 2) e pólos (1, 1) e (1, 3)! Essa 
inequação traz como solução todos os pontos dentro da elipse! Vamos ilustrar: 
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0.5] 


-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 q 35 


*Elipses possuem a forma 5 E = 1 
Agora, para o conjunto Im w < 4: 
Imw=3xº-yº-6x+4y<4 
Fatorando a equação acima: 
3x? — 6x +3 — y? +4y—4<4+3-—4 
3(x — 1} — (y - 2} < 3 
x— 1)? — 2)2 

( 2 O Pa 

É uma hipérbole com centro (1, 2), vértices (0, 2) e (2, 2) e pólos (1,2 + v3). 


1 


Juntando as 2 inequações, temos como resultado: 


Gabarito: 
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35) (ITA/2008) 
Determine as raízes em C de 42º + 256 = 0, na forma a + bi, com a,b e R, que pertençam a 
s=(zeCi<l|z+2]<3) 
Comentários 


Vamos encontrar as raízes de z: 


478 + 256 = 0 
e O ca 
A 


1 1 1 
z = (—1)6645 = (—1)62 
Sabemos que —1 = cism. Então substituindo e aplicando fórmula de De Moivre: 


. 1 amo na 
z = 2cis(m + 2nm)6 = 2cis C + =) 


Logo, as raízes são: 


n = zeis (E) = (F+) =+ 
7 = 2cis (3) = 2i 
n = veis (Z) =2(- F) 
E E 
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z= veis (E) (2-5): 


A questão pede as raízes que satisfazem à condição: 
I<lz+2|]<3 
Para z = +2i: 
lz+2]=|+2i+2]=V4+4=V8=2/2=2.8 
*y2 = 1.4 
Para z = -V3 Ł i: 


z+ 2| =|-v3+i+2|=|-v3+2+iļ= | (2- v3} +1=_|8- 4⁄3 = VTZ =11 


*y3 = 1.7 
Para z = V3 + i: 
2 
Iz + 2| = |vV3 +i + 2| = |vV3 +2 + i| = [(2 +3) +1 = |8 + 4V3 = 144 
V9 < V14.4 < V16 
3 < VI44 <4 


Portanto apenas as raízes +2i, —3 + i satisfazem a condição. 


Gabarito: +2i, —V3 +i 


36) (IME/2019) 
Seja z um número complexo tal que z!? E€ R, Re(z) = 1 e arg(z) € (0,5). 


A soma dos inversos dos possíveis valores de |z| está no intervalo: 


3.5) 


Comentários 
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Do enunciado, zt? € R. Isso implica que Im(z!2) = 0. Vamos representar z em sua 
forma polar: 

z = Izlcis6 
z? = (|z|cis0)” = |z|cis(120) 
Se Im(z!2) = 0, então a parte imaginária de z!2 é nula. Logo: 
sen(120) = 0 


Sabemos que sen(kr) = 0,k € Z. Vamos encontrar os valores de 6 que satisfazem a 


vistos Crer 
A 


Lembrando que arg(z) = 6 e o enunciado afirma que arg(z) € (o, 5), Temos: 


equação: 


E TAJ J Ld É A 
12 6 4 3 12 
Da informação Re(z) = 1, podemos escrever z em sua forma algébrica: 


z=1+bi 


M MMT 5a 
sef | 


Igualando z na forma algébrica com z na forma polar: 
z=1+bi=l|z|(cos0 + isen0) 
Igualando a parte real do número z: 
1=Izlcos6 
1 
> |— = cos0 
|z| 
A questão pede a soma dos inversos dos possíveis valores de |z| no intervalo 


determinado. Das condições do problema encontramos 5 possíveis valores para Z (9 e 
E Tm T 5T 


2). Então a soma é dada por: 
12 6 4 3 12 
1 1 1 1 1 
|z] |z2l |z3| |z4l |z5| 
Encontramos que E = cos 0. Então: 
5 = cos (F) + cos (F) + cos (F) + cos (G) + eos (F3) 
= cos | — cos | — cos | — cos | — cos | — 
12 6 4 3 12 
Conhecemos os valores de cos (E), cos (=) e cos E). Vamos calcular o valor de 


cos (E) + cos (=); 


Usando a transformação da soma em produto dos cossenos: 


eos (5) 


A+ 
cos(A) + cos(B) = 2 cos ( 
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Substituindo os valores em S: 


S = cos (5) + cos (5) + cos (5) + cos (5) + cos (5) 


S = cos (5) + cos (5) + cos (5) + cos (5) + cos (5) 


_ v6 3 x2 V6 +vV3 + V2 +1 
a i'a 2 


Aproximando os valores: 


a Ra 
= 


V2 = 1,4 

V3=1,7 

V6 = 2,4 
V6+V3+V24+1 24+17+14+1 6,5 57 
A o esse(s, 5) 


Gabarito: “c”. 
37) (IME/2019) 
Seja Z um número complexo tal que z possui argumento igual a = elogs(22 +22 +1) =2. 
Determine o número complexo Z. 

Comentários 


Temos que encontrar o número complexo Z. Dado as informações do enunciado: 


SE 37 
ar 
E Zi 4 
Vamos definir w = z Escrevendo Z, Z, i na forma polar: 
Z =|Zlciso 
Z=IZlcis(-0) 
” . TT 
i = cis (5) 
Substituindo em w: 
2|Z|cisð 


=D _ n = Zeis (20-7) 
IZlcis(—60)cis (5) 2 


O argumento de w é dado por: 
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TE 31 

arg(w) =20-5+2kmr=—7 
31 T 57 

20 = gta g 


0 = 2 — kr,k EZ 

8 

Dessa informação, podemos concluir que Z possui 2 valores possíveis: 
Um para k = 0 e outro para k = +1. 
Vamos usar a outra informação da questão: 
logs(22+2Z2+1)=2522+4+22+1=32=9 
Escrevendo Z na forma algébrica e substituindo na equação: 
Z=a+bi 
2(a+b)+2(a-b)+1=9 
2a + 2bi + 2a — 2bi = 8 
4a=8 
a=2 

Disso, encontramos a = 2. 


Assim: 


57 
Z=2+bi= Zlcis(%-xr),k ez 


57 57 
2+bi= |Z| [co (= — km) — sen (= — en) 


57 
>2= IZI cos (2 — ker) 


Como 2 > 0, |Z| > 0, temos que ter cos (E — km) >0. 
Sek = 0: 


Sek = 1: 


( m zA 
cos | — — 

8 
Para k = 1, encontramos a solução do problema. 


Representando a raiz no plano complexo: 
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Falta encontrar o valor da constante b. 
b é negativo, dado que ela está localizada no quarto quadrante. 
Vamos calcular seu módulo, usando a fórmula da tangente: 


3m, |b| 
tg (5) 2 


Calculando o valor de tg (E): 
_ sen (278)  cos(g) 


o(a) GD) (ED) a 


8 


. T Z 
Precisamos calcular o valor de tg (=). Podemos usar a fórmula do arco metade da 


=cotg (5) = 3 


tangente: 


2-2 


=v2-1 


Assim, temos: 
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-i 2 
Ib] = 2(V2 + 1) 
Como b < 0, temos b = —2(V2 + 1). 


Portanto, Z é: 


Z=2-2(V2+1) 
Gabarito: Z = 2 — 2(V2 + 1) 


38) (IME/2018) 
Seja a função H: C > C definida por 
azs? +açsº+as+a 
ide 3 2 1 0 
bos? + b;s + ao 
Com a; e by reais, para j = 0, 1,2,3 e k = 0,1, 2. Seja a função f:R > R em que f(w) é a 
parte real de H(iw) em que i = V—1 é a unidade imaginária e w E R. A afirmação correta a 
respeito de f(w) é: 


a 
b 


) f (w) é uma função ímpar. 
) f(w) é uma função par. 

c) f(w) é sempre negativa. 

d) f(w) é sempre positiva. 

e) f(w) é uma função periódica. 
Comentário 


Sendo w ER e H definida nos complexos, vamos substituir s = iw na função para 
encontrar as relações do problema. 
as(iw)* + a,(iw)? + a (iw) + ao 
b (iw)? + b (iw) + ao 
—azw°i — aw? + quwi + ap 
—b,w? + bawi + ao 


H(iw) = 


H(iw) = 


Organizando os termos em parte real e parte imaginária: 


H(iw) = do — aw? + aqwi—aswêi o (ao — aw?) + (aw — azw°)i 
ao — bow? + bwi ao — bow? + bwi 
H(iw) = [É — a,w?) + (aw — saw 2l (£ — bw?) — a) o 
(ag — baw?) + bwi (ag — bow?) — bwi 
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[(ao — azw?)(ao — bow?) + (auw — aswé)b,w] + [(ayw — azw?) (ao — bow?) — (ao — azw?)byw]i 
(ao — baw? )? + (bw)? 
O enunciado afirma que f(w) = Re(H(iw)). Assim, temos: 
us (ao — azw?) (ao — bow?) + (auw — asw“)b,w 
(ao — baw? )? + (bw)? 
OE (ao — a2w°) (ao — baw?) + (a, — asw?)b,w? 
(ao — baw?)2 + b2w? 
Analisando a paridade de f: 
fwj= (ao — a2(—w)°)Cao — ba(—w)?) + (a; — as A (-w)? 
(ao — bo(-w)2)2 + (b;(-w)) 
tj = (ao — azw?)(ao — baw?) + (a, — asw?)b,w? 
(ao — b,w?2)2 + b2w? 
Perceba que f(w) = f(—w). Logo, f é uma função par. 
Gabarito: “b”. 


39) (IME/2018) 


Determine o valor de a na expressão abaixo, sabendo-se que 0 < a< 1, 


colog 65.) 256 
Re 


1 pulgas geg SUE 
Tg 8a 256 a?) = ImfZ) 


onde Z é um número complexo que satisfaz a equação: 
24033 72 = 220177 +1=0 


Obs.: Im(Z) é a parte imaginária do número complexo Z. 


2 2 g dE 
w p ole EIn 
n Sn Sle l 


L 


64 
Comentários 
Vamos calcular o valor de Z: 
24033 72 es 220177 + 1= 0 
O bizu nessa equação é multiplicá-lo por 2 para poder fatorá-la: 
(2403372 E 220177 + 1) -2 = 0 
2403472 — 2: 220177 + 2 = 0 
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24034 72 =2. 220177 +1= —1 
Perceba que a equação possui a forma (a + b)? = a? + 2ab + b?. Então, fatorando: 
(220177 — 1)? = —1 
Encontrando as raízes da equação: 
220177 -1=+V-1=+i 
220177 =1+i 


1+i 
= 92017 


Encontramos o valor de Z. Agora vamos calcular o valor de a na equação logarítmica: 


colo 256 
“(a(2$5)) 


1 l 256 Pat) 256% 
Tgl 8a 256° °5(a?) 


Note que o expoente da base logarítmica é uma PG: 


= Im{Z} 


22 265 


T 
o ce 


0 
(a? ,a 
Vamos usar a propriedade log, b” = n loga b para calcular a equação acima. Dessa forma, 
temos: 


1 
Im{Z} = TG 108a 256 - log 264 256: colog „263 256 > ...* log „20 256 


Lembrando que podemos usar a propriedade dos logaritmos log„s b = zloga b e que 
colog, b = — loga b. Dessa forma: 
1 1 1 1 1 
Im{Z} = (= loga 256) i (loga 256) i (- -zloga 256) qo (loga 256) 


mo-la) E) (3) G) onzo 


*0 até 65 são 66 termos 


Perceba que os números com expoentes ímpares são números negativos. Assim, dos 66 
termos, metade deles são negativos. Então, temos o produto de 33 números negativos. Isso 
resulta em um número negativo. 


1/1 1 1 1 
Im(2) = -7g (7E z 769º e g) 008a 250% 
1 1 ét 
Im{Z} = “lmss nn] (loga 256) 


Encontramos uma PA no expoente do número 2. Vamos calculá-la: 
Sees =0+1+2+:::+64+ 65 


Aplicando a fórmula da soma dos termos de uma PA de razão 1: 
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(a, + Aço )66 (0 + 65)66 
Sss=— z a 


1 1 
Im{Z} =e 16 (555) (loga 256) 


= 2145 


1 1 
Im{Z} = — 24 (=) (loga 256)68 
1 


ImtZ3 = — 22149 


(loga 256) 


é negativo e (log, 256) é positivo. Disso, resulta que 


E 1 
Veja que — aa 


— = (loga 256)ºº também é negativo, logo, ImfZ) deve ser negativo. 


1-i 
= 92017 
> ImtZ) = 2017 
1 1 
— 92017 22149 (loga 256)*º 
22149 
72017 = (loga 256)66 


2132 = (loga 256)66 
> log, 256 = +2? 


*256 = 28 
28 = q 
0 <a< 1> o expoente de a deve ser negativo. 
PA 
28 = (a 
2? mn 
1 
—=4 
a 
1 
>da=- 
4 
Gabarito: “a”. 


40) (IME/2018) 
Seja o número complexo z que satisfaz a relação 2(z — i)2017 = (V3 + 1)(iz — 1)2017, 
Determine z, sabendo que |z| = 3/3. 

Comentários 


O bizu nessa questão é aplicar o módulo nos dois lados da equação e encontrar alguma 
relação. Veja: 
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e E a 
[2@ -0 = |(V3 + 1)(iz — 1) ]| 
2z — i]2017 = (V3 + 1)]liz — 1/2077 
2|z E į|2017 — 2liz E 1/2508 
|z a {|2017 = liz no 1/8947 
Iz-il=liz-1l] 

Usando a propriedade zZ = |z|: 

C-D- = (iz- 1) -1) 

(z — (Z — 7) = (iz — 1)(īZ — T) 
(z- DÐ(Z+ i) = (iz — 1)(—iZ — 1) 

zZ + iz — iZ — i? = —i?zZ— iz +iZ+ 1 
zZ+iz—izZ+1%=zZ7—iz+izZz+1 
zZ+iz—izZz+1=zZ7—iz+iz+1 
2iz = 2iZ 
zZz=Z 
> Z é um número real 


3 
Como |z| = z, temos: 


3 E 
Z = — oUZz=—— 
3 3 
Vamos testar os valores. 
1)z = e 
3 


Substituindo na equação inicial: 


(5-1) -(5+n(15-1) 


Devemos escrever os números complexos acima em sua forma polar: 


v3 aa )=5 (2) 


2 Rn 2 2 di 3 
v3 , 
Va+1=2(15245) = zeis) 
iv3 2 V3 i 2 (Sn 
E a +)-Se(S) 


Substituindo na equação: 
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2 [ge SE) = (2eis ©) ( a = E)” 


3 2017 5 2 2017 


1 [ÐT o, [T (5H 
2 Ro cis (5 i 2017) = 2cis (=) a] cis (5 : 2017) 
(5H am. (ST 
cis (= f 2017) = cis (=) cis (= 2017) 
| (100857 cm 100857 
cis( 3 ) = cis (Z4 Z ) 
| (201707 | (100867 
cis( ) = cis( ) 


Vamos ver se encontramos solução: 
201707 100867 


6 + 2kr,k EZ 
fis 201707 100867 
"6 6 
10084 2521 
5 k = = = 
12 3 


Perceba que 2521 não é divisível por 3, logo k ¢ Z. Isso implica que z = V3/3 não é 
solução. 


EE 
3 


(-S-i) = (v3 + D(F -1) 


Devemos escrever os números complexos acima em sua forma polar: 


3 — 2/1 1/38) 2 (4 
Ste Gl) el) 


2017 2017 
5 2 (5) (2 
— cis | — cis ( o 
V3 3 


2017 


2 em cis (= 2017) = = 2cis H = cis A 2017) 
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= 2017) = l (=) l (= 2017) 
clS 3 = CLS 6 Cis 


6 
. e . (E =) 
cis 3 =cis 6 6 
| (161367 - (141207 
a ea | 


Vamos ver se encontramos solução: 


161367 141207 
= 6 + 2kr,k EZ 


6 
SETS 161367 E 141207 
6 6 
= E = ga = 168 
12 3 
Assim, o número complexo que satisfaz a relação é: 
= 33 
3 
Gabarito: z = —v3/3 
41)(IME/2017) 
Sejam Z, e Z, números complexos tais que Z, é imaginário puro e |Z, — Z,| = |Z;|. Para 
quaisquer valores de Z, e Z, que atendam a essas condições tem-se que: 
a)Im(Z,) > 0 
b) Im(Z,) < 0 
c) |Z] < 2124] 
d) Re(Z,)) 2 0 
e) Re(Z,) < Im(Z,) 
Comentários 
Se Z, é imaginário puro, então: 
Z = bi,b € R* 
Substituindo na equação: 
|Z -22| = |22| 
|Z — bil = |bil 
IZ, — bi] = |b| 


Essa equação representa uma circunferência com centro (0, b) e raio |b|. Representando 
no plano complexo, temos 2 casos: 


1)b >Q: 
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Im 


Re 


2)b < 0: 


Im 


Para quaisquer valores de Z, e Z2, vamos analisar as alternativas: 


a)Im(Z,) > 0 
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Falso, pois podemos ter Im(Z,) = b < 0 conforme figura 2. 
b) Im(Z,) < 0 
Falso. Análogo à alternativa (a). Podemos ter b > 0. 
c) IZ,| < 21Z,| 
Observando o gráfico, vemos que o maior valor que Z, pode assumir é |Z,| = 2]b|. 
Logo, podemos escrever a condição: 
Izl < 2124] 
Correto. 
d) Re(Z,) 2 0 


Falso. Z, pertence a uma circunferência centrada em (0, b) com raio b e dessa condição 
Re(Z,) pode ser menor que zero. 


e) Re(Z,) < Im(Z,) 
Falso. Pois, se b < 0, podemos ter Re(Z,) > 0. 


Gabarito: “c”. 


42) (IME/2017) 


Sejam os complexos z = a + bi e w = 47 + ci, tais que z? +w = 0. Determine o valor de 
a, b e c, sabendo que esses números são inteiros e positivos. 


Comentários 
Usando o produto notável: 
(a + b)? = a? + 3a2b + 3ab? + b? 
z? = (a + bi)? = a? + 3a2bi + 3a(bi)? + (bi)? = (a? — 3ab?) + (3a?b — bi 
Da equação do problema: 
z? +w=0> z’ = -w 
(a? — 3ab?) + (3a?b — b?)i = —(47 + ci) 
(a? — 3ab?) + (3a?b — b?)i = —47 — ci 
Igualando as partes reais e as partes imaginárias, encontramos: 
a — 3ab? = —47 
3a2b — b? = —c 
Po — 3b?) = —47 
b(3a? — b?) = —c 
Vamos analisar a equação: 
ala? — 3b?) = —47 
Perceba que 47 é um número primo. 


Como a,b,c E Z}, temos as seguintes possibilidades: 
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1) a = 47 e aĉ? — 3b? = —1 
Substituindo a = 47 ema? — 3h? = —1: 
47? — 3b? = —1 
2209 + 1 = 3b? 
3b? = 2210 
2210 


2 
? 3 


2210 não é divisível por 3 (soma dos algarismos: 2 +2 + 1 +0 = 5). Como b é inteiro 
positivo, não temos solução nesse caso. 


2) a = 1 ea? — 3b? = —47 
a = 1 > 1? — 3b? = —47 


48 = 3b? 
b? = 16 
b = +4 


b inteiro positivo > b = 4 
Vamos encontrar o valor de c: 
b(3a? — b?) = =c 
a = 1,b = 4 > 4(3(1)? — 42?) = =c 
>c = 52 
= a= 1,b = 4,c = 52 
Gabarito: a = 1, b = 4,c = 52 
43)(IME/2016) 
Seja Z um número complexo tal que z possui argumento igual a Te log;(2Z +22 +1) =2. 
Determine o número complexo Z. 
Comentários 
Temos que encontrar o número complexo Z. Dadas as informações do enunciado: 
2Z 31 
(6a) = 
Vamos definir w = a Escrevendo Z, Z, i na forma polar: 
Z =|Zlciso 
Z = |Z|cis(—8) 


i = cis (5) 


Substituindo em w: 
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2|Z|cisð 
W = sp ARA 
IZlcis(—60)cis (5) 


O argumento de w é dado por: 


= 2cis (26 — 5) 


TT 37 
arg(w) =20-5+2km=—7 
31 TN 57 
20 = t772 gT 

5m 


= krkez 


Dessa informação, podemos concluir que Z possui 2 valores possíveis: 
Um para k = 0 e outro para k = +1. 
Vamos usar a outra informação da questão: 
log;(2Z +2 +1)=2>2Z+27+1=3?=9 
Escrevendo Z na forma algébrica e substituindo na equação: 
Z=a+bi 
2(a+b)+2(a—-b)+1=9 
2a + 2bi + 2a — 2bi = 8 

4a=8 

a=2 
Disso, encontramos a = 2. 


Assim: 


57 
Z=2+bi= Zlcis(%-xr),kez 


57 57 
2+bi= |Z| (os (=Z — km) — sen (=Z — en) 


57 
2= IZI cos (2 — ker) 


Como 2 > 0, |Z| > 0, temos que ter cos (= — kr) >0. 
Sek = 0: 


Sek = 1: 


Para k = 1, encontramos a solução do problema. 
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Representando a raiz no plano complexo: 


Falta encontrar o valor da constante b. 
b é negativo, dado que está localizado no quarto quadrante. 


Vamos calcular seu módulo, usando a fórmula da tangente: 


3m, Jbl 
tg (5) 2 


Calculando o valor de tg (E): 


o pa pa A (E) =— 
O2 8 cosg) sen(5) S ta(B) 


. T Z 
Precisamos calcular o valor de tg (=). Podemos usar a fórmula do arco metade da 


tangente: 
)= 1— cosA 
~ |1+cosA 
2 
i pie [2-2 0 (2-2) 202 51 
Ig 2+2 2 2 


Assim, temos: 


P Aula 17 — Números Complexos 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 17: ITA/IME 2020 


-i 2 
Ib] = 2(V2 + 1) 
Como b < 0, temos b = —2(V2 + 1). 


Portanto, Z é: 


Z=2-2(V2+1) 
Gabarito: Z = 2 — 2(V2 + 1) 


44)(IME/2016) 


O valor do somatório abaixo é: 


15 a 
2 mg pea 5) 


Observação: Img(w) é a parte imaginária de w. 


Comentários 
Lembrando da fórmula de De Moivre: 
cis” (0) = cis(n0) 
O somatório pedido é o somatório dos senos do complexo g. Veja: 
Im(cis0) = Im(cos0 + isen0) = sen 


Dessa forma, podemos escrever: 


s- S imo (cs (5 ))- > ima (cs (E) 


$ (=) A (5) Pi (Z z) PENEN g n 5 
= sen 36 sen 36 sen 36 sen 36 sen 36 


Da aula de trigonometria, vamos usar a fórmula do somatório do seno: 
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sen(a) + sen(a +17) + --- + sen(a + (n — 1)r) = F 
snl) 
Analisando o somatório, temos: 
T 
T 
21 
"2 36 
A cartao o = -a 
> 28 = (n — 1)2 
>ə>n=15 


Substituindo os valores na fórmula do somatório do seno: 


27 21 
45 — 1) (36 is (EL 
sen (a + ttn n tus sen 36 + Gs -D (5) as da) 
sen(5 n E 


s=- (56 + 36) 2 Ea 
T 
sen (5 
2 
= (sen 55) E sen? (57) 
sn) sen(5) 
Podemos simplificar o número usando a fórmula: 
cos(24) = 1 — 2sen?A > sen?A = (costas) 
| V3 
12 2 2 2 = 
rs sen? (2) E 2 Em 
sen (3g) sen (3g) 
a v3 
4sen (55) 
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Gabarito: “a”. 
45) (IME/2014) 


E ; E 21 è 
Calcule o determinante abaixo, no qual w = cis (=) ei=v-l. 


1 w O i 
i 1 —i w 
1—i w i—1 1 
0 w 1 i 
Comentários 


Vamos simplificar o determinante aplicando o Teorema de Jacobi: 


1 w 0 i x(—1) 
i 1 —i w? 
—1 
14-i w i-i 1l AEN 
0 W 1 l + 
1 w 0 i 
i 1 —i w? 
—i 0 i—1 1—i 
—1 0 1 0 
Usando a regra de Chió: 
1— wi —i w? — i? 


0- (wi) i-1 1-i-(-i?) 
0-(-w) 1 0 — (—i) 


1-wi —i w+41 
wi i—1 —i 
w 1 i 


Vamos reorganizar as linhas e colunas para aplicar a regra de Chió: 
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i—1 wi —i 
—i 1-wi w?+1 


Aplicando a regra de Chió: 


wtw =-0 === 
1-wi-w(=i) wi+1-i(-i) 


Toe 


Do enunciado: 


(27 (27 3 : 
w=cis(S)sw'-1= cis (2) —1=cis(2n)-1=0 


Portanto, o valor do determinante é igual a O. 
Gabarito: O 


46)(IME/2013) 


Seja o número complexo z = onde a e b são números reais positivos e i = V—1. 


a 
ib(1+ib)?2” 
Sabendo que o módulo e o argumento de z valem, respectivamente, 1 e (—7) rd, o valor de a 
é 

1 

a — 
4 
1 


bjs 


2 
Gil 
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d) 2 
e)4 
Comentários 


Do enunciado, temos: 


lz =1 
arg(z) = —1 
Sabendo que z = |z|cis0, temos: 
z=cis(-m)=-—1 
Desse modo: 
a 


“bardo 


Desenvolvendo a equação: 


a 
Da +2bi- b | 
a 
ib- 2b- pi 
a 
-2b +b(1 -b)i 
(—2b? — b(1 — b?)i) a ne 
(—2b? — b(1 — b?)i) (—2b? + b(1 — b2)i) 
(—-2b? — b(1 — b)Da 
CH + ba bp OO 
—2ab? — ab(1 — bi 
ab+Dba-b)P o 
Vamos igualar a parte real e a parte imaginária das expressões: 
ERR = —1 2ab? 
O Ni 
ab + [BA -5IP =) ab(1— b?) = 0 
Da segunda equação: 
ab(1— b?) = 0 


Temos duas possibilidades: 

1)a=0 

Esse caso não satisfaz as condições do problema. Veja: 
2(0)b? 


Pd UE or 


=0z1 
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2)b(1- b?) =0 
I) Para b = O: 
2ab? 0 
4b + [b-b] O 
Não convém. 
II) Para b = —1: 
Não convém, pois o enunciado afirma que b E R,. 
III) Para b = 1: 
2ab? i 
4b* + [b(1 — b2)]? 
2a 
TH 1 
a=2 


Gabarito: “d”. 


47) (IME/2012) 


Seja o número complexo Z = a + bi coma eb E R(real)ei = V—1. Determine o módulo de 
Z sabendo que 


fa, =3(1+ab?) 
b? = 3(a?b — 1) 
Comentários 
Perceba que as equações cúbicas lembram o produto notável: 
(x +y)? = x? + 3xy? + 3x2y + y? 
Do sistema dado no enunciado: 


Fe Rec 
b? = 3(a2b — 1) 7 b3 — 3a?b = -3 7 l-b? + 3a?b = 3 


Vamos elevar Z ao cubo: 
Z? = (a + bi)? = a? + 3a(bi)? + 3a2bi + (bi)? = (a? — 3ab?) + (—b? + 3a?b)i 
Usando os dados do sistema, encontramos Z°: 

Z? =3+3i 
A questão pede o módulo de Z, aplicando o módulo na equação acima: 

|Z?| = |3 + 3il 

|Z|? = V9 +9 = V18 
z| = VIS 
Gabarito: |Z| = V18 
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48) (IME/2012) 


As raízes cúbicas da unidade, no conjunto dos números complexos, são representadas por 
1,w e w?, onde w é um número complexo. O intervalo que contém o valor de (1 — w)º é: 


a) (—œ%, —30] 
b) (-30, —10] 
c) (—10, 10] 
d) (10,30] 
e) (30, œ) 
Comentários 


As raízes cúbicas da unidade são representadas por 1, w e w?. Desse modo, podemos 
escrever: 


As raízes são: 


21 47 
cis(0) = 1,w = cis (5) e w? = cis (5) 


Vamos calcular o valor de (1 — w)*: 


awe (ias) =(1-(-150)) «(2-2 


GFA -oo (i) 


“im l 
33 | cis (=) = 27cis(11r) = —27 
> (1 — w)f = —27 e€ (-30,-10] 
Gabarito: “b”. 
49)(IME/2010) 


Considere o sistema abaixo, em que x,,X,,X3 e Z pertencem ao conjunto dos números 
complexos. 
A+)x,—ix,+tix;=0 
ZiX,—X, — X; = Z 
O argumento de Z, em graus, para que x, seja um número real positivo é: 


Obs.: i = y—1 
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Comentários 


Vamos resolver o sistema: 
(1 + Dx = iX> + iXa = 0 (D 
(2i + PA) pa + iX> E İX3 = 0 (ID 
Fazendo (1) + (III): 
(B +3ix=0>x =0 
Substituindo x, = 0 em (IJ): 
(2i + 2)x, + ix, — ixs = 0 > i(x — x3) =05x = X3 
Substituindo x, = 0, x, = x3 em (II): 
2ix1—Xz — X3 = Z>ə>Z= 2i(0) — X3 — X3 
Z = —2x3 
3% == 
a 2 
X3 deve ser um número real positivo. Vamos escrever Z em sua forma algébrica para analisar 
os valores de x3: 
Z=IZlcis0 


1 Z Z 
na IZ|cis6 = s (cos0 + isen8) = A (—cos6 — isen8) 


xs real positivo > senô = 0 e — cos0 > 0 
Assim, temos que encontrar o valor de 6 tal que: 


o =0 
cos6 < 0 
senô=0>50=2kr,k Ez 


cosô<0>0=7 
Portanto, o argumento de Z que torna o número xs real positivo é: 
arg(Z) = 0 = 7 = 180º 


Gabarito: “e”. 
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11. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da nossa aula. Estudamos todo o conteúdo de números complexos cobrado 
no vestibular. Aprendemos a operar os números complexos e juntamos ao nosso arsenal de 
conhecimento teoremas importantes, como as fórmulas de De Moivre. Eles serão muito úteis na 
hora de resolver as questões do ITA e do IME. 

Continue se esforçando! Já percorremos um grande caminho até aqui, então, não desista! O 
caminho para sua aprovação pode estar mais próximo do que você imagina. Conte comigo em sua 
jornada. 

Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões entre em contato pelo fórum de dúvidas do 
Estratégia, ou se preferir: 
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INTRODUÇÃO 


Estudaremos, nesta aula, uma introdução ao assunto de polinômios. Veremos que, assim 
como as outras funções, eles possuem diversas propriedades. Preste muita atenção aos conceitos 
de divisão envolvendo polinômios, pois esses são os tópicos prediletos do ITA/IME. 


Tente resolver todas as questões da aula e, sempre que tiver dúvidas, volte para a teoria e 
reveja o conteúdo que você está com dificuldade. Todas as questões estão resolvidas. Se você tiver 
dificuldades em resolver alguma, basta consultar a resolução e verificar o passo que faltou para 
completar a questão. 


Qualquer dificuldade, procure-nos no fórum de dúvidas. Estamos aqui para auxiliá-lo. 


Bons estudos. 
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1. FUNÇÃO POLINOMIAL 


1.1. DEFINIÇÃO 


A função polinomial ou polinômio é uma função de Cem C, isto é, f : C > C. Ela é da forma: 


f(x) = ao + ax + az x? + a3x? ++ apx” 


Os números o, 1, ---, An são constantes complexas e são denominados coeficientes do 
polinômio e os expoentes de x são todos números naturais. As parcelas ao, 0,X,0,X*2,...,anx” do 
polinômio são chamados de termos da função polinomial. 


Vejamos alguns exemplos de polinômios: 
1.1.a) f(x) = 2x > monômio 

1.1.b) g(x) = x? + 2ix + 3 — 4i 

1.1.c) h(x) = x6 + 5x4 + Vix — 5 


1.2. GRAU DO POLINÔMIO 


O grau do polinômio é definido pelo maior expoente da variável do polinômio. Podemos 
representar o grau do polinômio P pelos símbolos ðP ou grP. 


Em termos matemáticos: 


dida doi sre fa k a 
N e S E 
2x+5>2x!+5 1 
353xº 0 
3x? — 2xº — 5x + 6 3 
x7 — 8x6 + x? — x4 — (3 + i)x? — 2x? 7 
ax? +bx+c 2 
x+b-x? 2 
ax* + bx? +cx°—dx +i 4 
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1.3. VALOR NUMÉRICO 


Dado um polinômio P(x) = a, +a;x + a,x? + -+ apx”, chamamos de valor numérico do 
polinômio o valor que P retorna a um determinado número q E C. Ou seja: 


P(a) = ao + aa + aza? +--+ apa” 


Por exemplo, tomando-se P(x) = 1 +x +x? +x, podemos ter os seguintes valores 
numéricos: 


1.3.a) x = 1 > P(1)=1+1+1?+1?=5 
1.3.b) x = 2 > P(2)= 1+2 +2? +2? =15 
1.3.c)x =i > P(Q) =1+i+i +i =0 


Note que, no caso x =i encontramos P(i) = 0, nesse caso, dizemos que i é raiz do 
polinômio. 


Logo, dado « E C, dizemos que a é raiz do polinômio P quando P (a) = 0. 


P(a) = 0 & a é raiz de P 


2. IDENTIDADE DE POLINÔMIOS 


Podemos entender o termo identidade como uma igualdade. Dizemos que dois polinômios 
de variável x são idênticos quando eles assumem valores numéricos iguais para qualquer valor de 
x. 


Dados os polinômios 
P (x) = ag + ax + ax? + = + apx” 
P (x) = bo + bix + bax? +: + bx” 
P, e P, são idênticos se, e somente se, P; (x) = P(x), Wx E C. 


Usamos o símbolo = para indicar a identidade de polinômios. 


Pi = P, © P(x) = P,(x),vx € C 


2.1. TEOREMA 


Dois polinômios são idênticos quando todos os coeficientes correspondentes são iguais, ou 
seja, dados os polinômios 


P (x) = ag + ax + ax? + -= + apx" 
P (x) = bo + bix + bax? +: + bx” 
Se P) = P}, então a; = b;, Vi € {0,1,2, ... n}. 


Exemplo: 
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2.1.a) Resolva a identidade polinomial 
ax? — 4x + 5 = 3x? — bx +5 


Como vimos, para que os polinômios sejam idênticos, devemos ter os coeficientes 
correspondentes iguais, desse modo: 


ax? — 4x + 5 = 3x? — bx +5 
a=3eb=4 


CONFUNDA! 


Não confunda o símbolo de identidade = com o símbolo de igualdade =! 


Quando usamos o símbolo de igualdade, estamos perguntando qual o valor da incógnita que 
torna verdadeira a equação. 


Equação 


Ne 


A P(x) = Q(x) J i 
Pergunta o valor de uma 


incógnita para que a 
equação seja verdadeira 


í Dados P(x) e Q(x) H 
Identidade 


S 
E Pix) = Ql) — 
fu que os coeficientes 


de P(x) e de Q(x) são 
idênticos. 


2.2. POLINÔMIO NULO 


Um polinômio é identicamente nulo quando todos os seus coeficientes forem nulos. 
Assim, usando o teorema anterior, temos 
Pl)=a+ax+taxl+-+ax” = 


Se, e somente se, do = q4 = Q; = = = An = O. 
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Exemplo: 
2.2.a) Dado o polinômio P(x) = sen9x? + cos (E — ø) x + 0, determine os valores de 0 E 
[0,7] que tornem verdadeira a seguinte afirmação 
P=0 


Como queremos que o polinômio seja identicamente nulo, devemos ter cada coeficiente de 
P igual a zero, logo, no intervalo determinado, temos o seguinte sistema de equações: 


T 
m 2 a 
P(x) = sen0xº + cos (5 0) x +0 
senh = 0> 0 =0o0ou0 =T 
T 
cos(>- 0) =0> senð =0>0=00u9 =r 
0=0 

Fazendo a intersecção das soluções de cada equação, encontramos 0 = 0. 


3. OPERAÇÕES FUNDAMENTAIS 


3.1. ADIÇÃO E SUBTRAÇÃO 


Podemos somar e subtrair polinômios simplesmente relacionando seus termos de mesma 
potência. Dados dois polinômios 


Pi (x) = ao + ax + = + apx” 
P(x) = bo + bix + + + bx” 
Se P =P, + P,, então: 


P(x) = (P, + P)(x) = (ao + bo) + (a + bj)x +- + (an + bn)x” = X a + bi)x' 


L=0 


Vejamos um exemplo. Dados os polinômios 
P (x) =20º + x4 + 3x? = 2x? = 5x + 6 
P(x) = x? — 3x +5 
Façamos a adição: 
P (x) + P (x) = (2x? + x4 + 3x? — 2x? — 5x + 6) + (x? — 3x + 5) 


Devemos somar os coeficientes correspondentes. Note que P, é de grau 2 e P, é de grau 5, 
assim, os coeficientes de xë, x! e x? não serão alterados: 


P (x) + P (x) = 2x + x4 + 3x? + (—2 + 1)x? + (—5 — 3x + (6 + 5) 
. POD + P(x) = 2x7 + x4 + 3x — x? — 8x +11 
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3.1.1. Grau da soma e subtração 


Somando-se ou subtraindo-se dois polinômios, o grau do polinômio resultante será igual ao 
maior grau dentre os polinômios envolvidos. Dessa forma: 


a (Pı + P) < máx(0P,,0P,) 


No exemplo anterior, vimos que o grau do polinômio resultante é igual ao grau do polinômio 
P4. 


3.2. MULTIPLICAÇÃO 


Para multiplicar dois polinômios, usamos a propriedade distributiva. Assim, tomemos os 
polinômios 


P (x) = 2x! — 5x? + 6 
P(x) =x? — 3x +5 
E façamos a multiplicação 


P(x) - P (x) = (2x4 — 5x? + 6) - (x? — 3x + 5) 


Aplicando a distributiva, temos: 


P (x) < P(x) = (2x4 — 5x? + 6) - (x? — 3x + 5) 


2x4- x? + 2x4 . (—3x) + 2x4 -5 
P (x) - P(x) = 4 -5x | x? — 5x2. (—3x) — 5x3 -5 


+6- x° +6- (—3x)+6-5 
2x6 — 6xº + 10x4 


P (x) : P(x) = 4 —5xº + 15x4 — 25x3 


+6x? + 18x + 30 


Nesse ponto, fazemos como na soma ou na subtração, agrupamos os termos de mesma 
ordem. 


P (x) - P(x) = 2xº — 6xº + 10x4 — 5xº + 15x4 — 25x? + 6x? + 18x + 30 
P (x) - P(x) = 2x6 — 6xº + 10x4 — 5xº + 15x4 — 252º + 6x? + 18x + 30 
P, (x) - P(x) = 2x6 — 11xº + 25x4 — 25x? + 6x? + 18x + 30 


P Aula 18 - Polinômios 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 18: ITA/IME 2020 4 


Esse é o polinômio resultante. 


Note que ð (P, : P2) = 9P, + ðP, = 4 + 2 = 6. Assim, temos a seguinte propriedade. 


3.2.1. Grau da multiplicação 


O grau do polinômio resultante da multiplicação de dois polinômios não nulos P} e P, é dado 


o(P, -P))=0P, + ðP, 


3.3. DIVISÃO EUCLIDIANA 


Sejam P e D dois polinômios tais que D é não nulo. Dividir P(x) por D(x) significa obter dois 
outros polinômios Q(x) e R(x) tais que satisfaçam as seguintes condições: 
l. P(x) = D(x)- Q(x) +R(x) 
o o o o 
dividendo divisor quociente resto 
ll. ƏR < ðD (ou R = 0,no caso de ocorrer uma divisão exata) 


por 


Esse algoritmo é conhecido como divisão euclidiana. 


É a mesma ideia usada para valores numéricos, por exemplo, na divisão de 17 por 5, pela 
divisão euclidiana, temos: 


17 = 353: 3 +2 


Maeg „5e - 
dividendo divisor quociente resto 


A diferença é que quando trabalhamos com valores numéricos, usamos a condição do resto 
ser 0 < resto < divisor. E quando operamos com polinômios, analisamos o grau do polinômio do 
resto e o grau do polinômio do divisor. Então, das condições da divisão euclidiana para polinômios, 
temos: 


P(x) = D(x): Q(x) + R(x) 
Calculemos o grau dos polinômios envolvidos: 
ðP =ð(D-Q +R) 

Pela propriedade do grau da soma, temos: 

ðP < máx{ð (D - Q), ðR} 
Pela propriedade do grau da multiplicação: 

ðP < máx{ðD + ðQ, ðR} 
Como a condição da divisão é OR < ðD, temos: 

máx{ðD + ðQ, ðR} = ðD + ðQ 

Portanto OP = ðD + ðQ. 


Vejamos um exemplo de divisão euclidiana. 
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3.3.a) Dividindo o polinômio P(x) = 2x4 + 5x3 + x? + 3x + 4 por D(x) =x? +2x-—1, 
encontramos os polinômios Q(x) = 2x? +x +1 e R(x) = 2x + 5. Perceba que os polinômios 
encontrados satisfazem às condições da divisão (você pode fazer os cálculos para verificar): 


I. P(x)=D(x)- Q(x) + R(x) 
> 2x4 + 5x? + x? + 3x + 4 = (x? + 2x — 1)(2x? +x + 1) + (2x + 5) 
ll. ƏD =2eðR =1 => ðR < 08D 


Até agora vimos o que ocorre quando dividimos dois polinômios, mas não estudamos como 
encontrar os polinômios Q(x) e R(x). No próximo capítulo, estudaremos alguns teoremas que nos 
ajudarão a encontrá-los. 


4. DIVISÃO 


4.1. MÉTODO DE DESCARTES 


Esse método é consequência da definição da divisão euclidiana e é conhecido como método 
dos coeficientes a determinar. 


Das condições da divisão euclidiana, devemos ter na divisão de um polinômio P por um 
polinômio D: 


l. P(x)=D(x)-Q(x) + R(x) 
ll. OR<O0OD(ouR=O) 


Vimos que da condição |, OP = ðD + dQ, logo ðQ = ðP — ðD. 
Da condição Il, devemos ter R < ðD. 
Vejamos na prática como aplicamos esse método. 
4.1.a) Faça a divisão de P(x) = 5x! + 3x? + 2x + 1 por D(x) = x? + 3x + 2. 
i) O primeiro passo é determinar o grau do polinômio Q (quociente): 
ðQ = ðP — ðD 
Como ðP = 4e ðD = 2, temos: 
0Q=4-2=2 
Assim, o polinômio Q é de segundo grau: 
ðQ =ax? +bx+c 
ii) O segundo passo é determinar o grau do polinômio R (resto): 
OR<0D>0R<250R<1 


Encontramos que o resto é um polinômio cujo grau é menor ou igual a 1. Devemos supor o 
maior grau possível, logo, ele pode ser do primeiro grau: 
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R(x) = dx+e 
iii) O terceiro passo é escrever a relação P(x) = D(x): Q(x) + R(x) e encontrar os 


coeficientes: 
5x4 + 3x? +2x+1=(xº+3x+2)(axº +bx+o)+dx+e 


Desenvolvendo a expressão do membro à direita: 
5x4 + 3x? + 0x? + 2x + 1 = axt + (3a + b)x? + (2a + 3b + c)x? + (2b +3c +d)x +2c+e 


Igualando os coeficientes, encontramos o seguinte sistema: 
5=a 
3=3a+b 
0=2a+3b+c 
2=2b+3c+d 


1=2c+e 
Resolvendo o sistema, obtemos: 
q= 
b = —12 
c=26 
d = —52 
e = —51 


Portanto, os polinômios são: 
Q(x) = 5x? — 12x + 26 


R(x) = —52x — 51 


TOME NOTA! 


Na divisão de um polinômio P por um polinômio D, se OP < ðD, o polinômio quociente é 


identicamente nulo e o polinômio resto é idêntico ao polinômio P, ou seja, 
P(x) = D(x) - Q(x) + Rx) 
ðP < ðD > Q(x) = 0 e R(x) = P(x) 


4.2. UNICIDADE DO QUOCIENTE E DO RESTO 


Dados os polinômios P e Q, existe um único polinômio Q e um único polinômio R tais que 


satisfazem às condições da divisão: 


l. P(x)=D(x)-Q(x) + R(x) 
ll. OR<O0OD(ouR=O) 


ĝo Aula 18 - Polinômios 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 18: ITA/IME 2020 å 


Demonstração 


Suponha a existência de dois quocientes Q4 e Q,,e dois restos R} e Ro, tais que Q, + Q2 e 
R & R5. Pelas condições da divisão: 


OR, < ðD e ðR, < 0D 
P(x) = D(x) - Qu(x) + R1 (x) 
P(x) = D(x) - Q2(x) + R(x) 
Da identidade dos polinômios, temos: 
D(x) - Q1(x) + R1 (x) = D(x) - Q2 (x) + R:(x) 
> D(x) - (Q(x) — Q2 (x)) = R(x) — R, (x) 
Dessa identidade, podemos analisar o grau dos polinômios: 
9|D - (Qi = Q2)] = 9(R> FA Ri) 
Pela propriedade do grau da subtração, temos: 
a(R, — R4) < máx(ôR,,0R,) 
Sabemos que ðR, < ðD e OR, < ðD, logo máx(0R,,0R,) < OD. 
Pela propriedade do grau da multiplicação, temos: 
oID -(Q, — Q2)] = 0D + 9(0, — Q2) > ðD 
Chegamos a um absurdo! Portanto, o quociente e o resto da divisão polinomial são únicos. 


4.3. MÉTODO DAS CHAVES 


Na divisão pelo método das chaves, podemos usar o mesmo método quando calculamos a 
divisão usando valores numéricos. Relembremos. 


Dividamos, por exemplo, 16 por 3. 


Primeiro, montamos nosso algoritmo. 


16 3 


- 


No lugar do quociente, colocamos o menor inteiro possível que, ao ser multiplicado por 3, 
não supere 16. Nesse caso, 5. 


16 3 


F 


Multiplicamos o quociente (5) pelo divisor (3) e colocamos o resultado (15) logo abaixo do 
dividendo (16). 
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Como temos que subtrair (15) do dividendo (16), vamos simbolizar essa operação 
alternando o sinal do (15) para (— 15). 


=] 5 5 
E, agora, fazemos a subtração. 
o [o 
=15 5 
1 


Assim, dizemos que 16 dividido por 3 dá 5 com resto 1. 
Alternativamente, podemos escrever a igualdade: 
16=5:3+1 


Para a divisão de polinômios, vamos utilizar a mesma ordem de operações da divisão 
numérica. 


Acompanhe um exemplo prático. 
Dados os polinômios 
P(x) = 2x4 — 5x" + 6 
D(x) = x? -3x +5 
Façamos a divisão 
P(x) 
D(x) 


De modo análogo ao que fazemos com os números, montemos nosso algoritmo. 


P(x) | D(x) 


2x4 —5x3 16| x-3x+5 


Agora, dividimos o primeiro termo do dividendo (2x?) pelo primeiro termo do divisor (x?). 


Que é o mesmo que 


2x* + x? > +2xº 


Colocamos, então, esse resultado no lugar do quociente na divisão. 
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Multiplicamos o quociente (2x?) por todo o divisor (x? — 3x + 5) e colocamos o resultado 
(2x! — 6xº + 10x?) logo abaixo do dividendo (2x! — 5x? + 6). 


2x* —5xº +6 | x? =3x+5 


2x* —6x? +10x? PA 


Como fizemos com a parte numérica, precisamos fazer a subtração dessa linha recém escrita. 
Para simbolizar essa subtração, vamos mudar o sinal de todos seus termos. 


2x4 —5x) +6 | x? —-3x+5 


—2x!* +6xº —10x? 2x’ 


E, finalmente, somamos essas duas linhas. 


2x4 —5x3 +6 | x2-3x+5 


2x4 +6x? —10x? 2x’ 
x? —10x? +6 


Nesse momento, é como se tivéssemos um novo dividendo (x? — 10x? + 6). 


Continuaremos esse processo até que o novo dividendo tenha grau menor que o grau do 


divisor. 
Como o grau do nosso novo dividendo é 3 e nosso divisor tem grau 2, continuamos no 


processo de divisão. 
Dividimos o termo de maior grau do novo dividendo pelo termo de maior grau do divisor e 


2x4 —5x3 +6 | x2-3x+5 


244 +6x? —10x? 2x? +x 


escrevemos no quociente. 


x? —10x? +6 


Multiplicamos o resultado (+x) por todo o divisor (x? — 3x + 5) e anotamos o resultado 
dessa multiplicação logo abaixo do novo quociente. 
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2x4 —5x3 +6 |æ -3x+5 


2x] +6xl —10x? 2x? +x 
x? —10x? +6 
e —3x? +5x 
Para simbolizar a subtração, mudamos o sinal de toda a linha recém escrita. 
2x4 -5x3 +6 EEE 
=2x* +6x? —10x? 2xº + x 


x? —10x? +6 


E somamos as duas linhas. 


—7x? —5x +6 
Perceba que nosso novo dividendo ainda não tem grau menor que o grau do divisor, 


portanto, continuamos com nosso algoritmo. Dividindo o termo de maior grau do novo dividendo 
(—7x?) pelo termo de maior grau do divisor (x?) e colocando o resultado no quociente. 


2x4 —5x3 +6 | 2-3x+5 


2x4 +6x? —10x? 2x2 +x-7 


x% —10x? +6 


=7x? —Sx +6 


Multiplicamos (—7) pelo divisor (x? — 3x + 5) e escrevemos o resultado logo abaixo do 
novo dividendo (—7x? — 5x + 6). 
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2x4 —5x3 +6 |æ -3x+5 


242 +6x? —10x? 2x? +x-7 


x? —10x? +6 


Mudamos o sinal de toda a última linha. 


2x4 —5xº +6 | x-3x+5 


242 +6x? —10x? 2x? +x—7 


x% —10x? +6 


+7x? =21x +35 


E somamos as duas últimas linhas. 


2x4 —5x3 +6 EEE 


242 +6xº —10x 2x2 + x—7 


x% —10x? +6 


> —5x +6 
+7% —21x +35 
—26x +41 


Agora sim, nosso novo dividendo tem grau menor que grau do divisor, então, esse dividendo 
restante passa a ser considerado como o resto da divisão. 
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Assim, podemos dizer que a divisão de P(x) = 2x! — 5x2 + 6 por D(x) = x? — 3x + 5 tem 
quociente Q(x) = 2x? + x — 7 e resto R(x) = —26x + 41. 


Podemos, alternativamente, dizer que: 
2x4 — 5x? + 6 = (2x? + x — 7) : (x? — 3x + 5) + (—26x + 41) 
Ou seja, 


P(x) = Q(x) - D(x) + R(x). 


4.4. ALGORITMO DE BRIOT-RUFFINI 


O algoritmo de Briot-Ruffini é útil quando queremos dividir um polinômio P (x) por um divisor 
da forma x — a. Quando a é raiz do polinômio, temos que o polinômio resto será identicamente 
nulo e, dessa forma, poderemos escrever: 


P(x) = (x-a): Q&) 
O grau de Q será igual ao grau de P reduzido em uma unidade. Por isso, esse algoritmo 
também é conhecido como algoritmo de redução de ordem do polinômio. 


Se a não for raiz do polinômio, teremos: 
P(x) = (x — a) : Q(x) + R(x) 


Como o divisor possui grau 1, temos que o resto ou é nulo ou tem grau 0, ou seja, ele é um 
polinômio constante e não depende de x. Por isso, denotaremos R(x) simplesmente por R. 


Vejamos na prática como aplicamos o algoritmo, ou melhor, o dispositivo prático de Briot- 
Ruffini. 


Vamos dividir o polinômio P(x) = x? + 2x? + 5 por x — 3. 


Passo 1: Representamos o dispositivo pela seguinte figura: 


Passo 2: Tomamos a raiz do divisor e inserimos no dispositivo, nesse exemplo, temos como 
raiz x = 3. 


i 


Passo 3: Inserimos os coeficientes do dividendo seguindo a ordem do maior expoente ao 
menor expoente. Note que o coeficiente de x é nulo, logo: 


P(x) = 1x? + 2x? +0x +5 
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3 | 1 p 0 5 


Passo 4: Repetimos o primeiro coeficiente de P na linha abaixo dela. 


3 | 2 0 5 


1 
Rs: 


Agora, estamos prontos para iniciar a divisão pelo dispositivo prático. Chamaremos a linha 
dos coeficientes de L1 e a linha abaixo dela de L2. 


Passo 5: Repetimos o processo conforme o diagrama abaixo até chegar à última coluna. 


multiplicar o último | somar o resultado da 
coeficiente da N multiplicação ao 
segunda linha pela i coeficiente da coluna 
raiz ao lado 


escrever o resultado 
na linha abaixo do 
coeficiente somado 


| 1 5 5:3+0=15 
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3 | 1 2 0 5 
1534+35 
| 1 5 15 -50 
x 
3 | 1 2 0 5 
| 1 5 15 50 


Esse é o resultado do algoritmo. Cada elemento da segunda linha representa um termo do 
quociente da divisão de P(x) por x — 3. Como nosso polinômio P tem grau 3, nosso quociente 
começa com um grau a menos, ou seja, grau 2. O último elemento da segunda linha representa o 
resto da divisão. Dessa forma, temos: 


3 1 2 0 5 
1 5 15 50 
+ l I l 

EE E da 15 -xº resto 


Q(x) = x? + 5x + 15 
R=50 
«22 +2x2+5=(x—3)(x2 + 5x + 15) +50 


O dispositivo prático de Briot-Ruffini é muito útil quando queremos encontrar as raízes de 
um polinômio de grau n > 3. Pois, conhecendo uma das raízes, podemos usar o algoritmo para 
reduzir a ordem do polinômio em uma unidade. Isso, normalmente, resultará em uma equação 
conhecida como a equação quadrática. Vejamos um exemplo. 


4.4.a) Encontre as raízes do polinômio P(x) = x? + 4x2 — 305x + 300. 


Para encontrar as raízes de P, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini. Note que x = 1 é 
raiz: 


P(1) = 12 +4(1)?-305-1+300=0 


Logo, podemos dividir o polinômio P por x — 1 usando Briot-Ruffini: 
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1 | 1 


| 1 5 —300 | 0 


Com isso, obtemos: 
P(x) = (x — (x? + 5x — 300) 
Agora, basta resolver a equação quadrática x? + 5x — 300 = 0 e encontrar as outras raízes. 
x? + 5x — 300 = 0 
5 VI225 -=5+35 
2 2 
Portanto, as raízes de P são: 


xX >x = 15 ou x = —20 


X1 = 1; X = 15; x3 = —20 


4.4.1. Divisor da forma ax + b 


Como dividimos um polinômio P(x) por um divisor da forma ax + b? Nesse caso, podemos 
proceder da seguinte maneira: 


P(x) = (ax + b)Q(x) + R 


Colocamos o coeficiente a do divisor em evidência: 
b 
P(x) = a(x +2) Q(x) +R 


b 
P(x) = (x $ 2) [a - Q] +R 
a e a 
Q' (x) 
Q' (x) =a- Qx) 
Assim, voltamos a um caso já conhecido. Podemos usar o dispositivo prático de Briot-Ruffini 
para calcular Q'(x) e R, fazendo a divisão de P(x) por x + b/a e usando como raiz o número —b/a. 
Para encontrar Q(x), basta fazer 
Q'(x) 


a 


Qx) = 


4.4.2. Divisões sucessivas 


Podemos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini sucessivas vezes e dividir o mesmo polinômio 
por vários divisores da forma x — «. Para isso, dado um polinômio P(x) = ag + ax +: + ax”, 
se queremos dividir esse polinômio pelos divisores x — «,x — p e x — y, procedemos da seguinte 
forma: 


Usamos o algoritmo de Briot-Ruffini e dividimos P(x) pelo fator x — a. 
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P(x) = (x — a)Q (x) + R(x) 
Encontraremos um polinômio Q4 (x) de grau ðP — 1. Aplicamos novamente o algoritmo, mas 
dividimos Q, (x) pelo fator x — ß. 


Qu(x) = (x — P)Q2(x) + R2(x) 

Repetimos o processo e dividimos Q, (x) pelo fator x — y. 
Q200) = (x — Y)Q3 (x) + Ra(xº) 

Assim, usando todas essas identidades, encontramos o seguinte resultado: 
P(x) = (x — 0)0,(x) + R(x) 

P(x) = (x — a)[(x — 8)Q,00) + R2(x)] + R(x) 
P(x) = (x — a)(x — p)Q2(x) + (x — a)R2 (x) + R, (x) 
P(x) = (x — a)(x — P)[(x — y)Q3(x) + Ra (x)] + (x — a)R: (x) + R, (x) 
P(x) = (x — a)(x — P) (œx — y)Q3(x) + (x — a)(x — P)R3(x) + (x — a)R2(x) + R(x) 


R(x) 


Esse é o resultado obtido da divisão sucessiva por três fatores. Perceba que R4, R2, R3 são 
polinômios constantes e, por isso, o grau de R é 2. Isso condiz com a condição do grau do resto ser 
menor que o grau do divisor, no caso (x — a )(x — B)(x — y). 


Vejamos um exemplo de aplicação: 


Vamos dividir o polinômio P(x) =x! + 4x? + 3x? + 5x — 1 pelos fatores x —2,x—-3 e 
x+5. 


Usaremos o algoritmo de Briot-Ruffini sucessivas vezes. Iniciemos pelo fator x — 2. 


2 1 4 3 5 =] 


poa 


Aplicando o algoritmo na primeira divisão, encontramos: 


Agora, repetimos o processo e dividimos o quociente por outro fator. No caso, temos 
Q(x) = x? + 6x2 + 15x + 35 e R,(x) = 69. Vamos dividir Q,(x) por x — 3: 


2 1 4 3 5 —1 


PR Aula 18 - Polinômios 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 18: ITA/IME 2020 


3 1 6 15 35 69 
1 
Aplicando o algoritmo na segunda divisão, obtemos: 
2 1 4 3 5 —1 
3 1 6 15 35 69 
1 9 42 161 
Temos Q,(x) = x? + 9x + 42 e R(x) = 161. Vamos proceder à última etapa e dividir Q, 
pelo último fator x + 5. 
2 1 4 3 5 = 
3 1 6 15 35 69 
-5 1 9 42 161 
1 
Fazendo as contas, encontramos: 
2 1 4 3 5 —1 
3 1 6 15 35 69 
-5 1 9 42 161 
1 4 22 


Logo, Qs(x) = x + 4 e R(x) = 22. 


Com esse diagrama, podemos escrever a identidade do polinômio inicial. Analisaremos da 


seguinte forma: 


2 1 4 3 5 —1 
3 1 6 15 35 69 
=5 1 9 42 161 

| 4 22 


Tomamos a segunda linha e escrevemos conforme aprendemos: 


P(x) = (x — 2)(xº + 6x2 + 15x + 35) + 69 
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Agora, tomamos a terceira linha e escrevemos a divisão do polinômio (x? + 6x? + 15x + 
35) pelo fator x — 3: 


(x? + 6x2 + 15x +35) = (x — 3)(x? + 9x + 42) + 161 
Por fim, tomamos a quarta linha e escrevemos a divisão do polinômio (x? + 9x + 42) por 
x+5: 
(x? + 9x + 42) = (x + 5)(x + 4) + 22 
Assim, podemos escrever o polinômio P(x) usando essas identidades: 
P(x) = (x — 2) (x3 + 6x? + 15x + 35) + 69 
P(x) = (x — 2)[(x — 3)(x? + 9x + 42) + 161] + 69 
P(x) = (x — 2){(x — 3)[(x + 5)(x + 4) + 22] + 161} + 69 
P(x) = (x — 2)[(x — 3)(x + 5)(x + 4) + 22(x — 3) + 161] + 69 


« P(x) = (x — 2)(x — 3)(x + 5) (x + 4) + 22(x — 2)(x — 3) + 161(x — 2) + 69 
Q(x) R(x) 
Esse é o resultado da divisão de P(x) por (x — 2)(x — 3)(x + 5). 


4.4.3. Teorema 


Se &1, Q2, @3, ..., Æg São números complexos e distintos entre si com k < n, então o 
polinômio P de grau n é divisível separadamente por x — «,,x — Q2, X — Q3, ..., X — Qk Se, € 
somente se, for divisível pelo produto (x — a,)(x — a,)(x — 3) ... (x — ay). 


Demonstração 


Sabendo que P é divisível separadamente por x — q,,x — &5,...,X — Æg, temos que, pelas 
divisões sucessivas, P pode ser escrito como: 


P(x) = (x — a1) (x — a2)(x — a3) ... (x — ax) : QU) + R(x) 


grau k 


Como o divisor possui grau k, devemos ter OR = k — 1, logo: 
Rm o, 
k incógnitas 
Além disso, da divisibilidade, temos para cada um dos fatores: 
R(a,) = 0 atuaram Fama teta ao! =0 
R(a,) = 0 Ss Jao+taa + a,0,? + asa, + tap gt! = 0 


Assim, encontramos um sistema linear homogêneo. Podemos escrever o sistema na forma 
matricial: 
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1 q ai a ao 0 
1 a, a? ak1 a 0 
1 a; aê o a @2 [=] 0 

o : 0 
É ag aĉ an) \ak-1 0 


matriz dos coeficientes 


ao, 1, --., Ex -q SãO as incógnitas do sistema e a matriz dos coeficientes é uma matriz de 
Vandermonde, logo: 


1 a Q? akt 
1 a, a? ağ! 
1 0, a2 = att +0, pois &, + a, + + ak 
À dr a se akt 


Como o determinante é sempre diferente de zero, temos que o sistema linear homogêneo é 
possível e determinado, logo, admite apenas a solução trivial, ou seja, 


do = 1 = Q = + = ak- =0 > R(x)=0 
Portanto, dadas as condições iniciais, temos que P pode ser escrito como: 
P(x) = (x — a1) (x — az) (x — as)... (x — ax) - Q(x) 


O que é análogo a dizer que P é divisível pelo produto dos fatores. 


4.5. TEOREMA DO RESTO 


O resto da divisão de um polinômio P(x) por x — a é igual ao valor numérico de P (a). 


Demonstração 
Para demonstrar esse teorema, podemos usar a definição da divisão de polinômios: 
P(x) = (x— a): Q(x) + R(x) 


Como o divisor x — a é de grau 1, temos que R(x) é um polinômio constante, podendo ser 
ou não nulo. Assim, fazendo x = a: 


P(a) = (a —- a) : Q(a) + R 
0 


> P(a)=R 
Exemplo 
4.5.a) Encontre o resto da divisão de 2x! + 3x? + 10x? — x — 9 por x — 1. 


Para resolver essa questão, podemos aplicar diretamente o teorema do resto. Sabendo que 
a raiz de x — 1 é 1, temos: 
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P(x) = (x —1)- Q(x) +R 
P(1) = R > R = 2(1)} + 31)? + 10(1} — (1) - 9 
R=24+34+10-1-9=5 
«R=5 


4.6. TEOREMA DE D'ALEMBERT 


Um polinômio P(x) é divisível por x — a se, e somente se, P(a) = 0. 


Demonstração 
Como vimos no teorema do resto, temos da divisão de P(x) porx — a: 
P(a) =R 
Se R = 0, temos que a divisão é exata, logo P(a) = R = 0 implica que P(x) é divisível por 
x— q. 
Exemplo 


4.6.a) Determine o valor de p para que o polinômio P(x) = 5x? + px? + x + 10 seja divisível 
por x + 1. 


Pelo teorema de D'Alembert, sendo —1 a raiz de x + 1, temos que P(x) será divisível por 
x + 1 se P(—1) = 0, logo: 


P(—1) = 5(—1)? + p(—1)? + (—1) + 10 
P(-)=-5+p-1+10=p+4 
P(—1)=0>p+4=0 >p = —4 


Portanto, para P(x) ser divisível por x + 1, devemos ter p = —4. 


5. GRÁFICO DA FUNÇÃO POLINOMIAL 


Já conhecemos o gráfico das funções afim e quadrática. Essas funções são também funções 
polinomiais. Vamos aprender a esboçar o gráfico de uma função polinomial de grau n > 3. Sabemos 
que uma função polinomial de grau 1 é uma reta: 
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Uma função polinomial de grau 2 é uma parábola: 


y 


Note que a parábola pode ter, dependendo do coeficiente do termo quadrático, ou ponto de 
máximo ou ponto de mínimo. É possível saber quais são esses pontos usando a derivada. Vamos 
aprender a analisar a derivada de uma função polinomial. Sabemos que um polinômio possui a 
seguinte forma: 

P(x) = ao + ax + a3x? + ax? +- taxi + apx” 


Como os expoentes da incógnita x são todos números naturais, para derivar P, basta 
multiplicar o expoente de x pelo seu respectivo coeficiente e reduzir o valor do expoente em uma 
unidade, por exemplo: 


fœ) = ax" > f'(x) = nax"! 
Assim, a primeira derivada de uma função polinomial é 
P'(x) = a, + 2azx + 3a3x? + + (n — Da, x"? + nax"! 


Agora, vamos analisar a primeira derivada de P. Um detalhe para a função polinomial é que 
ela é derivável em R, ou seja, ela é contínua em todo o seu domínio. 
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5.1. PRIMEIRA DERIVADA DA FUNÇÃO POLINOMIAL 


A primeira derivada da função polinomial nos permite encontrar os pontos críticos da função. 
Mas o que são os pontos críticos? Um ponto crítico pode ser: 


e Ponto de máximo (local ou absoluto); 
e Ponto de mínimo (local ou absoluto); 
e Ponto de inflexão (quando ocorre a troca de curvatura na função). 


Para saber a classificação do ponto crítico, podemos encontrar a segunda derivada da função 
e analisar o ponto crítico. Porém, vamos analisar os resultados da primeira derivada. 

5.1.1. Teorema 

Seja f uma função derivável no ponto x = x,, então: 


e f'(x9) > O implica que f é estritamente crescente em x = xo. 
e f'(x) < O implica que f é estritamente decrescente em x = xo. 
e f'(x) = O implica que x = x, é um ponto crítico de P. 


Vejamos um exemplo. Seja P definido por: 
P(x) = x? — 2x? — 5x + 6 
A primeira derivada de P é: 
P'(x) = 3x? — 4x — 5 


E suas raízes são: 


2+7v19 
P'(x)=0>x= = 
Como P' é uma função quadrática, temos que ela representa uma parábola: 
2-V19 2+19 
Note que P'(x)<O para m <x< nT e 
P'(x) > 0 para x < 2v ou x > an Podemos afirmar 
z 5 E 2—-V19 
que P é estritamente crescente no intervalo x < de ou 
a. 5 2-v19 
x> ie, estritamente decrescente no intervalo e < 
2+V19 2-V19 24/19 „ 
x< . Os pontos x = ex= são pontos 


críticos da função. Agora, vamos proceder à análise da 
segunda derivada. 
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5.2. SEGUNDA DERIVADA DA FUNÇÃO POLINOMIAL 


A segunda derivada nos permite saber a classificação do ponto crítico. Do nosso polinômio 
inicial, temos: 


P(x) = a + ax + a2x? + azx? ++ + an-1xX"7t + apx” 
A primeira derivada é: 
P' (x) = a + 2azx + 3a3x? + = + (n — Da, x"? + nax" t 
A segunda derivada é: 
P" (x) = 2a, + 6azx + + (n — 1) (n — Da, x" + n(n — 1)Japx"? 


5.2.1. Teorema 


Dada uma função f contínua e derivável até f” em um dado intervalo I. Se f'(xọ) = 0, 
então: 


e xo é ponto de máximo local quando: f” (xo) < 0. 
e xo é ponto de mínimo local quando: f” (xo) > 0. 


Se f admite f”” (derivada até a terceira ordem), então: 
e xo é ponto de inflexão se: f” (xo) = 0 e f” (xo) E 0. 


Um ponto de máximo local implica que a função possui concavidade para baixo nesse ponto 
e um ponto de mínimo local implica que a função possui concavidade para cima. 


Tomemos o exemplo anterior e analisemos a segunda derivada. 
P(x) = x? — 2x? — 5x + 6 
P'(x) = 3x? — 4x — 5 
P” (x) = 6x —4 


Usando a segunda derivada, vamos substituir as raízes da primeira derivada e analisar o sinal 
do número resultante: 


(E) (= 
pP'to— |=6:|[—— 
3 3 

2-19 2 — V19 
o 


) — 4 = 2V19 > 0 (ponto de mínimo local) 


) — 4=-2V19< 0 (ponto de máximo local) 
Podemos também analisar as raízes de P”: 
2 
POSTS bm Dr 


Assim, x = 2/3 pode ser um ponto de inflexão. Para saber isso, devemos analisar a terceira 
derivada: 
P"(x)=60,VxER 


Como a terceira derivada é diferente de zero para qualquer x e P” (2/3) = 0, temos que x = 
2/3 é ponto de inflexão da função. 
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Agora que aprendemos como analisar o comportamento da função polinomial, vamos ver 
na prática, como esboçamos o seu gráfico. 


Vamos esboçar o gráfico do nosso exemplo: 
P(x) = x? — 2x? — 5x + 6 
Inicialmente, devemos analisar o que ocorre com a função quando fazemos lim P(x) e 
dim PO). Para saber isso, basta analisar o termo de maior grau do polinômio. No caso, temos xº, 


esse termo tende ao infinito quando x tende ao infinito e tende ao menos infinito quando x tende 
ao menos infinito. Assim, sabemos o comportamento da função nas extremidades: 


lim P(x) = +% 
X> 00 

lim P(x) = —oo 
Xx>—00 


Agora, vamos analisar as derivadas. Dos resultados anteriores, temos: 


2-—19 2 +19 l 
P'(x)>0,x < -a u estritamente crescente 
; 2— 19 2+v19 
P'(x) = 3x? -4x -5>4 P(x) < a e E estritamente decrescente 
2 +19 = 
P'(x)=0,x = =< > pontos críticos 
2+v19 
P” (=) = 2/19 > 0 (concavidade para cima) 


nA 2 — V19 
P'(x) = 6x — 454 p" =) = —2V19 < 0 (concavidade para baixo) 


2 2 2 
P” (=) = 0e P” ($) + 0,x = a ponto de inflexão 


Com esses resultados, vamos esboçar o gráfico. Podemos iniciar com os pontos críticos: 


2+V19) 2 
(E) = 57 (28 — 1919) = —4,1 


(= p 57 (28 + 19V19) = 8,2 
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Sabemos que a função é estritamente crescente 
2+V19 
3 
. Também sabemos que a função 


2-V19 
e 


“ 
1 
1 

m 

ty 


e estritamente decrescente 


2-/19 
para x < E ou x > 


Ee Eta aa 


para 


possui concavidade para baixo no ponto x = 


no Logo, basta 


ã a 2 
concavidade para cima no ponto x = = 
esboçar a curva no gráfico de acordo com seu 


comportamento: 


ponto de máximo 


DN 

pæd 

' 
nasal 


stritamente decrescente 


ponto de inflexão 


B estritamente crescente 
estritamente crescente 


ponto de mínimo 


6. POLINÔMIO INTERPOLADOR DE LAGRANGE 


O polinômio interpolador de Lagrange nos permite determinar um polinômio a partir de n 
pontos (x,y) dados no plano cartesiano. Segundo Lagrange, temos o seguinte teorema: 
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Partindo desse teorema, podemos construir o polinômio interpolador de Lagrange pela 
seguinte fórmula para os pontos (x1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn Yn) dados: 


Onde P;(x) = y; : a;(x) e a;(x) é dado por: 


=a) ui = MS Rae =) 


ai(x) = ( 


Xi — X1) (Xi — X2) - (Xi — Xi-1) Xi — Xi+1) e Xi — Xn) 


a;(x) é chamado de coeficiente de Lagrange. 


Vejamos um exemplo de questão que foi cobrado no IME: 


(IME/2018) 


Seja P(x) o polinômio de menor grau que passa pelos pontos A(2, —4 + 33), B(1,3V2 — 2), 
C(V2, V3) e D(N3, V2). O resto da divisão de P(x) por (x — 3) é: 


a) 8/3 — 5V2 — 6. 
b) 6V3 — 4V2 -1. 
c) 9V3 — 8V2 - 2. 
d) 4V3 — 10V2 - 3. 
e) 4V3 — V2 - 2. 


Comentários 


Essa questão requer uma técnica especial chamada de Polinômio Interpolador de Lagrange. 
Queremos responder à seguinte pergunta: 


Dados 4 pontos no plano, qual o polinômio de menor grau que passa por esses quatro 
pontos? 
A resposta é o polinômio abaixo, dado por: 
P(x) = palx) + psx) + polx) + ppo (x) 
Onde: 
—4 + 3V3) (x — 1) (x — VZ) (x — V3 
E E Je — D -VIa — V3) 
(2 — 1)(2 — V2)(2 - v3) 
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(3V2 — 2) (x — 2)(x — V2)(x — V3) 
(1 = 2)(1 — V2)(1 - v3) 
(V3)(x — 2)(x — 1)(x — V3) 
(V2)(x — 2)(x — (x — 2) 
(v3 — 2)(V3 — 1)(V3 — 2) 


B(1,3N2 — 2) > pg(x) = 
C(V2, V3) > pc(x) = 


D(v3,42) > pp(x) = 


Queremos o resto da divisão de P(x) por (x — 3). Como o grau de x — 3 é 1, o grau do resto 
é zero, logo: 


P(x) = q(x)(x — 3) +r 
Para calcular r, vamos calcular P(3), veja: 
P3) =q(3)(3-3)+r=r 
Já temos P(x), basta calcularmos cada parcela para x = 3, veja: 
A+ NB DB -VDB -V3 E 
PaB) = — D- VAC- = —3V2 + 20V3 + 5V6 — 12 
(W2 =2)6 -DU =V =) L o 
(1 - 2)(1 - vV2)(1 - v3) DE 
038 — DG — DG - V3) 
(v2 — 2)(N2 — 1)(V2 — 3) 
WDC-NE-DE-D pano 
Dessa forma, temos que: 


P(3) = pa(3) + ps (3) + pc(3) + pp (3) = —6 — 5V2 + 8V3 


pg(3) = 
pc(3) = = 15V2 + 6V3 + 3V6 + 18 


pp(3) = 


Gabarito: “a”. 


7. LISTA DE QUESTÕES 
© LISTA DE 
2 QUESTÕES 
1. (EN/ 2017) 
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Seja P(x) = xê + bx?” + cx! + dx? + ex? + fx + g um polinômio de coeficientes inteiros e 
que P(N2 + V3) = 0. O polinômio R(x) é o resto da divisão de P(x) por x? — 3x — 1. 
Determine a soma dos coeficientes de R(x) e assinale a opção correta. 


a) -51 
b) -52 
c) -53 
d) -54 
e) -55 


2. (EN/2014) 


Considere P(x) = (m — 4) (m? + 4)xº + x? + kx + 1 um polinômio na variável real x, em 
que m e k são constantes reais. Quais os valores das constantes m e k para que P(x) não 
admita raiz real? 


a)m=4e-2<k<2 
b)m=-4ek>2 
c)m=-2e-2<k<2 
dm=4elk|>2 

e) m = —2e k > -2 


3. (ESPCEX/2018) 

Determine o valor numérico do polinômio p(x) = x! + 4x? + 6x? + 4x + 2017 para x = 89. 
a) 53 213 009 

b) 57 138 236 

c) 61 342 008 

d) 65 612 016 

e) 67 302 100 


4. (AFA/2016) 


Considere os polinômios Q(x) = x? — 2x + 1 e P(x) = x? — 3x? — ax + b, sendo aeb 
números reais tais que a? — b? = —8. Se os gráficos de Q(x) e P(x) têm um ponto comum 
que pertence ao eixo das abscissas, então é INCORRETO afirmar sobre as raízes de P(x) que 


a) Podem formar uma progressão aritmética. 
b) São todos números naturais. 
c) Duas são os números aeb. 


d) Duas são números simétricos. 
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5. (Rússia) 


Sejam a, b e c inteiros positivos distintos. Verifique se existe um polinômio P(x) = kx? + Ix + 
m, k, l,m inteiros, k > 0, que assume os valores a?, b?, c? para valores inteiros de x. 


6. (Rússia) 


Sejam a,b,c reais. Prove que pelo menos uma das equações x? + (a — b)x + (b — c) = 0, 
x? + (b — c)x + (c — a) = 0, x? + (c — a)x + (a — b) = 0 tem soluções reais. 


7. (Putnam and Beyond) 


Seja P(x) um polinômio de grau n. Sabendo que: 


k 
Plk) = 1º PE S T 


Encontre P(m) param >n. 


8. (Putnam) 


Verifique a igualdade 
3 3 
[20 +14v2 + [20 — 142 = 4 


9. (AIME/1986) 
O polinômio 
1— x +x? x? HeH xt xT 
Pode ser escrito na forma 
ayt aiy Fazy ++ auy Fany”, 


Onde y = x +1eosa;'s são constantes. Encontre az. 


10. (101 problems in algebra) 
Qual o coeficiente de x? quando 
+91 +2x)... (1 +2"x) 


É expandido? 


11. (Problem Solving Strategies) 
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Sejam a,b e c três inteiros distintos, e seja P um polinômio com coeficientes inteiros. Mostre 
que, nesse caso, as condições 
P(a)=b,P(b)=ceP(c)=a 


Não podem ser satisfeitas simultaneamente. 


12. Desafio 

Obtenha um polinômio do 4º grau que verifique a identidade 
P(x) — P(x — 1) = x’ 

E utilize-o para obter uma fórmula para 


2+3 pe pn 


13. (Problemas Selectos -Lumbreras) 


Seja P um polinômio tal que P(xy) = P(x) + P(y) Vx,y ER e P(10) = 0. Calcule P(7) + 
P(99) + P(1001). 


QUESTÕES ITA 


14. (ITA/2018) 
As raízes do polinômio 1 + z + z? + z? + z4 + 2º + zº + z’, quando representadas no 


plano complexo, formam os vértices de um polígono convexo cuja área é 


v2-1 
2 


V2+1 


a) 
b) 
c) 2 
d) 
e) 3/2 


15. (ITA/2017) 
Considere o polinômio 
p(x) = x* — (1 + 2V3)x? + (3 + 2V3)x? — (1 + 4V3)x + 2 
a) Determine os números reais a e b tais que p(x) = (x? + ax + 1)(x? + bx + 2). 


b) Determine as raízes de p(x). 
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16. (ITA/2016) 


Determine o termo constante do resto da divisão do polinômio (1 + x + x2)*º por (1 + x)’. 


17.(ITA/2015) 


Seja p o polinômio dado por p(x) = Xi2oa;x', com a; ER, j=0,1,...,15, e as + 0. 
Sabendo-se que i é uma raiz de p e que p(2) = 1, então o resto da divisão de p pelo polinômio 
q, dado por q(x) = x? — 2x? + x — 2, é igual a 


1 1 
a) ly? — 1 
5 5 
1 1 
b) =x? +=. 
5 5 
2 2 
c) £x? +£ 
5 5 
3 3 
d) =x? — +, 
5 5 
3 1 
e) 5x? ++. 
5 5 


18. (ITA/2015) 
Considere o polinômio p dado por p(z) = 18z? + z? — 7z — B, em que $ é um número real. 


a) Determine todos os valores de 8 sabendo-se que p tem uma raiz de módulo iguala 1 e 
parte imaginária não nula. 


b) Para cada um dos valores de p obtidos em a), determine todas as raízes do polinômio p. 


19. (ITA/2015) 


Seja S o conjunto de todos os polinômios de grau 4 que têm três dos seus coeficientes iguais a 
2 e os outros dois iguais a 1. 


a) Determine o número de elementos de S. 


b) Determine o subconjunto de S formado pelos polinômios que têm —1 como uma de suas 
raízes. 


20. (ITA/2014) 


Considere o polinômio complexo p(z) = zf + az? + 5z? — iz — 6, em que a é uma constante 
complexa. Sabendo que 2i é uma das raízes de p(z) = 0, as outras três raízes são 


à) edi, 
b) —ii,1. 

J ==, 
di =2,=4,1, 
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é) sDLSii 


21. (ITA/2012) 


Considere um polinômio p(x), de grau 5, com coeficientes reais. Sabe-se que —2i ei — V3 são 
duas de suas raízes. Sabe-se, ainda, que dividindo-se p(x) pelo polinômio q(x) =x — 5 
obtém-se resto zero e que p(1) = 20(5 + 243). Então, p(—1) é igual a 


a) 5(5 — 243). 

b) 15(5 — 243). 
c) 30(5 — 23). 
d) 45(5 — 243). 
e) 50(5 — 2v3). 


22. (ITA/2010). 


Considere o polinômio p(x) = 51 5a,x” com coeficientesay=-l1ea,=1+ia,,n= 
1,2,...,15. Das afirmações: 

|. p(-1) ER, 

o IpG)l<4(4+V2+V5), Yx € [-1,1], 

II. Ag = a4, 


é (são) verdadeira(s) apenas 


a) l. 
b) II. 
c) III. 
d) lell. 
e) Ile ll. 


23. (ITA/2008) 


Um polinômio P é dado pelo produto de 5 polinômios cujos graus formam uma progressão 
geométrica. Se o polinômio de menor grau tem grau iguala 2 e o grau de P é 62, então o de 
maior grau tem grau igual a 


a) 30 
b) 32 
c) 34 
d) 36 
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e) 38 


24. (ITA/2008) 

Considere o polinômio p(x) = asx” + a,x! + asxº + ax? — ay, em que uma das raízes é 

x = —1. Sabendo-se que q4, 5, A3, a, € As são reais e formam, nesta ordem, uma progressão 
de cn 1 E a 

aritmética com a4 = >, então p(—2) é igual a 


a) —25 
b) =27 
c) —36 
d) —39 
e) —40 


25. (ITA/2007) 


Um retângulo cujos lados medem B e H, um triângulo isósceles em que a base e a altura 
medem, respectivamente, Be H, e o círculo inscrito neste triângulo. Se as áreas do retângulo, 
do triângulo e do círculo, nesta ordem, formam uma progressão geométrica, então B/H é uma 
raiz do polinômio 


a) mix rx + nx -— 2 = 0. 
b) m?x? +7ºx?+x+1=0. 

c) m?x? — n?x? + nx +2 = 0. 
d) mx? — m?x? + 2x — 1 = 0. 


e) x? — 2mr?x? + nx — 1 = 0. 


26. (ITA/2007) 


Sendo c um número real a ser determinado, decomponha o polinômio 9x? — 63x + c, numa 
diferença de dois cubos(x + a)? — (x + b)’. 


Neste caso, |a + |b| — c| é igual a 
a) 104. 
b) 114. 
c) 124. 
d) 134. 
e) 144. 


27. (ITA/2007) 
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Seja Q(z) um polinômio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos números complexos, 
cujo coeficiente de z? é iguala 1. Sendo z? + z? + z + 1 um fator de Q(z), Q(0) = 2e Q(1) = 
8, então, podemos afirmar que a soma dos quadrados dos módulos das raízes de Q(z) é igual 
a 


a) 9. 
b) 7. 
E) 5; 
d) 3. 
e) 1. 


28. (ITA/2006) 


Considere o polinômio p(x) = x? — (a + 1)x + a, onde a E Z. O conjunto de todos os valores 
de a, para os quais o polinômio p(x) só admite raízes inteiras, é 


a) (2n,n E N}. 

b) {4n?,n E N}. 

c) {6n? — 4n,n E N}. 
d) {n(n + 1),n E€ N}. 
e) N. 


29. (ITA/2005) 


No desenvolvimento de (ax? — 2bx+c+1)º obtém-se um polinômio p(x) cujos 
coeficientes somam 32. Se 0 e —1 são raízes de p(x), então a soma a + b + c é iguala 


30. (ITA/2003) 


Dividindo-se o polinômio P(x) = xº + ax! + bx? + cx + 1 por (x — 1), obtém-se resto igual 
a 2. Dividindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. Sabendo que P(x) é divisível por 
(x — 2), tem-se que o valor de z é igual a: 


a) -6. 
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b) -4. 
c) 4. 
d) 7. 
e) 9. 


31. (ITA/2003) 

Considere o polinômio P(x) = 2x + ax? + =+ apx”, cujos coeficientes 2, az, ..., an 
formam, nesta ordem, uma progressão geométrica com razão q > 0. Sabendo que -zé uma 
raiz de P e que P(2) = 5460, tem-se que o valor de (n? — q*)/q! é igual a: 

a) 5/4. 

b) 3/2. 

c) 7/4. 

d) 11/6. 

e) 15/8. 


32. (ITA/2002) 


A divisão de um polinômio f(x) por (x — 1)(x — 2) tem resto x + 1. Se os restos das divisões 
de f(x) por x — 1 e x — 2 são, respectivamente, os números a e b, então a? + b? vale: 


a) 13. 
b) 5; 
c) 2. 
d) 1. 
e) 0. 


33. (ITA/2001) 


Sabendo que é de 1024 a soma dos coeficientes do polinômio em x e y, obtido pelo 
desenvolvimento do binômio (x + y)”, temos que o número de arranjos sem repetição de n 
elementos, tomados 2 a 2, é: 


a) 80. 
b) 90. 
c) 70. 
d) 100. 
e) 60. 
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34. (ITA/2000) 


Seja P(x) um polinômio divisível por x — 1. Dividindo-o por x? + x, obtêm-se o quociente 
Q(x) = x? — 3 e o resto R(x). Se R(4) = 10, então o coeficiente do termo de grau 1 de P(x) 
é igual a 


a) —5. 
b) —3. 
c) —1. 
d) 1. 
e) 3. 


35. (ITA/1999) 


Seja p(x) um polinômio de grau 3 tal que p(x) = p(x + 2) — x? — 2, para todo x E R. Se —2 
é uma raiz de p(x), então o produto de todas as raízes de p(x) é: 


a) 36. 
b) 18. 
c) —36. 
d) —18. 
e) 1. 


36. (ITA/1998) 


Seja p(x) um polinômio de grau 4 com coeficientes reais. Na divisão de p(x) por x — 2 obtém- 
se um quociente q(x) e resto igual a 26. Na divisão de p(x) por x? + x — 1 obtém-se um 
quociente h(x) e resto 8x — 5. Sabe-se que q(0) = 13 e q(1) = 26. Então, A(2) + h(3) é 
igual a: 


a) 16. 
b) Zero. 
c) —47. 
d) —28. 
e) 1. 


37. (ITA/1997) 


Sejam pı (x), p2 (x) e p3 (x) polinômios na variável real x de graus n4, nze ns, respectivamente, 
com n, > N, > Nz. Sabe-se que p;(x) e p(x) são diviseis por p(x). Seja r(x) o resto da 
divisão de p4 (x) por p2 (x). Considere as afirmações: 


l. r(x) é divisível por pa (x). 
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II. pı (x) — 1/2p>(x) é divisível por ps (x). 
I. pa (x)r(x) é divisível por [ps (00)]2. 
Então, 

a) Apenasle Il são verdadeiras. 

b) Apenas Il é verdadeira. 

c) Apenasle Ill são verdadeiras. 

d) Todas as afirmações são verdadeiras. 


e) Todas as afirmações são falsas. 


38. (ITA/1995) 


A divisão de um polinômio P(x) por x? — x resulta no quociente 6x? + 5x + 3 e resto —7x. O 
resto da divisão de P(x) por 2x + 1 é igual a: 


a) 1. 
b) 2. 
Oe 
d) 4. 
e) 5. 


39. (ITA/1995) 


Sabendo-se que 4 + iV2 e V5 são raízes do polinômio 2x5 — 22x4 + 74x3 + 2x? — 420x + 
540, então a soma dos quadrados de todas as raízes reais é: 


a) 17. 
b) 19. 
E 21; 
d) 23. 
e) 25. 


40. (ITA/1977) 


P(x) é um polinômio do 5º grau que satisfaz as condições P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = 
P(5) = 1 e P(6) = 0. Calcule P (0). 


QUESTÕES IME 


41. (IME/2019) 


bo Aula 18 - Polinômios 
z www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 18: ITA/IME 2020 


Seja a inequação: 
6x! — 5x? — 29x? + 10x < 0 


Seja (a, b) um intervalo contido no conjunto solução dessa inequação. O maior valor possível 
parab-— aq é: 


a) 2 

b) 13/6 
c) 1/3 
d) 5/2 
e) 8/3 


42. (IME/2019) 


Sejam x,,X> € xz raízes da equação x? — ax — 16 = 0. Sendo a um número real, o valor de 
x? + x5 + x3 é igual a: 


a)32-a 
b) 48 — 2a 
c) 48 

d) 48 + 2a 
e)32 +a 


43. (IME/2019) 


Seja o polinômio q(x) = x! — 8x? + 6x? + 40x + 25 + k que possui valor mínimo igual a 
—64, onde k é uma constante real. Determine as raízes de q(x). 


44. (IME/2018) 


Seja P(x) o polinômio de menor grau que passa pelos pontos A(2, —4 + 33), B(1,3V2 — 2), 
C(N 2,43) e D(N3, V2). O resto da divisão de P(x) por (x — 3) é: 


a) 8/3 — 5V2 — 6. 
b) 6v3 — 4V2 -1. 
c) 9V3 — 8V2 — 2. 
d) 4V3 — 1042 — 3. 
e) 4V3 — V2 - 2. 


45. (IME/2015) 
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Qual o resto da divisão do polinômio x2é — x2º — 6x2* + 5x! — 16x? + 3x? pelo polinômio 
x — 3x? — x +3? 


a) x? +x -2 

b) 6x? — 4x +3 
c) 3x — 9 

d) 6x? — 17x — 3 
e) 6x+1 


46. (IME/2012) 


Considere o polinômio 5x3 — 3x2 — 60x + 36 = 0. Sabendo que ele admite uma solução da 
forma vn, onde n é um número natural, pode se afirmar que: 


a i<n<5 

b) 6<n<10 
c) 10<n<15 
d) 15 <n < 20 
e) 20 <n< 30 


47. (IME/2011) 

Seja p(x) uma função polinomial satisfazendo a relação p(x)p (=) = p(x) + PO). Sabendo 
que p(3) = 28, o valor de p(4) é: 

a) 10 

b) 30 

c) 45 

d) 55 

e) 65 


48. (IME/2011) 


Sejam o polinômio e conjunto p(x) = 2x? — 3x? + 2 e os conjuntos A = fp(k)/k E Nek < 
1999, B = {r?° +1 /r E€ N} e C = {q? + 2/q E N}. Sabe-se que y = n(A N B)-n(AN C), 
onde n(E) é o número de elementos do conjunto E. Determine o valor de y. 


Obs.: Né o conjunto dos números naturais. 


49. (IME/2001) 
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Considere o polinômio de grau mínimo, cuja representação gráfica passa pelos pontos 
P, (—2, —11), P (—1,0), PALM e P,(2,9). 


a) Determine os coeficientes do polinômio. 


b) Calcule todas as raízes do polinômio. 


50. (IME/2001) 


Determine todos os números inteiros m e n para os quais o polinômio 2x™ + a?” ym=8n — gm 
é divisível por x + a. 


51. (IME/2000) 


Determine o polinômio em n, com no máximo 4 termos, que representa o somatório dos 
quadrados dos n primeiros números naturais. 


52. (IME/1999) 


Seja o polinômio P(x) de grau (2n + 1) com todos os seus coeficientes positivos e unitários. 
Dividindo-se P(x) por D(x), de grau 3, obtém-se o resto R(x). 


Determine R(x), sabendo-se que as raízes de D (x) são raízes de A(x) = x* — 1 e que D(1) + 
0. 


53. (IME/1998) 


Determine a, ß e y de modo que o polinômio, æxY+*t + Bx” + 1, racional inteiro em x, seja 
divisível por (x — 1)? e que o valor numérico do quociente seja igual a 120 para x = 1. 


54. (IME/1997) 


Determine o resto da divisão do polinômio (cos œ + xsen p)” por (x? + 1), onde n é um 
número natural. 


55. (IME/1995) 


Prove que o polinômio P(x) = x??? + x888 + x777 +- + x111 + 1 é divisível por x? + xº + 
x +e +x. 


56. (IME/1987) 


Seja p(x) um polinômio de grau 16 e coeficientes inteiros. 
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a) Sabendo-se que p(x) assume valores ímpares para x = 0 e x = 1, mostre que p(x) não 
possui raízes inteiras. 


b) Sabendo-se que p(x) = 7 para quatro valores de x, inteiros e diferentes, para quantos 
valores inteiros de x, p(x) assume o valor 14? 


57. (IME/1984) 
Determine o polinômio 

p(x) = xt + ax? +bx? +cx+d 
Tal que p(x) = p(1 — x), p(0) = 0ep(—1) = 6. 


58. (IME/1976) 


Dado o polinômio 2x4 + x? + px? + qx + 2, determine p e q de modo que ele seja divisível 
por (x — 1)?. 


E, GABARITO 


v o DvD o 


Existe o polinômio dado por P(x) = (a + b + c)x? — (ab + bc + bc)x + abc. 
Demonstração. 
_ m(m=1)..(m-n) m 
P(m) = C1)n+1(n+1)!(m+1) m+1° 
Demonstração. 
—_ (18 
a = (5 j? 
10.a, 2 = Eper i 
11. Demonstração. 


a [eo 


13.0. 


Se 00 N O U eD N a 


GABARITO DAS QUESTÕES ITA 


14.d 
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15.a) a = —2V3; b = —1 b) S = {V3 + VZ, = (1 + iv7)}. 
16.781 
17.b 


Eae 2al i lt 4; ES 
18.a) 8 € £0, +15) b) Soluções = fo, +2,5 (5 + iv11),-(-5 t iv11), sE 


19.a) 10 ; b) A = {x4 + 2x? + x? + 2x + 2, x4 + 2x + 2x? + 2x + 1,2x* + 2x +x? + 
2x + 1) 

20.a 

21.c 

22.e 

23.b 

24.a 

25.d 

26.b 

27.b 

28.d 

29.a 

30.e 

31.c 

32.a 

33.b 

34.c 

35.c 

36.a 

37.d 

38.e 

39.b 

40. P(0) = 2. 


GABARITO DAS QUESTÕES IME 


41.b 

42.c 

43.S = {1; 3; 2 — V17; 2 +17) 

44.a 

45.d 

46.c 

47.e 

48.y = 0. 

49.item a) a = 1; b = —1;c = 1 e d = 3 Item b) {—1, 1 + V2i} 
50.m = 3n + 1, com n inteiro ímpar positivo, sea + 0em > 0em > 3nsea=0Q. 
51.7 (2n? +3n? +n). 

52.R(x) = x + 1, se n é par; R(x) = 0, se n é ímpar. 
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53.u = 15;6 = —-16;y = 15. 
54. sen(n)x + cos (ng). 

55. Demonstração. 

56. Demonstração. 

57.p(x) =x! — 2x) + 2x? — x. 
58.p=-6eq=1. 


9. LISTA DE QUESTÕES RESOLVIDAS E COMENTADAS 


2/4 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


1. (EN/ 2017) 


Seja P(x) = xê + bx? + cx! + dx? + ex? + fx + g um polinômio de coeficientes inteiros e 
que P(N2 + V3) = 0. O polinômio R(x) é o resto da divisão de P(x) por x? — 3x — 1. 
Determine a soma dos coeficientes de R(x) e assinale a opção correta. 


a) -51 
b) -52 
c) -53 
d) -54 
e) -55 
Comentários 


Em questões desse tipo, a ideia é tentar obter um polinômio de coeficientes inteiros que 
tenha o número irracional como raiz manipulando o próprio número. Veja: 


VZ+ 43 =x >x-vV2 = V3 > (x- V2) =3 
Ou seja: 
x3 — 3V2x? + 6x + 2V2 = 3 > (x? + 6x — 3) = V2(3x? + 2) 
Elevando ao quadrado membro a membro: 
xº + 36x? + 9 + 2(6xº — 3x? — 18x) = 2(9xº + 12x? + 4) 
Do que resulta: 
x? — 6x* — 6x? + 12x? — 36x+1=0 
Então seja P(x) = xº — 6x4 — 6x? + 12x? — 36x + 1. 


Usando o método da chave, vamos dividir os polinômios: 
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di 0 —6x* 
—xé 0 3x* 
0 0 —3x* —5x? 12x? —36x 1 
3x 0 —9x? —3x 0 
0 —5xº 3x? —39x 1 
5x? 0 —15x -5 
0 3x? —54x —4 


Logo, temos que: 
P(x) = (x? — 3x — 1) (x? — 3x — 5) + 3x? — 54x — 4 
A soma dos coeficientes de R(x) = 3x? — 54x — 4 é: 
3—54- 4 = -55 


Gabarito: “e”. 


2. (EN/2014) 


Considere P(x) = (m — 4)(m? + 4)xº + x? + kx + 1 um polinômio na variável real x, em 
que m e k são constantes reais. Quais os valores das constantes me k para que P(x) não 
admita raiz real? 


a)m=4e-2<k<2 
b)m=-4ek>2 
c)m=-2e-2<k<2 
d) m=4elk|>2 


e)m=-2Z2ek>-2 
Comentários 


Veja que caso o coeficiente de x? não seja nulo, teremos um polinômio de grau ímpar e 
coeficientes reais. Isso nos diz que P(x) deve ter, ao menos, uma raiz real. Como não queremos isso, 
devemos ter: 


(m-9)(m+9)=0>5m=4 
Já que m é uma constante real. 
Dessa forma, somente nos resta o polinômio: 
P(x) =x? +kx+1 
Para que ele não tenha raízes reais, seu discriminante deve ser negativo, logo: 
A=k?—4<0>|k|<2o0ou—-2<k<2 
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unn 
a. 


Gabarito: 


3. (ESPCEX/2018) 
Determine o valor numérico do polinômio p(x) = x4 + 4x? + 6x? + 4x + 2017 para x = 89. 
53 213 009 
57 138 236 
c) 61 342 008 
d) 65 612 016 
) 67 302 100 


a) 
b) 
e 


Comentários 


À primeira vista, podemos ficar assustados em calcular o valor de p(x) para x = 89. Mas veja 
que: 


p(x) =x! + 4x? + 6x? + 4x + 2017 =x! + 4x? + 6x? + 4x + 1 + 2016 


Olhe para a seguinte parte do polinômio: 


4 4 4 4 4 
4 3 2 i= 4 3 2 
x* + 4xº + 6x +4x+1=()x +(x +(x +()x+(,) 


Dos estudos do binômio de Newton, vem: 


Oean + (0) + (Ju + (6) = cn 
Disso, resulta que: 
p(x) = (x + 1)º + 2016 
Logo: 
p(89) = (89 + 1)* + 2016 = 65 612 016 
Gabarito: “d”. 


4. (AFA/2016) 


Considere os polinômios Q(x) = x? — 2x + 1 e P(x) = x? — 3x? — ax + b, sendo aeb 
números reais tais que a? — b? = —8. Se os gráficos de Q(x) e P(x) têm um ponto comum 
que pertence ao eixo das abscissas, então é INCORRETO afirmar sobre as raízes de P(x) que 


a 
b 


) Podem formar uma progressão aritmética. 
) São todos números naturais. 

c) Duas são os números aeb. 
d) Duas são números simétricos. 

Comentários 

Um ponto que pertence ao ponto das abscissas é do tipo (x, 0). Veja antes que: 


Q(x) = x? — 2x + 1 = (x — 1)? 
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Logo, um ponto das abscissas é tal que: 
(x-1) =0>ə>x=1 
Logo, o ponto é (1,0) e é único. 
Se Q(x) e P(x) possuem um ponto do eixo das abscissas em comum, devemos ter: 
P(1)=0>1-3-a+b=0>b-a=2 
Do enunciado: 
a? — b? = —8 > (a + b)(b—a) = 8 

Substituindo b — a = 2: 

2(a+b)=8>5a+b=4 
Resolvendo as equações 2b = 6 > b = 3, do que segue que a = 1. 
Assim, temos que: 

P(x) = x? — 3x? -x+3 


Sabemos que 1 é raiz de P(x), usando Briot-Ruffini, temos: 


1 1 = —1 3 


| 1 —2 —3 0 
Note que: 
P(x) = (x — 1)(x? — 2x — 3) = (x — 1D(x+1)(x—3) 


Suas raízes são, portanto, 1,—1 e3. 


Gabarito: “b”. 


5. (Rússia) 


Sejam a, b e c inteiros positivos distintos. Verifique se existe um polinômio P(x) = kx? + lx + 
m, k, |,m inteiros, k > 0, que assume os valores aè, b?, c? para valores inteiros de x. 


Comentários 


A grande sacada nessa questão é olhar para o polinômio: 


Q(x) = P(x) — x? 


Além disso, o enunciado somente quer saber se existe ao menos um polinômio que satisfaz 


o fato de ele assumir os valores de a?, b? e cê, isto é, para 3 inteiros m, n e p, devemos ter: 


P(m) = a, P(n) = b? e P(p) = c? 
Então, por conveniência, faça m = a,n = b e p = c. Disso, temos que: 
Q (a) = P (a) — aœ = a? — a? = 0 
Q(b) = P(b) — b? = b? — b? = 0 
Q(c) = P(c) -c = c-c = 0 


Ou seja, a, b e c são raízes de Q(x), do que podemos escrever: 
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Q(x) = P(x) — x? = A(x) (x — a)(x — b)(x — c) 
Ou ainda: 
P(x) = x? + A(x) (x — a) (x — b) (x — c) 


Queremos que P(x) seja do segundo grau. Ora, para isso basta fazer A(x) = —1, pois assim 
cortamos o termo xº, veja: 


P(o)=x)-(x-a)lx—-b)lx—- c) = (a + b + c)x? — (ab + ac + bc)x + abc 
Veja que P(x) é, de fato, do segundo grau, pois temos que: 
a>0,b>0ec>053a+b+c>05a+b+cxzo0 
Como a, b e c são inteiros positivos, os coeficientes de P(x) são inteiros. 
Logo, existe P(x) do segundo grau e coeficientes inteiros que satisfazem o enunciado. 


Gabarito: Existe o polinômio dado por P(x) = (a + b + c)x? — (ab + bc + bc)x + abc. 


6. (Rússia) 


Sejam a,b,c reais. Prove que pelo menos uma das equações x? + (a — b)x + (b — c) = 0, 
x? + (b — c)x + (c — a) = 0, x? + (c — a)x + (a — b) = 0 tem soluções reais. 


Comentários 
A negativa da afirmação “pelo menos uma” é “todas”. Vamos usar a redução ao absurdo. 


Suponha que todas elas não possuem soluções reais. Disso, temos que seus discriminantes 
devem ser negativos, isto é: 


(a-b)2-4(b-c)<0 
(b-c)?-4(c-a)<0 
(c—-a)?-4(a-b)<0 

Somando as três desigualdades, membro a membro: 

(a — b)? — 4(b — c) + (b — c)? — 4(b — c) + (c — a} — 4(a — b) < 0 
Ou ainda: 
(a-b)2+(b-c)2+(c-a)?2-4(b-c4+c-a+a-b)<o0 
(a — b)? + (b — c)? + (c-a)? < 0 


Mas (a — b)?, (b — c)? e (c — a)? são números reais, logo, a soma de seus quadrados deve 
ser positiva. 


Disso, temos um absurdo e pelo menos uma delas deve ter uma raiz real. 


Gabarito: Demonstração. 


7. (Putnam and Beyond) 


Seja P(x) um polinômio de grau n. Sabendo que: 


k 
Perr k=O lh: 
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Encontre P(m) param >n. 
Comentários 


Observe que temos um polinômio de grau n e temos n + 1 informações. Como P(x) possui 
n + 1 coeficientes, temos informações suficientes para determiná-los. 


Pela relação dada, somos levados a olhar para o seguinte polinômio: 
Q(x) = (x + 1)P(x) — x 
Veja que todo inteiro x E€ [0,n] é raiz de Q(x), pelo enunciado. 
Sabendo as raízes de Q(x), podemos escrever: 
Q(x) = alx— 0)(x — D..(x— n) = (x + DP(x) — x 
Ou seja: 
(x + DP(x) = a(lx— 0)(x— D..(x—n) + x 
Fazendo x = —1, temos: 
(-1+DP(-)=a(-1-0)(-1-1)..(-1-n)-1=0 
Ou ainda: 


1 


a ES CR 


Disso temos que, param >n: 


(m + DP(m) = m(m-D.(m-n+m 


1 
(= 1)" + (n + 1)! 


Que resulta em: 


a o m(m — 1)..(m-—n) m 
mS Dem erl 
m(m-1)...(m-n) m 


Gabarito: P(m) = 


CDMA DMA) mT 


8. (Putnam) 


Verifique a igualdade 
3 3 
[20 +14V2 + [20 — 14V =4 


Aparentemente, essa questão parece nada ter a ver com polinômios. Mas façamos o 


seguinte: 
3 3 
x= [20 + 14V2 + [20 — 14V2 


Como temos raízes cúbicas, vamos tentar fazê-las desaparecer elevando a expressão acima 
ao cubo: 


Comentários 
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x3 


=D Dia DANO +3 (o + 142) (zo — 14/2) (o +14N2+ 20 z 14/2) 


Que simplificando, temos: 
x? = 40 + 3x ( (20 + 14N2)(20 — 14v2)) = 40 +3x(N400 — 392) = 40 + 6x 


Ou seja, x satisfaz a seguinte equação: 
x? —6x—40=0 
Verifique que 4 é raiz dessa equação. Mas ela é a única raiz real? 


Para sabermos isso, vamos usar Briot-Ruffini para dividir o polinômio por x — 4: 


4 1 0 —6 —40 
| 1 4 10 0 
Ou seja: 
(x—4)(x?+4x+10)=0 
Veja que: 


xº+4x+10=x24+4x+44+6=(x4+2)2+6>6>0 


Dessa forma, a única raiz real desse polinômio é x = 4, do que temos que: 


|20 + 142 + |20 —“14N2=4 


Gabarito: Demonstração. 


9. (AIME/1986) 
O polinômio 
1-x+xº—-x3 +. xt — q!” 
Pode ser escrito na forma 
ao + my + ay) ++ ey + ay”, 
Onde y =x +1eosa;'s são constantes. Encontre az. 
Comentários 


O primeiro passo nessa questão é perceber o seguinte: 


x18 — 1 
p= teek Pepe MO 
1— x8 
CC x+1 


Pois o polinômio é dado por uma P.G. de razão —x e primeiro termo 1. 
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Fazendo x = y — 1, temos: 


A NIB 
po- D= =E syy -D=1 -02y 


Disso, temos que: 
voy - 1) = y(ao + 4y + a2y° + = + 17y") = yao + 4y? + azy? + + ary"? 
Queremos então o coeficiente de y? na expansão de: 
Lepe 
Usando o binômio de Newton, temos que o termo y? é dado por: 


E (3) Pç = G) i 


Ao (3) 


De tal forma que: 


Gabarito: a, = (1). 


10. (101 problems in algebra) 
Qual o coeficiente de x? quando 
(+91 +2x)... (1 +2"x) 
É expandido? 
Comentários 
O primeiro passo nessa questão é usar alguma notação. Vamos chamar esse polinômio de: 
Pax) = 1 +x (1 + 2x) ... (1 + 27x) 
De modo que: 
Pr) = Proa x) (1 + 2º) 


Por que fizemos isso? A ideia aqui é tentar obter alguma recorrência, pois podemos achar 
facilmente o coeficiente de x na expansão, que é dado por: 


1+2+:e+2"=2" —1 
Ainda introduzindo mais notação, faça: 
Palo) = Quo + An 1X + an 2X° + + dan” 
Do que temos que: 
ako = 1 Vkeas=2""-1 
Usando essa notação, queremos: 
an,2 


Para isso, veja que como a, = 2"*! — 1, devemos ter a, . 41 = 2” — 1. Do que podemos 
escrever: 
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pgs + e a aE IS) 
Ou seja, temos que: 
An2 = an-1,2 + 277 — 2" > an2 — an-1,2 = 2" — 2" 
Essa relação é válida para todo n natural, como você deve provar usando o P.I.F. 
Assim podemos escrever: 
An2 — An-1,2 = Pad 
nc Opa 2 A o Deo 
a22 — 2 = 2º — 2º? 
Somando membro a membro, obtemos: 
an2 — a12 = (2?” +- + 27?) — (2º 4... 422) 
Veja que a, > = 2. Do que temos: 


22n+2 Ea 24 qn+1 = À 


ma =2+— dad 
(2-3 +2M*2 — 24 -3.90414 3-4) 22n+2 _ 3 .2n+t1 42 
an,2 POD - 
Por fim: 


(ao — 1) (27m — 2) 
3 


n,2 


(2”+1-1)(2"+1-2) 
3 . 


11. (Problem Solving Strategies) 


Sejam a,b e c três inteiros distintos, e seja P um polinômio com coeficientes inteiros. Mostre 
que, nesse caso, as condições 


P(a)=b,P(b)=ceP(c)=a 


Não podem ser satisfeitas simultaneamente. 


Comentários 


Vamos usar a prova por contradição. 

Suponha que seja possível atender às condições do enunciado. Dessa forma, teríamos: 
P(x) — b = (x — a)P, (x), eq. 01 
P(x) — c = (x — b)Pa (x), eq. 02 
P(x) — a = (x — c)P3 (x). eq. 03 


Entre os números a,b e c,vamos escolher o par que possui a maior diferença absoluta. 


Suponha que seja |a — c|. Dessa maneira, temos: 


la — b| < ja — c| ineq. 01 
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Faça x = c na primeira equação, disso temos que: 
a — b = (c — a)Pi (c) 
Como P, (c) é um inteiro, temos que: 
KORS: 


Note que P} (c) + 0, pois caso isso ocorresse, teríamos a = b, o que contraria o fato de eles 
serem distintos. 


Logo: 
la — b| = |c — allP,(c)| > |c — al 
Ou seja: 
la-b|l>I|c-—al 


Que, comparando com a primeira inequação, é uma contradição. Logo, as relações não 
podem ser satisfeitas simultaneamente. 


Gabarito: Demonstração 


12. Desafio 
Obtenha um polinômio do 4º grau que verifique a identidade 
P(x) — P(x — 1) = x’ 
E utilize-o para obter uma fórmula para 
13 +23 438 +. pn? 
Comentários 
Seja P(x) = ax* + bx? + cx? + dx + e. Queremos que: 
P(x) — P(x — 1) = x? 
Assim: 


P(x)— P(x— 1) 
= (axt + bx? + cx? + dx + e) — [a(x — 1)! + b(x— 1)? + c(x— 1)? +d(x—1)+e-—e] 
=x? 


Ou ainda: 
a(x* — (x — DD) + b(x? — (x — 1)8) + c(x? — (x — 1)?) + d(x — (x — 1)) = x? 

Calculando termo a termo, temos: 

Para o coeficiente a: 

xt — (x — 1)4 = (x? + (x — 1) (x? — (x — 1)?) = 4x? — 6x? + 4x — 1 
Para o coeficiente b: 
(x? — (x — 1>) = (1) (x? + x(x — 1) + (x — 1)2) = 3x? — 3x + 1 
Para o coeficiente c: 
(x? —-(x-D))=(DQx-1)=2x-1 
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Para o coeficiente d: 
x—(x—-1)=1 
Ou seja: 
a(4xº — 6x? + 4x — 1) + b(3x? — 3x + 1) + c(2x — 1) + d = x? 


Logo: 
4ax? + (—6a + 3b)x? + (4a — 3b + 2c)x—a +b-—c+d = x’? 
Assim: 
1 
plot 
1 
=O P a 
1 1 1 
ee S U 
1 1 1 
ato are Doda) 


Do que segue que: 
1 1 1 
P(x) = Rd + 3% + Rd +e 
Note que, para n natural, temos: 
1 1 1 
P ES E SY 
(n) a" +5n +7” +e 
E ainda: 
P(n)-P(n-1)=nº 
Fazendo o somatório membro a membro desde n = 1, temos: 


P(n)-P(n-D)=n 


P(1) — P(0) = 18 
Do que resulta: 
P(n)- P(0) = nº +... + 1º 


Mas P(0) = e, ou seja: 
1 1 1 [n(n + DJ 
P — P = -nf + =n? + =n? = = 
(n) (0) 4” +5n +qn Z 


Perceba que isso é o quadrado da soma: 


n(n + 1) 
Lpopatin=s nm 
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Ou seja: 
+24 +n) = (1? +2? +. +n?) 
2 
Gabarito: [=] í 
2 
13. (Problemas Selectos -Lumbreras) 


Seja P um polinômio tal que P(xy) = P(x) + P(y) Vx,y € R e P(10) = 0. Calcule P(7) + 
P(99) + P(1001). 


Comentários 
Primeiramente, vamos provar um resultado que será importante: 
P(xy) = P(x) + PO) > P(x cc Xm) = P (x1) +: + P(x,) eq. 01 
Para todo m > 2 natural. 
Caso inicial: m = 2 é dado no enunciado. 
Hipótese de indução: P(x, ` ...* xy) = P(x,) + = + P (xp). 
Queremos: 
PO aat Xg) = PO ct Xk * Xg) = PCa cor xe) + PlXp4a) 
Da hipótese de indução: 
P(x, * xi) = P(x) +: + Pl(x,) 
Do que segue que: 
PO Xe) = Pa) + ee PCak) 
Seja ainda P(x) = apx” +a, xi +. + ao. 
Faça x; = = X, = xem =n + 2 na equação 01. Disso, temos que: 
P(x®+t) = (n + 1)P (x) 
Ou ainda: 
an + -+ a1 (xt?) + ao = (n + 2) (an x" + an-1xX"7t +- + ao) 


A relação acima deve ser válida para todo x real. Logo, os coeficientes dos termos de mesmo 
expoente devem ser iguais. Disso, temos que: 


an=" = 4 =O 


(n + 2)ao = ao > (n + 1)ao = 0 
Como n > 0, devemos ter aq = 0. 
Por fim: 
P(x) =0 
Logo: 
P(7) + P(99) + P(1001)=0 
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Gabarito: 0. 


QUESTÕES ITA COMENTADAS 


14. (ITA/2018) 
As raízes do polinômio 1 + z + z? + z? + z4 + 2º + 2º + z’, quando representadas no 


plano complexo, formam os vértices de um polígono convexo cuja área é 
V2-1 

2 
V2+1 

2 


c) v2 


Comentários 


Se você parar para observar, o polinômio apresentado pode ser encarado como uma soma 
de P.G. de primeiro termo 1 e razão z. Seja então a equação abaixo: 


1+z+z? +z? +zł+z”+zćí+z=0 
Vamos ver se Z = 1 é raiz dessa equação: 
1+1+1? +1? 418418 4+18417=6%0 
Dado que z = 1 não é raiz da equação, podemos escrever a equação dada como sendo: 
z8—1 


1+z+z? +z? +27! +z” +28 +77 = E 


0 


Da soma de P.G. 
Ou seja: 
z2º8-1=0 


Do estudo dos números complexos, conhecemos bem essa equação: são as raízes oitavas da 
unidade. De maneira mais geral, sabe-se que as raízes da equação: 


z”"-1=0 
Formam um polígono regular de n lados. 


Então, vamos desenhar as raízes da equação zº — 1 = 0 no plano complexo: 
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Mas devemos lembrar que z = 1 não é raiz dessa equação, do que segue que o polígono 
convexo formado pelas raízes do polinômio é dado pela figura abaixo: 
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O polígono regular é formado por 8 triângulos com o ângulo mais interno dado por: 
27 T 


8 4 
A área de cada triângulo é dada por: 


Atriângulo = |z|- |z]- 2 


Mas lembre-se de que: 


z8 —1 = 0 > |z| = 1 > |z| = 1,pois |z| E R 


Ou seja: 
V2 
> v2 
Atriângulo =1:1: 2 = a 
Na figura acima, temos 6 triângulos, ou seja: 
V2 3V2 
6: Atriângulo =6: A = D 
O triângulo restante é retângulo de área: 
A=1:1 m. 
2 2 
Do que segue que a área total é: 
3/2 1 
Atota ==> +35 


Gabarito: “d”. 


15. (ITA/2017) 


Considere o polinômio 


p(x) = x4 — (1 + 2V3)x? + (3 + 2V3)x? — (1 + 4V3)x + 2 
a) Determine os números reais a e b tais que p(x) = (x? + ax + 1)(x? + bx + 2). 
b) Determine as raízes de p(x). 


Comentários 


O primeiro conceito que deve ser relembrado é a igualdade de polinômios. Dois polinômios 
são iguais se e somente se os coeficientes correspondentes aos termos de mesmo grau, isto é, x”, 
forem iguais. 


Item a: 
O primeiro passo é desenvolver a expressão fornecida para p(x): 
p(x) = (x? + ax + 1) (x? + bx + 2) = xt + bx? + 2x? + ax? + abx? + 2ax + x? + bx + 2 
p(x) = xt + (a + b)x? + (3 + ab)x? + (2a + b)x + 2 
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Utilizando a igualdade de polinômios, temos que: 
at+b=-1-243 
3 + ab = 3 + 2V3 
2a + b = —1 — 4V3 
Resolvendo o sistema acima, temos: 
a = -2V3 e b = —1 
Item b: 
Vamos utilizar o resultado o item a. Dele, temos: 
p(x) = (x? + ax + 1) (x? + bx + 2) 
Ou ainda: 
p(x) = (x? — 2V3x + 1)(x? — x + 2) 
Para achar suas raízes, devemos fazer p(x) = 0. Logo: 
(x? — 2V3x + 1)(x? -x +2) =0 
Ou seja: 
x? — 2V3x + 1 = 0 eq. 01 
Ou 
x? — x +2 = 0 eq. 02 
Resolvendo a eg. 01 para x: 
X = V3 + V2 
ME VB =y 


Resolvendo a eq. 02 para x: 
= za — iV7) 
1 
az (1 +ivV7) 
Logo, seu conjunto solução é: 


S=N3+VZ>(14N7) 


Gabarito: a) a = —2V3; b = —1 b) S = {V3 + v2, (1 + iV7)}. 


16. (ITA/2016) 


Determine o termo constante do resto da divisão do polinômio (1 + x + x?)®? por (1 + x)’. 


Comentários 


Primeiramente, observe que: 


x +x+1=x(x+1)+1 
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Por que fizemos isso? A ideia é trabalhar com um polinômio de grau mais baixo possível, de 
forma que possamos obter as informações mais facilmente e, se possível, de maneira direta. 


Nesse caso, é útil tentar evidenciar o termo (x + 1), pois ele compõe o polinômio divisor. 


Usando o binômio de Newton, temos que: 


[x(x +1) +1] = (5) be + DJ + (1) Lele + DE ++ (10) [x(x + DJ 


Ou seja, a partir do expoente 3 dos termos do binômio, podemos colocar em evidência 


(x + 1), veja: 
coffee as (oem + (O 


Dessa forma, temos que (1 + x + x2)*º possui o mesmo resto que 


40 40 40 
h(x) = (> Joc +? +3 )r@+ D+(5) = 780x2(x + 1)2+40x(x +1)+1 
Na divisão por (x + 1)º. 
Vamos usar a mesma ideia para tentar simplificar ainda mais o polinômio obtido. Antes de 
continuar, veja que: 
(x +1) =x? +3x?+3x+1 


No polinômio h(x), obtido acima, temos que a única parcela candidata a possuir algum fator 
(x + 1)? é 780x? (x + 1)2. Vamos tentar evidenciar esse fator. Veja: 


x? (x + 1)? = x(x? + 2x? + x) = x(x? + 3x? + 3x + 1 — x? — 2x — 1) 
= x(x + 1)? — (x? + 2x + x) = x(x + 1) — (x + 1)? + (x + 1)? 
Dessa forma, em nossa análise do resto da divisão, podemos desprezar as parcelas 
x(x + 1)? — (x + 1), de modo que restará apenas o polinômio: 
780(x + 1)? + 40x(x + 1) +1 


Esse polinômio possui grau 2, de modo que não é mais possível evidenciar um fator (x + 1)3, 
pois ele é do terceiro grau. Disso, concluímos que esse polinômio é o próprio resto. 


r(x) = 780(x + 1)? +40x(x + 1) +1 
Lembre-se que o termo constante de um polinômio é obtido fazendo x = 0, logo: 
r(0) = 780 + 1 = 781 
Gabarito: 781. 


17.(ITA/2015) 


qx, com qj ER, j=0,1,...,15, e as * 0. 


Sabendo-se que i é uma raiz de p e que p(2) = 1, então o resto da divisão de p pelo polinômio 
q, dado por q(x) = x? — 2x? + x — 2, é igual a 


Seja p o polinômio dado por p(x) = 


1 1 
a) 1x2 —L 
5 5 
1 1 
b) =x? +=. 
5 5 
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Comentários 
Em questões que envolvem a divisão de polinômios é sempre útil escrever a seguinte relação: 
p(x) = g(x) + r(x) 
Do estudo dos polinômios, sabemos que o grau de r(x) é no máximo 2, pois q(x) tem grau 


Além disso, como p(x) possui coeficientes reais, temos que se i é tal que p(i) = 0, então 
p(—i) = 0. 
Ele nos fornece p (2), então é conveniente verificar o valor de q(2): 
q2)=8-8+2-2=0 
Ou seja, 2 é raiz de q(x). 


Vamos usar Briot-Ruffini para fatorar q(x): 


Ou seja: 

q(x) = (x — 2)(xº + 1) 
Dessa forma, podemos ver que +i também são raízes de q(x). 
Em resumo, possuímos três informações: 


1- p(2) = g(2)q4(2) +r(2) = 0 > r(2)= 1; 
2- pCi) = gÒÖ4q(i) + rC) = 0 > r(i) = 0; 
3- p(-i) = g(-)q (Ð + r(-i) = 0 > r(-i) = 0. 


Das informações acima, temos que +i são raízes de r(x). Como ele possui grau no máximo 
2, elas são todas as suas raízes. Assim, podemos escrever: 


r(x) = a(x + i)(x — i) = a(x? + 1) 
Da informação 1, temos: 


1 
r(2)=a(2 +1)=1>a=7 


Por fim, temos: 
1 1 
2 
— + mi 
rio = 5X 5 
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18. (ITA/2015) 
Considere o polinômio p dado por p(z) = 18z? + pz? — 7z — ß, em que f é um número real. 


a) Determine todos os valores de 8 sabendo-se que p tem uma raiz de módulo iguala 1 e 
parte imaginária não nula. 


b) Para cada um dos valores de p} obtidos em a), determine todas as raízes do polinômio p. 
Comentários 
Item a: 


Sejam Z, Z e xp suas raízes, em que xp é real e z e Z são complexas conjugadas. Das relações 
de Girard, podemos escrever que: 


—(-—) = xpzã 
A i 

Mas uma de suas raízes complexas não reais possui módulo 1. Do estudo dos complexos, 
temos que: 


z7z= 2 = |z/=1/=1 
Ou seja: 


Como p(xp) = 0, temos: 


(ia) +8(15) -7 (a) -420 


Resolvendo para £, temos: 
p =0o0ouf = 15 ouf = -15 


Item b: 
Para 6 = O: 
p(z) = 1822 — 7z = 0 & z(18z? —- 7) = 0 
z=00uz=+ Ea 
“18 
Para f = 15: 
p(z) = 187º + 1572 — 7z — 15 

Do item anterior, temos que uma de suas raízes é xp = = = 5, 


Usando Briot-Ruffini: 
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5 18 15 —7 —15 
6 
| 18 30 18 0 
Ou seja: 


5 
p(z) = (z — >) (18z? + 30z + 18) 
As raízes de 18z? + 30z + 18 = 0, usando Bháskara, são: 


1 1 
z =z (-5 + iv11) ouz = =C AAT 


Para f = —15: 
p(z) = 18z? — 15z? — 7z + 15 
Do item anterior, temos que uma de suas raízes é xp = = =— E 
Usando Briot-Ruffini: 
—5/6 | 18 —15 —7 15 
| 18 —30 18 0 


Ou seja: 
5 
p(z) = (z + >) (18z? — 30z + 18) 
As raízes de 18z? — 30z + 18 = 0, usando Bháskara, são: 


1 1 
z =e +iV11) ouz = e —iV11) 
Gabarito: a) £ € (0, +15) b) Soluções = fo, +, (5 + ivTT),*(-5 + iVTT), + a 


19. (ITA/2015) 


Seja S o conjunto de todos os polinômios de grau 4 que têm três dos seus coeficientes iguais a 
2 e os outros dois iguais a 1. 


a) Determine o número de elementos de S. 


b) Determine o subconjunto de S formado pelos polinômios que têm —1 como uma de suas 
raízes. 


Comentários 
Item a: 


Primeiramente, temos um problema de análise combinatória. Observe que um polinômio de 
grau 4 possui 5 coeficientes. Desses, três devem ser 2 e dois devem ser 1. 
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Assim, basta escolher dois lugares para colocar os números “1” e, automaticamente, os 
outros três serão ocupados por números “2”. De quantas formas podemos escolher 2 lugares dentre 
5? Do estudo das técnicas de contagem, sabemos que é: 


O=% 


Seja p(x) um polinômio conforme o enunciado. Podemos escrevê-lo, de maneira mais geral, 
como sendo: 


Item b: 


p(x) = aux! + a3x? + ax? + ax + ao 
Se —1 é uma de suas raízes, devemos ter: 
p(—1) = a, — a; + a — a +a = 0 
Ou seja: 
a4 + a2 + do = a3 + a1 

Suponha que os números “1” estejam separados, um de cada lado da igualdade acima. 
Teríamos, por exemplo: 

1+2+2=1+2 
Que é absurdo. Logo, os números “1” devem estar do mesmo lado da igualdade. 
Suponha que eles estejam do lado direito. 
Teríamos, necessariamente: 

2+2+2=1+1 


Que é absurdo. Ou seja, eles devem estar juntos no lado esquerdo da igualdade. Para que 
isso aconteça, temos 3 possibilidades, veja: 


1+1+2=2+2 
1+2+1=2+2 
2+1+1=2+2 
Dessa forma, temos os polinômios: 
p(x) = xt + 2x? +x? +2x +2 
p(x) = xt + 2x? + 2x? +2x +1 
p(x) = 2x4 + 2x? +x? +2x +1 
Gabarito: a) 10 ; b) A = {x4 + 2x? + x? + 2x + 2, x4 + 2x3 + 2x? + 2x + 1, 2x4 + 2x + x? + 
2x +1} 
20. (ITA/2014) 


Considere o polinômio complexo p(z) = z! + az? + 5z? — iz — 6, em que a é uma constante 
complexa. Sabendo que 2i é uma das raízes de p(z) = 0, as outras três raízes são 


a) == 1,1. 
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b) -i,i,1. 

c) —i,i,—1. 

d) —2i,-1,1. 
e) —2i,-i,i. 


Comentário 
Se 2i é uma raiz do polinômio, então: 
pQ)=0>()!+a(2i) + 5(2i)? — i(2i)— 6 = 0 


Resolvendo, temos: 


Assim, o polinômio fica: 
p(z) = zł + iz? + 5z? —iz— 6 
Cuidado! Os coeficientes de p(z) não são reais, então, não podemos garantir de início que 
—2i também é raiz. Verifique que não é. 
Além disso, observe que: 
p(D)=1+i+5-i-6=0 


Ou seja, 1 é raiz de p(z). Vamos usar Briot-Ruffini: 


1 i 5 —i —6 


1 1+i 6+i 6 0 


Usando novamente, agora para 2i: 


1 1+i 6 +i 6 


2i 


1 1+3i 3i 0 


Assim, p(z) fica: 
p(z) = (z — 2) (z — 1)(z? + (1 + 3z + 3i) 
Olhando para o fator z? + (1 + 3i)z + 3i, temos que as raízes são: 
z2+(1+3i)z+3i=0 


-(1+3D)D+V(1-3i)2 —1 -3i + (1 -3i) . 
Zz=————w———— = — c > z=-louz=-d3i 


2 


Gabarito: “a”. 


21. (ITA/2012) 


ĝo Aula 18 - Polinômios 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 18: ITA/IME 2020 


Considere um polinômio p(x), de grau 5, com coeficientes reais. Sabe-se que —2i ei — V3 são 
duas de suas raízes. Sabe-se, ainda, que dividindo-se p(x) pelo polinômio q(x) =x — 5 
obtém-se resto zero e que p(1) = 20(5 + 243). Então, p(—1) é igual a 


a) 5(5 — 243). 
b) 15(5 — 243). 
c) 30(5 — 23). 
d) 45(5 — 243). 
e) 50(5 — 243). 
Comentários 


O enunciado coloca de maneira desorganizada, mas já temos todas as raízes do polinômio, 
pois, se ele possui coeficientes reais, então 2i e —i — V3 também são raízes de p(x), uma vez que 
eles são os conjugados complexos de —2i e i — V3, respectivamente. 


Além disso, q(x) divide p(x), ou seja: 

pl) = 90) —5) > p65) = 9(5):0=0 
Portanto, 5 também é raiz de p(x). 
Como ele possui grau 5, temos todas as suas raízes. Assim, podemos escrever: 

p(x) = a(x — 5)(x — 2i)(x + 2i)(x + (=i — V3)x + (i — 43)) 

Ou ainda: 

p(x) = a(x — 5)(x? + 4) (x? + 23x + 4) 
Do enunciado, temos que p(1) = 20(5 + 2V3), do que segue: 

20(5 + 2v3) = a(1 - 5)(1? + 4)(1? + 2V3 + 4) > a = —1 

Assim, o polinômio fica: 

p(x) = —(x — 5)(x2 + (x? + 2V3x + 4) 
Por fim: 

G Ce a G a 
~ p(—1) = 30(5 — 243) 


unn 
C. 


Gabarito: 


22.(ITA/2010). 


Considere o polinômio p(x) = 51º 5 a,x” com coeficientes ay = —1 e ap = 1 + iđp-1, N = 
1,2, ..., 15. Das afirmações: 
Lo PODER, 


Il. IPI < 4(4 + v2 + v5), vx € [-1,1], 
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III. Ag = Qu, 


é (são) verdadeira(s) apenas 


Il e Ill. 
Comentários 


Primeiramente, vamos tentar conhecer melhor o polinômio fornecido. Para isso, vamos 
calcular seus coeficientes de índices mais baixos usando a, que foi fornecido: 


q =1l+iaç=1-i 
patr- jetri 
m=dados = 
a, = 1 + i(2i) = -1 


Perceba que a; = qo. Disso, temos que os coeficientes começam a se repetir de quatro em 
quatro vezes, pois a lei de recorrência nos garante isso. 


Disso, temos que o polinômio pode ser escrito da seguinte forma: 
p(x) 

= —(1 + x + x8 +x”) + (1 D(x +x? +x? +x) + (2 +i? + 2x8 + xt + xt) + ail? 
+x” + xt! +x") 

Vamos julgar os itens: 

Item l: 

Vamos calcular p(—1): 

p(—1) = (4) + 1- Ð(—4) + 2 + Ð(4) + 2i(—4) = 4(—1—-1+i+2+i-—2i)=0 
Ou seja: 
p(-1) =0€ R 
Portanto, é falso. 
Item Il: 


O primeiro fato para o qual devemos atentar é que x E [—1,1] . Que informação útil isso nos 
traz? Observe que a questão fala sobre módulo. Podemos então afirmar que: 


|x| <1 


Além disso, do estudo dos números complexos, sabemos que, se temos n números 
complexos, podemos afirmar que: 


[+ 25 tetales kilt lalt Ad 


Podemos escrever p(x) como sendo: 
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p(x) = (1 + xt + x8 +x) (—1 + (1 + Dx + (+ Dx? + 2ixº) 

Do que temos: 

IPODI = |1 + x4 + x8 +x? | -1+4+(1+i)x + (2+ Dx? + 2ixº| 
Usando a desigualdade acima, temos que: 

|1 + x4 + x8 txt] 1+ lxt] + |x8] + [xt] 
E ainda: 
|—1 + (1 +x + (2 + Dx + 2ix?| < |1| + | + Dx] + (2 + Dx?] + |2ix*| 

Observe que |x| < 1 > |x”| = |x|” < 1, pois O < |x|. Prove isso por indução. 
Dessa forma, temos que: 

|1 +x +x’ +x? 1l l+ ll +l <1 +1+1+1=4 
E ainda: 


|—-1 + (1 +Ðx + (2 + Dx? + 2ix?| < |1| +I + Ðxl| + |(2 + Ðx?| + |2ix?| 
<1+|1+ilļl+|2+il+ [2il < 1 +vV2+vV5+2<3+vV2+vV5<4+vV2+vV5 


Multiplicando as desigualdades, temos: 

[1 + x4 + x8 +x”? -1+ (1+ Dx + (2 +i? + 21203] < 44 + V2 +45) 
Ou seja: 

IpG)] < 4(4 + V2 + V5) 

Portanto o item é verdadeiro. 
Item III: 
Como os coeficientes se repetem de quatro em quatro, podemos dizer que a, = ag. 
Verdadeira. 


Gabarito: “e”. 


23. (ITA/2008) 


Um polinômio P é dado pelo produto de 5 polinômios cujos graus formam uma progressão 
geométrica. Se o polinômio de menor grau tem grau iguala 2 e o grau de P é 62, então o de 
maior grau tem grau igual a 


30 
32 
) 34 
) 36 
) 38 


a 


o 


) 
) 


O 


O: 


e 


Comentários 
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O fato básico que resolve essa questão é lembrar que o grau do polinômio resultante do 
produto de n outros polinômios é a soma dos graus desses polinômios. Dessa forma, se q é a razão 
dessa progressão, podemos representar os graus por: 


(2,24, 24°, 20°:24°) 
Usando o fato básico, temos: 
2+ 2q + 2q? + 2q? + 27º = 62 > q + q? +q° +q = 30 


Observe que, como os graus de polinômios são números naturais, q também é natural. Dessa 
maneira, o polinômio qf + q? + q? + q é crescente à medida que q cresce, pois é a soma de 
números positivos. 


Vamos calcular o valor desse polinômio para q = 3: 
34 +3? + 3? +3 = 120 > 30 


Ou seja, para todo q natural acima de 3, temos que a soma é maior que 30, do que segue 
que a solução para essa equação, no domínio dos naturais deve ser 1 ou 2. 


Vamos verificar: 
q=1>1"+124+124+1=4%30 
q=2>2*+28+22+2=30 
Portanto, q = 2 é a única solução e o maior termo dessa sequência é 32. 
Gabarito: “b”. 


24. (ITA/2008) 

ë . A . ns 5 4 3 2 = ri Fi 
Considere o polinômio p(x) = açxº + a4x* + a3x? + ax” — a, em que uma das raízes é 
x = —1. Sabendo-se que q4, A2, 43, a, € As são reais e formam, nesta ordem, uma progressão 


PERE 1 E a 
aritmética com a, = >, então p(—2) é iguala 


a) —25 
b) =27 
c) —36 
a) =39 
e) —40 


Comentários 
Se x = —1 é raiz do polinômio, então, temos que: 
p(—1) = —a; + a, — a; + a, — a = 0 
Além disso, como os coeficientes formam uma P.A., temos que os termos da sequência são: 
(as — 2r, a3 — r, a3, a3 + r,a3 + 2r) 
Do que temos que: 
p(—1) = —(a; + 2r) + (a; +r) — az + a3 -r —- az; + 2r =0 >a; =0 
Assim, a sequência fica: 
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(—2r, —r,0,7,27) 


Do enunciado, temos que: 


dy = 2 =r 
Assim, os coeficientes do polinômio são: 
1 
a = —1; a = Z7 = 0; a, = 5:85 =1 


Logo, o polinômio é: 


1 1 
p(x) =x" + Rd — Pi +1 


Por fim: 


p(-2) = (25 +424 -2+1 = -25 


unn 
a. 


Gabarito: 


25. (ITA/2007) 


Um retângulo cujos lados medem B e H, um triângulo isósceles em que a base e a altura 
medem, respectivamente, B e H, e o círculo inscrito neste triângulo. Se as áreas do retângulo, 
do triângulo e do círculo, nesta ordem, formam uma progressão geométrica, então B/H é uma 
raiz do polinômio 


a) m?x? + nm?x? + nx -— 2 = 0. 
b) m?x? +7ºx?+x+1=0. 
c) m?x? — n?x? + nx +2 = 0. 


o 


) 
)nxº-mnêxº+2nx-—-1=0. 
e) xº-2mºxº +1nx—-1=0. 
Comentários 


Primeiramente, vamos estabelecer os termos da progressão geométrica. Sejam eles: 


(A1, A2, A3) 
Do enunciado, temos que: 
A, = BH 
ia BH 
seo 
Disso, observamos que a razão da progressão é z, do que segue que: 
Pam BH 
3 4 


Seja r o raio da circunferência inscrita no triângulo. Disso, temos que: 
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Observe a seguinte figura: 


Dela, podemos escrever que: 


2r 2H 
tg(0) = zE tg(20) = B 


Da trigonometria, temos que: 


2tg(0) 
tg(20) = 1—tg92(0) 
Ou seja: 
mm Z 2rB? 
D r 
B I= 4r B4 — 4r 
B2 


Substituindo r? na equação acima, para simplificar, temos: 


4BH B 1 B 
H (2? -—) = 2rB? sH(5-—) a 2r ($) 
47 H q H 


Elevando ao quadrado, membro a membro, temos: 


JORO 


Substituindo r? novamente, temos: 
By? By 1 1 BH\ (BY? 
A Rad a 
H H) mn nº? 4r) \H 
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Logo: 


B 
Faça A logo: 


Ou ainda: 
nx? — n?x? + 2nx—1=0 


Gabarito: “d”. 


26. (ITA/2007) 


Sendo c um número real a ser determinado, decomponha o polinômio 9x? — 63x + c, numa 
diferença de dois cubos(x + a)? — (x + b)’. 


Neste caso, |a + |b| — c| é igual a 
104. 
114. 

) 124. 
d) 134. 
) 144. 


a) 
b) 
e 
Comentários 
Primeiramente, vamos fatorar a diferença de cubos fornecida. Veja: 
(x +a) — (x + b)? = (a — b)[(x + a)? + (x + a)(x + b) + (x + b)?] 
Para fatorar a diferença de cubos, usamos a seguinte identidade: 
m? =- n? = (m =- n)(m? + mn + n?) 
Continuando o desenvolvimento da diferença de cubos, temos: 
(a — b)[(x + a)? + (x + a)(x + b) + (x + b)?] = 
(a — b) (x? + 2ax + a? + x? + (a + b)x + ab + x? + 2bx + b?) = 
3(a — b)x? + (a — b) (3a + 3b)x + (a — b) (a? + ab + b?) = 
3(a — b)x? + (a — b) (3a + 3b)x + a? — b? 
Ou seja: 
3(a—-b)=9>a-b=3 


(a — b)(3a + 3b) = 3(a — b)(a + b) = —63 => (a — b)(a + b) = —21 
Mas a — b = 3, logo: 
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3(a +b) = -21 > a +b = -7 
Resolvendo para a e b: 
a = -2e b= -5 
Por fim, segue que: 
c = @è — b? = (—2)? — (—5)? > c = 117 
Calculando o que se pede: 
la + |b| — c| = |2 +5 -— 117| = 114 
Gabarito: “b”. 


27.(ITA/2007) 


Seja Q(z) um polinômio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos números complexos, 
cujo coeficiente de z” é iguala 1. Sendo z? + z? + z + 1 um fator de Q(z), Q(0) = 2e Q(1) = 
8, então, podemos afirmar que a soma dos quadrados dos módulos das raízes de Q(z) é igual 
a 


a 


) 
b) 


e e DD o 


) 
d) 
e) 
Comentários 


Primeiramente, sabemos que se z? + z? +z + 1 é um fator de Q(z), podemos escrever a 
seguinte igualdade: 


Q(z) = q(z)(2º +z? +z+1) 
Em que q (z) é um polinômio do segundo grau, pois Q(z) é um polinômio do quinto grau. 
Vamos usar as informações fornecidas: 
Q(0) = 2 => q(0)(0° + 0° +0 +1) =2 > q(0) =2 

Q1) =q) 1? +1?+1+1)=8>q(1)=2 

Como q(0) = q(1) = 2, podemos afirmar que 1 e O são raízes de: 
p(z) = q(z) — 2 
Ou seja: 
p(z) = a(z — 1)z=q(z7)-2 > q(z) = a(z — 1)z + 2 
Se q(z) é de grau 2, logo, p(z) também será. 
Substituindo em Q(z), vem: 
Q(z) = [a(z — 1)z + 2](22 +22 +2+1) 


Dessa forma, observe que a será o coeficiente de z”. Portanto, a = 1. 
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Ou seja: 
Q(z) = (z? -2+2)(2º +z? 4241) 


Queremos Q(z) = 0, o que implica 


2-z+2=0 
Que, resolvendo para z, resulta em 
1+iV7 
Z= E 


Em que z tem o quadrado de seu módulo dado por |z|? = F + (2) = = = 2. Além 
disso, ambas possuem o mesmo módulo pois são conjugadas. 
Ou: 
Z2+272+72+1=0 
Note que z + 1 nesse caso. Perceba que temos uma progressão geométrica de primeiro 
termo 1 e razão z e, como Z + 1, podemos escrever: 
zt—1 
z—1 
Não estamos interessados em saber quais são as raízes dessa equação, apenas no quadrado 
do seu módulo. Então: 


z? +z? +z+1= =0»ə»zł=1 


t= 1> |z| =1 > |z|? = +1 
Mas |z|? > 0. Do que segue que: 
|z]? = 1 
Ou seja, suas três raízes obedecem à relação acima. 
Queremos a soma dos quadrados dos módulos. Temos então: 
Soma dos quadrados dos módulos =2+2+1+1+1=7 
Gabarito: “b”. 


28. (ITA/2006) 


Considere o polinômio p(x) = x? — (a + 1)x + a, onde a E Z. O conjunto de todos os valores 
de a, para os quais o polinômio p(x) só admite raízes inteiras, é 


{2n,n E N}. 
{4n?,n E N}. 
) {6n? — 4n,n E N}. 
d) {n(n + 1),n E€ N}. 
) N 


a) 
b) 


C 


e 
Comentários 


Um passo fundamental para a resolução dessa questão é perceber que p(1) = 0, veja: 
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p) =1? —(a+1):-1+a=1+a-(1+a)=0 


De posse de uma das raízes, que é inteira, podemos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini para 
dividir o polinômio por x — 1: 


1 | 1 0 —a— 1 a 


| 1 1 —a 0 


Logo, podemos escrever: 
p(x) = (x — 1)(x? +x — a) 
Sabemos que uma das raízes de p(x) é inteira. Para que todas sejam, seu fator x? +x — a 
deve zerar para algum n E Z, isto é: 


n2+n-a=0 
Essa equação possui solução geral: 


_—1+Łv1+4a 


n 2 


Ou seja: 
2n + 1 = V1 + 4a > (2n +1)? — 1 = 4a > 2n(2n + 2) = 4a >a =n(n+1) 


Portanto, concluímos que se tomarmos a = n(n + 1), com n E Z, atendemos as condições 
do enunciado. 


Gabarito: “d”. 


29. (ITA/2005) 


No desenvolvimento de (ax? — 2bx+c+ 1)? obtém-se um polinômio p(x) cujos 
coeficientes somam 32. Se 0 e —1 são raízes de p(x), então a soma a + b + c é iguala 


Comentários 
Vamos usar, sucessivamente, as condições que ele nos impôs. 
Condição 1: O é raiz de p(x). 
p0) = (c+1} =0>c+1=0>c=-—1 
Condição 2: -1 é raiz de p(x). 
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p(—1) = (a + 2b)? = 0 => a + 2b = 0 > a = —2b 
Dessa forma, o polinômio pode ser escrito como: 
pœ) = (—2bx? — 2bx)* = (—2b)? (x? + x)” 


Antes de fazer o desenvolvimento de p(x), observe que, dado um polinômio g(x) = apx” + 
“+ ax + ao, temos que: 


g(1) = ap (1)" +eta(D+a=a+t+ta+a 


Ou seja, para calcular a soma dos coeficientes de um polinômio qualquer, basta calcular seu 
valor para x = 1. 


Condição 3: Os coeficientes de p(x), no desenvolvimento, somam 32. 
Conforme visto acima, temos: 
p(1) = (—2b)? (1? + 1)? = 32 > (—2b)* = 


Como b E R, vem: 
2b=12>b l 
== = > =L 
2 


Por fim: 


Gabarito: “a”. 


30. (ITA/2003) 

Dividindo-se o polinômio P(x) = xº + ax! + bx? + cx + 1 por (x — 1), obtém-se resto igual 
a 2. Dividindo-se P(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. Sabendo que P(x) é divisível por 
(x — 2), tem-se que o valor de o é igual a: 

a 


a 
b) - 


O 
a E o 


) 
d) 
e) 
Comentários 
Do estudo da divisão de polinômios, podemos escrever as seguintes equações: 
P(x) = ql) — 1) +2 
P(x) = q) +1) +3 
P(x) = q3 x)(x — 2) 
Perceba que: 
PO) =q(DA-D+2=2 
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P(-D=q(-D(-1+D+3=3 
PQ) = q3(2)2 - 2) = 0 
Ou seja: 
P(1)=1+a+b+c+1=2>a+b+c=0 
P(—1)=—1+a+b-c+1=3>a+b-c=3 
P(2) = 32 + 16a + 4b + 2c + 1 = 0 > 16a + 4b + 2c = —33 
Obtemos, então, o seguinte sistema linear: 


a+b+c=0 
atb-c=3 
16a + 4b + 2c = —33 
Da primeira equação, temos: 
a+b= -=c 


Substituindo na segunda: 
c—c= c= > 


Substituindo c na terceira equação: 


—15 — 8a 
16a + 4b — 3 = -33 > 8a + 2b = -15 > b = ——— 
Ou seja: 
—15-8a 3 
~; q at da=BAs Shao las 
Por fim: 
pa e RG 
E 2 2 
Queremos: 
9 
ab 7 
e são 
2 


Gabarito: “e”. 


31. (ITA/2003) 

Considere o polinômio P(x) = 2x + ax? ++ apx”, cujos coeficientes 2, az, ..., an 
formam, nesta ordem, uma progressão geométrica com razão q > 0. Sabendo que — - é uma 
raiz de P e que P(2) = 5460, tem-se que o valor de (n? — q*)/q! é igual a: 

a) 5/4. 

b) 3/2. 

c) 7/4. 
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d) 11/6. 
e) 15/8. 
Comentários 


Se 2, az, ..., An formam uma P.G., nesta ordem, podemos escrever a n-upla ordenada dos 
coeficientes: 


(2, 2q, «agr 
Substituindo no polinômio: 
P(x) = 2x + 2qx? + + 2q" tx" 
Temos que x = -zé raiz de P(x), ou seja: 


2 n 


e ra ari =a 


Vamos pegar um termo qualquer de coeficiente de índice i de P (- 2); 


Zq + (- 5 o (Digi (51) = (1) E o 


Seja, então, a progressão geométrica de termos b; definidos por: 


E qui-1 
b; = (—1) (-5) 
Note que: 
1 b —b 
P(-7) = bi + ba ++ ba = = 0 S ban = hy 
E 
Isto é: 


q” q” 
(—1) (=5) ==] = (-5) = 1 eq.01 
Note que q > 0, pois o enunciado assim restringe. 


Essa equação é do tipo: 


Aa == | 
Que do estudo dos números complexos, sabemos que somente admite 1 ou —1 como raízes 
reais. Além disso, z = —1 é raiz quando m é par. 


Olhando para a equação 01, a única forma de satisfazer o enunciado é termos 


q 
Asg 
2 >q 


Do que segue que n deve ser par. 
Por outro lado: 

P(2) = 2(2) + 29(2)2 + + 2q™71(2)" = 4 + 4(2q) + + 4(2q)"1 
Seja então a P.G. de termos 
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c; = 429)" 
Sua soma: 
Cn+1 — C1 4(2:2)7" — 4 
PQ) = eg = ——— = 54 ——— = 54 22" = 4096 = 212 
(2) =c +C 2q-1 5460 > DE 5460 > 096 
Ou seja: 


22" = 22 > 2n=12>n=6 
Note que n é, de fato, par. 


Por fim: 


Gabarito: “c”. 


32. (ITA/2002) 


A divisão de um polinômio f (x) por (x — 1)(x — 2) tem resto x + 1. Se os restos das divisões 
de f(x) por x — 1 e x — 2 são, respectivamente, os números a e b, então a? + b? vale: 


a) 13. 
b) 5. 
) 2. 
d) 1. 
10, 


O 


e 
Comentários 
Essa questão requer apenas que escrevamos o que está sendo dito. Veja: 
“A divisão de um polinômio f(x) por (x — 1) (x — 2) tem resto x + 1”, significa: 
fœ) =q) -1)(x-2)+x+1 
“Se os restos das divisões de f(x) por x — 1 e x — 2 são, respectivamente, os números a e 
b”, significa: 
fœ) =q) -1) +a 
f(x) = q2 (x — 2) + b 
Mas, da primeira relação, temos que: 
f2) =q42)(2-1)(2-2)+2+1=3 > f(2)=3 
fO=q(DA-DA-D+HI+HI=2>f1)=2 
Ou seja: 
HDO=qa(DA-D+ra>sfH(D)=aza=2 
f2) =q 2) 2-2)+b>f2)=b>b=3 


Por fim, temos: 
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a? + b? = 2? + 3? = 13 
Gabarito: “a”. 
33. (ITA/2001) 


Sabendo que é de 1024 a soma dos coeficientes do polinômio em x e y, obtido pelo 
desenvolvimento do binômio (x + y)”, temos que o número de arranjos sem repetição de n 
elementos, tomados 2 a 2, é: 


a) 80 


) 
b) 
) 


to 
© 


N 


0 


O 


) 


O: 


100. 
e) 60. 


(æ) 


Comentários 
O enunciado fala sobre soma de coeficientes. 


Antes de sair usando o binômio de Newton, lembre-se que um polinômio P (x, y), obtido pelo 
desenvolvimento de (x + y)”, é da forma: 


P(x,y) = anx” + an-1X"71y ++ ay” 
Assim, observe que: 
P(1,1) = an + an-1 +*+ ao 
Ou seja, se p(x, y) = (x + y)”, a soma de seus coeficientes é dada por: 
p(1,1) = (1+1) =2" 
Do enunciado, temos que: 
2” = 1024 = 2 >n = 10 
Queremos: 
n! 10! 


(n PST “(Go Di RS 


A(n,p) = 
Gabarito: “b”. 


34. (ITA/2000) 


Seja P(x) um polinômio divisível por x — 1. Dividindo-o por x? + x, obtêm-se o quociente 
Q(x) =x? — 3 e o resto R(x). Se R(4) = 10, então o coeficiente do termo de grau 1 de P(x) 
é igual a 


a) —5. 
bj = 
c) —1. 
d) 1. 
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e) 3. 
Comentários 

Se P(x) é divisível por x — 1, podemos escrever: 

P(x) = H(x) (x — 1) 
Do que temos que: 
P(DO=H(DA-D=0>P(1)=0 
Além disso, seja G(x) = x? + x, temos que: 
P(x) = QQO)G (x) + R(x) 


Do estudo dos polinômios, sabemos que o grau do resto, R(x), é menor que o grau de G(x), 
ou seja: 


oR(x) <2 
Do que segue que R(x) é do tipo: 
R(x) =ax+b 
Pois seu grau é, no máximo, 1. 
Sabemos que 1 é raiz de P(x), isso nos fornece: 
P(1) = 0 = Q(1)G(1) + R1) > (1? —- 3)(1? +1) + R(1) > R(1) = 4 


Do enunciado, temos que R(4) = 10. Assim, temos o seguinte sistema: 


= +b=10 

a+b=4 

Resolvendo o sistema para a e b, vem: 
a=2eb=2 


Do que temos: 
P(x) = (x? — 3) (x? + x) + 2x + 2 > P(x) = xt + x? — 3x? -x +2 


Gabarito: “c”. 


35. (ITA/1999) 


Seja p(x) um polinômio de grau 3 tal que p(x) = p(x + 2) — x? — 2, para todo x E R. Se —2 
é uma raiz de p(x), então o produto de todas as raízes de p(x) é: 


a) 36. 
b) 18. 
—36. 
| =18. 
e) 1. 


c) 


o 


Comentários 


Sabemos que —2 é raiz de p(x). Ou seja: 
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p(-2) =0 

Usando a relação fornecida: 

p(-2) = p(0) - (-2} - 2 = p(0) -6 = 0 > p(0) = 6 
Seja p(x) = ax? + ax? + a;x + ap. Disso, temos que p(0) = aq = 6. 
Por outro lado: 

p(x +2)- p(x) =x? +2 
Ou seja: 
az[(x + 2)? — x3] + a[(x + 2)? — x?] + a(x +2 — x) = x? + 2,Vx E R 
Ou ainda: 
az[2(3x? + 4x + 4)] + a, (4x + 4) + 2a; =x? +2 


Das relações de Girard, temos que o produto das raízes é dado por: 


Já temos ay, precisamos de as. 
Note, do lado esquerdo da equação, que podemos obter as através do coeficiente de x?, 
usando a igualdade polinomial: 


1 
== 


Por fim, o produto é dado por: 


Gabarito: “c”. 


36. (ITA/1998) 


Seja p(x) um polinômio de grau 4 com coeficientes reais. Na divisão de p(x) por x — 2 obtém- 
se um quociente q(x) e resto igual a 26. Na divisão de p(x) por x? + x — 1 obtém-se um 
quociente h(x) e resto 8x — 5. Sabe-se que q(0) = 13 e q(1) = 26. Então, A(2) + h(3) é 
igual a: 
a) 16. 
b) Zero. 
c) —47. 
d) —28. 
e) 1. 
Comentários 
Primeiramente, vamos escrever as divisões: 


p(x) = q(x)(x — 2) + 26 
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p(x) = A(x)(xº +x— 1) +8x—s5 
A primeira informação útil se obtém calculando p (2) na primeira equação, veja: 
p(2) = q(2)(2 — 2) + 26 = 26 

Além disso, usando que q(0) = 13: 

p(0) = q(0)(0 — 2) +26 = —-26+26=0 > p(0)= 0 
E ainda, usando que q(1) = 26: 

p(1) =q(1)(1 — 2) + 26 = -26 + 26 = 0 
Se p(x) possui grau 4, podemos dizer que h(x) tem grau 2. Ou seja: 
h(x) = ax? +bx +c 
Usando a segunda equação e os valores de p(x) conhecidos: 
p(2) = h(2)(2? +2 — 1) + 8:2-5 = 26 > 5h(2) = 15 > h(2) = 3 

p(0) = h(0)(0° +0 —1)+8:0 -5 = 0 > h(0) = -5 

p1) = h(1)(1? +1- 1)+8:1-5= 0 > h(1) = -3 
Ou seja: 

h(0) = -5 =a -02 +b: 0c > c = —5 
h(2) = 4a +2b-5=3>2a+b=4 
h(1)=-3=a+b-5>5a+b=2 
Resolvendo para a e b, vem: 
a=2eb=0 
Do que resulta: 
h(x) = 2x? -5 
Por fim: 
h(2) + h(3) = 2: (2? +3?) —-2:5=16 
Gabarito: “a”. 
37. (ITA/1997) 


Sejam p; (x), p2 (x) e ps (x) polinômios na variável real x de graus n4, nze ns, respectivamente, 
com n, > N, > Nz. Sabe-se que p;(x) e p(x) são diviseis por p(x). Seja r(x) o resto da 
divisão de p, (x) por p> (x). Considere as afirmações: 


l. r(x) é divisível por ps (x). 

IR pi(x) — 1/2p>(x) é divisível por ps (x). 
Ii. p r(x) é divisível por [ps (x)]2. 
Então, 

a) Apenas le Il são verdadeiras. 

b) Apenas Il é verdadeira. 
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c) Apenasle Ill são verdadeiras. 
d) Todas as afirmações são verdadeiras. 
e) Todas as afirmações são falsas. 
Comentários 
Interpretando, matematicamente, o enunciado, temos: 
pix) = q (x)pz (x) 
p2(x) = qo(x)ps(x) 
pı (x) = ql) x) + r(x) 
Vamos então julgar os itens. 
Item l: 
Substitua py (x) e p2(x) na terceira equação pela primeira e segunda equações: 
qıp: x) = qœ)l p] + (x) > r) = plaa) — q2(0)] 
Ou seja, r(x) é divisível por gs (x). 
Verdadeiro. 
Item Il: 


Basta manipular a primeira e a segunda equação: 


pio) = >pa0) = IO NORT TO AOAOINA 
Ou seja, p; (x) — T72 (x) é divisível por pa (x). 
Verdadeiro. 
Item III: 
Vamos multiplicar a terceira equação por p, (x): 
pi) = qp C)pa (0) + py Cr (x) 
Usando a primeira e a segunda equação: 
qi C)p3 6) = qu C)go (0)p3 0) + p r) 
Ou seja: 
p3 CO Ta? 0) — qC)a 6)g2 09] = pior (o) 
Do que temos que p? (x) divide p4 (x)r (x). 
Verdadeiro. 
Gabarito: “d”. 


38. (ITA/1995) 


A divisão de um polinômio P(x) por x? — x resulta no quociente 6x2 + 5x + 3 e resto —7x. O 
resto da divisão de P(x) por 2x + 1 é igual a: 
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a) 1. 
b) 2. 
C) 3, 
d) 4. 
e) 5. 


Comentários 
Escrevendo o que foi dado no enunciado, vem: 
P(x) = (6x2 + 5x + 3)(x2? — x) — 7x 
Queremos analisar a divisão: 
P(x) = q(x)(2x + 1) + r(x) 
Do estudo das divisões de polinômios, sabemos que: 
ðr < (2x +1) 


Do que segue que: 


Ou seja, r(x) =a,a ER. 


Note ainda que: 


Ou seja: 


Gabarito: “e”. 


39. (ITA/1995) 


Sabendo-se que 4 + iV2 e V5 são raízes do polinômio 2x5 — 22x4 + 74x? + 2x? — 420x + 
540, então a soma dos quadrados de todas as raízes reais é: 

a) 17. 
b) 
) 

d) 23. 
e) 25. 
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Comentários 


Observe que o polinômio possui apenas coeficientes reais, do que temos que 4 — iv2 
também é sua raiz. 


Disso, temos que o polinômio é divisível por: 

(x — 4 + iV2)(x — 4 — iV2) = x? — 8x +18 
Como V5 é raiz do polinômio, ele também é divisível por: 

(x — 5) 
Seu coeficiente líder é 2, de forma que podemos escrevê-lo como: 
p(x) = 2(x? — 8x + 18)(x — V5)(x? + ax + b) 

Uma vez que dp = 5. 
Como p(0) = 540, temos: 

p(0) = 2-18- (—V5) -b = 540 > b = -3V5 
Além disso, vamos calcular p(1): 

p(1) = 2 — 22 + 74 + 2 — 420 + 540 = 176 
Do que resulta que: 

p(1) = 2:11: (1-vV5)(1 -3V5 +a) = 176 > 1- 3V5 +a = -2 — 2V5 
Ou seja: 
a=-3+5 
Dessa forma, p(x) fica: 
p(x) = 2(x? — 8x + 18)(x — V5)(x2 + (—3 + V5)x — 3/5) 
Resolvendo: 
x? + (—3 + V5)x — 3/5 = 0 
Temos x = 3 ou x = —V5. 
E por fim: 
32 + (-V5) + (V5) =19 


Gabarito: “b”. 


40. (ITA/1977) 


P(x) é um polinômio do 5º grau que satisfaz as condições P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = 
P(5) = 1 e P(6) = 0. Calcule P(0). 


Comentários 
Esse tipo de questão é clássico. 


A ideia é criar um polinômio auxiliar da seguinte forma: 
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Q(x) = P(x) — 1 
Criamos esse polinômio baseado no fato de que P(1) = --: = P(5) = 1. Se o enunciado 
estabelecesse, por exemplo, que: 


P(1) = 1,P(2) = 2, ...e P(5)= 5 
O polinômio mais conveniente seria: 


Q(x) = P(x) — x 
O objetivo é sempre saber quais são as raízes do polinômio auxiliar e usar isso a seu favor. 


Veja que 1, 2,3,4 e 5 são todas as raízes desse polinômio, pois o grau de P é 5. Disso, podemos 
escrever que: 


QC) = a(x — Dx — 2)(x — 3)(x — )(x — 5) 
Onde a E R. 
Além disso: 
Q(6) = P(6)—-1=0-1= -1 
Ou seja: 
Q(6) = a(6— 1)(6 - 2)(6 -= 3X(6 - 4)(6 - 5) = 5!a >a = -5 
Do que segue que: 


00) =- EE- DE-DE- DE- A-5) 
Da definição, temos que: 
P(x)=Q(x)+1= -Że — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4)(x — 5) +1 
E, por fim: 
P(0) = -2 (0 — 1)(O— 2)(0 —-3)(0 -40 — 5) +11 = r (-5!)+1=2 
Gabarito: P(0) = 2. 


QUESTÕES IME COMENTADAS 


41. (IME/2019) 
Seja a inequação: 
6x4 — 5x? — 29x? + 10x < 0 


Seja (a, b) um intervalo contido no conjunto solução dessa inequação. O maior valor possível 
parab—aé: 


a) 2 
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b) 13/6 
c) 1/3 
d) 5/2 
e) 8/3 
Comentários 
Inicialmente, devemos fatorar a expressão do polinômio: 
p(x) = 6x! — 5x? — 29x? + 10x = x(6xº — 5x? — 29x + 10) 


Para simplificar a expressão do terceiro grau podemos aplicar o teorema das raízes racionais. 
Os números divisores do coeficiente a, = 10 são (+1; +2; +5; +10}, vamos verificar se há alguma 
raiz inteira: 


Para x = 1: 
6(1)? — 5(1)? — 29(1) + 10 = 6 — 5 — 29 + 10 = —18 
Para x = —1: 
6(—1)? — 5(—1)? — 29(—1) + 10 = —6 — 5 + 29 + 10 = 28 
Para x = 2: 
6(2)? — 5(2)? — 29(2) + 10 = 48 — 20 — 58 + 10 = —20 


Para x = —2: 
6(—2)? — 5(—2)? — 29(—2) + 10 = —48 — 20 +58 + 10 = 0 
Portanto, x = —2 é raiz. Podemos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini: 
-2 | 6 -5 -29 10 
| 6 i7 $ 0 


Assim, encontramos: 
p(x) = x(x + 2)(6x? — 17x + 5) 
Para simplificar a expressão do segundo grau, basta encontrar suas raízes: 


3 17 +169 17+13 5 1 
bx — 17x + 5 = 0 > x = ——————— = = — ou— 


12 12 2 3 
p(x) = x(x + 2) (=>) (x =) 


Vamos fazer o estudo do sinal: 
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Desse modo, para p(x) < 0, devemos ter: 


15 
x E (—2,0) U (5.5) 
Como (a, b) está contido no conjunto solução e queremos que b — a seja máximo, então: 
Se (a,b) = (—2,0): 
b-a=0-(-2)=2 


Se (a,b) = (5,5): 


2 


Portanto: 


Gabarito: “b”. 


42. (IME/2019) 


Sejam x,,X> € x3 raízes da equação x? — ax — 16 = 0. Sendo a um número real, o valor de 
x? + x5 + x3 é igual a: 


a)32-a 
b) 48 — 2a 
c) 48 

d) 48 + 2a 
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e)32 +a 
Comentários 


A questão pede para calcular o valor da expressão x? + x3 + x3, sendo x4, x2, X3 raízes da 
equação x? — ax — 16 = 0. Notando a presença do termo cúbico na equação, podemos substituir 
as raízes nessa equação e encontrar: 


xi —axı—16=0 
x; — ax, —16=0 
x3 — ax; — 16 = 0 
Somando as equações: 
(x? + x3 + x3) — a(xı + x3 +x3)— 48 =0 
Pelas relações de Girard, obtemos: 
x +X, + x3 = 0 


x? + x3 + x3 = a(x +x + x3) +48 
mm 
0 


x? + x5 + x5 = 48 


Portanto: 


Gabarito: “c”. 


43. (IME/2019) 


Seja o polinômio q(x) = x! — 8x? + 6x? + 40x + 25 + k que possui valor mínimo igual a 
—64, onde k é uma constante real. Determine as raízes de q(x). 


Comentários 


Antes de encontrarmos as raízes de q(x), devemos calcular o valor de k tal que o mínimo de 
q seja —64. Podemos resolver essa questão de vários modos. Veja: 


Método 1) Derivada 
Derivando o polinômio e igualando a zero: 
q (x) = 4x? — 24x? + 12x +40 = 0 
> q(x)=4(xº-6x2+3x+10)=0 


As soluções dessa equação são os pontos de máximos e/ou mínimos locais do polinômio. 
Note que x = 2 satisfaz a equação: 


q' (2) = (2) — 6(2} + 3(2) +10 =0 


Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini em q' (x), obtemos: 
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| a -4 a 0 
q (x) = 4(x — 2)(x? — 4x — 5) 
Fatorando q (x): 
q' (x) = 4(x — 2)(x — 5)(x + 1) 


Logo, x = —1 e x = 5 também são raízes. Substituindo esses valores em q(x), temos: 
q(—1) =(-1)*—- 8(—1)? + 6(—1)? + 40(—1) +25 +k 
q(-1) =k 
q(2) = (2)* — 8(2)? + 6(2)? + 40(2)+25+ k 
q(2)=k +81 


q (5) = (5)* — 8(5)º + 6(5)? + 40(5) + 25 + k 


Como q(2) > q(—1) = q(5), temos que q(—1) e q(5) são os mínimos do polinômio. Assim, 
temos: 


(1) = q(5) = 
Precisamos calcular as raízes do seguinte polinômio: 
q(x) =x! — 8x? + 6x2 +40x +25 +k 
q(x) = x! — 8x? + 6x? + 40x — 39 


Perceba que x = 1 e x = 3 são raízes de q(x). Logo, podemos aplicar Briot-Ruffini: 


1 1 —8 6 40 —39 
3 1 = —1 39 0 
1 —4 —13 0 


> |q (x) = (x — 1)(x — 3)(x? — 4x — 13) 


Solucionando a equação quadrática, encontramos: 


E O E E E 
2 2 
>x =2 + V17 
Portanto, as raízes o polinômio q(x) são dadas por: 
S = {1; 3; 2 — V17; 2 + V17} 
Método 2) Fatoração 


Sabendo que (x — 2)! = x! — 8x? + 24x? — 32x + 16, podemos usar essa relação para 
fatorar q(x). Completando-se os quadrados e fatorando q(x), obtemos: 
q(x) = xt — 8x? + 6x? + 40x + 25 +k 
Nm — ~ 
24x2-18x2 —32x+72x 16+9 
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q(x) = x! — 8x? + 24x? — 32x + 16 — 18x? + 72x + 9 +k 


—72+81 
q(x) = (x — 2)f — 18 (x? — 4x +4) +81 +k 
(2-2) 
q(x) = (x — 2) — 18(x — 2) +81 +k 
[(x—2)2-9]?2 


q(x) = [(x-22 - 9] + k 


(x-2-3)(x-2+3) 

Assim, encontramos a forma simplificada de q(x): 
> 
Dado que [(x — 5)(x + 1)]? > 0, temos: 
[e -5+ D? 0S [@ -5 +1] +k > k 

> q(x) >k 

Como Qmin(x) = —64, devemos ter k = —64. Logo: 
q(x) = [= 5)(x + 1)]? — 64 
Fatorando q(x): 
q(x) = [lx — 5)(x + 1) — 8][(&œ — 5)(x + 1) + 8] 
q(x) = (x? — 4x — 13) (x? — 4x + 3) 


> |q (x) = (x? — 4x — 13) (x — 3)(x — 1) 


S={1; 3; 2—vV17;2+vV17} 
Gabarito: S = {1; 3; 2 — V17; 2 + V17} 


Raízes: 


44. (IME/2018) 


Seja P(x) o polinômio de menor grau que passa pelos pontos A(2, —4 + 3V3), B(1,3V2 — 2), 
C(V2, V3) e D(N3, V2). O resto da divisão de P(x) por (x — 3) é: 

f) 8V3 -5V2 — 6. 

g) 6V3 — 4V2 = 1. 

h) 9V3 — 8V2 - 2. 

i) 4v3 — 10V2 - 3. 

j) 4v3 - V2 - 2. 

Comentários 


Essa questão requer uma técnica especial chamada de Polinômio Interpolador de Lagrange. 
Queremos responder à seguinte pergunta: 
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Dados 4 pontos no plano, qual o polinômio de menor grau que passa por esses quatro 
pontos? 
A resposta é o polinômio abaixo, dado por: 
P(x) = pa (x) + psx) + polx) + ppo (x) 
A estratégia para montar esse polinômio é a seguinte: 
Sabemos que P(2) = —4 + 3V3. Ou seja: 
P(2) = pa(2) + pa (2) + pc (2) + pp(2) = —4 + 3V3 
Vamos construir as parcelas de modo que pg(2) = pc(2) = pp (2) = 0 e p4 (2) = —4 + 
3/3. E de maneira análoga: 
pa(1) = po(1) = poll) = 0 e pg(1) = 3/2 —2 
pa(V2) = ps(N2) = po(N2) =0e po(V2) =3 
pa(V3) z ps (V3) = pe(V3) =0e po(N3) =2 
Perceba que, por exemplo para p4 (x), temos pelo menos três raízes: 
1, V2 e V3 


Ou seja, seu grau é no mínimo 3. Veja que isso ocorre para as outras parcelas também. 


Assim, sabemos, por exemplo, que p4 (x) = a(x — 1)(x — V2)(x — V3). Queremos ainda 
que: 


pa2) = a(2 — 1)(2 — V2) (2 — V3) = —4 + 3v3 
Ou seja: 
T —4 + 3V3 
"= DeC) 

Do que temos: 
(—4 + 3/3) (x — 1) (x — V2) (x — 3) 
— e-De-e-3) 
Seguindo o raciocínio que foi feito acima para as outras parcelas, temos que: 
(3V2 — 2) (x — 2) (x — VZ) (x — V3) 
= @-D(1-v2) (1-43) 

CEE m A), 

(V2)(x — 2)(x — Dx — V2) 


pa(x) = 


pe(X) = 
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Queremos o resto da divisão de P(x) por (x — 3). Como o grau de x — 3 é 1, o grau do resto 
é zero, do que temos: 


P(x) = q(x)(x — 3) +r 
Para calcular r, vamos calcular P (3), veja: 
PG)=q(3)3-3)+r=r 
Já temos P(x), basta calcularmos cada parcela para x = 3, veja: 


(4+ 3V3) - D8 -VDB -V3 _ R 
O DO DE = —3V2 + 203 + 5V6 — 12 
(3V2 - 2)(3 —- 2)(3 — V2)(3 — 3) = 

a -2(1-vV2)(1-73) 


3G -28 - D3 - V3) 


pe(3) = — 103 


O 5 ESTE a E AA 
pp(3) = WDG-DE-DE-ND ,, mi-av3-0V6 


(V3- 2)(N3 = 1)(W3- V2) 
Dessa forma, temos que: 
P(3) = pa(3) + ps (3) + pc(3) + pp(3) = —6 — 5V2 + 8V3 
Gabarito: “a”. 
45. (IME/2015) 


Qual o resto da divisão do polinômio x2º — x2º — 6x2! + 5x4 — 16x? + 3x? pelo polinômio 
x? — 3x? — x + 3? 


Comentários 
Primeiramente, perceba que: 
x? — 3x? — x +3 = x? (x — 3) — (x — 3) = (x? — 1)(x — 3) = (x — 1)(x + 1)(x — 3) 
Suas raízes são dadas por: 
(x— 1)(x+1D)(x— 3) =0 
Ou seja: 


x=1,x=-loux=3 


ĝo Aula 18 - Polinômios 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 18: ITA/IME 2020 cd 


Seja p(x) = x28 — x? — 6x24 + 5x! — 16x? + 3x? e g(x) = x? — 3x? — x + 3. Do estudo 
da divisão de polinômios, vem: 


p(x) = q(x)g (x) + r(x) eq.01 
E ainda temos da análise do grau que: 
ðr <0g=3 
Vamos supor então que r(x) = ax? + bx + c. 
Da eq. 01, temos que: 

POD = q(Dg(D) +r) =40):0 +r) =r) >p0)=r1) 
pes toe Drs qe) OR Der Spar) 
p(3) = 4(3)g 3) + rG) = 463) : 0 +r) =7(3) > p8) =7(3) 

Vamos então calcular p(1),p(— 1) e p(3). 
Mas antes disso, perceba que: 
p(x) = x?! — x? — 6x! + 5x4 — 16x? + 3x? = x?4 (x? — x — 6) + x? (5x? — 16x + 3) 
Ou ainda: 
p(x) = x” (x + 2)(x — 3) + x? (5x — 1)(x — 3) = x? (x — 3)[x22(x + 2) + 5x — 1] 
Ou seja: 
p(x) = x? (x — 3)[x22(x + 2) + 5x — 1] 
Fica óbvio, então, que: 
p(3) = 0 
Além disso, temos: 
p(D=12:(1-3)-[12(1+2)+5-1]=-14 

PLDs (DCD) -5=1]-20 
Assim, temos que: 

p(3)=r(3)=0=a:32+b:3+c>9)+3b+c=0 

p(D=r(1)=-14=a1º+b-1+c>a+b+c=-14 

p(-D=20=a(-1)2+b-(-D+c>a-b+c=20 

Que resulta no sistema: 


9a+3b+c=0 
at+b+c=-14 
a-b+c=20 
Somando a segunda e a terceira equação, vem: 
2a+2c=6>Da+c=3 
Substituindo a + c na segunda equação, temos: 


3+b=-145b=-17 
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Subtraindo a primeira da terceira equação, vem: 
a—b+c-—(9a+3b +c)= 20 -— 0 > -8a — 4b = 20 > -5 — b = 2a 
Ou seja: 
-5 -— (-17)= 2a >a=6 
Por fim: 
a+c=3>6+c=3>c=-3 
Dessa maneira, obtemos: 
r(x) = 6x? — 17x — 3 

Gabarito: “d”. 


46. (IME/2012) 


Considere o polinômio 5x? — 3x? — 60x + 36 = 0. Sabendo que ele admite uma solução da 
forma Vn, onde n é um número natural, pode se afirmar que: 


LE<nas 

6<n<10 
) 10<n<15 
d) 15 < m< 20 
| 20<n<30 


a 
b 


) 
) 
e 
Comentários 
Vamos fatorar o polinômio. Perceba que: 

5x3 — 3x? — 60x + 36 = 0 > x? (5x — 3) — 12(5x — 3) = 0 
Ou seja: 

(5x — 3)(x? — 12) = 0 


Disso, temos que: 


5 3=0> = 
x = x= 


x? —12 = 0 > x = +V12 
Note que, das raízes encontradas, a única da forma Vn, com n E N é x = V12. 
Ou seja, n = 12. 


Observação: Que lição podemos aprender com essa questão? Podemos aprender que, 
quando se é questionado acerca das raízes de uma equação, às vezes, pode ser frutífero tentar 
fatorar o polinômio. Por isso, treine bastante fatoração. 


ll 


Gabarito: “c”. 


47. (IME/2011) 
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Seja p(x) uma função polinomial satisfazendo a relação p(x)p (=) = p(x) + PO. Sabendo 
que p(3) = 28, o valor de p(4) é: 

a) 10 
b) 


e) 65 


) 
d) 55 
) 
Comentários 


Primeiramente, vamos escrever a relação dada de outra forma: 
1 1 1 1 
p(x)p ( =) p(x) +p ( =) p(x)p ( ~) p(x) -p (=) 
Ou ainda: 


xof) =op- 


Do que temos: 


l[p(x) — 1] [o (=) — 1] = 1 eq.01 


Faça p(x) — 1 = g(x), do que temos, da equação 01: 


g(x)g C =] 


Seja g(x) = anx” +a, gx! +-..+a;x + ap. Temos então: 


1 1 1 1 
a (5) = dn (a) + Gus a) teta (o) ro 


Substituindo na equação 01: 


[anx" + aux! + ee + ax + a] [om (=) + Gr (=) ++ E) + a| = 
Multiplicando ambos os lados por x”: 
[8,8 + po +- + ax tala, + axe rag” + aox"] = x” 
Note que o termo independente, pelo lado esquerdo, é dado por: 
agan 
E do lado direito, todos os coeficientes são zero, à exceção do coeficiente de x”. Ou seja: 
aoan = 0 
Como se supõe a, + 0, temos: 
aq =0 


Do que resulta: 
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[anx" + aņn-1x"t + + axa, + an-1x + tax] =x" 
Repetindo o processo, vemos que o coeficiente do termo x, pelo lado esquerdo, é: 
ajan = 0 
Ou seja: 
a =0 
Repetindo esse processo, ordenadamente, obtemos: 
anX” ` an = xX" > až = 1 > ap = 1 
Assim: 
90%) = dx" > p(x) = dx" +1 
Do enunciado: 
p(3) = 28 > +3” + 1 = 28 > 3” = 27 


Como 3 > 0, devemos ter 3” > 0, ou seja, devemos descartar a possiblidade p(x) = —x” + 


Além disso, veja que: 
3t=27= 3; 
Como a função exponencial é injetora, devemos ter n = 3 como única solução possível. 
Por fim: 
p(x) =x? +1 
Do que segue: 
p(4)=4+1=65 


Gabarito: “e”. 


48. (IME/2011) 


Sejam o polinômio e conjunto p(x) = 2x? — 3x? + 2 e os conjuntos A = fp(k)/k E Nek < 
1999, B = {r?° +1 /r E N} e C = {q? + 2/q E N}. Sabe-se que y = n(A N B)-n(AN C), 
onde n(E) é o número de elementos do conjunto E. Determine o valor de y. 


Obs.: Né o conjunto dos números naturais. 
Comentários 
Vamos analisar cada conjunto separadamente. 
Conjunto A N B: 
2k? — 3k? + 2 = r? +1 > 2k? — 3k? +1 =r? 
Fatorando o lado esquerdo da equação, temos: 
(k — 1}? (2k — 1) = r? 
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Como estamos tratando o conjunto dos números naturais, temos que ou k = 1, do que 
teríamos k = 0, ou k + 1 e 2k — 1 um quadrado perfeito. Veja que (k — 1)? é quadrado perfeito 
para todo valor de k, então, não precisamos nos preocupar em analisar esse fator. 


Seja 2k — 1 = m?. 
Do fato de k E A, disso: 
0 < k < 1999 > 0 < 2k — 1 < 3997 > 0 < m? < 3997 


Lembre-se que 2k — 1 é ímpar, então m? é um quadro de um ímpar. Como m? é um 
quadrado ímpar compreendido entre 0 e 3997, veja que: 


r <63 
Pois: 
63º = 3969 


Logo, queremos os quadrados de 1,3, ...,63. Temos, portanto, 32 elementos. Lembrando do 
caso k = 1, temos mais um caso. Logo: 


n(ANB)=32+1=33 
Conjunto ANC: 
2k? — 3k? + 2 = q? + 2 > k? (2k — 3) = q? 


Note que k? é quadrado perfeito para todo valor de k, do que temos que analisar somente 
2(k — 1) — 1 que é ímpar. 


Seja 2(k — 1) — 1 = n°. 
Do fato de k E 4, temos: 
0 < k < 1999 > 0 < 2k — 3 < 3995 > 0 < n? < 3995 


Queremos então os quadrados ímpares entre 0 e 3995. Como no item acima, temos os 
quadrados de 1,3, ..., 63. 


Temos ainda o caso k = 0, que é quando q = 0. Logo: 
n(A NC) =32+1=33 
Por fim: 
y=n(ANB)-n(ANC)=33-33=0 
Gabarito: y = 0. 


49. (IME/2001) 


Considere o polinômio de grau mínimo, cuja representação gráfica passa pelos pontos 
P, (—2, —11), P (—1,0), PAM e P,(2,9). 


a) Determine os coeficientes do polinômio. 
b) Calcule todas as raízes do polinômio. 
Comentários 


Item a: 
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Observe que, dado um polinômio P(x), temos quatro equações dados quatro pontos. Isto é, 
ao substituir os pontos, teremos um sistema linear com quatro equações e n + 1 incógnitas 
(ao, ---, An), onde n é o grau de P(x). 


Do nosso estudo de sistemas de equações, sabemos que, para que esse sistema seja 
candidato a ser possível, seu número de incógnitas deve ser, no máximo, igual ao número de 
equações disponíveis. 


Disso, temos que: 
n+1<43n<3 
Suponha então: 
P(x) = ax? + bx? +cx+d 
Calculando P(x) nos pontos dados, temos: 
P(—2) = —11 = -8a + 4b- 2c +d 
P(—1)=0=—a+b-c+d 
P(1)=4=a+b+c+d 
P(2)=9=8a+4b+2c+d 
Disso, temos o sistema linear: 


—8a + 4b — 2c + d = —11 
—a+b-c+d=0 
a+b+c+d=4 

8a+4b+2c+d=9 


Somando a segunda e a terceira questão: 

2b+2d=45b+d=25d=2-b 
Somando a primeira e a quarta equação: 

8b + 2d = —2 > 4b + d = —1 

Dessas equações, temos: 

4b +2 — b = —1 > 3b = -3 > b = —1 
Do que resulta: 

d=2-(-1)=3 
Substituindo esses valores na segunda equação: 
-a-1-c+3=0>54a+c=25c=2-a 
Substituindo na quarta equação: 
8a+4:(-)+2c+3=9584+2c=10>4a+c=5 
Logo: 
4a+2-a=55304=354=1 


Do que temos: 
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c=2-1=1 
Logo, o polinômio possui grau no mínimo 3 e é dado por: 
P(x) =x? — x? +x+3 
Item b: 


Note que, do enunciado, temos que —1 é uma de suas raízes. Usando Briot-Ruffini, vem: 


—1 | 1 —1 1 3 


| 1 —2 3 0 


Ou seja: 
P(x) = (x + 1)(x? — 2x + 3) 
Resolvendo a equação: 
x? —2x+3=0 
Temos: 
get 
Gabarito: Item a) a = 1; b = —1; c = 1 e d = 3 Item b) {—1, 1 + vV2i} 


50. (IME/2001) 


Determine todos os números inteiros m e n para os quais o polinômio 2x™ + a?” x™-3" — qm 
é divisível por x + a. 


Comentários 
Ser divisível por x + a é equivalente a dizer que —a é sua raiz. Disso, temos que: 
2(-a)” + a?” (—a)™?" — a™ = 0 
Ou ainda: 
2(— Da” + a?” (—1)™ 3" a™3" — gm = 0 
Se a = 0, isso é válido para todo m e n tais que: 
m>0 
Pois os expoentes de um polinômio são positivos ou nulos e ainda: 
m > 3n 
Pelo mesmo motivo. 
Se a + 0, temos que: 
2(—1)”a™ + a?” (—1) qr 3n — a™ = 0 > 2(—1)™ + (—1)"™3" = 1 
Suponha que m é ímpar. Então: 
(—1)” = —1 


Ou seja: 
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—2 + (—1)™?” = 1 > (1)? =3 

O que é absurdo, pois o lado esquerdo da equação vale +1. 
Suponha, então, m par. Logo: 

nm = 
Do que temos: 

ti rats) r=(-1) 
Ou seja: 
m-3In=il>m=3n+1 

Note que, se n é par, m é ímpar. Logo, n é um inteiro ímpar qualquer e m é tal que: 

m=3n+1 


Perceba, ainda, que m > 0, pois os expoentes de um polinômio são sempre positivos ou 
nulos. Disso: 


pa 


m>053n+4+1>2053n>-—- 


Ww 


Mas n é inteiro, logo: 
n>0 
Por fim: 
m=3n+1 
Com n inteiro ímpar positivo. 


Gabarito: m = 3n + 1, com n inteiro ímpar positivo, sea + 0em > 0em > 3nsea = 0. 


51. (IME/2000) 


Determine o polinômio em n, com no máximo 4 termos, que representa o somatório dos 
quadrados dos n primeiros números naturais. 


n 


Comentários 


Para você aumentar sua caixa de ferramentas em soluções de questões, vamos apresentar 
uma técnica chamada “perturbação de somatório”. 


Vamos olhar para o seguinte somatório: 


2,0 +13 


Desenvolvendo o termo (k + 1)?, temos: 
(k +1) =k? +3k? +3k+1 
Ou seja: 
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n 
Xa +3k? +3k +1) 
k=1 
Das propriedades de somatório, temos que: 


n n n n n n 
D+ = q +3k? +3k+1) =) K +3% k +3% k+) 1 
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 


A grande sacada dessa técnica é perceber que: 


n n+1 n 
D+ == k? +(n+1}8 -1 
k=1 k=1 k=1 
Ou seja: 
n n n n n 
M a D +3% k +3% k+% 1 
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 
Logo: 
n n n 
(n+13-1=35 +35 k+51 
k=1 k=1 k=1 


Do nosso estudo de P.A., temos: 


- +1 
yeaa 


k=1 

E ainda: 

n 

X 1=1+1+ pisa 

k=1 
Logo: 

n 
4 13-1=3) e3 EDn 


k=1 
Resolvendo para È}_4 Kĉ: 


n 
1 
> = (20º 4+3nº +n) 
k=1 


Que é um polinômio com no máximo quatro termos. 


Gabarito: -(2n3 +3n? +n). 


52. (IME/1999) 


Seja o polinômio P(x) de grau (2n + 1) com todos os seus coeficientes positivos e unitários. 
Dividindo-se P(x) por D(x), de grau 3, obtém-se o resto R(x). 
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Determine R(x), sabendo-se que as raízes de D (x) são raízes de A(x) = x! — 1 e que D(1) + 
0. 


Comentários 
Antes de tudo, observe que: 
A(x) = xt — 1 = (x? — 1)(x? + 1) = (x — 1)(x + 1)(x? + 1) 
Como D(1) + 0, devemos ter, necessariamente: 
D(x) = a(x + 1)(x? + 1) > D(x) = a(x? +x? +x +1) 


Veja que o coeficiente líder de D(x), a, é irrelevante para o estudo da divisão desses dois 
polinômios, do que vamos assumir, sem perda de generalidade: 


a=1 
ED(x) =x? +x? +x+1. 
Veja que, como os coeficientes de P(x) são unitários positivos, devemos ter: 
PlO)=xM4tqN4.t+x+1 


Perceba que, da esquerda para a direita, sempre podemos formar blocos de quatro termos 
da seguinte maneira: 


x(x? +x? +x+1) 


Note que P(x) é formado por 2n + 1 + 1 = 2(n + 1) monômios. Devemos, então, analisar 
a divisibilidade de 2(n + 1) por 4, pois a ideia é sempre formar blocos de 4 monômios de P(x). 


Um número par pode deixar resto 0 ou resto 2 na divisão por quatro. Verifique! 
Disso, temos duas possibilidades: 


12 possibilidade: 2(n + 1) deixa resto zero na divisão por quatro, isto é, n +1 é par e, 
portanto n e ímpar. Nesse caso, conseguimos formar blocos de quatro monômios, do que segue que 
R(x) = 0. 


22 possibilidade: 2(n + 1) deixa resto 2 na divisão por quatro, isto é, n + 1 é ímpar e, 
portanto n é par. Nesse caso, não conseguimos formar blocos com quatro monômios pois sobram 
os últimos 2 termos de P(x), x + 1. 


Do que segue que R(x) =x + 1. 


Gabarito: R(x) = x + 1, se n é par; R(x) = 0, se n é ímpar. 


53. (IME/1998) 


Determine «,f e y de modo que o polinômio, æxY*t + xY + 1, racional inteiro em x, seja 
divisível por (x — 1)? e que o valor numérico do quociente seja igual a 120 para x = 1. 


Comentários 
Se (x — 1)? divide o polinômio dado, temos que x — 1 divide o polinômio duas vezes. Usando 
Briot-Ruffini: 


1 | d B 0 E 0 1 
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1 | a B+a B+a a B+a | B+a+1 
a 2a + B 3a + 26 = (y + 1)a 
+yB 


Disso, devemos ter: 
l a+8B+1=0 
V+Da+y6=0 
Pela divisão exata. 


Resolvendo para £ e y, vem: 


Da divisão realizada acima, temos que: 
q(x) = ax! + (2a + B)x "+ + [Ja + (y — DB] 
Substituindo os valores de y e 6, vem: 
q(x) = axt + (a — 1)x 2 + -+1 
Do enunciado, temos que: 
q) =a+(a-D)+-+1 = 120 


Note que temos uma P.A. de a termos e razão 1, do que segue que: 


a(a + 1) 5 
—2 12054 +a-Z40=0 
Resolvendo para g, temos «a = 15 ou a = —16. Como a > 0, segue que a = 15. 


Por fim: 
B =—1-— 15 = —16 
y=15 
Gabarito: æ = 15; $ = —16;y = 15. 
54. (IME/1997) 


Determine o resto da divisão do polinômio (cos ġ + xsen p)” por (x? + 1), onde n é um 
número natural. 


Comentários 
O primeiro passo é escrever a divisão do polinômio dado por x? + 1: 
(cosh + xsenp)” = q(x) (x? + 1) + r(x) 
Do estudo da divisão de polinômios, sabemos que: 
grau(r(x)) < grau((x? + 1)) = 2 


Então, podemos dizer que: 
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r(x) =ax+b 
Vamos encontrar as raízes de x? + 1, que nos ajudarão a retirar o termo q(x) (x? + 1). 
Logo: 
x? +1=0>x = -1>x=ti 
Para x = i: 


(cosh + isenp)” = q(D(i2 + 1) + r(i) > (cosh + iseng)” = r(i) 
Da primeira fórmula de Moivre: 
(cosh + isenp)” = cos(no) + isen(no) 
Para x = —i: 
(cosh — isen)” = cos(no) — isen(np) = qD (D? +1) +r(—i) 
Ou seja: 
cos(ngp) — isen(np) = r(—i) 
Mas sabemos que: 
r(i) = ai +b er(—i) = —ai +b 
Somando r (i) er(—i): 
r() +r(—i) = 2b = 2 cos(ng) > b = cos (ng) 
Subtraindo r(i) er(—i): 
r(i) — r(—i) = 2isen(ng) = 2ai > a = sen(ng) 
Portanto, temos que: 
r(x) = sen(ngp)x + cos (ng) 
Gabarito: sen(ng$)x + cos (ng). 


55. (IME/1995) 


Prove que o polinômio P(x) = x??? + x888 + x777 +... + x111 + 1 é divisível por x? + xº + 
x +e +x. 


Comentários 


Para provar que P(x) é divisível pelo polinômio dado, devemos mostrar que todas as raízes 
de G(x) = x? + x8 + x7 ++ + x + 1 são também raízes de P(x). 


Seja então w qualquer de G(x). Veja, antes de prosseguir, que: 
G(D)=1+1+::+1=10=0 
Ou seja, 1 não é raíz de G(x), do que podemos afirmar, com certeza, que w = 1. 


Continuando: 


wt? — 1 


G(w)=wº+--+1= = 
w— 1 


Veja que a expressão acima faz sentido, uma vez quew +13 wu - 10. 
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Disso, devemos ter: 
w — 1 = 0 > w” = 1 eq. 01 
Achamos, então, uma relação que todas as raízes de P(x) obedecem. 
Vamos calcular P(w). 
P(w) = w? + w88 +w +-+ wt 1 
Note que todas as potências são múltiplos de 111, do que temos: 
gi = wt. - 
Da equação 01, temos que: 
(WIM -w = 1 -w= w 

Logo, em P(w), podemos escrever: 

P(w) = (WD + (wtth + (WU +e +w w H 
Ou seja, temos que: 

P(w) = G(w) = 0 

Para todas as raízes de G(x). Dessa forma, concluímos que G(x) divide P(x). 


Gabarito: Demonstração. 


56. (IME/1987) 
Seja p(x) um polinômio de grau 16 e coeficientes inteiros. 


a) Sabendo-se que p(x) assume valores ímpares para x = 0 e x = 1, mostre que p(x) não 
possui raízes inteiras. 


b) Sabendo-se que p(x) = 7 para quatro valores de x, inteiros e diferentes, para quantos 
valores inteiros de x, p(x) assume o valor 14? 


Comentários 
Item a: 
Do enunciado, temos que: 
p(0) = ajs ' 016 + ajs 01 +- + ag = 2n+1>a=2n+1 
p(1) = ais + ais + +ag=2m+1 
Suponha que exista uma raiz xọ E Z. Vamos analisar dois casos: 
Se xo for par: 
p(xo) = Meo + ue +- + aixo + ao = datos Fe + + a) = -2n + 1) 


Note o lado esquerdo da igualdade é par, pois x, é par. Porém, do outro lado, temos —a, = 
—(2n + 1) que é ímpar. Absurdo! 


Se xo for ímpar: 
Note que se x, é ímpar, então, qualquer potência de x, também é. Dessa forma, veja que: 
p(xo) + p(1) = at + 1) ra +1) + + ai(xo +1) +2ao =2m+1 
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Mas cada parcela dessa soma é par, pois x? + 1 é sempre par e 2a, também é par. A soma 
delas está resultando em 2m + 1, que é ímpar. Absurdo! 


Logo, p(x) não possui raízes inteiras. 
Item b: 


Suponha que a,b,ced sejam quatro valores distintos para os quais p(x) = 7. Logo, 
podemos escrever que: 


p(x) — 7 = g(x) (x — a)(x — b)(x — c)(x — d) 
Ou seja: 
p(x) = g(x)(x — a)(x — b)(x — c)(x — d) +7 
Suponha então que exista k inteiro tal que p(k) = 14. Disso, temos que: 
p(k) = g(k)(k — a)(k — b)(k — c)(k — d) + 7 = 14 
Ou seja: 
g(k)(k — a)(k — b)(k — c)(k — d) = 7 


Sabemos que a, b, c e d são todos distintos, logo, os fatores (k — a), (k — b), (k — c) e (k — 
d) são todos distintos. Mas 7 não pode ser decomposto em quatro fatores inteiros distintos, pois 
ele é primo. Logo, não é possível que isso ocorra. 


Conclusão: não existe k inteiro tal que p(k) = 14. 


Gabarito: Demonstração. 


57. (IME/1984) 
Determine o polinômio 
p(x) = xt + ax? +bx? +cx+d 
Tal que p(x) = p(1 — x), p(0) = 0ep(—1) = 6. 
Comentários 
Vamos começar pelas informações mais simples. 
p(0) = 0 => p(0) = 0? + a(0)? + b(0) +c(0)+d=0>d=0 
Além disso, temos que p(1) = p(1 — 1) = p(0) = 0. 
p(D)D=1iI+atb+c=0>a+b+c=-1 
De p(—1) = 6: 
p(-)=1-a+b-c=6>-atb-c=5 
Também temos que p(2) = p(1 — 2) = p(—1) = 6. Logo: 
p(2) = 16 + 8a + 4b + 2c = 6 > 8a + 4b + 2c = —10 
Do que temos o sistema: 


a+b +c = —1 eq.01 
—a +b -c = 5 eq. 02 
8a + 4b + 2c = —10 eq. 03 
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Somando eq. 01 e eq. 02, vem: 
2b=4>b=2 

Da eq. 02, temos: 

—a -c =3>a=-3-c 
Substituindo isso na eq. 03, vem: 

8(—3 — c) + 8 + 2c = —10 > c = —1 
Por fim: 
a= -2 

Ou seja: 

p(x) = xt — 2x? + 2x? — x 

Gabarito: p(x) =x! — 2x? + 2x? — x. 
58. (IME/1976) 


Dado o polinômio 2x4 + x? + px? + qx + 2, determine p e q de modo que ele seja divisível 
por (x — 1)?. 


Comentários 


Vamos usar Briot-Ruffini duas vezes para dividir o polinômio por x — 1: 


1 2 1 p q 2 
1 2 3 p+3 p+q+3 p+q+s 
2 5 p +8 2p+q+11 
Queremos que: 
o 
2p+q+11=0 


Da segunda equação, temos que: 
2p +q +11=0>p+ (p +q)+11=0>p-5+11=0>p=-—6 
Do que resulta: 
q=-5+6=1 
Gabarito: p = —6eq=1. 
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10. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da aula. Vimos os conceitos iniciais sobre polinômios e resolvemos 
diversas questões. Você deve ter notado que a maioria das questões sobre polinômios envolve 
encontrar suas raízes. Existem diversos teoremas sobre as raízes de um polinômio. Estudaremos eles 
na próxima aula, equações algébricas. Tente absorver o essencial desse tema e sempre que tiver 
dúvidas, nos procure no fórum. Estamos aqui para auxiliá-lo. 
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INTRODUÇÃO 
Olá, 
Chegamos à última aula de álgebra para o ITA/IME. Nesta aula, veremos os teoremas 


envolvendo raízes de equações algébricas polinomiais. São diversos teoremas e, para conseguir 
internalizar todos, o recomendado é resolver muitos exercícios! 


Se você for um aluno que já possui alguma base, você pode passar rapidamente pela teoria 
ou, se preferir, ir direto para a lista de questões. Tente resolver todas e, sempre que tiver dúvidas, 
não hesite em nos procurar no fórum de dúvidas. 


Então, vamos à aula. 


Bons estudos. 
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1. EQUAÇÕES ALGÉBRICAS 


Estudamos na aula passada que, se um número q E C é raiz do polinômio P(x) = apx” + 
an-1X"™1 + -+ ax + ap, então P(a) = 0. Vimos pelo Teorema de D'Alembert que isso é 
equivalente a dizer que P(x) é divisível pelo fator x — a, isto é, 


Pla) =05 P(x): (x-a) 


No estudo das equações algébricas, queremos encontrar todos os números æ € C que 
resultam P(a) = 0, ou seja, todas as raízes da equação polinomial P(x) = 0. Podemos encontrar 
essas raízes através da tentativa e erro e usando o dispositivo prático de Briot-Ruffini para reduzir o 
grau do polinômio, mas isso pode ser muito trabalhoso quando o polinômio possui grau elevado, 
como ðP = 10. Felizmente, temos diversos teoremas que podem auxiliar-nos a encontrar as raízes 
de um polinômio. Vamos estudar um dos mais importantes, o Teorema Fundamental da Álgebra. 


1.1. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRA 


Todo polinômio de grau n > 1, com coeficiente reais ou complexos, admite pelo menos 


uma raiz complexa. 


O Teorema Fundamental da Álgebra (T.F.A.) é um teorema que ajuda bastante na resolução 
de questões sobre polinômios. Não veremos a demonstração desse teorema, pois foge ao escopo 
do curso. Há diversos enunciados para esse teorema, porém, o mais conhecido é esse. Vejamos o 
que podemos extrair dele. 


1.1.1. Teorema da decomposição 


Todo polinômio de grau n > 1, com coeficiente reais ou complexos, pode ser decomposto 


em um produto de n fatores do 1º grau. 


Esse teorema diz que dado um polinômio P(x) = apx” + ap-1xX™1 + -+ ax + a, ele 
também pode ser escrito da seguinte forma: 


P(x) = manta) ... (x — an) 
Em que &4, 2, ..-, @n são as raízes do polinômio P. 
Demonstração 
Seja o polinômio P de grau n > 1 dado por 


P(x) = apx” + ap-1X™1 + -+ ax + ao 
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Pelo T.F.A., podemos afirmar que P admite pelo menos uma raiz complexa. Então, Ja, E C 
tal que P(æ1) = 0. Pelo Teorema de D'Alembert, P é divisível por x — a, desse modo: 


P(x) = (x — a1)Qı (x), ðQ =n-1 


Sen = 1, temos que 00, = 1— 1 = 0 e, assim, o polinômio Q, é um polinômio constante, 
logo: 


n = 1 > P(x) = ax + ao = (x — a1)Qı 
a 
ai (x = =) = (x — &ı)Qı ` Q1 = a 
ai 
Se n > 1, Q, não é um polinômio constante e possui grau n — 1, então, podemos aplicar o 
T.F.A. e afirmar que Q4 possui uma raiz a, E C tal que Q4 (@2) = 0, então: 
Qu(x) = (x — @2)Q2(x), Q =n—2 
Seguindo da mesma forma para os polinômios Q;, i = {2, 3, 4, ..., n}, resultantes, temos: 
Jaz E C tal que Q,(03) = 0 ~ Q2 (x) = (x — a3)Q3 (x), Qz =n-3 
Ja, E C tal que Q3 (a4) = 0 ~ Q3 (x) = (x — a4)Q4 (x), Q, =n-4 


Jan E C tal que Qu-1 (an) = 0. Qn-1 (x) = (x — an) Qn (x), 9Qn=n-n=0 
Assim, temos que 90, = 0 e pela identidade, podemos afirmar: 


P(x) = apx" + ap-1X™t + -+ ax + ag = (x—a)x— az) ... (xX — an) Qn 


A a a 
P(x) = an Eu + E ++ Ri + 22) = (x — æ) (x — az) ... (X — «)Qn 


n n n 
"e Qn = an 
Portanto, P pode ser escrito como 
P(x) = a(x — a)(x— az) ... (X — an) 
Em que q,,45,...,4, E C são raízes do polinômio. 
Vamos demonstrar que o produto dos n fatores é único. 


Suponha que P admita duas decomposições em n fatores: 
PlO)=a(x—-a)tx—-a)..(x—-a)=an(x—a)(x—a).(x— a'n) 
graun graun 
Pela definição da identidade, devemos ter a, = am, logo: 
(x-a) uia) Elm) adro t) 
Para x = q, O polinômio à esquerda zera, logo: 
(a1 — lo ts ti — an) = (a; — a'1) (a1 — a'2) ... (@1 — a'n) 
0 = (a, — a'1) (1 — a2) .. (@1 — a'n) 


Assim, para a identidade ser satisfeita, devemos ter «; = «,, podemos supor, sem perda de 
generalidade, «, = q; e, assim, 
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(x—-a)lx—-as)..lx—-a)=(x—a)(x—a's).lx— a!) 
Novamente, agora para x = q: 
0 = (az — a'2)(@2 — a'3) ... (a2 — a'n) > «7 = q; 
n (x — az) (x — a4) ... (x — an) = (x — æ'3)(x — @'4) (xX — a'n) 
Seguindo de forma análoga para os outros fatores: 


0 = (@3 — @'3)(@3 — @'4) --. (a3 — a) > Q3 = Q3 


0 = (an — a'n) > an = An 


Portanto, a decomposição de P de grau n em n fatores é único. 


1.1.2. Corolário 


Todo polinômio de grau n > 1, com coeficientes reais ou complexos, possui n, e somente 


n, raízes complexas, podendo ser todas distintas ou não. 


Esse é o resultado mais importante dos teoremas vistos. Dado um polinômio de grau n, 
podemos afirmar que ele possui exatamente n raízes complexas, sendo que elas não precisam ser 
distintas entre si. Na ocorrência de haver raízes repetidas, temos que se «; é uma raiz repetida m; 
vezes, dizemos que a raiz æ; possui multiplicidade m,, ou seja, dado um polinômio P de grau n e de 
raízes q, æ, ..., & com multiplicidade my, M3, ..., My, temos: 


PO) saia alceu mn 
Em que m, tm, +e +M =n. 


Assim, podemos afirmar: 


Se a é uma raiz de multiplicidade m de um polinômio P de grau n, então: 


P(x) = (x — a)” Q(x)e Q(a) 0 


Exemplos: 

1.1.2.a) P(x) = 4x1? + 5x — 78x? + 100 
Pelo corolário, temos que P admite 10 raízes. 
1.1.2.b) P(x) = 10(x — 2) (x — 4)7 


Nesse caso, temos que o polinômio P possui 3 +7 = 10 raízes, sendo a raiz 2 de 
multiplicidade 3 e a raiz 4 de multiplicidade 7. 
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1.1.2.c) Sabendo que 3 é uma raiz de multiplicidade dupla, resolva a equação: 
x* — 6x? + 5x? + 24x — 36 = 0 


Sabemos que 3 é uma raiz dupla, logo, podemos aplicar Briot-Ruffini duas vezes e fatorar a 
expressão do quarto grau: 


3 1 —6 5 24 —36 
3 1 = —4 12 0 
1 0 —4 0 


Assim, a equação pode ser escrita como: 
(x-3)}(x2-4)=0 

Basta resolver a equação quadrática para encontrar as outras raízes: 
x —4=0>x= +2 

Portanto, a solução é S = {3; +2}. 


1.2. TEOREMA DA RAIZ COMPLEXA CONJUGADA 


Uma propriedade que temos com os polinômios complexos é a seguinte: 


Seja z E C, P(x) = apx” +an-yx"! +: + ao € an, d-, Go E R, sendo Zo conjugado 
de z, então: 


P(z) = P(z) 

Demonstração 

PG) = m Fap T+ ao = an2" + az + + To 
Como os coeficientes do polinômio são todos reais, o conjugado deles não altera seu valor: 

AZ” +a ari + e + To = anz” +a Zi + ta 
Das propriedades dos números complexos: 
= 
Substituindo na equação, encontramos: 
a tal reta = an2” + an-12" + + ao = P2) 


Vamos ao teorema: 


Se uma equação polinomial de coeficientes reais admite a + bi (a E Re ß E R*) como raiz, 


então a — bi também será raiz da equação. 
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Atenção nesse teorema! Se uma equação polinomial possui todos os coeficientes reais e uma 
de suas raízes é complexa, então, o conjugado dessa raiz também é raiz! Por exemplo, se a questão 
afirma que i é raiz do polinômio P de coeficiente reais, então, podemos afirmar que —i também é 
raiz, ou seja, P(i) = P(—i) = 0. 


Demonstração 
zéraz>P(z)=0 


Aplicando o conjugado nos dois lados da equação: 


P(7)=0 
Como 0 é real, temos O = 0, logo: 
P(z2)=0 
Usando o que acabamos de provar: 
P(z) = P(z) 
Portanto: 
P(Z) = 


Outro teorema que temos é o seguinte: 


Se uma equação polinomial de coeficientes reais admite a + bi (a E Re 8 E R*) como raiz 


de multiplicidade m, então a — bi também será raiz da equação com a mesma multiplicidade. 


Demonstração 


Suponha que a equação polinomial de coeficientes reais P(x) = O admite como raízes a + 
bi de multiplicidade m e a — bi de multiplicidade m’ tal que m > m'. Então, podemos escrever: 


P(x) = [x — (a + bi)]™ [x — (a — bi)]™ Q(x) 


Como m > m', temos que Q(x) possui m — m’ fatores x — (a + bi) e nenhum fator x — 
(a — bi). Logo, Q(x) possui coeficientes complexos. 


Multiplicando os fatores dos divisores acima, temos: 
P(x) = [(x — a) + bi]™” [Cx — a) = bi]™ Q(x) 
P(x) = [x — a)? — (bi)? Q) 
P(x) = [lx — a)? + b?]™ QC) 


Sabemos que P(x) possui apenas coeficientes reais e o fator [(x — a)? + b2]™" também 
possui apenas coeficientes reais, logo Q(x) deve possuir apenas coeficientes reais. Isso é um 
absurdo, dado que Q(x) possui coeficientes complexos. Portanto, m = m’. 
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QUESTÕES PARA = 
MEMORIZAÇÃO 


| 1) SejaP(z) = z4 — z3 — 57º? — z — 6. Sabe-se que i é uma das raízes de P, calcule as outras 
| raízes. 
| Resolução: | 
Como os coeficientes de P são todos reais, temos pelo teorema das raízes complexas que 
| —i também é raiz. Logo, aplicando o dispositivo prático de Briot-Ruffini para fatorar o 
| polinômio: 


Assim, temos: 


p(z) = (z- (z +i) (z? -z-6)=0 
pegas, =3ez =-2 


As raízes são: +i,3 e — 2. 
| Gabarito: +i,3 e — 2. 


| 2) Calcule as raízes do polinômio P(2) = 1 +z +z? +23 474. 


| Resolução: 


O polinômio é a soma de uma PG de razão z, usando a fórmula da soma de uma PG temos: | 


Logo: 
—-1=0>52º=1=cis(2kn),k = 0,1,2,... 


Aplicando a fórmula de Moivre: 
ki 
ZE cis (= ) 
5 
Encontramos as raízes: 
F 3 27 . 47 E 67 F 87 
zı =015(0)=1,2,=-€is Ez = cis (E) z = cis (=) ez; =cis (=) 


| Gabarito: Zı = cis(0) = 1,7, = cis (Z 2), Z3=cis (=) z = cis (=) e Zs = CİS (=) 
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1.3. TEOREMA DAS RAÍZES IRRACIONAIS DA FORMA à + byc 


Se uma equação polinomial de coeficientes racionais admite a + byc como raiz, com a E 


Q, b E Q* e c E€ Qi, então a — byc também será raiz da equação. 


Esse teorema é parecido com o teorema da raiz complexa conjugada. Vamos demonstrá-la. 
Demonstração 


Seja P um polinômio de coeficientes racionais que admite a + byc como raiz, com a E 
Q,b e Q* e ce Q}. Então, vamos dividir P pelos fatores x — (a + bvc) ex— (a — bvc). Pela 
definição de divisão: 


P(x) = |x — (a + bvc) ||x — (a — bvc)| Q) + R(xº) 


grau2 
Como o divisor possui grau 2, temos que R(x) = ax + $. 


Multiplicando os fatores, obtemos: 
P(x) = [(x— a) — bvc][(x — a) + bvc]Q(x) + ax + f 
P(x) = [e — a)? — (bvc)”] Q() + ax + B 
P(x) = [(x— a)? — b’c]Q (x) + ax + B 


Como P(x) e [(x — a)? — b2c] possuem apenas coeficientes racionais, temos que Q(x) e 
ax + B também devem possuir apenas coeficientes racionais. Sabendo que a + bvc é raiz, temos: 


P(a + bvc) = 0 > R(a + bvc) = 0 
a(ļa+bvc)+ß=0 
aa + B + bvca = 0 
Para essa equação ser verdadeira, devemos ter: 
bica = 0eaa+ß=0 
Como byc + 0, temos a = 0, o que implica 8 = 0. Logo, o resto da divisão de P por 
[(x — a) — bvcl|(x — a) + bvc] é nulo. 
R(x) = 0 


Portanto, a — byc também é raiz de P. 


Desse teorema, podemos enunciar: 
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Se uma equação polinomial de coeficientes racionais admite a + byc como raiz de 


multiplicidade m, com a E€ Q,b E€ Q* e c E Q%, então a — byc também será raiz da equação de 


mesma multiplicidade. 


A demonstração desse teorema é parecida com aquela realizada para a multiplicidade das 


raízes complexas. 


1.4. TEOREMA DAS RAÍZES RACIONAIS 


Se a equação polinomial de coeficientes inteiros P(x) = apx” +a, x"! + + ax + 


ao = 0 admite p/q (p E Z q E Z* e p e q primos entre si) como raiz, então p é divisor de ao e q e 


divisor de aq. 


Esse teorema nos permite encontrar as raízes de um polinômio de coeficientes inteiros 
através de um método mais refinado da tentativa e erro. Ele é baseado nos coeficientes do 


polinômio. Vejamos sua demonstração. 


Demonstração 
Se p/q é raiz da equação polinomial de coeficientes inteiros P(x) = 0, então: 


p p\” pr p 
P(E) =0=> an ($) + ana (5) teta(o)+a=0 


q 
anp” dpa aı p 
o qo O = () 


Multiplicando a equação por q”: 

anp” + an-1p™1q + = + apa”! + aoq” = 0 
Assim, temos: 
n = —(an-1pP™1q += + a pq™™ + aog”) 


=g aap etap A Ea 
k4 EZ 


anp 


> anp” 


aq” = — (anp” + an-1p™tq +- + a pa™ t) 


> aoq” = -p(a,p"! + an- p™?q + = + agr!) 
k2€Z 


Como os coeficientes ao, 44, A2, ..., An, p € q são números inteiros, então, considerando p + 
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anp” = -qk ı k E Z 


a 
ei 


aq” = —pk>,,k, E Z 


agq” 
> 


= —k, EZ 
Como p e q são primos entre si, temos que p” e q são primos entre si e p e q” são primos 
entre si, logo: 


n 


anp 


E Z > q divide an 


n 


a&oq 


E Z > p divide ao 


Esse teorema que acabamos de provar diz que, se um polinômio de coeficientes inteiros 
admite um número racional p/q como raiz, então p é um fator do número a, e q é um fator do 
número a,. Vejamos na prática como usamos esse teorema. 


1.4.a) Encontre todas as raízes do polinômio p(x) = 3x? — 5x? — 4x + 4. 


Como o polinômio possui apenas coeficientes inteiros, podemos aplicar o teorema das raízes 
racionais. Então, se p/q for raiz do polinômio, temos que p divide a, = 4 e q divide as = 3. Assim, 
analisemos os divisores de ay = 4 e a; = 3. 


Divisores de aq = 4: 
4=1:2-2 5 divisores(4) € (1,2,4) 


possíveis valores para p 
Divisores de as = 3: 


3 = 1-3 > divisores(3) € {1,3} 
Taaa 
possíveis valores para q 


Dos possíveis valores de p e q, devemos considerar a possibilidade de p/q ser um número 
negativo. Desse modo, temos: 


Esses são os candidatos às raízes, para saber quem é raiz, precisamos testar cada uma delas. 


Temos 6 possibilidades para os positivos e 6 possibilidades para os negativos, totalizando 12 
possibilidades. Fazendo os testes: 


p(1) = 3(1)? — 5(1)? — 4(1) + 4 = -2 
p(—1) = 3(—1)? — 5(—1)? — 4(—1) + 4 = 0 > —1 é raiz 
p(2) = 3(2)? — 5(2)2? — 4(2) + 4 = 0 > 2 é raiz 
p(-2) = 3(-2)) — 5(-2)2 — 4(-2) + 4 = —32 
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p(4) = 3(4)? — 5(4)}2 — 4(4) + 4 = 100 
p(—4) = 3(—4)? — 5(-4)? — 4(—4) + 4 = —252 


»(5)- OO s 


ADE sa) aee 


(9)=3(5) -50 -Gtt era 
p 3 = 3 3 3 = aain 


IEE i 


Portanto, as raízes de p são os números —1, 2 e 2/3. 


1.5. TEOREMA DE BOLZANO 


O Teorema de Bolzano nos permite determinar o número de raízes reais em um determinado 
intervalo real. 


Enunciemos. 


Se P(x) = O é uma equação polinomial com coeficientes reais e Ja, b[ é um intervalo real 
aberto, então: 


P(a) - P(b) > O implica que o polinômio P possui um número par de raízes ou nenhuma 


raiz no intervalo Ja, b|. 


P(a) - P(b) < 0 implica que o polinômio P possui um número ímpar de raízes no intervalo 
ja, bl. 


Demonstração 

Seja P(x) = 0 uma equação polinomial de coeficientes reais tal que grau de P é igual a n. 
Como o polinômio possui grau n, podemos afirmar que P admite n raízes complexas. Indiquemos 
as raízes reais por q,,4,,...,&4, e as raízes complexas por Z,,75,...,Zm- Pelo teorema da raiz 
complexa conjugada e pelo fato de o polinômio possuir apenas coeficientes reais, podemos afirmar 
que Z1, Z2, ...,Zq também são raízes. Logo, pelo teorema da decomposição, podemos escrever: 


P(x) = ap (x — ae a2) ... (x — ag) (x — z1)(x — Z1) ... (X — Zm) (x — Zm) 


Consideremos o produto dos fatores complexos como um polinômio Q(x), desse modo: 
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Olx) = (x =a) = 2) us (2) m) 
Vamos analisar o produto de cada par de fatores (x — z;)(x — Z;) e usar a forma algébrica 
dos complexos: 


z=a+Bi;jaeReBeR 
(x — z)(x — Z) = [(x — Ca + BUILO — (a — BO] = [lx — a) — BC — æ) + Bi] 
«n (x — z)(x — Z) = (x — æ)? + p? > 0;Yx E R 
Assim, cada par de fatores de raízes complexas conjugadas gera uma função em x sempre 
maior que zero para qualquer valor de x. Portanto, podemos afirmar que Q(x) > 0,Yx E R. 
+ P(x) = a(x — a1 )(x — a2) ... (x — a )Q (x); Q(x) > 0Vx E R 

Agora, vamos analisar os valores de P no intervalo aberto Ja; b|. 
Note que para «,,i E {1,2, ..., k}, temos: 

e a< qi < b(a está dentro do intervalo Ja;b|) 


O 


bias 0 eb as 


a Qi; b T 


e qaq; <a<boua< b< aq (a; está fora do intervalo Ja; bl) 
a-a;>0 


bea 0” 0 tb=a)>0 


n<a<b=| 


Qi a b T 


> (a-a;)(b-a;) > 0 


Analisemos o produto P (a) - P(b): 
P(a)=a,-Q(a)-(a— a)la — a2) ... (a — ap) 
P(b) = an : Q(b) -(b — a,)(b — a2) ... (b — ay) 
> P(a) - P(b) = ai - Q(a) - Q(b) -(a — a1 )(b — ag)(a — az)(b — az) ...(a — a)(b — ag) 


a 
gas) 
>0 >0 
A equação acima nos permite inferir que o produto P(a) - P(b) possui o mesmo sinal do 
produto (a — a)(b — a)(a — «,)(b — az) ... (a — a )(b — æg). Vimos que, se a raiz æ; estiver 
dentro do intervalo Ja; b[, o produto (a — «;)(b — «;) < 0, e se ela estiver fora do intervalo Ja; b[ 
esse produto será positivo. Logo, devemos analisar apenas a quantidade de raízes dentro do 


intervalo. Assim, temos as seguintes possibilidades: 
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e P(a)-P(b)>0 


Nesse caso, temos um número par de fatores negativos (a — a;)(b — «;) e, portanto, 
um número par de raízes no intervalo Ja; b[. 


nenhuma raiz 


duas raízes 


e P(a)-P(b)<0O 


Aqui, temos um número ímpar de fatores negativos (a-a;)(b-—a;) e, 
consequentemente, um número ímpar de raízes no intervalo Ja; b[. 


três raízes 


Portanto, está provado o Teorema de Bolzano. 


Vejamos um exemplo de aplicação para o teorema. 
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1.5.a) Determine os possíveis valores de a E€ R, de modo que a equação axt + 3x? — 2 = 0 
tenha um número par de raízes no intervalo ]0; 3[. 


Vamos aplicar o Teorema de Bolzano e calcular os valores de P(x) = axt + 3x? — 2 para os 
extremos do intervalo ]0; 3[: 


P(0) = —2 
P(3) =a -3f +3 - 3? — 2 = 81a + 25 
Queremos um número par de raízes no intervalo, logo, devemos ter P (0) - P(3) > 0: 
—2-(81a +25) > 0 


811 +25<0 
DD: 
=] 


2. RAIZ MÚLTIPLA E A DERIVADA POLINOMIAL 


Vimos que um polinômio P possui raiz « de multiplicidade m se, e somente se, puder ser 
escrito da seguinte forma: 


P(x) =(x-a)”-. Q(x); Q(a)*0 
Há uma ferramenta muito poderosa que nos permite analisar a multiplicidade da raiz de um 
polinômio. Ela envolve a derivada da função polinomial. Enunciemos o teorema. 


O polinômio P (x) = apx” +a” ix li +... +a,x + ao é divisível por (x — a)” tal que m < 
0 


n se, e somente se, P (æ) = P' (æ) = P" (æ) = =- = P™1 (æ) = 0. 


Esse teorema afirma que se um polinômio admite uma raiz com multiplicidade m, então, as 
derivadas de ordem k desse polinômio, com k E (1,2,3,...,m — 1}, também possuem a mesma 
raiz. 


Demonstração 


Para demonstrar esse teorema, lembremos da derivada do produto de funções e da derivada 
de um monômio: 


fœ) = 900) ha) > f'E) = g' GO) hl) + gx) : h'(x) 
F(x) = apx” > F' (x) = nua" 
Assim, tomemos o polinômio P: 
P(x) = (x — a)” : Q(x) 
> P' (x) = m(x — a)". Q(x) + (x — a)”. Q'(x) 
> P' (x) = (x — a)™ [m ; Q(x) + (x — a) - R'@œ)] 
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Como q é uma raiz de multiplicidade m + 0, temos que m - Q(a) + 0. Desse modo, temos: 


m : Qla) + (a — a): Q'a) =m- Q(a) 
=0 


(a 
—— 
+0 
Portanto, q é raiz de multiplicidade m — 1 do polinômio P’ (x). 


Usando o mesmo raciocínio, conseguimos provar que se q é raiz de multiplicidade m, então: 


P(@) = P' (æ) = P” (@) = = = P™ 1 (æ) = 0 


Exemplo 


2.a) Sabendo que a equação x! — 5x? + 6x? + 4x — 8 = 0 possui uma raiz de multiplicidade 
3, determine as raízes da equação. 


Seja a, a raiz de multiplicidade 3. Então, para P(x) = x4 — 5x3 + 6x? + 4x — 8, devemos 
ter: 


P(a)=P'(a)=P"(a) =0 
Calculando as derivadas: 
P'(x) = 4x? — 15x? + 12x + 4 
P” (x) = 12x? — 30x + 12 
Como a é raiz de multiplicidade 3, temos: 
P"(a)=0>12aº-300412=0 
15 + V225 -144 15+9 0 1 


"mm. = u— 


12 12 Mia 


Encontramos duas possíveis raízes, uma delas é a raiz da equação polinomial P(x) = 0. 
Vamos testar os valores em P'(x) = O: 


POG -sO GH 
P'(2) = 4(2)? — 15(2)2? + 12(2)+4 = 0 


Assim, verificamos que 2 é a raiz de multiplicidade 3 da equação, pois P” (2) = P'(2) = 0. 
Podemos testar a raiz no polinômio P: 


P(2) =(2)*-5(2) + 62) + 4(2)-8 = 0 


Para determinar a última raiz, podemos aplicar o dispositivo prático de Briot-Ruffini: 


2 1 —5 6 4 —8 
2 1 = 0 4 0 
2 1 —1 -2 0 

1 1 0 


Pelo diagrama acima, temos: 
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P(x) = (x— 2) (x + 1) 


Portanto, a última raiz é x = —1. 


3. MÁXIMO DIVISOR COMUM 


O máximo divisor comum (MDC) entre os polinômios F(x) e G(x) é um polinômio H (x) tal 


que H é o divisor de maior grau de Fe G. 


Exemplo 


3.a) Se F(x) = (x +2) (x—3)}(x—5) e G(x) = (x + 2)(x— 3)(x + 10), então 
MDC(F,G) = (x + 2)(x — 3)2. 


3.b) Se F(x) = (x +2)2(x — 1) e G(x) = (x + 5)x, então MDC(F,G) = 1, ou seja, Fe G 
são primos entre si. 


Para determinar o MDC, podemos usar a divisão euclidiana entre polinômios. 
Antes de proceder, devemos saber que se F(x) = G(x)Q(x) + R(x), então: 
MDC(F,G) = MDC(G,R) 
Demonstração 
Se MDC(F,G) = H, então H é divisor de F e G, logo: 
F(x) = Hx) œ) (1) 
G(x) = H(x)Q:(x) Ci) 
Se R é o resto da divisão de F por G, então: 
F(x) = GRC) + R(x) > Rx) = F(x) — G(x)Q (x) (iii) 
Substituindo (i) e (ii) em (iii): 
RC) = HO)Q,0) -HARROA = (0,00) -ANRH 
Assim, H é divisor de R. 


Se MDC(G,R) = H', então H' é divisor de G e R. Como H também é divisor de G e R, temos 
que H é divisor de H’. 


Pela definição de H' ser divisor de G e R, temos: 


G(x) = H' (x)Q;(x) 
R(x) = H' (x)Q, (x) 


Da relação F(x) = G(x)Q(x) + R(x), temos: 
F(x) = H' (x)Q3 (xQ (x) + H'O) = (QRC) + Qx) )H' (0) 
Ou seja, H' é divisor de F. Como H' também é divisor de G, temos que H' é divisor de H. 
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Portanto, H’ é divisor de H e H é divisor de H’, logo, H = H’. 
+ MDC(F,G) = MDC(G,R) 


Vejamos, na prática, a aplicação da divisão euclidiana pelas divisões sucessivas, usando a 


propriedade MDC(F, G) = MDC(G, R). 
3.c) Determine o máximo divisor comum entre F(x) =x! — 5x2 + 4e G(x) = x? — 7x — 6. 


Vamos usar o método das chaves e dividir o polinômio de maior grau F por G: 


x —5x? +4 | x —- 7x- 6 


4 +7x? +6x x 


2x? +6x +4 


Agora, dividimos o divisor x? — 7x — 6 pelo resto 2x? + 6x + 4. Devemos repetir esse 
processo até encontrar um resto nulo, ou seja, tomamos o divisor e dividimos pelo resto não nulo 
e, assim, sucessivamente. Nessa divisão, podemos evidenciar o 2 do divisor 2x? + 6x + 4 = 


2(x2 + 3x + 2) e dividir x? — 7x — 6 por x? + 3x + 2 para simplificar as contas. 
x3 -7x -6 | x +3x+2 


—x2 —3x2 —2x x—3 
—3x? —9x —6 
+3x? +9x +6 
0 


Encontramos um resto nulo, logo, o máximo divisor comum entre F e G é o divisor da divisão 


que resultou em resto nulo. Portanto: 
MDC (x4 — 5x? + 4; x? — 7x — 6) = x? + 3x + 2 


No caso em que o resto da divisão euclidiana de F por G for uma constante diferente de zero, 


podemos afirmar que MDC(F,G) = 1, isto é, F e G são primos entre si. 


3.1. RAÍZES COMUNS 


Note que quando F e G não são primos, temos que o MDC(F,G) terá fatores comuns dos 
polinômios F e G. Assim, podemos afirmar que as raízes desses fatores são as raízes comuns de F e 
G, ou seja, as raízes comuns de F e G são também raízes do MDC(F, G). 


a é uma raiz comum dos polinômios F e G se e somente se q é raiz do MDC(F, G). 
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Vamos tomar os polinômios do exemplo anterior e encontrar as raízes comuns entre eles. 
3.1.a) Encontre as raízes comuns entre F(x) =x! — 5x? + 4e G(x) = x? — 7x — 6. 
Como vimos, o máximo divisor comum entre Fe G é 

MDC(F,G) = MDC(x* — 5x? + 4: x? — 7x — 6) = x? +3x +2 


Se æ é uma raiz de F e G, então ele deve ser raiz do MDC(F, G). Assim, basta encontrar as 
raízes da equação x? + 3x + 2 = 0: 


x2+3x+2=0 
SE 
=""—— 5 
2 
Assim, as raízes comuns entre F e G são os números —2 e —1. 


x x = —2 ou x = —1 


Há outro modo de encontrar as raízes comuns entre dois polinômios. Vejamos outro 
exemplo. 


3.1.b) Encontre as raízes comuns entre x! — 2x? — 7x? + 8x +12 =0 e x! — 4x? — 
13x? + 4x + 12 = 0. 


Suponha a E C uma raiz comum das equações. Substituindo esse número nas equações e 
subtraindo: 


at — 2g? — 7a? + 8a +12 =0 
—a!t + 4g? + 13a? — 4a — 12 = 0 
2æ? + 6a? + 4a = 0 
As candidatas às raízes comuns são também raízes de 2g? + 60? + 4a = 0. 
2æ? + 6a? + 4a = 0 
Za(a? +3a+2)=0 
2a(a+2)(a+1)=0 
raízes: 0; —1; —2 


Para saber quais são as raízes comuns, podemos substituir esses valores em cada equação e 
verificar qual satisfaz a igualdade ou aplicar Briot-Ruffini e verificar qual resulta em resto nulo. 
Vamos usar o segundo método. Perceba que 0 não é raiz de ambas equações, pois o coeficiente 
independente deles é 12. Logo, basta testar —1 e —2. Fazendo a divisão das expressões de cada 
equação por Briot-Ruffini: 


xt — 2x? — 7x? +8x+12=0 


= 1 mi —7 8 12 
= 1 -3 —4 12 0 
1 —5 6 0 
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> (x+1)(x+2)(x? —-5x+6)=0 
xt — 4x? — 13x? +4x+12=0 


—1 1 —4 -13 4 12 
== 1 -5 -8 12 0 
1 —7 6 0 


> (x+1)(x+2)(xº—- 7x +6)=0 


Portanto, como as divisões são exatas, temos que —1 e —2 são as raízes comuns das 
equações. 


4. RELAÇÕES DE GIRARD 


LEITURA 


OBRIGATÓRIA 


As relações de Girard nos permitem relacionar as raízes de uma equação polinomial com seus 
coeficientes. Elas nos ajudam bastante na resolução de questões do ITA/IME. Vejamos do que se 
trata. 


Considere o polinômio P(x) = ax? + bx + c, com a 0, tal que suas raízes sejam «q, e «,. 
Então, podemos escrever a seguinte identidade: 


ax? + bx + c = a(x — aj)(x — q) 
ax? + bx + c = a[x? — (a, + a,)x + &az] 
ax? + bx +c = ax? —a(a, + &2)x + aaa, 


Para que a identidade seja satisfeita, devemos ter: 


a as a 


C = A12 md o 
MZ 
a 


Essas são as relações de Girard para uma equação algébrica do segundo grau. 
Note que a soma das raízes é igual à razão b/a e o produto delas é iguala c/a. 
Vejamos o caso de um polinômio do terceiro grau. 


Considere o polinômio P(x) = ax? + bx? + cx + d, com a 0, tal que suas raízes sejam 
1, 4, € «3. Então, escrevendo P como produto de fatores, temos: 


ax? + bx? + cx + d = a(x — ax — a,)(x — a3) 
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Desenvolvendo o membro à direita: 
ax? + bx? + cx + d = a(x? — (a, +a,))x + aya,)(x — a3) 
ax? + bx? + cx + d = a[|x? — (a; + a2)x? + aa,x— 3x? + as(a, + @2)x — aza] 
ax? + bx? + cx + d = a[x? — (a1 + 3 + @3)x? + (aa, + ayas + a,as)x — aza] 
Assim, pela identidade polinomial, temos: 
æ + a + a3 = e: 
a 
ma, +aas + 23 = a 


d 
Q123 = p 


Essas são as relações de Girard para uma equação do terceiro grau. É possível generalizar o 
resultado para uma equação algébrica de grau n. 


Seja P(x) = ax" + ap-1X"7! + ap-2X"72 + =- an- pxt++ax+a, cujas raízes são 
Q1, Ly, -.., Æn, aS relações de Girard são dadas por: 


Un-1 7 
i +a, + +a = E (soma das raízes) 
n 


An-2 


qa + 1a + tan = (soma do produto das raízes dois a dois) 


n 


n-k 


Aia Qp + = (— 1) (soma do produto das raízes k a k) 


n 


a 
Aaz An = Dra (produto das n raízes) 
n 


A demonstração dessas relações pode ser feita por indução finita. 
Vejamos alguns exemplos de aplicação. 


4.a) Sabendo que as raízes da equação x? — 21x? + 126x — 216 = 0 estão em progressão 
geométrica, determine-as. 


Resolução: 
Sejam x4, X2, X3 as raízes da equação dada. Como estão em PG, temos: 
(x1,%X2,X3) = (a, aq, aq?) 
Pelas relações de Girard: 
x? — 21x? + 126x — 216 = 0 


=21 
a+ aq +aq? =--> >al +q +q’) = 21 (1) 


6 
a aqragf=——— = 216 > aºg* = 216 > aq = 6 (II) 


Fazendo a divisão de (1) por (II): 
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a(1+q+q°) 21 7 
Cio =20+q+0)=10=2-50+250 


Raízes: 


5+9 


=20u- 
4 a 


Podemos escolher qualquer uma das raízes, pois o resultado das raízes será o mesmo. Logo, 
para q = 2, temos: 


q = 


a:-2=6>4a=3 
Portanto, as raízes são: 
a = 3; aq = 6; aq? = 12 
4.b) Determine a soma do cubo raízes da equação x? + x — 1 = 0. 
Resolução: 


Sejam «, 8,Y as raízes da equação. Como elas são raízes, temos: 


a? +a-1=0 
B'+B-1=0 
P+y-1=0 


Somando as três equações: 
a? +Br+yitartB+y-3=0 
> @? +p? +y? =3-—(a+p +y) 
Pelas relações de Girard, podemos obter a soma das raízes: 
a+p+y=0 
Logo: 
a? +p? +y? =3 


5. TRANSFORMAÇÕES 


Ao longo do curso, resolvemos muitas equações algébricas e, em algumas delas, aplicamos a 
transformação algébrica para simplificar a resolução. Um exemplo é a equação x! — 5x? + 6 = 0. 
Nós sabemos como encontrar as raízes de uma equação quadrática e, observando a equação, vemos 
que ela lembra muito uma equação desse tipo. Se fizermos y = x?, obtemos: 


x — 5x? +6=0>y?—-5y+6=0 
E resolvendo a equação em y, encontramos as raízes y, = 3 ou y, = 2. 
Para encontrar as soluções em x, usamos a relação que estabelecemos y = x?: 
ysr sy =s 
y2 = x2 > xZ = 2 > x, = +V2 
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O que fizemos foi mudar a aparência da equação inicial para recair em um problema 
conhecido. Então, transformar uma equação algébrica P, (x) = O em uma outra P, (y) = O significa 
obter uma lei de transformação y = f (x) tal que as raízes das equações estejam relacionadas. 


Definimos a equação original P,(x) = O como equação primitiva e a equação resultante 
P,(y) = 0 como equação transformada. Vamos estudar os principais tipos de transformações e 
algumas propriedades relacionadas a elas. 


5.1. TRANSFORMADA ADITIVA 


A transformação aditiva é uma relação de transformação do tipo: 
Em que a E C é uma constante. 


Nessa transformação, a equação transformada P,(y) = 0 terá as raízes de P(x) = 0 
acrescidas de uma constante a. 


Exemplo: 
6.1.a) P(x) = x? + 2x? —3x—4 = 0 
Façamos a transformação y = x + 1. 
Dessa relação, temos: 
x=y-1 
Substituindo em P}: 
PO)=Ply-D=(y-1D+2(y-1)-3(y-1)-4=0 
Assim, obtemos a equação transformada na variável y: 
P0) =y" -y -4y =0 
Que pode ser escrita na variável x: 
PBlx+D=(x+1)-(x+1)2-4(x+1)=0 
É possível obter esta transformação diretamente pelo algoritmo de Horner-Ruffini, este é 
parecido com o algoritmo de Briot-Ruffini. Vejamos. 
5.1.1. Algoritmo de Horner-Ruffini 
Antes de aprendermos o algoritmo, relembremos o conceito de divisões sucessivas. 


Dado um polinômio P, (x) = apx” +a, x"! +-:-+a,x + ay, vamos analisar as divisões 
sucessivas deste polinômio pelo divisor x + a. Pela definição de divisão: 


P, (x) = (x +a)Q,00) + R4 
O quociente da divisão é de grau n — 1 e o resto é uma constante. 
Procedendo com a divisão e dividindo Q, por x + a, obtemos Q, tal que 00, =n — 2: 


Q(x) = (x + a)Q (x) + R, 
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Substituindo essa identidade em P;: 
P, (x) = (x + a)[(x + a)Q,00) + Ro] + R4 
P, (x) = Q,(x)(x + a)? +R;ilxta)+R, 
Continuando com a divisão sucessiva, obtemos da divisão de Q, por x + a: 
Q2(x) = (x + a)Q; (x) + R3 
Substituindo em P}: 
P, (x) = [(x + a)Q3 (x) + R3](x + a)? + R (x +a) + R3 
P, (x) = Q;(x)(x + a)? + R(x +a)? + R(x +a) + R4 
Assim, fazendo as divisões sucessivas e as respectivas substituições, obtemos: 
Pi (x) = Qa (x + a)” + Ra(x + a)"t + -+ R(x +a) + R3 


Com base nisso, temos o dispositivo prático de Horner-Ruffini: 


—a Pi 
—a Qı Rı 
—a Q2 R2 

Qn Rn 


Perceba que esse algoritmo é baseado nas divisões sucessivas. Para cada linha, obteremos 
um resto R; e estes serão os coeficientes dos termos (x + a)'1. O coeficiente do termo (x + a)” 
será o quociente da última divisão. Note que serão n restos resultantes de n divisões sucessivas. 


Vejamos um exemplo. 


6.1.1.a) Façamos a transformação do polinômio do exemplo anterior x? + 2x? — 3x — 4 em 
potências crescentes de x + 1. 


Como o polinômio possui grau 3, devemos fazer 3 divisões sucessivas. Pelo algoritmo de 
Horner-Ruffini: 


= 1 2 -3 —4 
=i 1 1 —4 0=R, 
| 1 0 -4 =R, 

1 = Q3 -1=Ř 
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P(x) = Q(x + 1)? + R(x + 1)? + R(x + 1) + R4 
P (x) = (x +1)? — (x +1) —4(x +1) 


5.2. TRANSFORMADA MULTIPLICATIVA 


A transformação multiplicativa é uma relação de transformação do tipo: 
y=kxļ;k+0 
Em que k E C é uma constante. 


Nessa transformação, a equação transformada P,(y) = 0 terá as raízes de P (x)= 0 
multiplicadas por uma constante k. 


Exemplo. 


6.2.a) Obtenha a equação cujas raízes são os triplos das raízes de x? — 6x? + 11x — 6 = 0. 


Queremos uma transformação do tipo y = 3x. Fazendo a substituição x = y/3: 


66) en(B-6- 


Eliminando os denominadores, obtemos a equação pedida: 


y? — 18y? + 99y — 162 = 0 


5.3. TRANSFORMADA INVERSA OU RECÍPROCA 


A transformação recíproca é uma relação de transformação do tipo: 


r= n 


Nessa transformação, as raízes da equação resultante serão os inversos das raízes da equação 
original. 


Exemplo: 


6.3.a) Obtenha uma equação cujas raízes são inversas das raízes de x? — 2x? +x — 5 = 0. 


Queremos uma transformação do tipo y = 1/x, fazendo a substituição: 
Tg Ne g1 
G=- 
y y y 
1 2 p 1 S 
y y y 
> —5y? +y? —2y+1=0 
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Perceba que em uma transformação recíproca, mudamos a ordem dos coeficientes e 
substituímos x por y. 


6. EQUAÇÕES RECÍPROCAS 


Dizemos que uma equação polinomial P(x) = 0 é recíproca se e somente se a sua 


transformada recíproca P (>) = 0 for equivalente à equação original. 


Exemplo: 


6.a) P(x) = xt — 2x? +x? —2x+1=0 
4 3 


1 1 1 ds 1 
e=- -2() +09) -2G 
xX xX xX xX xX 
1 1 2 1 2 
P(2) soa e 
xX 
Multiplicando a equação por x*: 


1 
p(o)=at-28+22-22+1=0 


P(x)=0eP (5) = 0 são equações equivalentes, logo P(x) = 0 é uma equação recíproca. 


6.1. TEOREMA FUNDAMENTAL 


Se a equação recíproca admite a E€ C* como raiz de multiplicidade m, então 1/a também 
será raiz com a mesma multiplicidade. 


Exemplo: 


6.1.a) P(x) = 2x? — 3x? — 3x + 2 é uma equação que admite 2 como raiz. Como ela é 
recíproca, a outra raiz da equação é 1/2. 


6.1.b) P(x) = (x — 3) (x — 2) (x — 1) é uma equação recíproca que admite 3 e 1/3 como 
raízes. 


Agora que sabemos o que é uma equação recíproca, vamos aprender a reconhecer quando 
uma equação é recíproca. 


Seja a equação polinomial dada por 
P(x) = apx” + ap-1X™1 +- tax? +ax+a 


A sua transformada recíproca é 


1 
P (=) = an + an-1X e a Pa + aox” 
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E x ; P 1 3 z 
Se P(x)=0 é uma equação recíproca, então P(x)=0 e P (È) = 0 são equações 
equivalentes, logo, os coeficientes dessas equações são proporcionais. Sendo k a constante de 
proporcionalidade, então, igualando-se os coeficientes das respectivas equações: 


an = kao 
An = ka, 


An-2 = ka, 
An-m = kam 
Am = kan-m 


ao = ka, 


Tomando-se, sem perda de generalidade, am = ka, m € n-m = kam, com O <m <n, 
temos: 


am = k(kam) => am = k?°am > k? =1 
Assim, obtemos k = 1 ou k = —1. 
Essas são as únicas possibilidades de constantes para as equações recíprocas. 
Para k = 1, temos que os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos da equação 


recíproca P(x) = 0 são iguais: 


3x4 — 2x3 +x? —2x+3=0 


Coeficientes equidistantes dos extremos são iguais 


Essa equação é chamada de equação recíproca de primeira espécie. 


Para k = —1, temos que os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos da equação 
recíproca P(x) = 0 são opostos ou simétricos (mesmo módulo mas com sinais trocados): 


3x4 — 2x3 +2x—-3=0 


Coeficientes equidistantes dos extremos são simétricos 


Essa equação é chamada de equação recíproca de segunda espécie. 
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6.2. RESOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO RECÍPROCA 


Até agora vimos a definição de equação recíproca e como classificá-la. Vamos aprender a 
resolver cada tipo de equação recíproca que pode ser cobrada no vestibular. Sem perda de 
generalidade, veremos como resolver as equações para graus menores, a resolução para graus 
maiores usará a mesma ideia. 


6.2.1. 12 espécie e grau par 
Seja a equação ax! + bx? + cx? + bx +a = 0. Para resolver essa equação, dividimos a 
equação por x?: 
3 b a 
ax +bx+c+-+-;=0 
x x 
Associamos o coeficiente dos termos equidistantes: 
z4 1 
a(x +5)+b(x+)+c=0 
x x 
Fazemos a transformação: 


1 elevando ao quadrado 2 2x 1 2 2 2 
x +- = y = totoa I 5x == — 2 
X X X X 


E obtemos uma equação do segundo grau em y: 
aly? —2)+by+c=0 
ay? +by+c-—2a = 0 
Essa equação resultará em duas raízes y4 e y2. Para cada uma dessas raízes, encontramos 


uma equação em x: 


1 
yı=x+7 >x- yx+1=0 


1 
part >i prti 


Resolvendo essas equações, encontramos a solução da equação. 


6.2.2. 12 espécie e grau ímpar 
Seja a equação ax? + bx! + cx? + cx? + bx + a = 0. Note que —1 é raiz dessa equação: 
a(—1)? + b(—1)4 + c(—1)? + c(—1)} + b(—1) +a 
=—a+b-c+c-b+a=0 


Assim, podemos aplicar o dispositivo prático de Briot-Ruffini para simplificar a equação: 


—1 | a b c c b a 


| a b-a a—b+c b-a a 0 
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Obtemos a seguinte equação: 
(x+ 1)[axź + (b — a)x? + (a — b + c)x? + (b —a)x +a] = 0 
4 
12 espécie de grau par 
axt + (b — a)x? + (a — b + ox? +(b-a)x+a=0 é uma equação recíproca de 12 
espécie de grau par e já aprendemos como resolver esse tipo de equação. 
Portanto, quando encontrarmos uma equação recíproca de 1º espécie de grau ímpar, temos 


que —1 será raiz da equação e, assim, podemos fatorá-lo usando o algoritmo de Briot-Ruffini. A 
equação resultante terá como fator uma equação recíproca de grau par, cuja solução é conhecida. 


6.2.3. 22 espécie e grau par 


Seja a equação ax + bxº + cx! — cx? — bx — a = 0. Essa é uma equação recíproca de 22 
espécie de grau par. Note que ela possui o termo central nulo (coeficiente de x? é zero). Nesse caso, 
1 e —1 são raízes. Assim, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini para fatorá-lo. 


—1 a b c 0 —C —b —a 
1 a b-a a—b+c —a+b-c a—b —a 0 
a b a+c b a 0 


Obtemos a seguinte equação: 


(x + 1)(x— 1) [axt + bx? + (a + c)x? +bx +a] = 0 


1º espécie de grau par 


Assim, basta resolver a equação recíproca 12 espécie de grau par para encontrar as outras 
raízes. 


6.2.4. 2º espécie e grau ímpar 


Seja a equação ax” + bx! + cx? — cx? — bx — a = 0. Perceba que 1 é raiz da equação, pois 
a soma dos coeficientes é zero: 


atb+c-c-b-a=0 


Assim, podemos aplicar Briot-Ruffini: 


1 | a b c =c —b —a 


| a a+b a+b+c a+b a 0 


Obtemos a seguinte equação: 
(x— 1)[axź + (a + b)x? + (a +b + c)x? + (a+b)x+aļ]=0 


12 espécie de grau par 
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Para encontrar as outras raízes, basta resolver a equação de 1º espécie de grau par. 


7. LISTA DE QUESTÕES 
O LISTA DE 
QUESTÕES 


Sejam F(x) = x? + ax +b e G(x) = 2x? + 2x — 6 dois polinômios na variável real x, com 


3) (EN/2013) 


a e b números reais. Qual valor de (a + b) para que a divisão > seja exata? 


a) —2 
b) =1 
c) O 
d) 1 
e) 2 


4) (Rússia) 


Seja f(x) = x? + ax + b. Sabe-se que fo) = 0 tem quatro raízes reais distintas, e que a 
, 4 T 
soma de duas dessas raízes é —1. Prove que b < — r 


5) (Putnam and Beyond) 
Se x + y +z = 0, prove que 
x? +y? +z? PT Wry Ar 
2 5 7 i 


6) (Putnam and Beyond) 
Encontre as raízes do polinômio: 
P(x) = x! — 6x? + 18x? — 30x + 25 


Sabendo que a soma de duas delas é 4. 


7) (Putnam) 
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Encontre todos os polinômios que possuem coeficientes todos iguais a 1 ou — 1 e que possuem 
raízes reais. 


QUESTÕES ITA 


8) (ITA/2019) 


Seja p(x) = x? + ax? + bx um polinômio cujas raízes são não negativas e estão em 
progressão aritmética. Sabendo que a soma de seus coeficientes é igual a 10, podemos afirmar 
que a soma das raízes de p(x) é igual a 


a) 9 
b) 8 
c) 3 
d)- 
e) 10 


9) (ITA/2019) 
Considere as seguintes afirmações: 


|. Se x,,X, € X3 são as raízes da equação x? — 2x? +x+2=0, então y = X,X3,)2 = 
X1X3 € Yz = X1X, São as raízes da equação y? — y? — 4y — 4 = 0. 


Il. A soma dos cubos de três números inteiros consecutivos é divisível por 9. 


T 3+)5 _ 1+V⁄5 
A a 


É(são) VERDADEIRA(S) 


a) Apenas l. 

b) Apenas Il. 

c) Apenas III. 

d) Apenas Il e III. 


e) Todas. 


10) (ITA/2019) 


Determine os valores reais de a e b para os quais as equações x? + ax? + 18 = 0 e x? + bx + 
12 = 0 possuam duas raízes em comum e, a seguir, determine essas raízes. 


11)(ITA/2018) 
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1 x x x’ 
Considere a matriz o é ; : , X E R. Se o polinômio p(x) é dado por p(x) = detA, 
-2 2 1 1 
então o produto das raízes de p(x) é 
a) 
b) 5 
c) 
d) - 
e) = 


12) (ITA/2018) 


Seja p(x) um polinômio não nulo. Se x? — 4x? + 5x — 2e x? — 5x? + 8x — 4 são divisores de 
p(x), determine o menor grau possível de p(x). 


13) (ITA/2016) 


Seja p o polinômio dado por p(x) = xº + x” — 2x”, em que os expoentes 8,m,n formam, 
nesta ordem, uma progressão geométrica cuja soma dos termos é igual a 14. Considere as 
seguintes afirmações: 


l. = 0 é uma raiz dupla de p. 

II. x = 1 é uma raiz dupla de p. 

III. p tem quatro raízes com parte imaginária não nula. 
Destas, é (são) verdadeira(s) 

a) Apenas |. 

b) Apenasle ll. 

c) Apenasle III. 

d) Apenaslle III. 

e) |, lle ll. 


14) (ITA/2016) 

Considere o polinômio p com coeficientes complexos definido por 
p()=272+0Q+D)2 +Q+D)z?+M+Dz+H(+D. 

Podemos afirmar que 


a) Nenhuma das raízes de p é real. 
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b) Não existem raízes de p que sejam complexas conjugadas. 
c) A soma dos módulos de todas as raízes de p é igual a 2 + v2. 
d) O produto dos módulos de todas as raízes de p é igual a 2V2. 


e) O módulo de uma das raízes de p é igual a 2. 


15)(ITA/2014) 


Considere os polinômios em x € R da forma p(x) = x? +asxº + a,x? + ax. As raízes de 
e T z 1 Ea 
p(x) = O constituem uma progressão aritmética de razão z quando (a1, a2, 43) é igual a 


16) (ITA/2013) 


Considere o polinômio P(m) = am? — 3m — 18, em que a E R é tal que a soma das raízes de 
P é igual a 3. Determine a raiz m de P tal que duas, e apenas duas, soluções da equação em x, 
x? + mx? + (m + 4)x + 5, estejam no intervalo ] — 2,2[. 


17)(ITA/2012) 


As raízes x4, X3 € x do polinômio p(x) = 16 + ax — (4 + V2)x? + x? estão relacionadas 
pelas equações: 


Xi t2% +2 = 2e — 2x — V2x; =0 
Então, o coeficiente a é igual a 

a) 2(1— v2). 

b) v2—4. 

c) 2(2 + v2). 

d) 4 + V2. 

e) 4(V2 - 1). 


18) (ITA/2010) 
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Sabe-se que o polinômio p(x) = x” — ax? + ax? — 1, a ER, admite a raiz —i. Considere as 
seguintes afirmações sobre as raízes de p: 


l. Quatro das raízes são imaginárias puras. 
II. Uma das raízes tem multiplicidade dois. 
III. Apenas uma das raízes é real. 


Destas, é (são) verdadeira(s) apenas 


a) |. 

b) II 

c) III. 

d) le ll. 

e) Ile ll. 

19) (ITA/2010) 


Um polinômio real p(x) = X? -0 anx”, com as = 4, tem três raízes reais distintas, a, b e c, que 
satisfazem o sistema 


a+2b+5c=0 
a+4b+2c=6 
2a +2b+2c=5 


Sabendo que a maior das raízes é simples e as demais tem multiplicidade dois, pode-se 
afirmar que p(1) é igual a 


a) —4. 
p) -=2. 
C) 2: 
d) 4. 
e) 6. 


20) (ITA/2010) 


Considere o polinômio p(x) = ¥$-o anx”, com coeficientes reais, sendo q + 0 e aş = 1. 
Sabe-se que se r é raiz de p, —r também é raiz de p. Analise a veracidade ou falsidade das 
afirmações: 


|; Ser e n, Ir,| # |r,|, são raízes reais e r} é raiz não real de p, então r3 é imaginário 
puro. 


II. Se r é raiz dupla de p, então r é real ou imaginário puro. 


Ill. a<o0. 
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21) (ITA/2009) 


Considere as funções f(x) =x! + 2x? — 2x — 1 e g(x) = x? — 2x + 1. A multiplicidade das 
raízes não reais da função composta f o g é igual a 


a) 1. 
b) 2. 
CS 
d) 4. 
e) 5. 


22) (ITA/2009) 

O polinômio de grau 4 
(a+2b+ox!*+(a+b+oxº-—-(a-b)xº+(Qa-b+ox+2(a+o), 

Com a,b,c E R, é uma função par. Então, a soma dos módulos de suas raízes é igual a 

a) 3 +43. 

b) 2+3v3. 

c) 2+ 2. 

d) 1 + 242. 

e) 2 + 2v2. 


23)(ITA/2006) 

Sobre o polinômio p(x) = xº — 5x? + 4x? — 3x — 2 podemos afirmar que 

a) x = 2 não é raiz de p. 

b) p só admite raízes reais, sendo uma delas inteira, duas racionais e duas irracionais. 
c) p admite uma única raiz real, sendo ela uma raiz inteira. 

d) p só admite raízes reais, sendo duas delas inteiras. 


e) p admite somente 3 raízes reais, sendo uma delas inteira e duas irracionais. 


24) (ITA/2006) 


Considere o polinômio p(x) = x? + ax? + x + 1, com raízes reais. O coeficiente a é racional 
e a diferença entre duas de suas raízes também é racional. Nestas condições, analise se a 
seguinte afirmação é verdadeira: 


“Se uma das raízes de p(x) é racional, então todas as suas raízes são racionais.” 


25) (ITA/2008) 
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Sejam «,B,y E R. Considere o polinômio p(x) dado por 
x — 9x4 + (a — B — 2y)x? + (a + 2B + 2y — 2)x? + (a -P -y +1)x + (2a +ß+y-1). 


Encontre todos os valores de g, f} e y de modo que x = 0 seja uma raiz com multiplicidade 3 
de p(x). 


26) (ITA/2006) 


Seja p um polinômio com coeficientes reais, de grau 7, que admite 1 — i como raiz de 
multiplicidade 2. Sabe-se que a soma e o produto de todas as raízes de p são, respectivamente, 
10 e —40. Sendo afirmado que três raízes de p são reais e distintas e formam uma progressão 
aritmética, então, tais raízes são 


3 J193 3 193 
as Ca 
2 6 2 6 


b) 2 — 4V13, 2,2 + 4413. 


c) —4, 2,8. 
d) —2, 3,8. 
e) —1,2,5. 
27)(ITA/2005) 


O número complexo 2 + i é raiz do polinômio f(x) = x4 + x? + px? + x +q, com p,q E R. 
Então, a alternativa que mais se aproxima da soma das raízes reais de f é 


a) 4. 
b) —4. 
C) 6: 
d) -5: 
e) —5. 


28) (ITA/2004) 


Para algum número real r, o polinômio 8x? — 4x? — 42x + 45 é divisível por (x — r)?. Qual 
dos números abaixo está mais próximo de r? 


a) 1,62. 
b)? 1,52: 
c) 1,42. 
d) 1,32. 
e) 1,22. 
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29) (ITA/2001) 


O valor da soma a + b para que as raízes do polinômio 4x! — 20x? + ax? — 25x + b estejam 
em progressão aritmética de razão 1/2 é: 


a) 36. 
b) 41. 
c) 26. 
d) -27. 
e) -20. 


30) (ITA/2001) 


O polinômio com coeficientes reais P(x) = xë? + ax! + ax? +a,x? + ax + ap tem duas 
raízes distintas, cada uma delas com multiplicidade 2, e duas de suas raízes são 2 ei. Então a 
soma dos coeficientes é igual a: 


a) —4. 
b) —6. 
c) —1. 
o 1; 
e) 4. 


31)(ITA/1998) 


Seja a um número real tal que o polinômio p(x) = xº + 2xº + ax! — ax? — 2x — 1 admite 
apenas raízes reais. Então: 


a) a E [2,00]. 

b) a E [~1,1]. 

c) a€ | = 08,7], 
d) a E |-2,—1[. 
e) a E ]1,2[. 


32)(ITA/1996) 

Considere o polinômio p(z) = zê + 27º + 67! + 127º + 8z? + 16z. 
Sobre as raízes da equação p(z) = 0, podemos afirmar que: 

a) Apenas uma é real. 

b) Apenas duas raízes são reais e distintas. 


c) Apenas duas raízes são reais e iguais. 
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d) Quatro raízes são reais, sendo duas a duas distintas. 


e) Quatro raízes são reais, sendo apenas duas iguais. 


33)(ITA/1994) 


Seja P(x) um polinômio de grau 5, com coeficientes reais, admitindo 2 e i como raízes. Se 
P(1)P(—1) < 0, então o número de raízes reais de P(x) pertencentes ao intervalo ] — 1,1[ é: 


a) O. 
b) 1. 
E) 2; 
d) 3. 
e) 4. 


QUESTÕES IME 


34)(IME/2019) 
Seja a inequação: 
6x* — 5x? — 29x? + 10x < 0 


Seja (a, b) um intervalo contido no conjunto solução dessa inequação. O maior valor possível 
parab— q é: 


a) 2 

b) 13/6 
c) 1/3 
d) 5/2 
e) 8/3 


35) (IME/2019) 


Sejam x4, X2 € xz raízes da equação x? — ax — 16 = 0. Sendo a um número real, o valor de 
x? + x3 + x3 é igual a: 


a)32—a 
b) 48 — 2a 
c) 48 

d) 48 + 2a 
e)32 +a 
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36) (IME/2017) 


O polinômio P(x) = x? — bx? + 80x — c possui três raízes inteiras positivas distintas. Sabe-se 
que duas das raízes do polinômio são divisoras de 80 e que o produto dos divisores positivos de c 
menores do que c é c°. Qual é o valor de b? 


a) 11 
b) 13 
c) 17 
d) 23 
e) 29 


37) (IME/2016) 


O polinômio x? + ax? + bx + c tem raízes reais a, —a ex. Portanto o valor da soma b + c? + 
bi. 

ac + ça 

a) -2 

b) -1 

c) 0 

d) 1 

e) 2 


38) (IME/2016) 


Seja P(x) = x? + ax + b. Sabe-se que P(x) e P(P(P(x))) têm uma raiz em comum. Pode-se 
afirmar que para todo valor de a e b 


a) PC-DP(D)<O 
b) P(—1)P(1) = 0 
J PODPO =2 
d) P(0)P(1) = 0 

e) P(0)+P(1)=0 


39) (IME/2015) 


Os coeficientes ao, ..., 42014 do polinômio P(x) = x2º1º + azg14x??14 +... + ax + ap são tais 
que a; E (0,1), para O < i < 2014. 


a) Quais são as possíveis raízes inteiras de P(x)? 


b) Quantos polinômios da forma acima têm duas raízes inteiras distintas? 
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40) (IME/2014) 


O polinômio P(x) = xë — 3x! + 10x? — 30x? + 81x — 243 possui raízes complexas 
simétricas e uma raiz com valor igual ao módulo das raízes complexas. Determine todas as 
raízes do polinômio. 


41) (IME/2013) 


Os polinômios P(x) = x? + ax? + 18 e Q(x) = x? + bx + 12 possuem duas raízes comuns. 
Sabendo que a e b são números reais, pode-se afirmar que satisfazem a equação 


a) a=b 

b) 2a =b 
c) a= 2b 
d) 2a = 3b 
e) 3a = 2b 


42)(IME/2010) 


Seja o polinômio p(x) = x? + (In a)x + e?, onde a e b são números reais positivos diferentes 
de zero. A soma dos cubos das raízes de p(x) depende 


a) Apenas de a e é positiva. 
b) De a e be é negativa. 
c) Apenas de b e é positiva. 
d) Apenas de b e é negativa. 
e) Dea e b e é positiva. 


Obs.: e representa a base do logaritmo neperiano e In a função logaritmo neperiano. 


43) (IME/2008) 


Encontre o polinômio P(x) tal que Q(x) + 1 = (x — 1) P(x) e Q(x) + 2 é divisível por x*, 
onde Q(x) é um polinômio do 6º grau. 


44) (IME/2007) 


Seja p(x) = ax? + Px? + yx + ô um polinômio do terceiro grau cujas raízes são termos de 
uma progressão aritmética de razão 2. Sabendo que p(—1) = —1, p(0) = 0 e p(1) = 1, os 
valores de « e y são, respectivamente: 


a) 2e-1 
b) 3e-2 
c) -1e2 
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1 4 
U)==e= 

3 3 

1 
e) > 


45) (IME/2007) 


Seja p(x) = xº + bx! + cx? + dx? + ex + f um polinômio com coeficientes inteiros. Sabe- 
se que as cinco raízes de p(x) são números inteiros positivos, sendo quatro deles pares e um 
ímpar. O número de coeficientes pares de p(x) é: 


a) O 
b) 1 
c) -2 
d) 3 
e) 4 


46) (IME/2006) 
Considere o polinômio 
p(x) = x? — 3x4 — 3x? + 27x? — 44x + 30. 


Sabendo que o produto de duas de suas raízes complexas é igual a 3 — i e que as partes reais 
e imaginárias de todas as suas raízes complexas são inteiras e não-nulas, calcule todas as raízes 
do polinômio. 


47)(IME/2005) 


Sejam a,b e c as raízes do polinômio p(x) = x? + rx — t, onde r e t são números reais não 
nulos. 


a. Determine o valor da expressão a? + b? + c? em função der et. 


b. Demonstre que S?t1 + yS7-1 — tS"? = 0 para todo número natural n > 2, onde S* = 
a* + b* + ct para qualquer número natural k. 


48) (IME/2004) 


Considere o polinômio P(x) = x? + ax + b de coeficientes reais, com b + 0. Sabendo que 
suas raízes são reais, demonstre que a < 0. 


49) (IME/2002) 


a) Encontre as condições a que devem satisfazer os coeficientes de um polinômio P(x) de 
quarto grau para que P(x) = P(1 — x). 
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b) Considere o polinômio P(x) = 16x4 — 32x? — 56x? + 72x + 77. Determine todas as suas 
raízes sabendo-se que o mesmo satisfaz à condição do item acima. 


50) (IME/1988) 


a) Mostre que se p(x) = ay + ax + a,x? + ax? + agx*, então existe um polinômio g(x) 
do 2º grau, tal que p(x) = x? g(x + x71). 


b) Determine todas as raízes do polinômio p(x) = 1 + 4x + 5x? + 4x? + xº. 


51)(IME/1980) 


Determine o polinômio f(x) de coeficientes racionais e do 7º grau, sabendo-se que: f(x) + 1 
é divisível por (x — 1)! e que f(x) — 1 é divisível por (x + 1)*. 


52)(IME/1974) 


Seja p(x) um polinômio a coeficientes reais de grau maior ou iguala 1 e q(x) = 2x2 + x. 
Determine todos os possíveis máximos divisores comuns de p(x) e q(x). 


E, GABARITO 


3. b 
4. Demonstração. 
5. Demonstração. 
6. 2 +i,1+2i}. 
7. +(x + 1), +(x — 1), (x? + x — 1), +(x? — x — 1), +(x? + x? — x — 1), +(x? — x? — x + 
1). 
GABARITO DAS QUESTÕES ITA 
8. a 14.e 
9. e 15.c 
10.a = 1;b = 1; raízes: {1 — iV5; 1 + 16.m = 6. 
iv5} 17.e 
11.d 18.c 
12.4 19.a 
13.c 20.V, V, F. 
21.c 
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22.e 28.b 

23.e 29.b 

24. Verdadeira. 30.a 

25.4 =0;8=1;y=0. 31.c 

26.e 32.b 

27.e 33.b 

34.b 45.e 

35.c 46.2 +i,2—i,1+i,1—i,-—3. 

36.e 47.Item a) t; Item b) Demonstração. 
37.a 48. Demonstração. 

38.d 49.a) a +ta=qa,eas=-2a,, para 
39. (2014 a, E R— {0}e ap E R; 

40.3, +y —5 + 2V14i, +y —5 — 2V 14i . b) È + v3, + + v2}. 

41.b 50. [aa f =) 

42.d * sia 35 35 
43.P(x) = 10x? + 6x? +3x +1. SLI) = i4 iex tie Tie” 
44.d 52.a, bx,c(2x + 1) e d(2xº + 2). 


9. LISTA DE QUESTÕES RESOLVIDAS E COMENTADAS 


tp 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


3) (EN/2013) 
Sejam F(x) = x? + ax +b e G(x) = 2x? + 2x — 6 dois polinômios na variável real x, com 
F(x) 


a e b números reais. Qual valor de (a + b) para que a divisão AE seja exata? 


a) —2 

b) —1 

c) 0 

d) 1 

e) 2 

Comentários 
Para que a divisão seja exata, devemos ter que as raízes de G(x) também são raízes de F(x). 
Note que as duas raízes de G(x) são reais, pois: 
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A=4-4-(-6):2>0 


Além disso, temos que F(x) possui grau 3, logo, se ele possui duas raízes reais, a terceira 
deve ser real, pois as raízes complexas vêm aos pares. Disso, seja æ a raiz real de F (x) que não é raiz 
de G(x). 


Sabemos, por Girard em G(x), que a soma de suas raízes é dada por -Ż = —1. Aplicando 
Girard para a soma das raízes em F(x), temos: 
a-1=05]Â]=1 
Como 1 é raiz de F(x): 
F(1)=1+0a+b=0>a+b=-1 
Gabarito: “b”. 


4) (Rússia) 

Seja f(x) = x? + ax + b. Sabe-se que EU GO) = 0 tem quatro raízes reais distintas, e que a 
4 z 1 

soma de duas dessas raízes é —1. Prove que b < — 7 

Comentários 


Primeiramente, perceba que se s e r são as raízes de f (x), então se f (xọ) = O devemos ter, 
obrigatoriamente: 


Xo = S OU Xo =T 
Dessa forma, se FF) = 0 para algum x, devemos ter, necessariamente: 
fO)=roufl)=s 
Ou ainda: 
xº+ax+b=rouxº+tax+b=s 


Conforme o enunciado, temos quatro raízes distintas, ou seja, o discriminante de ambas as 
equações obtidas logo acima deve ser positivo. 


Se a soma de duas dessas raízes é —1, temos dois casos a considerar: 
1º caso: Ambas as raízes vêm da mesma equação quadrática. 


Sem perda de generalidade, suponha que ambas vêm de f(x) = r. Das relações de Girard, 
temos que: 


—a = -1 >a=1 
Além disso, de x? + ax + b = 0, temos: 
rts=-a=-—1 
Olhe agora para as equações: 
x+x+b-r=00uxºtx+b-s=0 
Seus discriminantes devem ser positivos, logo: 


1-4(b-r)>0e1-4(b-s)>0 
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Somando as desigualdades membro a membro: 
2-4b-r+b-s)=2-4(2b-(r+s))>O0 
Ou seja: 
2-42b-(-1))>0>b <- 
22 caso: As raízes vêm de equações distintas. 
Sejam p e — 1 — p essas raízes. Se elas vêm de equações distintas, temos que: 
p2+ap+b-r=0 

(-1-p)?+a(-1-p)+b-s=0 

Somando essas equações, temos que: 
p2+ap+b-r+pº+2p+1-a-ap+t+b-s=0 

Do que resulta: 

2pº+2p+2b-a-(r+s)+1=0 
Lembrando quer + s = —a, temos: 

2p?+2p +2b+1=0 


Como p E R, o discriminante dessa equação deve ser não negativo, isto é: 
1 
A=4-4:2:0b+1)205b<-— 
Gabarito: Demonstração. 


5) (Putnam and Beyond) 
Sex + y +z = 0, prove que 
x +y2+72 xX +yº4+27º x +y +z 
DE TA a y 
Comentários 
À primeira vista, essa questão não parece ter nada a ver com polinômios. 
Mas vamos pensar em x, y e z como raízes do seguinte polinômio: 
P(w) = w? — aw? + oW — 03 


Além disso, faça S¥ = xt + y* + zk, Queremos provar, então, que: 


Do polinômio que foi criado, temos que: 
P(x) = x? — 0x? + 0x — 0; = 0 
P(y) = y? - 0y? + 02y — 03 = 0 


P(Z) = zZ? — 0z? + 032Z — 03 = 0 
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Multiplicando a primeira por x¥~3, a segunda por y*™? e a terceira por z¥~?, temos: 
xF — gx! it ox"? — g,xt = 0 
k k-1 k-2 k-3 _— 
yay toy =y e 


2 — oz% = 0 


zh = matt + oz“ 
Somando membro a membro, temos: 


xE + y" + gr nes cult + ap + AR E 0, (e + ao + O 03 (+ + y3 + Re) 
=0 


Usando a notação estabelecida, temos a recorrência: 
Ss as st = 
Note que, das relações de Girard: 
G=x+y7+z2=0 
03 = XYZ 
Além disso, temos que: 
(x +y +Z)? = S? + 2(xy + xz + yz) = S? + 20, = 0? > S? = —20, 


Além disso, a recorrência fica: 


St = —0, S7? + 03S"? 
Para k = 3: 
S? = -o,S! + 038º 

Temos: 

St=0 =0eS. =x. +y? +2 =3 
Ou seja: 

S? = -o,(-20,)) + 05(0) > S? = 303 
Para k = 4: 

St = —o,;(—20,) + os(0) = 207 

Parak = 5: 


sº = —0,(303) + o3(—20,) = —50203 
Finalmente, para k = 7: 
7 


S7 ==o;(-50,05) Falo) = 70203 > m 0203 
Além disso: 
S? S5 —20, —50203 2 
CE e CS ai 
2 5 2 5 


Disso, temos que: 
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Gabarito: Demonstração. 


6) (Putnam and Beyond) 
Encontre as raízes do polinômio: 
P(x) =x! — 6x? + 18x? — 30x + 25 
Sabendo que a soma de duas delas é 4. 
Comentários 
Sejam x1, X2, X3 € x4 as raízes desse polinômio. 
Sem perda de generalidade, seja: 
x, + x, = 4 
Das relações de Girard, temos: 
X1 +X + X3 + x4 = 6 > 4 + x +x, =6 >x; +x,=2 
Ainda das relações de Girard, podemos escrever: 
XX + X1X3 + X1X4 + X2X3 + X2X4 + X3X4 = 18 
Veja ainda que: 
XX + X3X4 + X1 (X3 + x4) + X2 (x3 + x4) = x1X2 + X3%X4 + (x1 + x2)(x3 + x4) = 18 
Ou seja: 
XX + X3X4 + 4:2 = 18 > xx, + x3x4 = 10 
Das relações de Girard para o produto das raízes, temos: 
(x1xX2)(xX3x4) = 25 
Por conveniência, façamos: 
XX = P €e X3Xx4 =q 
Temos, portanto: 
p +q = 10e pq =25 
Disso, temos que p e q são raízes da equação quadrática: 
x? —10x+25=0 > (x-5 =0>x=5 
Ou seja: 
p=q=5 
Logo, obtemos o seguinte resultado: 
XX = X3X4 = 5e xı +x,=4€x3,+x,=2 
Concluímos que x, e x, são raízes da equação quadrática: 
x? —4x+5=0 
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De raízes x =2+iex,=2-1i. 
E que x3 e x, são raízes de: 
x? —2x+5=0 
De raízes x, = 1 + 2i e x= 1- 2i. 
Gabarito: {2 + i, 1 + 2i}. 


7) (Putnam) 


Encontre todos os polinômios que possuem coeficientes todos iguais a 1 ou — 1 e que possuem 
raízes reais. 


Comentários 


Essa questão parece nebulosa à primeira vista, pois quase não temos nenhuma informação 
acerca de P(x). Nesse caso, vamos tomar um polinômio de grau n qualquer, isto é: 


P(x) = anx” Pax + + ao 
E sejam seus zeros x4, X2, ...,Xn- 


As únicas informações que temos são sobre suas raízes, que devem ser reais, e sobre seus 
coeficientes que pertencem ao conjunto {1, —1). 


Sendo assim, vamos relacionar suas raízes aos seus coeficientes, usando as relações de 
Girard: 


An-1 
dei = 


An 


Un-2 
X1X2 + X1X3 +'e+ Xn-1Xn = 


n 


Temos, ainda, a seguinte relação: 
(x1 H+ Xn) = xi t xi + txi + alx + xx +e +) 
Visando o vestibular do IME, seria interessante provar que isso é verdade usando o P.I.F. 
Então, vamos lá: 
Paran = 2: 
Ca ta) RENA + MS 
Que é verdadeiro. 
Suponha válido para n = k, ou seja: 
(x1 H+ XK) = x? Hai + xk +Z(Aão + XI + + Xp-1Xp) 
Vamos olhar paran = k +1: 
(x1 + ee + Xp + Kra = (X1 H H Xp)? + Zara (X1 HH Xk) H Xka 
Usando a hipótese de indução, temos: 
(x1 ++ Xk + Xk)” = 


= Xf +23 +e +xp+Z(x ão + xax + + Xp-1Xg) + 2X (D+ + XD) + XE = 
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=x} + xi ++ xk + xka + 2(Xã2 + XX + + XX) 


Logo, se vale para n = k, vale para n = k + 1, do que temos que a afirmação é 
verdadeira. 


Voltando à questão. 


[o 2 
Energie 
An 


= x? +x? + +x2+4+2(M,%x, + xx ++ Xn-1Xn) 


Porém, das relações de Girard, podemos escrever: 


Ou ainda: 


o an- 
apaga tado (- | -2( a 2) 
n n 


Como x? + x2 +. +x2 > 0, o único valor possível para essa soma, dada a relação acima, é 
3. Lembre-se que os coeficientes são 1 ou —1, do que temos que os termos do lado esquerdo 
assumem somente +1 como valor, isto é: 


xi +x +e txi = (+1) —2(+1) 2 0 > xf +x} + +x} =3 


Além disso, das relações de Girard, temos ainda: 


ao 
tmumetctiPr=diotivcoçseil 
n 


Usando a desigualdade entre as médias geométricas e aritméticas, temos: 


n 
x +x? + +axi>n [x2x2..x22532nV15n<3 


Só podemos aplicar a desigualdade entre as médias porque as raízes são todas reais, que é o 
nosso caso. Concluímos, então, que seu grau é no máximo 3. 


Para os polinômios de grau 1 e de grau 2, podemos fazer caso a caso, do que obtemos: 
P(x) = +(x + 1)e P(x) = +(x — 1) 
P(x) = +(x? + x — 1)e P(x) = +(x? — x — 1) 


Para n = 3, devemos ter a igualdade na desigualdade entre as médias, que somente ocorre 
quando: 


en sasn Skals keelses Sr 
Sejam x4, X2 e x3 as raízes de P(x). 
Temos as seguintes possibilidades para as suas raízes: 
12 possibilidade: Todas positivas. 
X1 = X, = X3 =Y 


Das relações de Girard: 
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Nesse caso, a única possibilidade de raiz real e positiva é r = 1. 
Ou seja, P(x) = a(x — 1), que não possui os coeficientes em £1, —1) para nenhuma E R. 
22 possibilidade: Uma negativa e duas positivas. 

Xı = X3 =T € X3 = -Tr 
Da soma das raízes, devemos ter: 

M+tx+tx=rtr-r=+ti>r=1,poisr>o0 

Ser=1: 

Xx = xX% = 1e x, =-—1 
Do que segue que: 

P(x) =a(x — 1} (x +1) =a(x? —x?—x +1) 

Nesse caso, devemos ter a = +1. 
32 possibilidade: Duas negativas e uma positiva. 

MM = X3 = -T €e X3 =T 
Da soma das raízes, devemos ter: 

M+tx+tx=-r-r+tr=ti>r=+ti>r=1,poisr>o0 

Ou seja: 

x =x,=-lex,=1 
Do que temos: 

P(x) = a(x +1} (x — 1) = a(x? +x? —x-— 1) 

Para cumprir o enunciado, devemos ter a = +1. 


43 possibilidade: Todas negativas. 


X1 = X2 = X3 = -rf 
Do produto das raízes, vem: 
Z 3__%_ 3 — : 
Mox = (-rP = E +i>rº=1,poisr>0 


3 


A única solução real dessa equação é r = 1, do que teríamos: 
P(x) = a(x + 1)? 
Que não atende ao enunciado para nenhum valor real de a. 


Gabarito: +(x + 1), +(x — 1), +(x? + x — 1), +(x? — x — 1), +(x? + x? — x — 1), +(xº — x? — 
x + 1). 
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QUESTÕES ITA COMENTADAS 


8) (ITA/2019) 


Seja p(x) = x? + ax? + bx um polinômio cujas raízes são não negativas e estão em 
progressão aritmética. Sabendo que a soma de seus coeficientes é igual a 10, podemos afirmar 
que a soma das raízes de p(x) é igual a 


e) 10 
Comentários 
Analisando o polinômio, podemos descobrir uma das raízes. Vamos colocar x em evidência: 
p(x) = x? + ax? + bx = x(x? + ax + b) = 0 
Logo, x = 0 é raiz. 


Como as raízes são não negativas e elas estão em progressão aritmética, a PA deve ser do 
tipo: 
(0,r,2r),comr > 0 
Então, temos que encontrar o valor de 7. 
Ainda, do enunciado, temos que a soma dos coeficientes é igual a 10: 
1+a+b=10>a+b=9 (1 
Vamos usar as relações de Girard na seguinte equação: 
xº+ax+b=0 (ID 
Desse modo: 
x +x =r +2r =-—a >a = -3r 
De (I), podemos encontrar o valor de b: 
a+b=9>b=9+3r 
Substituindo os valores encontrados em (II) e fazendo x = r: 
r2+(-3r)r+9+37r=0 
3 


ASS Sons 


Sendo as raízes não negativas, devemos ter r = 3. 
Portanto, a soma das raízes é dada por: 
0O+r+2r=3r=9 
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Gabarito: “a”. 


9) (ITA/2019) 
Considere as seguintes afirmações: 


I. Se x,,X, € X3 são as raízes da equação x? — 2x2 + x +2=0, então yı = X2%3, Y2 = 
X1X3 € Yz = X1X, São as raízes da equação y? — y? — 4y — 4 = 0. 


Il. A soma dos cubos de três números inteiros consecutivos é divisível por 9. 


T 345 _ 1+V⁄5 
o q 


É(são) VERDADEIRA(S) 
a) Apenas l. 
b) Apenas Il. 
c) Apenas III. 
d) Apenas ll e III. 
e) Todas. 
Comentários 
l. Verdadeira. 
Utilizando as relações de Girard nas equações, temos: 
xı +X + X3 = 2 
x? — 2x2 +x+2 = 0> faz + XX3 + X1x = 1 
X1X2X3 = —2 
Yı t y2 +yz; =1 
y?” -y -4y-4=0 = pros + y2Y3 +13 = —4 
Y1y2Y3 = 4 
Vamos verificar se as relações em y são válidas, usando as relações em x. Para yı = 
X2X3, Y2 = X1X3 € Y3 = X1X2: 
Yı + Y2 + Yz = X2X3 + X1X3 + xx, = 1 
Y1iY2 F Y2Y3 + Y1Y3 = X2X3X1X3 + X1X3X1X2 + X2X3X1X2 
—4 


= X1 X2 X3 (X1 + X2 + X3) = (—2) s 2 
Y1Y2Y3 = (x2x3)(x1x3)(x1xX2) = (x1X2%3)? = (—2)? = 4 
Portanto, todas as relações são válidas, logo, elas são raízes da equação. 


II. Verdadeira. 


Seja a E€ Z. Vamos tomar os inteiros consecutivos (a — 1,a,a + 1), a soma dos seus cubos 
resulta: 


(a — 1)? +a? + (a +1) 
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= a? — 3a? + 3a — 1 + a? + a? + 3a? + 3a +1 
= 3a? + 6a 
= 3a (a? + 2) 


Devemos provar que, para qualquer a E Z, a expressão 3a(a? + 2) é divisível por 9. Vamos 
dividir o problema em todos os casos possíveis: 


aja = 3k,k E Z valores (0,+3,+6,+9,...,+3k) 
3a(a? + 2) = 3(3k)((3k)? + 2) = 9k (9k? + 2) 
b)a = 3k + 1 valores (1, 4,7,10, ...,3k + 1) e (—2, —5, —8, ...,—3k + 1) 
3a(a? + 2) = 3(3k + 1)((3k + 1} + 2) = 3(3k + 1)(9k2 + 6k +1 + 2) 
= 9(3k + 1)(3k? + 2k + 1) 
c)a = 3k + 2 valores (2,5,8, ...,3k + 1) e (—-1,—4,-—7,...,,-3k + 1) 
3a(a? + 2) = 3(3k + 2)((3k + 2)? + 2) = 3(3k + 2)(9k? + 12k + 4 + 2) 
= 9(3k + 2)(3k? + 4k + 2) 


Todos esses casos possuem o fator 9 na expressão, logo, para a E Z, 3a(a? + 2) é divisível 
por 9. 


III. Verdadeira. 


145 |/1+v5\ _ i+5 +25 [64245 |3+v5 
Es 2 ) = Ca CV a CV? 


Gabarito: “e”. 


10)(ITA/2019) 


Determine os valores reais de a e b para os quais as equações x? + ax? + 18 = 0 e x? + bx + 
12 = 0 possuam duas raízes em comum e, a seguir, determine essas raízes. 


Comentários 


A questão afirma que as equações possuem duas raízes em comum. Devemos pensar em 
como relacionar essas raízes. As relações de Girard nos permitem criar um sistema entre as raízes e 
os coeficientes dessas equações, vamos usá-las. 


Sejam « e f as raízes comuns, então, aplicando as relações de Girard: 
Raízes de x? + ax? + 18 = 0: a, ß,y 
a+bB+y=-a (1) 


aß + ay + By =0 (D 
aßy = —18 (III) 


Raízes de x? + bx + 12 = 0:0,8,À 
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a«a+B+1A=0 (IV) 
aß +aàù+ßà=b (V) 


aßà = —12 (VI) 
Resolvendo o sistema: 
(IV) — (I): 

A-y=a (VID 
(V) — UD: 

(a+B)M—-y)=b (VIII) 
(ID = (VI): 
Y B oy=%1 (0) 


Substituindo (IX) em (VID): 
v=54 3 
A-y =a As A=ao ds (X) 
De (IV), temos a + 8 = —A = 2a. Usando a relação (VIII): 
(c+)UA-)=b>2aº=b (XI) 


2a a 


Agora, temos uma relação para 4 e b. 


Lembrando que À é uma raiz de x? + bx + 12 = 0, temos: 


X=A A=-2a 
x? + bx +12 = 0 = 2? + bå + 12 = 0 => (—2a)? + 2a? : (—2a) +12 = 0 
=> —8a? — 4a? + 12 = 0 > —12a? = -12 > @è =1 > [a =1] 
De (XI): 


a=1 
b = 20 = 
Para a = 1e b = 2, obtemos das relações anteriores: 
À = —2a = —2 


s ae 
p= As 


Desse modo, as equações iniciais são dadas por: 
x? + ax? + 18 = 0 > x? + x? + 18 = 0 (XID 
x? + bx +12 = 0 > x? + 2x + 12 = 0 (XII) 
Subtraindo essas equações, obtemos a seguinte equação do segundo grau: 
(XID — (XI): x? — 2x +6 = 0 
As raízes dessa equação serão as raízes comuns a e 8. Vamos encontrar as raízes: 


2+V-20 2+2iV5 
E a 
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Portanto, æ e p são dadas por: 
a=1-iv5 
Gabarito: a = 1;b = 1; raízes: {1 — iV5; 1 + iv5] 


11) (ITA/2018) 


É mx 
Considere a matriz | - E Ê , x E R. Se o polinômio p(x) é dado por p(x) = detA, 
=Z 2 1L 1 
então o produto das raízes de p(x) é 
a) 
b) 5 
c) : 
d) 5 
e) =+ 


Comentários 


O polinômio p(x) é dado por: 


1 x x xL 

1 2 3 4 
PO =|4 34 5 
—2 2 1 1 


Vamos escrever p(x) da seguinte forma: 
p(x) = ax? + azx? + ax + ao 


Aplicando Laplace à primeira linha do determinante, temos: 


2 3 4 
a = (—1)1+1 |3 4 5|=-1 
2 1 1 
1 3 4 
a, = (—1)t+? 4 5|=-1:-0= 
-2 1 1 
1 2 4 
a, = —1)1*3 -1 3 5l= —9 
—2 2 1 
1 2 3 
d; = (~1}"|-i 3 4)=-1:(-70)=6 
—2 2 1 
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Ou seja, p(x) é dado por: 
p(x) = 7x? — 9x? — 1 


Das relações de Girard, sabemos que o produto das raízes de um polinômio do 3º grau é dado 
por: 


Gabarito: “d”. 


12) (ITA/2018) 


Seja p(x) um polinômio não nulo. Se x? — 4x? + 5x — 2 e x? — 5x? + 8x — 4 são divisores de 
p(x), determine o menor grau possível de p(x). 


Comentário 
Se os polinômios dados dividem p(x), podemos escrever: 
p) = qu(x)(xº — 4x? + 5x — 2) 
p(x) = (x)(x? — 5x2 + 8x — 4) 


Ou seja, as raízes dos polinômios dados são raízes de p(x). Então, vamos descobrir as raízes 
dos polinômios dados. Para facilitar, vamos dar nomes aos polinômios: 


g(x) = x? — 4x2 +5x—2 
go) = x? — 5x? + 8x — 4 


Em polinômios de grau maior que 2 é sempre útil chutar que 1 é uma de suas raízes. Então, 
vamos verificar: 


Ou seja, 1 é raiz de g(x) e de g(x). Vamos usar o dispositivo de Briot-Ruffini para reduzir 
o grau desses polinômios. 


Para g(x), temos: 


1 


Ou seja: 
gı (x) = (x — 1) (x? — 3x + 2) 
Logo, as outras raízes de g4 (x) são as raízes de (x? — 3x + 2), que são 1 e 2. 
De outra forma: 
g(x) = (x — 1)? (x — 2) 
Para g2(x), temos: 
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1 | 1 -5 8 —4 


| 1 —4 4 0 


Ou seja: 
g(x) = (x — 1) (x? — 4x + 4) 


Logo, as outras raízes de g(x) são as raízes de (x? — 4x + 4) = (x — 2)?, ou seja, 2 com 
multiplicidade 2. 


De outra forma: 
g(x) = (x — 1) (x — 2)? 
Conclusão: 


O polinômio p(x) deve possuir 1 como raiz como multiplicidade 2, de g, (x), e deve possuir 
2 com multiplicidade 2, de g,(x). Ou seja, para atender ao enunciado, o polinômio p(x) deve ser 
da forma: 


pl) = gœ) (x — 1) (x — 2)? 
Logo, o menor grau possível para p(x) é 4, que é quando g(x) = c,c E R. 


Gabarito: 4. 


13) (ITA/2016) 


Seja p o polinômio dado por p(x) = x8 + x” — 2x”, em que os expoentes 8,m,n formam, 
nesta ordem, uma progressão geométrica cuja soma dos termos é igual a 14. Considere as 
seguintes afirmações: 


l. x = 0 é uma raiz dupla de p. 

II. x = 1 é uma raiz dupla de p. 

III. p tem quatro raízes com parte imaginária não nula. 
Destas, é (são) verdadeira(s) 

a 
b 


) Apenas l|. 
) Apenasle ll. 


c) Apenasle ll. 
d) Apenaslle III. 
e) Ile ll. 
Comentários 


O primeiro passo nessa questão é encontrar os valores de m e n usando o fato de que eles 
pertencem a uma P.G. de primeiro termo 8. Seja q a razão dessa progressão, podemos representar 
essa progressão pela terna ordenada: 


(8, 8q, 84°) 
Sua soma é 14, do que temos: 
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8 + 8q + 8q? = 14 > 4q? + 4q -3 =0 
Resolvendo para q, temos: 
1 


Gees 


Como se trata de um polinômio, o expoente de x deve ser, necessariamente, um número 
inteiro não negativo. 


Suponha que q = -t Disso, teríamos que: 


= 8- (-Ž) = -12 
m = Ji 


Ou seja, m seria negativo, o que não convém. 
a 1 : 
A conclusão é que q = ;e a terna ordenada fica: 
(8,4,2) 
Do que segue que: 
p(x) = x? + xt — 2x? 
De posse do polinômio, podemos julgar as afirmações. 


l. Verdadeira: Veja que p(x) = x8 + xt — 2x? = x? (x? + x? — 2), ou seja, p(x) 
apresenta o fator (x — 0) duas vezes, de onde temos que O é uma raiz dupla. 
II. Falsa: Observe que 
xê +x? — 2 = x lr -l=l Diet +1)+(x?-—1) 
Ou ainda 
p(x) = (x? — 1) (xt +x? + 2) 
Disso, temos que 1 é raiz com multiplicidade 1, pois p(x) somente apresenta uma 
vez o fator (x — 1). 
III. Verdadeira: Vamos mostrar que as raízes de (x! + x? + 2) são complexas não reais. 


2 
x r 1 1 7 1 7 x 
Para isso, veja que x! + x? + 2 = (x2)2 + 2 Ea E (x? + 2) + 5. Mas isso 
2 
1 7 7 E PA 
obedece (x? + +) + F > z para todo x real. Logo, essa equação não apresenta 
raízes reais. 


Gabarito: “c”. 


14)(ITA/2016) 

Considere o polinômio p com coeficientes complexos definido por 
p()=272+0Q+D)2 +Q+D)z?+M+Dz+H(1+d. 

Podemos afirmar que 

a) Nenhuma das raízes de p é real. 


b) Não existem raízes de p que sejam complexas conjugadas. 


c) A soma dos módulos de todas as raízes de p é igual a 2 + v2. 
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d) O produto dos módulos de todas as raízes de p é igual a 242. 


e) O módulo de uma das raízes de p é igual a V2. 
Comentários 
O polinômio fornecido assusta à primeira vista. Mas se você observar com calma, vai perceber 
que: 
p(z) = zf + (2 + Dz? + (2 + i)z? + (2 +z + (1 +i) = 
=złt—1+1+(2+i)z?+(2+0)z++i)= 
=z —1+(2+i)(z? +z? +z+1) 
Isso é muito bom, pois p(1) + 0, ou seja, para p(z) = 0, podemos escrever: 
(2 +i)(zt-— 1) o 


2+i 
ct-D(1+)=o0 
z-1 Z 


p(z) =z*—-1+ sT] 
Já que z + 1. Disso, temos que: 

zZ*-1=0>(22-1)(22+1)=0 
Resolvendo para zZ, vem: 

z=+louz=hHi 

Mas z + 1, do que segue que 1 não convém. 
Ainda temos que: 
Zi z+1+i 
zei 


Note que o módulo dessa última raiz de p(z) é |z| = (-1)2 + (—1)2 = 2, do que segue 


“am 


que a alternativa “e” é a correta. 


1+ =052=-1-i 


Gabarito: “e”. 


15) (ITA/2014) 
Considere os polinômios em x € R da forma p(x) = xº +asxº + apx? + ax. As raízes de 
p(x) = 0 constituem uma progressão aritmética de razão - quando (a,, A2, as) é igual a 


Comentários 


Note que o polinômio dado possui zero como uma de suas raízes, pois: 
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p(0)=0º +4;0º + a20? +0,0=0 


Seja r a “raiz central”, ou seja, tal que: 


( E +1) 
r ,r yrr 3º" 


Sejam as soluções de p(x) = 0. Das relações de Girard, podemos escrever que: 


pata aa tec = Ei) 
2 2 As 1 
Sr=0>r=0 
Logo, as raízes de p(x) são: 
1 1 
(1-7071) 
Ainda das relações de Girard, podemos escrever: 
Az 
1 1 às 1 1 1 1 1 
S A aaa a aa 
A 1 
Ou seja 
5 
Mee 
Além disso: 


5 1 
pisiri taae 


5 1 
pO)=1-qtata=0a+a= 
Resolvendo o sistema acima, temos: 
o 1 
a, = 0e aq =- 
2 1 4 
Gabarito: “c”. 


16) (ITA/2013) 
Considere o polinômio P(m) = am? — 3m — 18, em que a E R é tal que a soma das raízes de 
P é igual a 3. Determine a raiz m de P tal que duas, e apenas duas, soluções da equação em x, 
x? + mx? + (m + 4)x + 5, estejam no intervalo ] — 2,2[. 
Comentários 

O primeiro passo é encontrar o valor de a. Para isso, vamos usar as relações de Girard. 


Nos foi dado que a soma das raízes é 3, logo: 


P Aula 19 — Equações Algébricas 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 19: ITA/IME 2020 


Assim, o polinômio fica: 
P(m) = m? — 3m — 18 
Resolvendo, temos que suas raízes são m = —3 ou m = 6. 
O segundo passo é perceber que —1 é raiz da equação dada, observe: 
(1)? +m(—1)} + (m +4 (-1)+5=—-1+m-m-—-4+5=0 
Usando Briot-Ruffini: 


—1 | 1 m m+4 5 


(x +D(xº+(m- Dx+5)=0 


xº-—-4x+5=0 
Observe que ela não possui raízes reais. 
Param = 6: 


x +5x+5=0 


g E -5+V5 
Suas raízes são x = i 


Vamos verificar se elas estão no intervalo definido: 


paT 
2 
O lado direito é verdadeiro, pois a raiz é negativa. O lado esquerdo: 
-5 -V5 
ss SS copo 
Que é absurdo. 
Para a outra: 
-5 + v5 
-2 < -a <2 


-4<-5+/5<4>51</5<9 
—5+V5 
2 


; : Po vs : x ; -5-V5 
Ou seja, a segunda raiz está no intervalo. Assim, 1 e estão no intervalo dado mas > 
não está. Portanto, exatamente duas raízes estão no intervalo. 


Gabarito: m = 6. 
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17) (ITA/2012) 
As raízes x1, X e x3 do polinômio p(x) = 16 + ax — (4 F v2)x? +x? estão relacionadas 
pelas equações: 
nt += 2 e x, — 2x, — V2%X3 =0 
Então, o coeficiente a é igual a 
a) 2(1— V2). 

) 2-4. 
c) 2(2+ 2). 
d) 4+ v2. 
e) 4(V2- 1). 
Comentários 

Observe que temos três incógnitas, mas o enunciado só nos fornece duas equações. 


Podemos obter mais uma equação usando as relações de Girard, pois a soma das raízes é 
dada por: 


x, + X2 + X3 = 4 +vV2 
Assim, temos o sistema de equações: 
xı + 2x5 + E = 2 
x, + X + X3 =4+ 42 
X1 — 2X — (2x =0 


Somando a primeira e a terceira equação, obtemos: 
x 
X1 + 2x5 o CA = 2 — V2x3) = 2+0 
1 V2 1 
2x1 + (5-2) xs = 2 > x% = ($ -i)e +1 


Substituindo na segunda equação, vem: 


VZ 1 v2 3 
(5 - East Lt tas 4 VZa 34V- (ria 


Por fim, substituindo x, e x, na terceira equação: 


V2 1 v2 3 
(gut? +v- ($+ a 
Assim, como 4 é raiz do polinômio, podemos escrever: 


16 + 4a — 16(4 + V2) + 64 = 0 > a = 4(V2 - 1) 


|- V2x; =0 > x; =4 
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Gabarito: “e”. 


18)(ITA/2010) 


Sabe-se que o polinômio p(x) = xº — ax? + ax? — 1, a E R, admite a raiz —i. Considere as 
seguintes afirmações sobre as raízes de p: 


l. Quatro das raízes são imaginárias puras. 
Il. Uma das raízes tem multiplicidade dois. 
III. Apenas uma das raízes é real. 


Destas, é (são) verdadeira(s) apenas 


Comentários 


Observe que p(x) possui todos os seus coeficientes reais. Assim, se —i é raiz de p(x), i 
também é. 


Vamos encontrar o valor de a usando que p(i) = O: 
i? — a(i)? + a(i)? — 1 = 0 > a = —1 
Então, o polinômio fica: 
p(x) = x” +x? — x? —1 
Note que p(1) = O: 
p(D)=1+1-1-1=0 


Vamos dividir p(x), sucessivamente por (x — 1), (x — i) e (x + i) usando Briot-Rufffini: 


1 1 0 1 —1 0 = 
i 1 1 2 1 1 0 
—i 1 1+i 1+i i 0 

1 1 1 0 
Ou seja: 


p(x) = (x— D(x— Dx + D(x? +x +1) 
—1+tivV3 


As raízes de x? + x + 1 são x = , pertencentes aos complexos. 
Vamos julgar item por item: 


Item l: 
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Falsa, pois apenas duas de suas raízes são imaginárias puras. 
Item Il: 

Falsa, pois nenhuma de suas raízes possui multiplicidade 2. 
Item Ill: 

Verdadeira, pois apenas 1 E R. 


Gabarito: “c”. 


19) (ITA/2010) 


Um polinômio real p(x) = X? -o anx”, com as = 4, tem três raízes reais distintas, a, b e c, que 
satisfazem o sistema 


a+2b+5c=0 
a+4b+2c=6 
2a +2b+2c=5 


Sabendo que a maior das raízes é simples e as demais tem multiplicidade dois, pode-se 
afirmar que p(1) é igual a 


a) —4, 
) —2. 

RA 
d) 4. 
e) 6. 
Comentários 

O primeiro passo nessa questão é encontrar as raízes resolvendo o sistema linear fornecido. 

Subtraindo a primeira equação da segunda equação: 

a+4b+2c—-(a+2b+5c)=6-052b=3c+6 
Substituindo 2b na primeira equação: 
a+3c+6+5c=0>3a=-8c-—6 

Substituindo a e 2b na terceira equação, vem: 

—16c— 124+3c+6+2c=55c=-1 


Assim, temos que: 
3 
2b=-3+6=3>b=7e6ea=8-6=2 


: P , 3 O idas 
A maior das raízes encontradas é 2, do que segue que —1 e > Possuem multiplicidade 2. Como 

as = 4, podemos escrever: 

2 


p(x) = 4(x — 2)(x + 1)? (x — 5) 


Do que segue que p(1) é dado por: 
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2 3 — 
n(1) = 4(1- 2141) (1-5) = —4 


Gabarito: “a”. 


20)(ITA/2010) 


Considere o polinômio p(x) = }$-ọanx”, com coeficientes reais, sendo ap + 0 e aç= 1. 
Sabe-se que se r é raiz de p, —r também é raiz de p. Analise a veracidade ou falsidade das 
afirmações: 


l. Se r e n, Ir,| + |r,|, são raízes reais e r} é raiz não real de p, então r3 é imaginário 
puro. 


II. Se r é raiz dupla de p, então r é real ou imaginário puro. 
Ill. ag < 0. 
Comentários 

Vamos analisar item por item. 

Item l: 


Do enunciado temos que se 7, e 7, são raízes de p(x) então —r, e —r, também são raízes de 
p(x). Note ainda que se |r;| + |r,|, podemos afirmar que 7, + +n, ou seja, temos quatro raízes 
distintas do polinômio. 


Mas o grau de p(x) é 6, do que segue que ainda restam duas de suas raízes a determinar. 
Seja então 73 É R. Podemos dizer que: 


Do enunciado, podemos afirmar que —r, também é raiz de p(x). Além disso, perceba que 
p(x) possui coeficientes reais, então 73 também é raiz. 


Como somente restam duas raízes a determinar, então uma das três possibilidades abaixo 
deve ser verdadeira: 


1- r3 = -rů 
Mas isso implicaria que 2r} = 0 > r}. Isso não pode ocorrer, pois se zero é raiz do 
polinômio, ay = 0, o que não é verdade. 
2- er 
Isso significa: 
a+bi=a-bi>2bi=0>b=0 
Ou seja, Z3 = a E R, o que contraria a afirmação. 
3- fa = 
Isso significa: 
—a— bi =a —bi > 2a=0 
Ou seja, r3 é imaginário puro. 


Do exposto acima, a única possibilidade que não contraria o enunciado é o caso em que r; é 
imaginário puro. 


Portanto, a afirmação é verdadeira. 
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Item Il: 


Suponha que r = a + bi é uma raiz dupla de P(x). Disso, temos que —r,r e — f são todas 
duplas. Mas isso não pode ocorrer, pois nesse caso o polinômio teria 8 raízes! 


Assim, para resolvermos esse problema, o conjunto: 
fr,—r,r,—T) 
Deve possuir elementos repetidos. Veja que r + —r, pois ay + 0. Disso, só nos resta: 
r=rour=-r 
Do que temos que a = 0 ou b = 0, ou seja, r é real ou imaginário puro. 
Portanto, o item é verdadeiro. 
Item IIl: 


Sejam x1, —X1, X2, —X2, X3 € — X3 as raízes da equação. Por Girard: 


0 3 2 o 2 
E (—1)* (x1x2x3)* > do = —(x1X%2X3) 
Suponha que x, = a + bi seja uma raiz complexa e x, e xs são raízes reais. Disso, temos que: 


-a-bi=a-bi>a=0 


Pois sendo x, e x, reais, —x, não pode ser tal que x, = —x,, do que teríamos x, = 0 e x; 
real. Logo: 
X1 — bi 
Veja então: 


ao = —(x,x2)? > (bi)? = (x,x,2b)? > 0 
Logo, o item é falso. 


Gabarito: V, V, F. 


21)(ITA/2009) 


Considere as funções f(x) = x! + 2x? — 2x — 1 e g(x) = x? — 2x + 1. A multiplicidade das 
raízes não reais da função composta f o g é igual a 


a 


) 
) 


o 


O 


i: 

À 
) 3. 
) 4. 


o 


e) 5. 
Comentários 
Antes de escrevermos a função composta, vamos fazer algumas simplificações: 
g(x) =x? — 2x +1 = (x-1)? 


Vamos fatorar f (x). Note primeiramente que 1 é raiz: 
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f(1)=1+2-2-1=0 


Vamos usar Briot-Ruffini para fatorar f(x): 


1 1 2 0 -2 —1 


| 1 3 3 1 0 


Ou seja: 
f(x) = (x — 1) (x? + 3x? +3x +1) 
Observe que o segundo fator de f (x) é uma expressão conhecida, se trata do cubo de (x + 
1): 
(x +1) =x? +3x?+3x+1 
Assim: 
FG) = (x — Dl + 1)º 
Agora vamos escrever f(g(x)): 
FUE) = [x — 1)? — 1 — 1)? + 1]? 
Queremos os valores de x para f(g(x)) = 0, ou seja: 
[(x — 1)? — 1][(x — 1)? + 1}? = 0 > (x — 1)? — 1 = 0 ou |(x — 1)? +1 = 0 
Do que segue que: 
(x—1)}-—-1=0>x-—-1=+1>x=2o0oux=0 
E ainda: 
(x-1)22+1=0>x-1=+i>Dx=14+i 


Perceba que o fator (x — 1)? + 1 se repete três vezes no polinômio f(g(x)), ou seja, suas 
raízes têm multiplicidade 3 no polinômio composto. 


Gabarito: “c”. 


22)(ITA/2009) 
O polinômio de grau 4 
(a+2b+ox!+(a+tb+oxº-—-(a-b)xº+(Qa-b+ox+2(a+o), 

Com a,b,c E R, é uma função par. Então, a soma dos módulos de suas raízes é igual a 
) 3443. 

b) 2 + 3v3. 

c) 2+v2. 

d) 1+ 242. 
) 2+ 242. 


Comentários 


a 


e 


P Aula 19 — Equações Algébricas 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 19: ITA/IME 2020 


Seja p(x) o polinômio dado. Se ele é uma função par, então temos que: 
p(x) = p(—x) 
Ou seja: 


(a+2b+o)x!+(a+tb+oxº — (a — b)x? + (2a — b + c)x + 2(a + c) 
= (a + 2b + c)xt — (a + b + c)x? — (a — b)x? — (2a — b + c)x + 2(a + c) 


Que implica: 
2(a +b +c)x? +2(2a —b + c)x = 0x? + 0x = 0 
Como vale para todo x, a igualdade polinomial nos permite escrever que: 
(a+b+c)=0e(2a-b+c)=0 
Isolando a e c em função de b, temos: 
a = 2b e c = —3b 
Assim, o polinômio fica: 
p(x) = bx* — bx? — 2b = b(x* — x? — 2) 
Queremos as soluções de xt — x? — 2 = 0. Faça x? = y. Do que temos: 
y2-y-2=0 
Resolvendo para y, obtemos y = 2 ou y = —1. Ou seja: 
x? =2 >x = +V2 
x? =—-1>x=ti 
Seu conjunto solução é, portanto: 
S = (+v2, +) 
A soma do módulo de suas raízes é: 
|V2| + |--v2|+ lil + |-il=2/2+2=2(N2+1) 
Gabarito: “e”. 
23) (ITA/2006) 
Sobre o polinômio p(x) = xë — 5x? + 4x? — 3x — 2 podemos afirmar que 
a 
b 


) x = 2 não é raiz de p. 

) p só admite raízes reais, sendo uma delas inteira, duas racionais e duas irracionais. 
c) p admite uma única raiz real, sendo ela uma raiz inteira. 

d) p só admite raízes reais, sendo duas delas inteiras. 

e) p admite somente 3 raízes reais, sendo uma delas inteira e duas irracionais. 
Comentários 

Vamos verificar cada alternativa. 


Alternativa A: 
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Vamos calcular p(2): 
p(2)=28-5:234+4:22-3:2-2=32-40+16-6-2=48-48=0 
*pQ)=0 
Logo, a alternativa é falsa, pois 2 é raiz do polinômio. 


Antes de continuar, vamos fatorar o polinômio usando Briot-Ruffini: 


2 | 1 0 —5 4 -3 -2 


| 1 2 m 2 1 0 


Do que temos: 
p(x) = (x — 2)(xº + 2x? — x? + 2x + 1) 
Para investigar p(x) = 0, devemos estudar x* + 2x? — x? +2x +1 = 0. 
Essa equação é do tipo: 
axt + bx? + cx? +bx+a 


Existe um truque conhecido para resolvê-la. Divida a equação por x?, ou seja, o termo 
“central”: 


1 1 
ax? +br+e+b(-) +a(=) = 0 
xX xX 
Agrupando os termos: 
za l 1 
a(x +5)+b(x+)+c=0 
x xX 
Agora, faça a seguinte substituição de variável: 


axt 
á x 


Perceba que: 
1y? 1 1 
É ms x+5) =x? +2 +— > y? -2 =x? +— 
y ( x x? 4 x? 


Substituindo na equação, vem: 


aly? — 2) + by + c = 0 ou ay? +by +c— 2a =0 


No nosso caso, a = 1, b = 2e c = —1. 
Ou seja: 

y? +2y-3=0 
Resolvendo para y, temos y = 1 ou y = —3. 
Assim: 


1 
x+z=1>x*-x+1=0 
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Que resolvendo para x, temos: 


E também temos que: 
1 
x+z=-3>x"+3x+1=0 


Que resolvendo para x, temos: 


-3v5 
= 2 
Dessa forma, observe que p(x) admite três raízes reais, sendo uma delas o 2, inteira, e as 


X 


-3+Ł+vV5 . : E 
outras duas, — irracionais. 


Gabarito: “e”. 


24)(ITA/2006) 


Considere o polinômio p(x) = x? + ax? + x + 1, com raízes reais. O coeficiente a é racional 
e a diferença entre duas de suas raízes também é racional. Nestas condições, analise se a 
seguinte afirmação é verdadeira: 


“Se uma das raízes de p(x) é racional, então todas as suas raízes são racionais.” 
Comentários 


Sejam 11,7, e r3 suas raízes. Sem perda de generalidade, vamos supor que 7, E Q. Das 
relações Girard, temos que: 


n+tr+trm=—a 
Ou ainda: 
r+tr=-(a+r,;))eq.01 
Como a e 7, são racionais, sua soma também é e, consequentemente, 7, + 73 E Q. 


Além disso, sabemos que a diferença entre duas de suas raízes é racional. Observe, antes de 
tudo, que não supomos nada de especial sobre r, ou r3, ou seja, nesse ponto da resolução, eles são 
intercambiáveis. Isso nos fornece duas possibilidades: 


Primeira possibilidade: 
n—nr=q7€Q 
Isso implica: 
n=rń-q 
Note que isso resulta na racionalidade de 7, pois 7, e q são ambos racionais. 
Substituindo na equação 01: 


n-q+mn=-a-n53n=-a+q-—2r 
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Como a,q e 2r, são racionais, segue que r} também é racional. Ou seja, temos 7, er 
racionais. 


Segunda possibilidade: 
n-n=q7eQ 
Isso implica: 
T2 = f3 + q eq. 02 
Substituindo na equação 01: 
-a-r -q 
2 


Note que a,r, e q são racionais, do que segue que r; é racional. Dessa forma, olhando para 
a equação 02, temos que r, também é racional, uma vez que r; e q são racionais. 


Tz +q tů =-a-r >n = 


Gabarito: Verdadeira. 


25)(ITA/2008) 

Sejam a, p,y E R. Considere o polinômio p(x) dado por 

x — 9x4 + (a — P — 2y)x? + (a + 2B + 2y — 2)x? + (a—-B-—-y+1)x +(2a+ß+y-1). 
Encontre todos os valores de g, p e y de modo que x = 0 seja uma raiz com multiplicidade 3 
de p(x). 

Comentários 


Se 0 é raiz de p(x), podemos escrever: 


OC -9-0t+(a-8-2))-0+(a+28+27-2)-02+(a-B-y+1)-0 
+Qa+B+y-1)=0 


Ou seja: 

Z2a+B+y—-1=0 
Disso, temos que: 
pl) =x|x!-9x2 + (æ — B — 2y)x? + (a + 2p + 2y —2)xt +(a—-B-y+1)] 
Como zero possui multiplicidade 3, segue ainda que: 

0*-9-0+(a-8-27)-0+(a+28+27-2)-0+(a-B-y+1)=0 

Ou seja: 

(a-B-y+1)=0 
Dessa forma, podemos ainda escrever que: 

pl) = x? [x? — 9x? + (æa — B — 2y)x + (a + 28 + 2y — 2)] 
Usando a multiplicidade do O pela última vez, vem: 
0º-9-02+(a-B-2/):0+(a+28+27-2)=0 
Ou ainda: 
(a+28+2y-2)=0 
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Para encontrar os valores de q, p e y pedidos, devemos resolver o seguinte sistema linear: 


24u+B+y—-1=0 
| a-g-y+1=0 
«+26 +2y-2=0 


Somando a primeira e a segunda equação, temos: 
2a+B+y-1+(a-6B-y+1)=034Â4=0 
Substituindo a na primeira equação: 
pp Lo p= =) 
Substituindo a e f na terceira equação, vem: 
0+2-2y-2=0>57=0 


Assim: 


Gabarito: æ = 0; $ =1;7=0. 


26)(ITA/2006) 


Seja p um polinômio com coeficientes reais, de grau 7, que admite 1 — i como raiz de 
multiplicidade 2. Sabe-se que a soma e o produto de todas as raízes de p são, respectivamente, 
10 e —40. Sendo afirmado que três raízes de p são reais e distintas e formam uma progressão 
aritmética, então, tais raízes são 


3 193 3 193 
def aa =. 
2 6 2 6 


b) 2 — 4v 13,2,2 + 4/13. 


c) —4, 2,8. 
d) —2, 3,8. 
e) —1,2,5. 


Comentários 


Primeiramente, perceba que p(x) possui coeficientes reais. Isso implica que, se 1 — i é uma 
de suas raízes, então seu conjugado, 1 + i, também é. 


Além disso, 1 — i possui multiplicidade 2, do que segue que 1+i também possui 
multiplicidade 2. 


Dessa forma, já temos 4 raízes do polinômio. 


Sejam 1,,1, e r3 as outras raízes de p(x), já que seu grau é 7. O enunciado nos diz que elas 
estão em P.A. e são reais, do que podemos representá-las pela terna ordenada: 


(m2r, nn, n +r) 
Temos mais duas informações úteis para usar: 


Informação 1: A soma de todas as raízes de p é 10. 
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Ou seja: 
Aa-D+A-D+Ha+r+rD+AA+HD+r-r+n+A+r+tr=10 
Que implica: 
4+3n,=10>n,=2 
Informação 2: O produto de todas as raízes de p é —40. 
Ou seja: 
Aa-DaA+rD)(2Z-r)2Q2+r) = —40 
Antes de continuar, veja que: 
a-)a+r)P=[1-DaAa+DdDP=[+Hi-i+1i)=4 
Assim: 
42-22 +r) = —40 > (4 - r?) = -5 >r = 3 

Tomando r = 3, temos: 

(—1,2,5) 
Tomando r = —3, temos: 

(5,2,—1) 

Gabarito: “e”. 
27) (ITA/2005) 


O número complexo 2 + i é raiz do polinômio f(x) = x* + x? + px? + x +q, com p,q E R. 
Então, a alternativa que mais se aproxima da soma das raízes reais de f é 


a) 4. 
b) —4. 
c) 6. 
d) 5; 
e) —5. 


Comentários 
Se p e q são reais, então f (x) é um polinômio com coeficientes reais. 
Disso, temos que se 2 + i é uma raiz de f(x), então 2 — i também é raiz. 


Observe que f(x) possui grau 4, isto é, restam duas raízes 7, e 7, a determinar. Se uma delas 
for complexa, a outra também deve ser, pois seu conjugado também deverá ser raiz. Dessa forma, 
se f(x) admite uma raiz real, nesse caso ele deverá admitir duas. 


Das relações de Girard: 
2+i+2-i+rn+tn =-15n+tnr=-5 


Gabarito: “e”. 
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Para algum número real r, o polinômio 8x? — 4x? — 42x + 45 é divisível por (x — r)?. Qual 
dos números abaixo está mais próximo de r? 


1,62. 
1,52. 
) 1,42. 
d) 1,32. 
y 1,22: 


Comentários 


a 


) 
b) 


Cc 


e 


Primeiramente, observe que p(x) pode ser escrito como: 
p(x) = (2x)? — (2x)? — 21(2x) + 45 
Isso sugere a seguinte substituição de variável: 
y=2x 
Ou seja: 
pO)=yº—yº —21y +45 


Uma ferramenta muito importante em questões onde não sabemos por onde começar a 
resolução do polinômio é testar se ele possui raízes racionais. 


Lembre-se que se p(y) possui raízes y = 7 racionais, devemos ter: 
p|45 e ali 
Fatorando 45, vem: 
45 = 1:32-5 
Ou seja: 
pE{t1i t3, 49,515,445} 
qet+1) 
Do que temos que: 
m (1,43, £9, £5, +15, + 45) 


Vamos testar da menor positiva para a maior positiva: 


=1>5p(D)=1-1-214+45=24%0 


aiv AIV 


= 3 > p(3) = 3? — 3? — 21:3 +45 =0 


Temos então que y = 3 é raiz de p(y). Vamos usar Brio-Ruffini para reduzir o grau do 
polinômio: 
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3 | 1 =] —21 45 


| 1 2 =15 0 


Dessa forma, podemos escrever: 


pO) = (y - 3(yº + 2y — 15) 
Resolvendo a equação do segundo grau, temos que y = 3 ou y = —5. Voltando ao polinômio 
inicial, temos: 


3 2 
p(x) = 8x? — 4x? — 42 + 45 = (2x — 3)? (2x + 5) =4(x-5) (2x + 5) 


z 3 
Ou seja, r = 5 


Gabarito: “b”. 
29) (ITA/2001) 


O valor da soma a + b para que as raízes do polinômio 4x4 — 20x? + ax? — 25x + b estejam 
em progressão aritmética de razão 1/2 é: 


36. 

41. 
) 26. 

d) -27. 
) 


a 


) 
b) 


O 


e) -20. 
Comentários 
Esse polinômio possui grau 4, logo, possui 4 raízes. Como elas estão em progressão aritmética 


z 1 ; 
de razão > podemos escrever suas raízes como sendo a 4-tupla ordenada: 


(rrazr+Lr+5) 
rnrtzrtir+; 


Das relações de Girard, temos que: 


1 3 —20 1 
PETE TIRER E AR Z aAA aa 
Ou seja, suas raízes são: 
1.3 
G L52) 


Seja p(x) = 4x* — 20x? + ax? — 25x + b. Temos que: 
p(1)=0>4-20+a-25+b=0>a+b=41 
Gabarito: “b”. 


30) (ITA/2001) 
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O polinômio com coeficientes reais P(x) = x? + a,x! + ax? + ax? + a;x + ay tem duas 
raízes distintas, cada uma delas com multiplicidade 2, e duas de suas raízes são 2 e i. Então a 
soma dos coeficientes é igual a: 


a) —4. 
b) =b 
c) —1. 
d) 1. 
e) 4. 


Comentários 
Se P(x) possui coeficientes reais, temos que —i também é raiz de P(x). 
Como o polinômio possui grau 5, temos ainda que restam 3 raízes a determinar. 
Sejam então r4, 2, f3, i, —i as raízes de P(x). Seja, sem perda de generalidade, 7, = 2. 


Suponha que 2 seja uma raiz com multiplicidade 2. Disso, teríamos que, por exemplo, r; = 
Tr, = 2, e restaria r} a determinar. Lembre-se que ainda temos que obedecer a condição que “tem 
duas raízes distintas, cada uma delas com multiplicidade 2”. Mas observe que, se 73 + 2, então 
deveríamos ter mais duas raízes, já que r; teria multiplicidade 2, o que é absurdo, dado que o grau 
de P(x) é 5. 


Suponha então que i possua multiplicidade 2. Faça, para isso, r) = i. Como as raízes 
complexas vem aos pares, teríamos que ter r} = —i. Observe que, nesse caso, temos duas raízes 
distintas, i e — i com multiplicidade 2, o que atende à condição do enunciado. 


Como o coeficiente de x” do polinômio é 1, podemos escrevê-lo como: 
P(x) = (x—2)(x — i)? (x + i}? = (x — 2)(x2 + 1)? 


A soma dos coeficientes de um polinômio pode ser obtida calculando-se seu valor para x = 
1, logo: 


P(1) = (1 — 2)(1 + 1) = —4 
Gabarito: “a”. 
31) (ITA/1998) 


Seja a um número real tal que o polinômio p(x) = xê + 2xº + ax! — ax? — 2x — 1 admite 
apenas raízes reais. Então: 


a) a E acl. 
b) a E€ |-1,1]. 
c) a€ | = 66,7] 


Comentários 
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Primeiramente, devemos perceber que p(1) = 0, veja: 
p(1M)=0>1+2+ta-a-2-1=0 


Podemos então dividir o polinômio por x — 1 usando Briot-Ruffini: 


Ou seja: 

pl) = (x — 1) (x? + 3x4 + (3 + a)x? + (3 + a)x? +3x + 1) 
Observe ainda que: 

p(—1) = (—1 — 1)(-1 +3- (3 +a)+ B3 +a)-3+1)=0 


Ou seja, p(—1) = 0. Vamos então continuar dividindo p(x), mas agora por x + 1: 


1 1 2 a 0 —a —2 —1 
—1 1 3 3+a 3+a 3 1 0 
1 2 a+1 2 1 0 


Disso, resulta que: 
p(x) = (x + D(x— Dx! + 2x? + (a + 1)x? + 2x + 1) 


Vamos agora olhar para o fator x! + 2x? + (a + 1)x? + 2x + 1 e dividir a equação por x?: 


\ 1 
dt +2x° + (ar +2x+1=0>x+2x+(a+1)+2(2) 45 


Faça y = x + Z, temos que y? — 2 = x? + = Logo: 
y? —2+2y+(a+1)=0 >y? +2y+a-1=0>y?+2y+1+a-2=0 
Ou seja: 
(y +1} +a-2=0>y=-1+Ł+vV2-a 
Olhe agora para y = x + - > x? — yx + 1 = 0. Seu discriminante é: 
A=y2-—4 
Queremos que suas raízes sejam reais, logo, A > 0. 
Ou ainda: 
y-4>5|y|>2>y>20uy< -2 
Temos que y = —1 — V2-a < 0, que gera a possibilidade: 
-1 —- V2 -a < -2 > V2 -a 2 1>2-a21>12a 
Note que isso implica: 


—1+vVv2-a2>0 
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Que gera a possibilidade: 
-1+/2-0a>25-7>a 
Além disso, note que 2 — a >0, pois y ER. 
Queremos então que: 
a<lea<2Z2ea<=— 
Ou seja: 
a<— 


Gabarito: “c”. 


32) (ITA/1996) 
Considere o polinômio p(z) = zê + 27º + 67! + 127º + 8z? + 167. 
Sobre as raízes da equação p(z) = 0, podemos afirmar que: 
a) Apenas uma é real. 
b) Apenas duas raízes são reais e distintas. 
c) Apenas duas raízes são reais e iguais. 
d) Quatro raízes são reais, sendo duas a duas distintas. 
e) Quatro raízes são reais, sendo apenas duas iguais. 
Comentários 

Veja, de início, que z = O é raiz do polinômio. 

Ou seja: 

p(z) = z(2º + 27! + 67º + 127º + 82 + 16) 
Olhe para o fator zº + 274 + 6z? + 12272 + 8z + 16 e veja que: 
Z” +27! + 6z? + 12272 +82+16=z!(2z+2)+6z22(2+2)+8(z+2) 
Ou ainda: 
(z + 2)(2! + 672 + 8) 
Do que resulta: 
p(z) = z(z + 2)(2º + 6z? + 8) 
Então perceba que: 
p(-2)=-2:(-2+2((-2)* + 6(-2)} +8) = 0 
Ou seja, —2 é raiz de p(z). 
Por fim, queremos saber os valores de z tais que: 
z*+672+8=0 
Faça z? = w: 


w? + 6w+8=0 
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Que resolvendo para w, resulta em: 
w=-Z2ew=-—4 

Ou ainda: 

zZ2=-2527=+iv2 

z? =—4>z= + 
Suas raízes são: 

0,2, +i V2, +2i 
Gabarito: “b”. 


33) (ITA/1994) 


Seja P(x) um polinômio de grau 5, com coeficientes reais, admitindo 2 e i como raízes. Se 
P(1)P(—1) < 0, então o número de raízes reais de P(x) pertencentes ao intervalo ] — 1,1[ é: 


Comentários 


Se P(x) possui coeficientes reais, podemos afirmar que —i também é raiz de P(x). Temos 
então 3 raízes de P(x): 2, ti. 


Somente nos restam duas raízes a determinar. 


Suponha que ambas pertençam ao intervalo | — 1,1]. Dessa forma, o gráfico de P(x) seria 
algo do tipo: 
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0.81 


061 


041 


0.21 


Ou seja, P(1) e P(—1) teriam o mesmo sinal, de forma que: 
P(DP(-1) > 0 
Absurdo! 


Observação: O gráfico acima foi construído supondo-se raízes quaisquer no intervalo | — 
1, 1[. Note que poderíamos ter, igualmente, P(1) > 0 e P(-1) > 0. 


Como P(1)P(—1) < 0, pelo Teorema de Bolzano, podemos afirmar que pelo menos uma raiz 
está nesse intervalo. Mas como visto acima, faltam apenas duas a determinar e ambas não podem 
estar simultaneamente nesse intervalo, então exatamente uma está nesse intervalo. 


Gabarito: “b”. 


QUESTÕES IME COMENTADAS 


34) (IME/2019) 
Seja a inequação: 
6x! — 5x? — 29x? + 10x < 0 


Seja (a, b) um intervalo contido no conjunto solução dessa inequação. O maior valor possível 
parab-— q é: 


a) 2 

b) 13/6 
c) 1/3 
d) 5/2 
e) 8/3 
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Comentários 
Inicialmente, devemos fatorar a expressão do polinômio: 
p(x) = 6x4 — 5x? — 29x? + 10x = x(6xº — 5x? — 29x + 10) 


Para simplificar a expressão do terceiro grau podemos aplicar o teorema das raízes racionais. 
Os números divisores do coeficiente a, = 10 são (+1; +2; +5; +10), vamos verificar se há alguma 
raiz inteira: 


Para x = 1: 
6(1)? — 5(1)? — 29(1) + 10 = 6 — 5 — 29 + 10 = —18 
Para x = —1: 
6(—1)? — 5(—1)? — 29(—1) + 10 = —6 — 5 + 29 + 10 = 28 


Para x = 2: 
6(2)? — 5(2)? — 29(2) + 10 = 48 — 20 — 58 + 10 = —20 
Para x = —2: 
6(—2)? — 5(—2)? — 29(—2) + 10 = —48 — 20 +58 + 10 = 0 
Portanto, x = —2 é raiz. Podemos aplicar o algoritmo de Briot-Ruffini: 
a l g EE -29 10 
| 6 AT 5 0 


Assim, encontramos: 
p(x) = x(x + 2)(6x2 — 17x + 5) 
Para simplificar a expressão do segundo grau, basta encontrar suas raízes: 


17+v169 17+13 5 1 


12 12 2a 


p(x) = x(x + 2) (<->) (x =} 


Vamos fazer o estudo do sinal: 


6x? —17x+5=0>x= 
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Desse modo, para p(x) < 0, devemos ter: 


15 
x E (—2,0) U (5.5) 
Como (a, b) está contido no conjunto solução e queremos que b — a seja máximo, então: 
Se (a,b) = (—2,0): 
b-a=0-(-2)=2 


Se (a,b) = (5,5): 


2 


Portanto: 


Gabarito: “b”. 


35) (IME/2019) 


Sejam x,,X, € xz raízes da equação x? — ax — 16 = 0. Sendo a um número real, o valor de 
x? + x5 + x3 é igual a: 


a)32-a 
b) 48 — 2a 
c) 48 

d) 48 + 2a 
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e)32 +a 
Comentários 


A questão pede para calcular o valor da expressão x? + x3 + x3, sendo x4, x2, X3 raízes da 
equação x? — ax — 16 = 0. Notando a presença do termo cúbico na equação, podemos substituir 
as raízes nessa equação e encontrar: 


xi —axı—16=0 

x; — ax, — 16 = 0 

x3 — ax; — 16 = 0 
Somando as equações: 


(x? + x3 + x3) — a(xı + x3 +x3)— 48 =0 


x? + x3 + x3 = als, +x, + x3) + 48 
Pelas relações de Girard, obtemos: 


xi tx +x = 0 


x? + x3 + x3 = a(x +x + x3) +48 
mm 
0 
Portanto: 


x? + x5 + x5 = 48 


Gabarito: “c”. 


36) (IME/2017) 


O polinômio P(x) = x? — bx? + 80x — c possui três raízes inteiras positivas distintas. Sabe- 
se que duas das raízes do polinômio são divisoras de 80 e que o produto dos divisores positivos 
de c menores do que c é c?. Qual é o valor de b? 


) 11 
) 13 
) 17 
) 23 
) 


a 


o o 


O: 


e) 29 
Comentários 
O primeiro fato que você deve recordar sobre divisores de um número inteiro é que se p4 é 
. ga rã Cc Z = o. P C 
um primo divisor de c, a também é divisor de c, pois p; o C. 
1 1 


Suponha que c possua apenas 1 divisor primo positivo. Disso, deveríamos ter que c = p4. Os 
seus divisores seriam: 


1,71 
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Mas isso não condiz com o fato de o produto dos divisores de c menores que ele ser c°. 
Suponha que c = p2. Então os divisores de c são: 


2 
1, pı pí 
Novamente, veja que é impossível obedecer a condição dada. 


Suponha então que c possua dois divisores primos distintos, p4 e p2. Teríamos então que: 
c c 


Pı P2 
Também seriam seus divisores e, assim, teríamos: 
i c c 
URP = 
Como divisores positivos de c. 
Veja que: 
i c c 
Pı ` P2 p, P> 
O que satisfaz o enunciado. 


X1X2X3, temos que elas são divisoras de 


Como o produto das raízes de P(x) é dado por c 


Se nós dividirmos as raízes em dois conjuntos: 


í c c 
Piq e P2 
Pı p2 
Se nenhuma raiz for igual a 1, temos que duas das raízes pertencem ao mesmo conjunto e a 


outra ao outro conjunto. Mas isso não verificaria o produto igual a c. 


Logo, uma das raízes deve ser 1 e a outra deve pertencer a um mesmo conjunto, conforme 
dividimos acima. 


Sem perda de generalidade faça x, = 1. Disso, temos que, por Girard: 
lex, +1'x3 +x'x; = 80 > (xı + 1)(x, + 1) = 81 = 3-27 
As raízes são positivas e distintas. Disso, devemos ter: 
x +1=332x,=2 
X, + 1 = 27 > x, = 26 
Por fim, utilizando Girard para a soma das raízes: 
b=1+2+26=29 


Gabarito: “e”. 


37)(IME/2016) 


C z z 1 
O polinômio x? + ax? + bx + c tem raízes reais a, —a er Portanto o valor da soma b + c? + 


Drz 
ae t-ze 
fa 
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a) -2 
b) -1 
c) 0 
d) 1 
e) 2 


Comentários 


Das relações de Girard, podemos escrever: 


Por fim, temos que: 
2 b 2 2 1 E 
b+c“ +ac+~— =" +a +(--)e +=% =-1-1=-2 
c a a 
Gabarito: “a”. 


38) (IME/2016) 


Seja P(x) = x? + ax + b. Sabe-se que P(x) e P(P(P(x))) têm uma raiz em comum. Pode-se 
afirmar que para todo valor de a e b 


P(—1)P(1) < 0 
P(-1)P(1) = 0 

) P(1)+P(1)=2 
d) P(0)P(1) = 0 

e) P(0)+P(1)=0 


Comentários 


a 


) 
b) 


(0 


Suponha que a seja uma raíz de P(x) em comum com P(P(P(x))), isto é: 

P(a) = 0 e P (P(P(a))) = 0 
Combinando essas duas informações, temos que: 

P (P(PCa))) = P(P(0)) = 0 
Mas P(x) é do tipo x? + ax + b, ou seja: 

P(P(0)) = P?(0) +aP(0)+b = 0 
Mas quem é P (0)? 
P(0)=0°+a:0+b=b 
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Ou seja: 
P? (0) +aP(0) +b =b? +ab+b=0>b(1+a+b)=0 


Olhe para o fator (1 +a + b), o que ele nos lembra? Simples, a soma dos coeficientes de 
P(x), ou ainda: 


P(1)=1?+1-a+b=1+a+b 
Do que segue que: 
b(1+a+b)=P(0)P(1)=0 
Gabarito: “d”. 


39) (IME/2015) 


Os coeficientes ao, ..., 42014 do polinômio P(x) = x??t5 + a3014x°?1t + -+ ax + ao são tais 
que a; E {0,1}, para O < i < 2014. 


a) Quais são as possíveis raízes inteiras de P(x)? 
b) Quantos polinômios da forma acima têm duas raízes inteiras distintas? 
Comentários 
Item a: 
Os coeficientes de P(x) são todos inteiros. Além disso, pelo teorema das raízes racionais, 
temos que, se >é raiz racional de P(x), então ela deve obedecer: 
alao e b|1 
Como a, somente assume dois valores, O ou 1, as únicas raízes racionais possíveis são: 
(—1,0,1) 


Note que os coeficientes são todos positivos, do que segue que, para x > 0, P(x) será 
sempre positivo, pois: 


x2015 4 Aga 0 14 teta x2015 > 0) 
Disso, as únicas raízes inteiras possíveis são: 
(-1,0) 
Item b: 


Vimos, no item acima, que as únicas raízes inteiras possíveis são —1 e 0. Logo, para que o 
polinômio tenha duas raízes inteiras distintas, ambas devem ser suas raízes. 


Assim, segue naturalmente que: 
P(0)=0>4a,=0 
Então, o valor de aç já está fixado. 
Além disso, temos que: 
P(—1) = 0 > —1 + a2014 — Most —a=0 


Ou seja: 
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Goo14 + A2012 + ©: + a2 = 1 + a1 ++ a2013 = k 
Disso, vem: 
k = 2014 + A2012 + e: + a2 
k — 1 = q +: + a2013 


Para satisfazer as equações acima, basta fixar um k e escolher k termos dentre os 1007 
possíveis coeficientes disponíveis. Da mesma forma, para satisfazer a segunda equação, devemos 
escolher k — 1 coeficientes dentre os 1007 coeficientes. 


São duas decisões independentes, por isso vamos usar o princípio multiplicativo: 
1007\ /1007 
(Ce ema) 
Podemos variar o k de 1 a 1007, pois se k = 0 teríamos k — 1 = —1, que não é possível de 


satisfazer dada a segunda equação. 


Pelo princípio aditivo, temos que o total de polinômios é dado por: 
1007 


(9) CS) P P oa o > eu a 
1 0 1007/110067 MA k /\k-1 


Para calcular esse somatório, veja que: 


1007 1006 1006 

J (2) so = > a] (2) = > 1007 o 
k k-1) kVA k) 1006-k/\ k 

k=1 k=0 k=0 


Imagine agora o seguinte problema: 


Você possui duas caixas, uma com 1007 bolas brancas e outra com 1007 bolas pretas. De 
quantas maneiras podemos escolher 1006 bolas desse conjunto? 


2014 
(iage) 
A grande sacada vem agora: podemos contar isso de outra forma? Sim! Basta tomar duas 
decisões independentes: 


Simples: 


12 decisão: escolher k bolas brancas. 
Podemos fazer isso de (%7) maneiras. 
22 decisão: escolher 1006 — k bolas pretas. 
Podemos fazer isso de Cos maneiras. 
Logo, pelo princípio multiplicativo: 
(2) 1007 ) 
k 1006 — k 


Podemos variar k de O a 1006, logo, pelo princípio aditivo: 
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1006 


5 1007 S 
1006 — k k 
k=0 
Ou seja: 
1006 
3 1007 o o o] 
& 11006 -k/À k / 41006 


Gabarito: de f 


40) (IME/2014) 


O polinômio P(x) = x — 3x! + 10x? — 30x? + 81x — 243 possui raízes complexas 
simétricas e uma raiz com valor igual ao módulo das raízes complexas. Determine todas as 
raízes do polinômio. 


Comentários 
Primeiramente, perceba o seguinte: 


P(x) = xº — 3x4 + 10x? — 30x? + 81x — 243 = xº — 3x4 + 10x? — 30x? + 81x — 3º 
= x” — 3” — 3x(x? — 33) + 10x? (x — 3) 


Ou seja: 
P(3) = 37 -35 — 3 - 3- (3? — 3°) + 10 -3° - (3—3) = 0 
Já temos, então, uma de suas raízes: x = 3. 


Outra forma de perceber que 3 é sua raiz, é usar as informações que ele forneceu. Seja r a 
sua raiz real, então, as suas raízes complexas são da forma: 


rcis(0), —rcis(0),rcis(-0) e — rcis(— 6) 
Onde cis(0) = cos(0) + isen(6). 
Das relações de Girard, temos que: 


rcis(0)  (—rcis(0)) : rcis(—0) -(-rcis(-0)) : r = r'cis(0+0—-0— 6) = rScis0 = 7º 
= 243 


Comor ER, temos que r? =243=3º >r = 3. 


Vamos usar o dispositivo de Briot-Ruffini para dividir P(x) por (x — 3): 


3 | 1 -3 10 —30 81 —243 


| 1 0 10 0 81 0 
Dessa forma, temos: 
P(x) = (x — 3)(x! + 10x? + 81) 


Queremos encontrar as raízes de P(x) = 0, ou seja, falta encontrar as raízes de x4 + 10x? + 
Para isso, faça y = xº. 
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y? +10y+81=0 
Que resolvendo para y, resulta em y = —5 + 2iv14. 


Disso, temos duas possibilidades: 


12 possibilidade: x? = —5 + 2v14i 


x? = —5 + 2VT4i > x = +| —5 + 2VT4i 


—5 — 2V14i 


x? = -5 — 2VTłi > x = +| -5 - 2VT4i 


Portanto, suas raízes são: 


3,+ |-5 + 2V14i, + [-s — 2v14i 
Gabarito: 3, +y —5 + 2vV14i, +y —5 — 2v14i. 


41) (IME/2013) 


22 possibilidade: x? 


Os polinômios P(x) = x? + ax? + 18 e Q(x) = x? + bx + 12 possuem duas raízes comuns. 
Sabendo que a e b são números reais, pode-se afirmar que satisfazem a equação 


a) a= 

b) 2a =b 
c) a=2b 
d) 2a = 3b 
e) 3a = 2b 


Comentários 


Sejam 7, e r, as raízes comuns aos dois e seja r} uma raiz somente de P(x) e seja 7, uma raiz 
somente de Q(x). 


Das relações de Girard, podemos escrever: 
ritr; = —18 e rrr, = —12 
Dividindo as equações acima membro a membro, obtemos: 
T3 18 3 3 
n 2 2 "a 
Aplicando Girard em Q(x) temos que: 
nkn+tnr=03n+tn=-—r 


Aplicando Girard em P(x), temos que: 


12 3 , 
nn + (1, +n) botou bon = —8 
4 
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Antes de continuar, note que os polinômios possuem coeficientes reais e grau 3, ou seja, eles 
têm pelo menos uma raiz real. 


Suponha então que eles compartilhem uma raiz real. Do enunciado, temos que eles devem 
compartilhar outra raiz. 


Se essa outra raiz for real, então todas as raízes do polinômio são reais. 


Se ela for complexa, então ambos deverão ter o conjugado dessa raiz como raiz, ou seja, os 
polinômios deveriam ter as três raízes iguais, o que é absurdo, visto que possuem coeficientes 
distintos. 


Suponha agora que eles compartilhem uma raiz complexa. Logo, a outra raiz compartilhada 
deve ser seu conjugado. Disso resulta que a raiz restante (15 ou r4) deve ser real. 


Essa discussão nos permite afirmar que, em todo caso, r3 er, devem ser reais. Assim, 
podemos resolver a equação abaixo como sendo: 


ri = -8 > ņ, = —2 
Além disso: 
T3 = (—2) = —3 
Das relações de Girard, temos que: 
—a=n tn +r 
Mas tínhamos que: 
ntn=-n=—(-2)=2 
Do que resulta: 
—a=2-3=-1>a=1 
Por outro lado, também das relações de Girard, temos que: 
Tin + (r +r )r =b 


Mas tínhamos que: 


Ou seja: 
6+2:(-2)=b>b=2 
Por fim: b = 2a. 


Gabarito: “b”. 


42) (IME/2010) 


Seja o polinômio p(x) = x? + (In a)x + e”, onde a e b são números reais positivos diferentes 
de zero. A soma dos cubos das raízes de p(x) depende 


a) Apenas de a e é positiva. 
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b) Dea e be é negativa. 


e 


Apenas de b e é positiva. 


o 


) 
) Apenas de b e é negativa. 
) 


e) Dea e b e é positiva. 
Obs.: e representa a base do logaritmo neperiano e In a função logaritmo neperiano. 
Comentários 
Sejam q, $ e 6 as raízes de p(x). Temos que: 
pla) = a? + (naja +e? = 0 
p(B) =° +(na)f +e” =0 
p(0)=60º+(Ina)o+e? =0 
Somando as três equações, obtemos: 
a? + (Ina)a+e? + 6B? + (Ina) +e? +6º + (Ina) +e? =0 
Ou seja: 
a? + B? +80? +(Ina)(a +8 +8)+3e? =0 


Das relações de Girard, temos que: 
0 
a+ B +80 = I =0 


Ou seja: 
a? + B? +0? + (Ina): (0) + 3e? = 0 > œ? + B? + 0? =-—3e 


Note que e? > 0 > —e? < 0. 
Gabarito: “d”. 


43) (IME/2008) 
Encontre o polinômio P(x) tal que Q(x) + 1 = (x — 1) P(x) e Q(x) + 2 é divisível por x*, 
onde Q(x) é um polinômio do 6º grau. 
Comentários 

Vamos interpretar as informações fornecidas no enunciado. Se Q(x) é de grau 6 e Q(x) + 2 

é divisível por x, devemos ter: 
Q(x) +2 = xt (ax? + bx + c) = axº + bx? + cx! 
Além disso, Q(x) + 1 é divisível por (x — 1)?, com quociente P(x), que é o que queremos. 


Já temos que: 
Q(x) +1 = ax + bx” 4+cx!— 1 


Nesse momento, é conveniente recordar o seguinte fato: 
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Se a á raiz com multiplicidade r de um dado polinômio, então a é raiz das derivadas 
,r — 1 desse polinômio. 
Lembre-se de que a derivada de um monômio é dada por: 
d(anx") 
dx 
Ou seja, multiplica o coeficiente pelo expoente e subtrai 1 do expoente. 


nagar 


Como 1 é raiz com multiplicidade 3 de Q(x) + 1, temos que: 


QU ri=0 a+b+c-—-1=0 
Q(N)=0 >) 6a4+5b+4c=0 
Q"(1) = 0 30a + 20b +12c =0 


Resolvendo o sistema acima: 
a=10,b=-24ec=15 
Disso, temos que: 
Q(x) +1=10xº-24xº +15x!— 1 


Esse polinômio é divisível por (x — 1)? e quociente P(x). Vamos então dividir Q(x) + 1 três 


vezes por x — 1. 


1 10 —24 15 0 0 0 —1 
1 10 —14 1 1 1 1 0 
1 10 —4 = -2 —1 0 

10 6 3 1 0 


Por fim, temos que: 


Q(x)+1 


Do que concluímos que: P(x) 


(x — 1)? (10x? + 6x? + 3x + 1) 
10x? + 6x? + 3x + 1. 


Gabarito: P(x) = 10x) + 6x? + 3x + 1. 


44) (IME/2007) 


Seja 


p(x) = ax? + Bx? + yx + ô um polinômio do terceiro grau cujas raízes são termos de 


uma progressão aritmética de razão 2. Sabendo que p(—1) = —1, p(0) = 0 e p(1) = 1, os 


valo 


res de a ey são, respectivamente: 


a) 2e-1 
b) 3e-2 


c) - 


1e2 
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Comentários 
Seja a uma raiz do polinômio, tal que suas raízes são dadas: 
(a—2,a,a 2) 
Pois suas três raízes são termos de uma P.A. de razão 2. 
Além disso, temos que: 
p(0)=0>6=0 
p(D)=1>a+B+y=1€e9.01 
p(—1) = —1 > —a + f — y = —1 eq. 02 
Somando a eq. 01 e a eq. 02: 


B=0>a-2+a+a+2=-É=0>a=0 


Ou seja, as raízes de p(x) são: 
(—-2,0,2) 


Do que temos que, das relações de Girard para o produto 2 a 2 das raízes: 
DB = >y = -4a 
Substituindo na eq. 01, vem: 
1 
TTI Ags is 


Do que segue que: 


Gabarito: “d”. 


45)(IME/2007) 


Seja p(x) = x” + bx! + cx? + dx? + ex + f um polinômio com coeficientes inteiros. Sabe- 
se que as cinco raízes de p(x) são números inteiros positivos, sendo quatro deles pares e um 
ímpar. O número de coeficientes pares de p(x) é: 


8 


w 


) 1 
) 2 
d) 3 
e) 4 
Comentários 

Sejam as raízes de p(x): 


2na, 2N3, 2N3, 2n4,2n5 + 1 
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Já que 4 são pares e uma ímpar. 
Por Girard, temos: 

2n,+ 2n,+2n,5+ 2n, + 2n,4+1=-b>b=-2(n,+en)-1 
Logo, b é ímpar. 


Agora, a fim de que não se faça contas desnecessárias, veja que os coeficientes, de c a f, são 
formados por somas de produtos das raízes de p(x). Como somente temos uma raiz ímpar, qualquer 
composição, seja ela 4 a 4,3 a 3 ou 2 a 2 das raízes terá sempre uma raiz par como fator. 


Vamos formar um termo, por exemplo: 
r 


Se escolhermos 7, = 2n; + 1, obrigatoriamente r, será par e o termo rr, será par. Disso, 
segue que c, formado pela soma dos produtos 2 a 2 é par. 


Como isso ocorre de ca f e b é ímpar, p(x) possui 4 coeficientes pares. 


Gabarito: “e”. 


46) (IME/2006) 
Considere o polinômio 
p(x)=xº— 3x! — 3x? + 27x? — 44x + 30. 


Sabendo que o produto de duas de suas raízes complexas é igual a 3 — i e que as partes reais 
e imaginárias de todas as suas raízes complexas são inteiras e não-nulas, calcule todas as raízes 
do polinômio. 


Comentários 


Esse polinômio é de grau 5, ou seja, seu grau é ímpar. Como seus coeficientes são reais, ele 
possui, no máximo, 4 raízes complexas. Sejam z, e z, duas de suas raízes complexas tais que: 


Z,Z22=3-1 


Veja que, como os coeficientes de p(x) são reais, Zi e Z, são raízes de p(x). Além disso, veja 
que z, + Z, pois 2,7; = ||? ER. 


Do estudo dos números complexos, sabemos que: 
Z1Z2 = Z122 =3+1 
Além disso, seja r a raiz real de p(x). Das relações de Girard, temos que: 
ZZ2224Z227=-30>(3-D)3+)r=-30>510r=-30>r=-3 
Ou seja, r = —3 é a raiz real de p(x). 
Por outro lado, seja z4 = q) + bįi e Z} = a, + bai. 
Por Girard, para a soma das raízes, sabemos que: 
aı + bhi +a + bi +a — bii +a — bi -3 =3>a +a =3 
Usando novamente a relação fornecida no enunciado: 


z222 = (3— D83 + i) > |z/]2|2,]º = 10 
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Ou ainda: 
(a? +bZ)(aZ+b7))=1:2:5 


Como a,,a,,b/ eb, E Z— {0}, temos que a? +b2,aZ+b? € Z -— {0}. Disso, podemos 
escrever que: 


a? + b? = 245» 
as + bj = 202% 
Ou seja: 
(a? + b?) (a2 + bz) = 2%+c5b+4 = 2151 
Do que temos: 
a+c=1 
b+d=1 
Tome a = b = 0, por exemplo. Disso: 
a? + b? = 1 > q = 0o0oub;=0 
Seria absurdo, pois a4, b4 + 0. 


Sem perda de generalidade, tome a = 0, o que implica b = 1e c = 1, que implica d = 0. Ou 
seja: 


a2 +b? = 2 => {az b} = {1,1} 


Como temos que a, + a, = 3, devemos ter obrigatoriamente, a, = 2 e a, = 1. Disso, 
temos que b, = b, = 1. 


Por fim, as raízes são: 
Z=2+iez=1+i 
Todas as raízes são: 
2+iįi,2—i,1+i,1—i,—3 
Gabarito: 2 +i,2— i, 1+i,1-i,-3. 
47) (IME/2005) 


Sejam a,b e c as raízes do polinômio p(x) = x? + rx — t, onde r e t são números reais não 
nulos. 


a. Determine o valor da expressão a? + b? + c? em função der et. 


b. Demonstre que S"t1 + rs”! — t$S"-2 = 0 para todo número natural n > 2, onde S* = 
a + b* + ct para qualquer número natural k. 


Comentários 
Item a: 


Como a, b e c são raízes de p(x), temos que: 
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pla) =a? +ra -t = 0 eq.01 
p(b) = b? +rb -t = 0 eq. 02 
p(c) =c? +rc -t = 0 eq. 03 
Somando as três equações, temos: 
a3? +b? +c? +(a+b+copr-t=0 


Por Girard, temos: 
0 
prove TUSEI te= 


Logo: 
a? +b? +c? =t 
Item b: 
Multiplique a eq. 01 por a™?: 
qr+1 + rari ne ta"? =0 
Analogamente para be c: 
br+1 + rbr-1 tb”? =0 
cr+1 + rc”! — tc"? =0 
Somando as três equações: 
ar+1 + br+1 + cr+1 + riam + bro1 + pr no t(a"-? + bro? + c2) =0 
Mas S¥ = a¥ + b* + c*, logo: 
sn+1 + rs”71 — tSN—2 =0 


Gabarito: Item a) t; Item b) Demonstração. 


48) (IME/2004) 


Considere o polinômio P(x) = x? + ax + b de coeficientes reais, com b * 0. Sabendo que 
suas raízes são reais, demonstre que a < 0. 


Comentários 
Sejam as raízes «, p e y as raízes reais de P(x). 


Das relações de Girard para a soma das raízes, temos: 
0 


Ainda das relações de Girard, temos que: 
aß +ay+py =a 
Elevando ambos os membros da eg. 01 ao quadrado: 
(a +B +y} = 0? > a? +B? +y? +2laß +ay + py) = 0 >a? +p? +y? +2a=0 
Logo: 
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o Ap ty 

2 
Como «, 6 e y são reais, temos que: 

2 2 2 
al +p + 
apy aoa -E <o 
Por fim: 
a<0 


Mas b + 0, logo «? + 6? + y? + 0, uma vez que «by = —b > «,B,y + 0. 
Ou seja: 
a<0 


Gabarito: Demonstração. 


49) (IME/2002) 


a) Encontre as condições a que devem satisfazer os coeficientes de um polinômio P(x) de 
quarto grau para que P(x) = P(1 — x). 


b) Considere o polinômio P(x) = 16x4 — 32x? — 56x? + 72x + 77. Determine todas as suas 
raízes sabendo-se que o mesmo satisfaz à condição do item acima. 


Comentários 
Item a: 
Nesse item, vamos fazer o “feijão com arroz”. Seja P(x): 
P(x) = a4x* + a3x? + ax? +ax + ao 
Temos que: 
P(1 — x) = a4(1 — x)t + a3(1 — x)? + a2 (1 — x)? + a, (1 — x) + ao 

Queremos que: 

PG)-P(1—-x)=0 
Ou seja: 
axt—-(1-0)]+aslxê- (1 — x)?] + az[x? — (1 — x)?] + alx — (1 — 2x)] = 0 
Vamos lançar mão das técnicas de fatoração. Veja que: 

at — bt = (a?) — (b?) = (a? + b?) (a? — b?) = (a? + b?) (a + b)(a — b) 
Aplicando à equação acima para o termo de coeficiente a4, vem: 
x-1-0)!=(x02+40-0)9)x+1-0)(x-1+2x) 

Do que resulta: 

4x? — 6x2 +4x— 1 
Para o termo de coeficiente as, temos: 


x? — (1 — x)? = (x — 1 + x)(x? + x(1 — x) + (1 — x)?) = 2x? — 3x? + 3x — 1 
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Para o termo de coeficiente a3: 
x-(1-x)2=2x-1 

Para o termo de coeficiente a4: 

x—-(1-x)=2x—1 
Logo, devemos ter o seguinte, para todo x: 
a,(4x? — 6x? + 4x — D+as(2xº—- 3x? + 3x — D+Ha(llx—-1D)+a(2x—-1)=0 
Ou ainda: 

(2a; +4a,)xº — (3a; +6a,))xº + (2a; + 2a, + 3a; + 4a4)x — (a, + az + az +a4)=0 

Como isso deve valer para todo x, vem: 

2a; + 4a, = 0 eq. 01 

3a; + 6a, = 0 eq. 02 

20, + 2a, + 345 + 4a, = 0 eq. 03 
aı + a + az + a, = 0 eq. 04 
Note que as equações 01 e 02 são iguais. 
Da equação 01, temos: 
as = —2a, 
Substituindo isso na equação 03: 
2a, + 2a, + 3(—2a,) + 4a, = 0 > a; + a = a, 
Substituindo isso na equação 04: 
a, + az + a, = 0 > a} = —2a, 
Ou seja, não obtemos nenhuma nova informação. 
Assim, para que P(x) = P(1 — x) para todo x é suficiente que: 
q + a, = a, €e az = —2a, 
Para um a; E R — {0} e ag E R. 
Ou ainda: 
P(x) = axt — 2a4x? + (a4 Ux Fax + ao 

Item b: 


Primeiramente, observe que, se o polinômio obedece às condições acima, podemos fatorá- 
lo da seguinte forma: 


a,x* — 2a,4x? + (a; — a)xº + ax + ap = a4 (x4 — 2x? + x?) — a (x? — x) + ao 


Por que fizemos isso? Lembre-se: é sempre bizu colocar termos semelhantes juntos. Nesse 
caso, reunimos os termos com coeficientes iguais. 


Continuando: 


a,(x* — 2x? + x?) — a(x? — x) + ao = a,x? (x — 1)? — ax(x — 1) + ao 
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Perceba que o termo x(x — 1) se repete. Então, faça x(x — 1) = y. Logo: 
P(y) = a4y° — y + ao 
Nosso polinômio admite os seguintes valores: 
a, = 16,a; = 72 e aọ = 77 
Do que temos que: 
P(y) = 16y? — 72y + 77 
Resolvendo para y usando Bháskara, vem: 


7 O1 
r= EA 


Disso, temos as seguintes possibilidades: 
12 possibilidade: x(x — 1) = z 


Desenvolvendo, temos a seguinte equação quadrática: 


Resolvendo para x, temos x = =+ V2. 


22 possibilidade: x(x — 1) = = 
Desenvolvendo, temos a seguinte equação quadrática: 


2-y-=0 


xX 
4 


Resolvendo para x, temos: 


1 
K= 548 


Gabarito: a) a4 + a- = a, e az = —2a, , para a, E R — {0} e ao E R;b) E £ v3,- + v2). 


50) (IME/1988) 


a) Mostre que se p(x) = ag + ax + ax? + a,xº + agx*, então existe um polinômio g(x) 
do 2º grau, tal que p(x) = x? g(x + x 1). 


b) Determine todas as raízes do polinômio p(x) = 1 + 4x + 5x? + 4x? + x4. 
Comentários 
Item a: 
Vamos colocar os coeficientes que se repetem em evidência: 
p(x) = ao + ax + ax? + ax? + aox* = aglxt + 1) + a(x? + x) + a(x?) 
Colocando x? em evidência: 


p(x) = x? [ao (x? + x7?) + a(x + x71) + az] 
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Por fim, veja que: 
(xrtxD=rx+2b)x Dr+x2=x4+x24+25xº+x?=(x+x 1-2 
Substituindo no polinômio: 
p(x) =xº[ag(x+x 1) — 2ao +alx+tx D+a,] 
Faça g(x) = ax? + ax + a, — 2a,. Disso, temos: 
p(x) = xºg(x + x!) 


Note que a, =+ 0, do que segue que x = 0 não é raiz de p(x), ou seja, podemos escrever x” 
para uma raiz de p(x). 


1 


Item b: 
Nesse caso, temos: 
ag=1;0,=4;a,=5. 
Ou seja: 
pl) = x? [(x + x71) — 2 + 4(x + x71) +5] 


Queremos p(x) = 0. Note que, necessariamente, x + 0, do que temos que as raízes de p(x) 
devem vir de: 


(x + x71) +4(x +x) +3=0 
Faça y = x + x71. Logo: 
y? +4y+3=0 
Que, resolvendo para y, temos y = —1 ou y = —3. 
Assim, temos dois casos para analisar. 
Se y =—l: 
x+x™t=-—1>x?+x+1=0 


—1+3i 
Que, resolvendo para x, temos x = E 


Se y = —3: 
x +x! = -3 > x? +3x+1=0 


-3+V5 
Que, resolvendo para x, temos x = 5 


Gabarito: (ni i a 


51) (IME/1980) 


Determine o polinômio f (x) de coeficientes racionais e do 7º grau, sabendo-se que: f(x) + 1 
é divisível por (x — 1)? e que f(x) — 1 é divisível por (x + 1)*. 


Comentários 


Para essa questão, vamos utilizar o fato de que, quando uma raiz a de um polinômio possui 
multiplicidade r, então ela também é raiz das derivadas 1, 2, ...,r — 1 do polinômio. 
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Seja então f(x) = ax” + bx? + cx” + dx* + ex? + fx? +gx+h. 
Do enunciado, temos que: 
fœ) +1 = q0) — 1) 
fœ) -1 = g6)(x + 1) 
Ou seja, 1 é raiz com multiplicidade 4 de f(x) + 1 e —1 é raiz com multiplicidade 4 de f(x) — 


Do fato enunciado acima, temos o seguinte sistema: 
0) +1=6 a+b+ct+d+e+f+g+h+1=0 


fQ)=0 7a+6b+5c+4d+3e+2f+9=0 
f"a)=0 42a +30b +20c+12d+6e+2f=0 
f") =0 210a + 120b + 60c + 24d + 6e = 0 
f(-1)=0 -a+b-c+d-e+f-g+h-1=0 
f(-1)=0 7a-6b+5c-4d+3e-2f+9=0 
f” (—1)=0 —42a + 30b — 20c + 12d — 6e + 2f = 0 
f(-1)=0 210a — 120b + 60c — 24d + 6e = 0 


Somando f(1)+1=0ef(-1)-1=0 e as equações correspondentes, conseguimos 
eliminar as incógnitas a, c,e e g, resultando no seguinte sistema: 
2b+2d+2f+2h=0 
12b +8d+4f=0 
60b +24d+4f=0 
240b + 48d = 0 
Resolvendo o sistema, temos que: 
b=d=f=h=0 
Pois o sistema é homogêneo, então admite a solução trivial. Faça o determinante da matriz 
dos coeficientes e confira que o sistema deve ser possível e determinado, do que resulta 
necessariamente que a solução trivial é a única. 
Disso, segue que o sistema original se resume a: 


atc+te+g=- 

Ja+5c+3e+9g=0 
42a + 20c+6e =0 
210a + 60c + 6e =0 


Resolvendo o sistema acima, temos o seguinte polinômio: 
21 
5 
x Zy = 77X? +- x? ex 
f= 16 16 16 
Ev pn. 
Gabarito: fa = x” =x + *- 


52) (IME/1974) 
Seja p(x) um polinômio a coeficientes reais de grau maior ou iguala 1 e q(x) = 2x? + x. 
Determine todos os possíveis máximos divisores comuns de p(x) e q(x). 
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Comentários 
Primeiramente, veja que q(x) = x(2x + 1). Disso, temos que os polinômios divisores de 
q(x) são: 
a,bx,c(2x + 1) e d(2xº + x) 
Em que a,b,c e d são constantes reais. 
Os possíveis máximos divisores comuns estão nesse conjunto. 
Temos, basicamente, dois casos para analisar: 
Se dp = 1: 
Os possíveis máximos divisores comuns são: 
a,bx e c(2x + 1) 
Sedp > 1: 
Os possíveis máximos divisores comuns são: 
a, bx e c(2x + 1) e d(2x? + x) 
Gabarito: a, bx, c(2x + 1) e d(2x? + x). 
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10. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da última aula de álgebra para o vestibular do ITA/IME. Nesta aula, 
estudamos como resolver equações algébricas e diversos teoremas que nos ajudam a encontrar 
suas raízes. Para internalizar esses teoremas, o melhor jeito é resolver muitos exercícios. Assim, 
quando você se deparar com uma questão sobre equações algébricas, você já estará craque e terá 
grandes chances de acerto! 


O tópico mais importante para o vestibular é, sem dúvidas, as relações de Girard. O ITA/IME 
adora cobrar questões sobre elas. Então, se você não entendeu direito esse tópico, recomendo 
retornar à teoria e refazer as questões desse tema. 


Esta foi a última aula de álgebra para o ITA/IME. Fico feliz que tenha chegado até aqui! A 
preparação para esses vestibulares é uma maratona. Muitas pessoas desistem no meio do caminho, 
mas você está aqui batalhando pela sua aprovação. E isso já o torna diferente dos outros! Continue 
se esforçando, que o resultado virá! Para aqueles que estão sentindo dificuldade, não se sintam mal. 
Isso é muito comum entre os estudantes que estão se preparando para esse nível de vestibular. Eu 
mesmo senti muitas dificuldades no início da minha preparação para o ITA/IME. O segredo é 
persistir! 


Antes de me despedir, deixarei aqui uma frase de Sun Tzu: 


“A vitória está reservada para aqueles que estão dispostos a pagar o preço.” 
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INTRODUÇÃO 
Olá! 


Iniciaremos o último assunto de geometria, a espacial. Para aprender bem o conteúdo desta 
aula, o requisito básico é ter feito as aulas de geometria plana e ter bem consolidado os diversos 
conceitos abordados nelas. Nesta aula, estenderemos o conceito que aprendemos no plano ao 
espaço tridimensional. Veremos muitos exemplos e teoremas que nos ajudarão a resolver os 
exercícios dos vestibulares. 


Se você for um aluno que já possui os conceitos de geometria espacial bem fundamentados, 
pule direto para a lista de exercícios e tente resolver todas questões. Caso você não consiga resolver 
alguma, consulte a resolução e, sempre que precisar, você poderá nos encontrar no fórum de 
dúvidas. 


Então, vamos à aula. 


Bons estudos. 
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1. GEOMETRIA DE POSIÇÃO 


No estudo da Geometria Plana, vimos diversos postulados sobre os elementos primitivos 
(ponto, reta e plano). Esses postulados foram apenas uma simplificação da geometria euclidiana. 
Podemos adaptar esses postulados para o espaço e usá-los para construir o nosso conhecimento na 
Geometria Espacial. Na verdade, tudo o que aprendemos lá será usado nesta aula, ou seja, os 
conceitos de áreas de figuras planas, propriedades de triângulos e círculos, polígonos etc. Tudo isso 
será aproveitado. A única diferença aqui é a inclusão de mais uma dimensão, surgindo, assim, as 
figuras de sólidos. Estudaremos todos os conceitos de sólidos que são passíveis de serem cobrados 
no vestibular. 


Para o estudo da Geometria Espacial, usaremos uma noção intuitiva da percepção de espaço. 
Diferentemente da Geometria Plana, em que era mais fácil desenhar as figuras geométricas, na 
Geometria Espacial devemos representar uma figura tridimensional em um plano. Para isso, 
usaremos nossa imaginação para fazer uma representação ilusória das figuras tridimensionais. 
Usaremos a linha contínua para representar as partes dos sólidos que são visíveis de frente e a linha 
pontilhada para as partes que não são visíveis. Vejamos os exemplos abaixo: 


Agora, vamos adaptar os postulados ao nosso estudo geométrico do espaço. 


1.1. POSTULADOS OU AXIOMAS 


Considerando que os postulados ou axiomas são proposições primitivas aceitas sem 
demonstração, vejamos os principais. 
1.1.1. Postulado da existência 
a) Existe reta e numa reta, existem infinitos pontos dentro e fora dela. 


b) Existe plano e num plano, existem infinitos pontos dentro e fora dele. 
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Aqui, temos a inclusão de diversos pontos fora do plano. 


1.1.2. Postulado da determinação 
a) Dois pontos distintos no espaço determinam uma única reta que passa por eles. 


b) Três pontos não colineares no espaço determinam um único plano que passa por eles. 


y 
~x 


A 


A + B, gr tal quer = AB 


A, B,C são não colineares, então da tal que æ = (A; B; C) 


Podemos usar a notação œ = (A; B; P) para dizer que a é determinado por esses três pontos. 


1.1.3. Postulado da inclusão 


a) Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, então ela está contida no plano. 


Se A E€ &,B E&eA +B, entãor = AB >rca. 
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1.1.4. Postulados da separação 


a) Um ponto O contido em uma reta AB separa-a em duas semirretas 04 e OB, e a origem das 
semirretas é o ponto dado. 


b) Uma reta r contida em um plano q separa-o em dois semiplanos «, e «,, e a origem dos 
semiplanos é a reta dada. 


c) Um plano « de um espaço E separa-o em dois semiespaços, E, e E,, e a origem dos 
semiespaços é o plano dado. 


a) OA e OB são semirretas opostas 


«= 0 a D mm 
A O B 


b) (A E æq, A ¢€r,B E€ œ@,B ¢r)=>ABnr = {P} 


T 


Q2 


c) (A E E,,A ¢ a,B E E,,B ¢ a) > AB Nn a = {P} 
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O plano a divide o espaço E em dois semiespaços, E, e E,. 


1.1.5. Postulado de Euclides 


Por um ponto P, situado fora de uma reta r, passa uma única reta paralela à r que passa 
por P. 


gs tal que P E ser//s 


Esse postulado é conhecido como postulado das paralelas. Lembrando da definição de retas 
paralelas, se r//s, temos apenas duas possibilidades: ou r e s são retas coincidentes (r = s) our e 
s são distintas. Assim, poderíamos ter P E€ r e, mesmo assim, existiria uma reta s paralela à reta r 
(quandor = s). 


1.2. O ESPAÇO 


Visto os postulados, vamos iniciar a construção da base do conhecimento de Geometria 
Espacial. Iniciemos pelas propriedades decorrentes dos axiomas vistos. Esses conceitos serão 
importantes na hora de resolver questões. 


1.2.1. O plano 


Pelo postulado da determinação, sabemos que três pontos não colineares determinarão um 
único plano. Assim, um triângulo cujos vértices são A, B, C determinarão um único plano no espaço. 
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Vamos apresentar algumas propriedades provenientes dos postulados. Não veremos a 
demonstração de todas elas, pois este não é um assunto que será cobrado diretamente na prova. 


Propriedade 1. Uma reta r e um ponto P ¢ r determinam um único plano. 


Supondo que dois pontos A e B pertencem à reta r e sabendo que P não pertence à r, temos 
que A, B,P não são colineares e, assim, pelo postulado da determinação, esses pontos determinam 
um único plano. Essa não é a prova formal desse teorema, mas apenas uma forma de verificar sua 
veracidade. Para demonstrá-la, devemos mostrar que existe um plano a que contém P er, e provar 
que o plano é único. Vejamos a demonstração: 


I) Prova da existência do plano 


Sabemos, pela suposição feita anteriormente, que os pontos distintos 4 e B der determinam 
um único plano com P. 


Assim, se o plano a é determinado pelos pontos A, B, P, temos: 
A+BeABErə>rca 
Portanto, existe um plano a que contém r e P, ou seja, a = (r; P). Vamos provar que ele é 
único. 
II) Prova da unicidade 


Se ß é um plano determinado pela reta r e pelo ponto P, temos 8 = (r; P). Se A e B são 
pontos da reta r, então } = (A; B; P). Mas « = (A; B; P), portanto, « = ß. Ou seja, o plano q é 
único. 


Portanto, existe um único plano atalqueP E ger ca. 


Propriedade 2. Duas retas concorrentes determinam um único plano. 


Sabendo que r e s são retas concorrentes num ponto P, tomando-se os pontos 4 Er e B E 
s tal que A + P e B + P, temos que existe um plano « tal que « = (A; B; P). 
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Como r = AP, temos que r C q. Analogamente, s = BP implica que s C q. Portanto, o 
plano æ determinado pelos pontos 4, B, P é o único plano que contém simultaneamente as retas r 
es. 


Propriedade 3. Duas retas paralelas e distintas determinam um único plano. 


Nesse caso, temos a própria definição de retas paralelas. Ser e s são retas paralelas tais que 
r + s, então existe um plano q que contémr es. 


Para provar que esse plano é único, podemos tomar os pontos distintos 4 e B pertencentes 
àr eo ponto P pertencente à s. Assim, temos que se a = (r;s): 


A,BerePes>a=(r;s)=(4;B;P) 
Se existir um outro plano £ tal que 8 = (r; s), então: 
ABerePes>B=(r;s)=(A;B;P)=a 


Portanto, os planos æ e p são coincidentes, ou seja, há apenas um único plano que contém 
as retas paralelas r e s. 


1.2.2. Retas reversas 


Duas retas no espaço são reversas se não estão contidas em um mesmo plano. 


res são retas reversas & datalquer caesca 


Um exemplo de retas reversas pode ser visto na figura a seguir: 
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Note que os segmentos de reta r e os segmentos de reta s do cubo não podem pertencer a 
um mesmo plano, pois não conseguimos tomar um plano que contenha uma das retas sem que a 
outra o “fure”. 


1.2.3. Teorema da intersecção 
Se dois planos distintos possuem um ponto em comum, então a intersecção entre eles 
é uma única reta que passa por esse ponto. 


O que devemos extrair desse teorema é que a intersecção entre dois planos não paralelos e 
não coincidentes é uma reta, ou seja, dois planos secantes formam uma reta. Basta pensarmos no 
quarto da nossa residência: duas paredes adjacentes podem ser vistas como dois planos, e o que as 
separa é justamente uma reta. A figura abaixo exemplifica o teorema: 


anB=r 


PR Aula 20 — Geometria Espacial | 
P www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 


1.2.4. Quadrilátero reverso 


Tomemos dois planos secantes, œ e ß, cuja intersecção é a reta r e os pontos 
A, B,C, D representados conforme a figura abaixo: 


Chamamos de quadrilátero reverso à figura ABCD, pois as diagonais BC e AD são segmentos 
de retas reversos. Uma outra definição para quadrilátero reverso é que seus quatro vértices não 
podem pertencer a um mesmo plano. 


1.3. PARALELISMO NO ESPAÇO 


Relembremos a definição de retas paralelas e adaptemos ao espaço. Dizemos que duas retas 
r e s no espaço são paralelas se, e somente se, são coplanares e não possuam ponto em comum, ou 
seja, r || s & r N s = Ø. Note que a definição é a mesma usada na Geometria Plana. 


Conhecendo esse fato, vamos estudar o paralelismo entre retas e planos no espaço. Iniciando 
pelo teorema: 


Uma reta não contida em um plano é paralela a este plano se, e somente se, for paralela 


a uma reta contida neste plano. 


A questão é: como saber se uma reta é paralela a um plano? 


Sabemos que, em um plano, há infinitas retas, e conhecemos a definição de retas paralelas. 
Assim, basta tomar uma reta do plano que seja paralela à reta dada. Intuitivamente, se pensarmos 
em uma reta que “não fura” o plano, podemos afirmar que, ou ela está contida no plano, ou ela é 
paralela ao plano. Vejamos as figuras a seguir: 
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Da dá 


scaesnr=b>rla 


Neste caso, a reta r é paralela ao plano æ, pois podemos tomar a reta s contida em « que é 


paralela à reta 7. 
7 


Esse é um exemplo de reta que não é paralela ao plano, pois a reta t intercepta o plano no 
ponto P, ou seja, r N æ = {P} + Ø. 


1.3.1. Planos paralelos 


A definição de paralelismo entre planos é a mesma usada entre retas. Vejamos. 


Os planos a e B são paralelos se, e somente se, eles não têm ponto comum ou são coincidentes. 


Para saber se dois planos são paralelos, podemos tomar duas retas concorrentes a um plano 
e, se essas retas forem ambas paralelas a outro plano, então os planos são paralelos. Esse é o 
teorema para testar o paralelismo de planos. 


Dois planos a e 8 são paralelos entre si se, e somente se, existir em 8 um par de retas 


concorrentes paralelas a a. 
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As retas r e s estão contidas no plano f e ambas são paralelas ao plano «, logo, æ é paralelo 


aß. 


1.4. PERPENDICULARISMO NO ESPAÇO 


Como saber se uma reta é perpendicular a um plano? 


Intuitivamente, se r é uma reta perpendicular a um plano a, então r deve interceptar o plano 
em um ponto P (esse ponto é chamado de pé da reta r, perpendicular ao plano). Para que seja 
perpendicular, todas as retas contidas em a que passam por P devem ser perpendiculares à reta r. 


Pela figura, podemos ver quer | ser Lt, comor,s Ca, temos quer la. 


Assim, segue o teorema: 


Uma reta é perpendicular a um plano se, e somente se, for perpendicular a duas 
retas concorrentes do plano. 
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Esse teorema garante que uma reta é perpendicular a um plano. 


Para saber se dois planos são perpendiculares, basta tomar uma reta contida em um deles 
que seja perpendicular ao outro. 


1.4.1. Retas ortogonais 


Dizemos que duas retas são ortogonais se elas são reversas e formam um ângulo reto, ou 
seja, se r é perpendicular a um plano q e t é uma reta do plano que não possui ponto comum com 
r, então r e t são ortogonais. 


Na figura acima, r e t são retas ortogonais, pois r é perpendicular ao plano q e não intercepta 
a reta t contida em q, logo r e t são reversas e formam um ângulo reto. Note que t || s. 


1.4.2. Teorema das três perpendiculares 


Sejam r e s duas retas reversas e um plano a tais que r é perpendicular a a, r N æ = {P} e 
S C q. Se À é um ponto pertencente à r e B é um ponto pertencente à s, então AB é perpendicular 
à s se, e somente se, PB é perpendicular à s. 


Essa propriedade é conhecida como o teorema das três perpendiculares. O que podemos 
afirmar dela é que, tomando-se 4 como um ponto qualquer da reta r, ser La e PB Ls, então 
AB Ls. 
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Vejamos sua demonstração. 
Demonstração 


Considere a figura abaixo: 


A reta r é perpendicular ao plano a e é ortogonal à reta s. C e C' são pontos pertencentes à 
s tais que CB = C'B, ou seja, B é ponto médio do segmento CC”. Pelo critério de congruência LAL, 
podemos ver que: 


CB =C'B,PÊBC = PÊC',PB = PB > APBC = APBC' .. PC = PC' 


Como AP é segmento de reta comum dos triângulos AAPC e AAPC', PC = PC' e APC = 
APC' (poisr L a), temos por LAL que AAPC = AAPC', logo, AC = AC’. Com isso, AACC" é isósceles 
e, portanto, como CB = CB”, temos que AB é altura do triângulo, ou seja, AB forma ângulo reto 
comaretas. 
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Esse teorema será muito útil para resolvermos algumas questões de Geometria Espacial. 


1.5. PROJEÇÕES ORTOGONAIS 


Projeção ortogonal é a imagem de uma figura geométrica projetada perpendicularmente em 
um plano. Podemos entender essa projeção como a sombra que a figura faz em um plano quando o 
sol está no seu ponto mais alto. Desse modo, a dimensão da figura projetada não seria alterada. 


Projeção ortogonal de S 


Estudaremos agora os tipos de projeções. 


1.5.1. Projeção de um ponto 


A projeção ortogonal de um ponto P sobre um plano a é o pé da reta perpendicular ao plano 
que contém P. 
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P’ é a projeção ortogonal de P sobre o plano a. 


1.5.2. Projeção de uma reta 


A projeção ortogonal de uma reta r oblíqua sobre um plano a é a reta formada pela 
intersecção de um plano f, perpendicular a æ, que contém a reta r. 


No caso de termos um segmento de reta não perpendicular ao plano cujas extremidades são 
os pontos A e B, a projeção ortogonal desse segmento em um plano g é o segmento de reta que 
liga a projeção ortogonal dos pontos 4 e B sobre a. 
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A projeção ortogonal de uma reta ou segmento de reta que é perpendicular a um plano é 
apenas um ponto. 


1.5.3. Projeção de uma figura 


Quando a projeção ortogonal é de uma figura geométrica, a projeção será a figura formada 
pelo conjunto das projeções ortogonais de todos os pontos que formam a figura. Na prática, o que 
fazemos é desenhar a sombra da figura sobre um plano. 
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1.6. ÂNGULOS E DISTÂNCIAS NO ESPAÇO 


Tudo que estudamos na Geometria Plana sobre os conceitos de ângulos e distâncias é válido 
na Geometria Espacial. A única diferença aqui é que os elementos primitivos, ponto, reta e plano, 
podem não pertencer a um mesmo plano. A questão é: como determinar o ângulo e distância entre 
elementos primitivos que não estão contidos no mesmo plano? Para responder a essa pergunta, 


veremos cada caso separadamente. 


1.6.1. Ângulo entre retas 


Vamos estudar o ângulo entre retas reversas, pois o caso de retas coplanares já foi abordado 
na Geometria Plana. Consideremos, então, as retas reversas r e s: 


rns=6 


Para determinar o ângulo entre r e s, podemos proceder da seguinte forma: 


Tomamos um plano a que contém a reta s. A reta r intercepta « em um ponto P. Traçamos 
areta s' paralela à s, contida em «a, que contém P. O ângulo entre as retas r e s será igual ao ângulo 


agudo entre r es”. 
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1.6.2. Ângulo entre reta e plano 


Estudaremos o caso em que a reta é oblíqua ao plano. Para determinarmos o ângulo formado 
entre uma reta r e um plano a, construímos a projeção ortogonal de r sobre æ. O menor ângulo 
entre r e q será igual ao ângulo agudo entre r e sua projeção ortogonal r’. 


B é um ponto da reta r er N a = {A}. 
O ângulo 0 pode ser denotado por Fà. 


Para verificarmos essa propriedade, podemos usar a trigonometria. Considere a figura a 
seguir. 
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Construímos B'C de modo que B'C 1 s. Pelo teorema das três perpendiculares, como BB’ L 
æ e B'C L s,temos que BC L s. Assim, temos: 


AABB' > sen 0 = 


ala als 


AABC > sen 0' = 
Como BC é hipotenusa do triângulo retângulo BB'C, temos que c > b. Logo, 
c b 
— > — ~ sen6' > sen 6 
a a 


Como 0 e 6" pertencem ao intervalo ]0; 7/2 [, temos 0 < 8', ou seja, 6 é o menor ângulo 
agudo entrer ea. 


1.6.3. Ângulo entre dois planos 


Quando estudamos ângulos na Geometria Plana, vimos que ela é a figura formada por dois 
pares de semirretas com a mesma origem. Podemos estender esse conceito à Geometria Espacial. 
Nesse caso, o ângulo entre planos é chamado de diedro. Um diedro é a união de dois semiplanos 
com a mesma reta de origem. Os semiplanos que determinam o diedro são as faces do diedro e a 
origem comum dos semiplanos é sua aresta. 


faces 


SA 


aresta 
afp =auf 
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O diedro determinado pelos semiplanos æ e 6 cuja origem comum é a reta r pode ser 
denotado por: a f f, aß ou di(r). Há outras denotações para o diedro, mas vamos usar apenas 
essas. 


Um bom exemplo de diedro é um livro aberto. As páginas opostas do livro são as faces do 
diedro, e a lombada do livro é a aresta do diedro. 


Como saber a medida do diedro? 


Vamos usar o exemplo do livro. Se colocarmos esse livro semiaberto em uma mesa de tal 
forma que ele fique em pé (apoiado pela parte de baixo do livro), podemos ver pela vista de cima o 
ângulo formado pelas páginas do livro. Esse ângulo é a medida do diedro. 


vista de cima 


Assim, para determinarmos a medida de um diedro formado pelos planos «a e 5, devemos 
seccionar os planos com um plano secante perpendicular à aresta do diedro. Esse plano determinará 
duas semirretas de mesma origem e o ângulo formado por essas semirretas será a medida do diedro. 


É possível provar, por trigonometria, que esse ângulo é o maior ângulo agudo entre a e B. 
Para isso, consideremos dois planos secantes œ e 8 com origem comum à reta r. Seja B € g, B' E 
B,A€EreC Er conforme ilustra a figura abaixo: 


AB' é a projeção ortogonal de AB sobre o plano £$. Pela figura, podemos ver que: 
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AABB' > tg0 = 


ACBB' > tg0' = 


ala sia 


Como CB’ é a hipotenusa do triângulo retângulo A4B'C, temos c > b. Logo, 
T Sf tgo > tgl" 
m 8 8 


Para 6 e 0' pertencentes ao intervalo ]0; 77/2[, temos que 6 > 6', ou seja, O é o maior ângulo 
entrea e f. 


1.6.4. Distância entre ponto e reta 


Para determinar a distância entre um ponto P e uma reta 7 no espaço, devemos tomar uma 


reta s perpendicular à r que passa por P. A intersecção de s com r é o ponto P’. Assim, a distância 
de P àr será igual à distância de P a P’. 


P 


1.6.5. Distância entre reta e plano paralelos 


Se r é uma reta paralela ao plano a, então a distância de r a a será igual à distância de r à 
sua projeção ortogonal em a. 


dya = dza 
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1.6.6. Distância entre duas retas reversas 


Por último, vamos aprender a calcular a distância entre duas retas reversas. Leve em 
consideração quer e s são duas retas reversas. Para determinar a distância entre essas retas, basta 
tomar um plano « que contém a reta s e que seja paralela à r. A distância entre as retas reversas 
será igual à distância entre a reta r e o plano paralelo a. 


P 


, 


l | 
HORA DE | 


| PRATICAR! 
|1. (ITA/1969) 


' Dizemos que um conjunto C de pontos do espaço é convexo se dados pontos A e B quaisquer | 
| pertencentes a C, o segmento de reta AB está contido em C. Há conjunto convexo numa das 
afirmações abaixo? Assinale a afirmação verdadeira. 


a) o plano excluído um dos seus pontos. 

b) o conjunto dos pontos situados sobre uma câmara de ar de automóvel. 
c) a região plana limitada por um quadrilátero. 

d) a superfície lateral de um prisma. 


e) nenhum dos conjuntos acima. 


| Comentários 
: Vamos analisar cada uma das alterativas. 


| a) o plano excluído um dos seus pontos. 
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Se foi excluído um dos pontos do plano, há uma espécie de “vazio” dentro desse plano, um 
“buraco”, uma concavidade. 


Dessa forma, é possível que um segmento de reta que contenha dois pontos desse plano passe 
exatamente em cima dessa concavidade, e isso descaracteriza a região como convexa. 


b) o conjunto dos pontos situados sobre uma câmara de ar de automóvel. 


A superfície da câmara de ar de um automóvel é um exemplo claro de concavidade. Como | 
podemos traçar segmentos com extremidades que pertençam à câmara e pontos do segmento 
que não pertencem a ela, a região é côncava, não convexa. 


d) a superfície lateral de um prisma. 


Mesmo caso da câmara de ar. Se só a superfície for considerada, podemos ter segmentos de 
reta que contenham pontos da superfície do prisma e pontos fora dela. Assim, temos, 
novamente, uma região côncava. 


e) nenhum dos conjuntos acima. 


Como não encontramos região alguma nas alternativas anteriores que caracterizasse uma | 
| região convexa, essa é nosso gabarito. i 


| Gabarito: “e”. 


2. (ITA/1969) 


Consideremos um plano « e uma reta r que encontra esse plano num ponto P, e que não é | 
perpendicular a æ. Assinale qual das afirmações é a verdadeira. | 


a) existem infinitas retas de a perpendiculares a r pelo ponto P. 


b) existe uma e somente uma reta de a perpendicular a r por P. 


c) não existe reta de a, perpendicular a r, por P. 

| d) existem duas retas de œ perpendiculares a r passando por P. 
| e) nenhuma das afirmações acima é verdadeira. 

| Comentários 


| Se a reta r fosse perpendicular ao plano a, todas as retas de a que passam por P seriam | 

perpendiculares à reta 7. i 
Como isso não é verdade, ou seja, r não é perpendicular a æ, temos apenas uma reta do plano | 
| a que passa por P que é perpendicular à r. 


| Para explicitar o caso, imagine um plano perpendicular à r e que passe por P. A intersecção 
| entre esse plano novo e o plano a delimita uma reta perpendicular à r e pertencente a æ. Como 
| esses dois planos não são coincidentes, a intersecção destes delimita uma única reta, portanto, 
| essa reta, que é perpendicular à r e pertencente a a existe e é única. 


| Gabarito: “b”. 
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| 3. (ITA/1969) 


| Considere o plano de uma mesa e um ponto dado deste plano. Você dispõe de uma folha de | 
| papel que possui um só bordo reto. Dobrando esta folha de papel, conduza uma perpendicular | 
: ao plano da mesa, pelo ponto dado. A justificativa de tal construção está em um dos teoremas | 
abaixo. 


| a) Se uma reta é perpendicular a um plano, todo plano que passa por ela é perpendicular ao | 
| primeiro. 


| b) Se dois planos são perpendiculares, toda reta de um deles que for perpendicular à 
| intersecção será perpendicular ao outro. 


c) Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes pelo seu ponto de intersecção, então | 


a reta é perpendicular ao plano determinado por essas duas retas. 
| d) Por um ponto exterior a um plano passa uma reta perpendicular ao plano e somente uma. 
| e) Todas as perpendiculares a uma reta traçadas por um de seus pontos pertencem a um plano. | 


Comentários 


| Ao dobrar a folha de papel exatamente no meio do bordo reto, pode-se construir um vinco 
| perpendicular a duas retas, definidas por cada segmento de reta gerado pela dobradura. 


| Ao colocar o bordo reto da folha no plano da mesa, geramos duas retas (pertencentes ao plano) | 
perpendiculares ao vinco, o que está de acordo com o exposto na alternativa c). 
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"m 
. 


| Gabarito: “c 


4. (ITA/1968) 


| Dadas duas retas concorrentes a e b e dado um ponto M, fora do plano determinado por a e | 
| b, consideremos os pontos E e F, simétricos de M em relação às retas a e b, respectivamente. | 
' A reta que une os pontos E e F é: i 


a) Perpendicular ao plano determinado por a eb. 
b) Paralela ao plano determinado por a e b. 


c) Oblíqua ao plano determinado por a eb. 


d) Pertencente ao plano determinado por a e b. 
e) Nenhuma das respostas anteriores. 


Comentários 


Se E é simétrico de M em relação à reta a, E está à mesma distância do plano formado por a e | 
b que M. | 


O mesmo ocorre com o ponto F. Se F é simétrico de M em relação à reta b, F está à mesma . 
distância do plano formado por a e b que M. 


Dessa forma, como E e F têm a mesma distância do plano formado por a e b que M, a reta que 
os une é paralela ao plano. 


Gabarito: “b”. 


5. (Inédita) 


Os pontos 4 e 4' são simétricos com relação ao plano æ e nenhum deles pertencem a a. A 
intersecção entre a reta r definida 4 e A’ como plano a define 


' a) uma reta pertencente a « e perpendicular a r. 
b) uma reta pertencente a q e paralela a 7. 


c) um único ponto. 


| d) uma única reta, não pertencente a r. 
| e) um outro plano. 
| Comentários 


' Como os pontos 4 e A’ não pertencem ao plano a, a reta definida por eles é secante ao plano, | 
ou seja, só apresenta um ponto em comum com a. 


| Gabarito: “c”. 
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2. LUGARES GEOMÉTRICOS 


O conceito de lugares geométricos, na Geometria Espacial, não é muito diferente dos vistos 
na Geometria Plana. A diferença aqui é a inclusão de uma dimensão. Apresentaremos neste tópico 
alguns lugares geométricos no espaço. 


Na Geometria Plana, vimos que o lugar geométrico dos pontos que equidistam de um dado 
ponto é chamado de circunferência, ou seja, dado um ponto O, chamado de centro, temos que a 
circunferência À de raio r e centro O é definida por: 


A{O,r} =P€ a dpo = T 
plano raio da circunferência 


Quando usamos essa definição de pontos equidistantes de um dado ponto no espaço, o lugar 
geométrico que esse conjunto representa é uma superfície esférica. Todos os pontos dessa figura 
equidistam do centro O: 


S{0,R} = Pe E dpo = R 


kapl 
espaço raio da esfera 


Se quisermos uma esfera maciça, basta trocar o sinal de igual pela desigualdade <: 


S1{0,R} = {P € e|dpo < R} 
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Nesse caso, todos os pontos da superfície esférica e do interior da esfera fazem parte do lugar 
geométrico. 


Outro lugar geométrico no espaço é o plano bissetor. Na Geometria Plana, estudamos a reta 
bissetriz. Esse é o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de duas retas concorrentes. 
Na Geometria Espacial, no lugar de reta, teremos um plano. Desse modo, o lugar geométrico dos 
pontos do espaço que equidistam de dois planos secantes é chamado de plano bissetor. E assim 
como no estudo plano, onde duas retas concorrentes geram duas retas bissetrizes, no estudo do 
espaço, temos que dois planos secantes gerarão dois planos bissetores. 


planos bissetores 


reta comum 


Temos também o lugar geométrico plano mediador. Ele é o conjunto dos pontos 
equidistantes de dois pontos distintos. Assim, dado um segmento de reta AB no espaço, ele será o 
plano perpendicular ao segmento e conterá o seu ponto médio. Na Geometria Plana, ele é 
conhecido como reta mediatriz. 
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plano mediador 


|6. (UPF/2019) 


Tente re | 


Na figura a abaixo, está representado um cubo. 


º A seção produzida no cubo pelo plano CDE tem a forma de 


| a) triângulo. 


| b) trapézio. 


| c) retângulo. 
d) pentágono. 


e) hexágono. 


| Comentários 


Façamos o corte no plano CDE, conforme o enunciado orienta. 


P Aula 20 — Geometria Espacial I 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 


Ss” Vá 


| Como as faces opostas do cubo são sempre paralelas, temos um trapézio. 


| Gabarito: “b”. 


|7. (UFIF/2018) 


| Qual sólido geométrico representa a planificação abaixo? 


| a) 
| Comentários 


| Como as alternativas apresentam apenas três faces perpendiculares entre si, podemos inferir | 
| que uma das faces pintadas será visível e outra não, já que são opostas na planificação. 


| A única alternativa que apresenta uma única face pintada é a alternativa a. 


uan 
a. 


| Gabarito: 
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|8. (UFJF/2018) 


| Qual sólido geométrico representa a planificação abaixo? 


a) 
Comentários 


Como as alternativas apresentam apenas três faces perpendiculares entre si, podemos inferir 
que uma das faces pintadas será visível e outra não, já que são opostas na planificação. 


| A única alternativa que apresenta uma única face pintada é a alternativa a. 


| Gabarito: “a”. 
9. (Inédita) 


O lugar geométrico no espaço cujos pontos são todos equidistantes de 3 unidades da origem 
é chamado de 


| e) círculo 
| Comentários 


| Como temos um lugar geométrico no espaço com todos os pontos equidistantes da origem, | 
| temos uma esfera. No caso, o raio da esfera é de 3 unidades, mas o lugar geométrico em si não | 
é o raio e sim a esfera, os pontos que estão distantes 3 unidades da origem. 


"m 
. 


Gabarito: “c 


P Aula 20 — Geometria Espacial | 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 á 


| (10. (UFRGS/2016) 


| Em uma caixa, há sólidos geométricos, todos de mesma altura: cubos, cilindros, pirâmides | 
| quadrangulares regulares e cones. Sabe-se que as arestas da base dos cubos e das pirâmides e | 
: têm a mesma medida; que o raio da base dos cones e dos cilindros tem a mesma medida. | 
| Somando o volume de 2 cubos e de 2 cilindros, obtêm-se 180cm. A soma dos | 
| volumes de 3 cubos e 1 cone resulta em 110 cm3, e a soma dos volumes dé 2 cilindros e 3| 
| pirâmides resulta em 150 cm3. 


| O valor da soma dos volumes, em cm?, de um cubo, um cilindro, dois cones e duas pirâmides é | 
| a) 150. b) 160. c) 190. d) 210. e) 240. 
| Comentários 
| Como todos os sólidos têm a mesma altura, vamos denominá-la x. 
| Assim, podemos dizer que: 
Volume do cubo = V, = x? 

Volume da pirâmide = V, = - “Volume do cubo = - da 
| Sendo r o raio da base dos cones e dos cilindros, todos de altura x, temos: 
| Volume do cilindro = V, = n- r?-x 


2 


Volume do cone = V =-=:m:rº-x 


wle 


| Utilizando o dado do exercício de que “Somando o volume de 2 cubos e de 2 cilindros, obtêm- | 
| se 180 cm?”, temos: | 
| 2.V.4+2-V,= 180 
2:x2+2-(m-r2.x) = 180 
2-[xº +7m-r2.x] = 180 

E +m- r? x= = 

x? +m-r’-x=90 
| Tudo bem, não sabemos os valores específicos de x e de r e talvez nem precisemos. 


| O exercício nos pediu o valor dos volumes de um cubo, um cilindro, dois cones e duas pirâmides 
| somados, ou seja: 


V+W+2-W+2-V, 


x rr ex+2- 


co iH 
3 
N 
è 
+ 
N 
wre 
a 
w 


x +n- rert: 
90 + 2- Ż. [90] 
90 + 60 
150 


wle wle 
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| Gabarito: “a”. | 


3. TRIEDROS 


Vimos que um diedro é uma figura formada por dois semiplanos com a mesma origem, sendo 
essa uma reta comum. Um triedro é a figura formada por três semirretas não coplanares e de 
mesma origem, sendo essa origem um ponto comum chamado de vértice. Ser,s e t são semirretas 
que formam um triedro, então podemos denotar o triedro formado por essas semirretas por 
Vír;s;t). 


Dizemos que V é o vértice do triedro, cada semirreta é a aresta do triedro e as faces são 
determinadas por cada par de semirretas. Assim, temos: 


V — vértice 
r,s,t — arestas 
rVsrVt,sVt — ângulos das faces ou faces 
As faces também podem ser denotadas por f3, rt e St. 


Note que no triedro, cada semirreta forma um diedro, ou seja, este é determinado por duas 
faces do triedro. 
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01, 02,03 — ângulos diedros 


3.1. PROPRIEDADES DO TRIEDRO 


No estudo do triângulo, vimos a desigualdade triangular que diz que dado um triângulo de 
lados a, b e c, temos, para qualquer lado do triângulo: 


b-cl<a<b+c 


No estudo do triedro, temos uma desigualdade parecida com essa. Enunciemos o teorema. 


3.1.1. Teorema 1 - Desigualdade dos ângulos das faces 

Em um triedro de faces g, 6 e y, temos válida a seguinte desigualdade: 

Essa desigualdade é válida tomando-se como referência qualquer face do triedro. 
Demonstração 


Seja um triedro cujas arestas são as semirretas r,s,t tais que B=art=Best=7. 
Suponha que a seja o maior ângulo do triedro V (a, B,y). 
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Assim, tomando-se A,B,C pontos das semirretas r,s e t, respectivamente, podemos 
construir na face a a semirreta t tal que D E t'e VD = VC. 


Pelo critério de congruência LAL, temos ADVB = ACVB, logo, DB = BC. No triângulo 
AABC, temos pela desigualdade triangular: 


AB < AC + BC 
Como AB = AD + DB e DB = BC, temos: 
AD + DB < AC + BC > AD + B€ < AC + B£ -. AD < AC 


Desse modo, temos os seguintes triângulos: 
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A D A C 


Como AD < AC, temos æ — y < B, ou seja, 
a<B+y 
Sendo a a maior face do triedro, concluímos que qualquer uma de suas faces será menor que 
a soma das outras duas. Com isso, temos: 
A 
Y<a+B v—-B<a 
Portanto, para qualquer face do triedro, temos a seguinte desigualdade: 
IB-yl<a<B+y 
Além desse teorema, temos um outro que se refere à soma dos ângulos das faces. 


3 |6b-yl<a 


3.1.2. Teorema 2 

A soma das faces em graus de um triedro qualquer é sempre menor que 360º: 
æ +p +y < 360º 

Demonstração 


Consideremos Vr’ a semirreta oposta da semirreta Vr do triedro V (r,s, t). Desse modo, f3 
e $7' são ângulos adjacentes e suplementares, assim como os ângulos fÈ e tř’, logo: 
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Usando a desigualdade das faces no triedro V(r',s,t), obtemos: 
y < 180° — æ + 180° — f 
~a +p +y < 360º 


3.2. TRIEDRO TRIRRETÂNGULO 


Um triedro trirretângulo é aquele que possui todos os ângulos das faces iguais a 90°. Vamos 
estudar essa figura geométrica e extrair algumas propriedades dela. 


Considere um triedro trirretângulo no qual os pontos A, B,C sejam pontos de suas arestas, 
conforme representada na figura abaixo: 
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Os pontos A, B,C determinam um plano no espaço, ou seja, esse plano fecha o triedro na 
região aberta e, assim, obtemos a figura de uma pirâmide. 


*Observação: muitas vezes, os pontos 4, B,C podem não ser dados na questão e, ao invés 
disso, o problema pode dizer que um plano secciona (ou corta) o triedro a uma determinada 
distância do vértice. Isso “fechará” o triedro de modo a obter um sólido. 


Vamos cortar a pirâmide perpendicularmente à aresta VC de modo a obter a seguinte figura: 


VH é a distância do vértice à face ABC. Perceba, pelo desenho, que temos diversos triângulos 
retângulos no espaço. Analisemos esses triângulos. 


C 
V 
a b c 
H 
A M B M vV 


Do triângulo AAVB, temos pelas relações métricas do triângulo retângulo: 


1 o 1 m 1 (D 
(MV)? a? b? 

Do triângulo CVM: 
1 1 1 
=n 
h? c (MV) 

Portanto, substituindo (1) em (II): 


(IT) 
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Essa propriedade relaciona a altura da pirâmide VABC com suas arestas a,b,c. Vamos 
calcular a área da face ABC. 


Pelo teorema de Pitágoras, temos: 
AAVB > (AB)? = a? + b? > AB = ya? + b? 
ab 


AAVB > (AB)(MV) = ab > MV = ——— 
A va? +b? 


ab 2 
ACVM => MC? =c? + MV? > MC = |c? + (=) 


E 
ic a?b? + a?c? + b?c? 
z a? + b? 


A área do AABC é dada por: 


E T O r a 
i 2 a? + b? 
área do AABC 
[ABC] = E Jar Fb aba pare + b*e? Jatb? tatc? + b*e? 
E O” 7 
2 2 
-POG 
A (5 o a 2 
[AVB] [AVC] [BVC] 
» [ABC]? = [AVB]? + [AVC]? + [BVC]? 


Portanto, a área da face ABC ao quadrado é igual à soma das áreas das outras faces ao 
quadrado. 


| 11. (Inédita) 

| Um plano corta os eixos coordenados nos pontos 4(0,0,1), B(0,2,0) e C(0,0,3). 

| A figura formada pela origem O e pelos pontos 4, B e C é um tetraedro OABC, cuja altura com | 
relação à base ABC vale: 
aço; c); a; e) 

| Comentários 


| Como vimos, a origem O dos eixos coordenados faz papel de vértice do tetraedro OABC. Dessa 
| forma, a, b e c são os interceptos do plano com os eixos. 
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Dessa forma, temos uma representação parecida com o que vimos no exemplo do triedro | 
trirretângulo: 


E 1 1 


Assim, podemos calcular a altura com relação à base ABC com a fórmula 
n2 a'e e | 


1 _ 36+9+4 


h? 36 
| 1 _49 | 
i h2 36 | 
H H 
| 36 | 
| hº => | 
| 49 | 
| rs [36 | 
| +3 i 
lh] => i 
! 7 i 

6 

7 


Como estamos lidando com uma medida de distância, podemos considerar apenas a opção | 
positiva como resposta. | 


NIO 


“am 


Gabarito: “a”. 


12. (Inédita) 
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| Em um triedro trirretângulo, as dimensões das arestas que passam pelo vértice são 12, 3 e 9. | 
| A área da base desse triedro é igual a | 
| a) 65,9 b) 56,7 c) 58,5 d) 60 e) 63,7 

| Comentários 


| Aqui, temos uma aplicação direta da fórmula das áreas das faces do triedro trirretângulo. Como | 
| as faces são todas triângulos retângulos, podemos dizer que i 


[ABCP = [AVB]? + [AVC]? + [BVC]? 


asep = [EF + [23] ET 


2 2 


2 144-9 144-81 9:81 
[ABC]? = a + F 
2 —_ 1296+11664+729 
[ABC] ES = 
[ABC]? = 13689 
[ABC]? 2 13689 
4 
I4BC| = = 
|ABC| = 58,5 
| Gabarito: “c”. 


| 13. (ITA/2013) 
| Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretângulo de vértice V, determinando um | 
| triângulo ABC cujos lados medem, respectivamente, V10, V17 e 5 cm. O volume, em cm, do | 
| sólido VABC é 

a? b) 4 c) V17 d) 6 e) 5V10 
| Comentários 


Vamos esquematizar nosso triedro. 


P Aula 20 — Geometria Espacial | 
www.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 á 


| Dessa forma, podemos, aplicando Pitágoras em cada face, estabelecer o seguinte sistema de | 
| equações: i 


x +4y2=V1I7 
x2? +z? = VIO 
y? +z? =5? 


| Perceba que nosso sistema não é linear, pois há incógnitas (todas no caso) com potência | 
| diferente de um. | 


| Sendo assim, uma maneira eficiente de resolvê-lo é a combinação linear entre as equações, | 
| aliada à boa e velha substituição. | 


| Vamos escrever a equação equivalente à combinação Linha 1 + Linha 2 — Linha 3. 
i 2 2 
x? +y? +x? +72 (y? +z?) =vV17 +10 —5? 
LAYA L Haz oa La =17+410-25 


2-x? =2 
x =i 
vx =vīĪ 
x| =1 
x= +1 


| Como estamos lidando com distâncias, consideraremos apenas a opção positiva. 
x=1 


| Substituindo x = 1 nas outras equações, temos: 


xy" = VIT | 
12 +y =17 | 
prado | 
bl=4 | 
| yar | 
| Pelo mesmo motivo de x, podemos considerar apenas a opção positiva. 
| y=4 
| Façamos a última substituição. 
x2 +z =V10 
1? +z? =10 
Pa 
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| vz = 9 | 
| PE | 
| z=+3 | 


: Dessa forma, podemos calcular o volume do tetraedro como um terço do prisma de base : 
triangular de lados y, ze 5. 


| paty | 
| e 
2-4. 
V=>.D2 1 | 
| Vs is2 
V=2cmº | 


"m 
. 


| Gabarito: “a 


|14. (Fuvest/2014) 


| Três das arestas de um cubo, com um vértice em comum, são também arestas de um tetraedro. 
| A razão entre o volume do tetraedro e o volume do cubo é 


a) $ b) 5 95 d); o 


| Comentários 
| Se chamarmos as arestas do cubo de x, podemos calcular a razão diretamente. 


2 
1; 1x 1 
Vtetraedro _ gáreadabasealtura 3X _ zax 


Vcubo x3 x3 E dá 


I 
| 6 
Gabarito: “b”. 


15. (UPE/2013) 


| Para a premiação dos melhores administradores de uma galeria comercial, um designer 
| projetou um peso de papel com a forma de um tetraedro regular reto, de aresta 20 cm que 
' será entregue aos vencedores. Esse peso de papel será recoberto com placas de platina, nas | 
| faces laterais e com uma placa de prata na base. Se o preço da platina é de 30 reais por 
| centímetro quadrado, e o da prata é de 50 reais por centímetro quadrado, assinale a alternativa 
| que apresenta o valor mais próximo, em reais, do custo desse recobrimento. 


| Considere mt = 1,7 | 
| a) 24 000 | 
| b) 18000 
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| c) 16000 

d) 14000 

e) 12000 

| Comentários 

| Um tetraedro regular é formado por triângulos equiláteros. 
| A fórmula para a área de um triângulo equilátero é: 


233 
E 


A= 


| Como temos três faces que serão recobertas com platina ao custo de R$30,00 o centímetro | 
| quadrado e uma face que será recoberta com prata ao custo de R$50,00 o centímetro | 
| quadrado, podemos calcular o custo por: 


C=3: E, custo platina + 1 -* ne - custo prata 
c=3 28 3041. EE co 
= = 3. 400:1,7 17 .30 + 1 | 400:1,7 50 
Ea 4 
C = 15300 + 8500 
C = 23800 


| Gabarito: “a”. 


4. POLIEDROS 


Neste capítulo, iniciaremos o estudo dos sólidos. Na Geometria Plana, estudamos diversos 
polígonos tais como o hexágono, o pentágono, o quadrado, entre outros... Na Geometria Espacial, 
os sólidos cujas faces são polígonos são chamados de poliedros. Diversos deles são figuras 
conhecidas, como o cubo, a pirâmide, o paralelepípedo, o prisma etc. Estudaremos cada um dos 
sólidos que podem ser cobrados no vestibular, então vamos iniciar pelo prisma. 


4.1. PRISMAS 


Consideremos dois planos paralelos a e 8. Seja ABCDE um polígono convexo determinado 
no plano a. 
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a || 8 


Tomando-se as retas paralelas que contém os vértices 4, B,C, D, E do polígono em qg, essas 
retas determinarão um polígono 4'B'C'D'E' em £. A figura formada pelos segmentos de retas e 
pelos polígonos convexos em q e 8 é chamada de prisma. 


Perceba que ABCDE e A'B'C'D'E' representam o mesmo polígono. Cada um dos segmentos 
AA',..., EE" é chamado de aresta lateral. Os polígonos convexos ABCDE e A'B'C'D'E' são 
denominados de bases do prisma. Usualmente, definimos a base ABCDE como base inferior e a 
base A'B'C'D'E' como base superior. A medida da altura do prisma é igual à distância entre os 
planos paralelos. Note que AB B'A’ é um paralelogramo. Cada um dos paralelogramos do prisma é 
chamado de face lateral. Os pontos 4,B,C,...,D',E' são chamados de vértices do prisma. Cada 
segmento de reta do prisma é denominado de aresta. A figura abaixo apresenta os elementos 
presentes no prisma: 
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base superior 


vértice D F 


altura 
face lateral 


aresta lateral 


arestas 


A 
A base inferior 
Se a base do prisma for um polígono de n lados, teremos: 


e nfaces laterais; 

e narestas laterais; 

e n +2 faces (faces laterais + duas bases); 
e 3narestas. 


Note que a base do prisma pode ser qualquer polígono convexo. Se a base for um hexágono, 
por exemplo, teremos um prisma hexagonal. Se for um pentágono, teremos um prisma pentagonal. 


Dependendo do ângulo que as arestas laterais formam com as bases, podemos ter dois tipos 
de prismas: 


e Prisma oblíquo; 
e Prismareto. 


Dizemos que um prisma é regular quando ele é reto e a base é um polígono convexo regular. 


Vejamos alguns exemplos de prismas: 


ângulo reto 


vav, 


prisma reto prisma oblíquo hexágono regular 
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Quando cortamos o prisma com um plano perpendicular às arestas laterais, dizemos que a 
figura formada é uma secção normal ou secção reta. 


secção reta 


4.1.1. Área da superfície do prisma 


Identificamos os elementos presentes no prisma. Na Geometria Plana, aprendemos a calcular 
a área de diversas figuras planas. Podemos usar esse conhecimento para calcular as áreas dos 
sólidos. A área total da superfície do prisma é dada por Ar, tal que: 


Ar = A, + 24p 


Sendo que 4, é a área lateral do prisma e é igual à soma das áreas das faces laterais, e Ap é 
a área da base. 


Tomando-se a secção normal de um prisma de lados medindo L4, lz, ..., Ln, temos: 


[Ads 


A medida da aresta lateral do prisma é a, desse modo, podemos calcular a área de cada face 
lateral do prisma: 


Åi =a: l;i = {1,2, mon} 
A área lateral do prisma é igual à soma das áreas das faces laterais, logo: 
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A=alL+tal+cta-l,=a: (+++) 


perímetro da secção normal 


Definindo como 2p o perímetro da secção normal, obtemos: 


4.1.2. Paralelepípedos 


Um paralelepípedo é um tipo específico de prisma cuja base é um paralelogramo. Todas as 
faces do paralelepípedo são paralelogramos. Vamos estudar os diferentes tipos desse sólido: 


a) Oblíquo 


Um paralelepípedo é oblíquo quando sua aresta lateral não forma ângulo reto com o plano 
da base. 


A I B 


Paralelepípedo oblíquo 


b) Reto 
Um paralelepípedo é reto quando sua aresta lateral forma ângulo reto com a base. 


D' c 


Paralelepípedo reto 


Vamos estudar algumas propriedades dessa figura. Consideremos o paralelepípedo de 
dimensões conforme a seguinte imagem: 
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A a B D e B 


e é a diagonal menor da base, e d é a diagonal menor do paralelepípedo. Observando as 
figuras, temos: 


AABD > e? = a? + b? — 2ab cos a (lei dos cossenos) 
ADBD' > d? = c? + e? > d? = c? + a? + b? — 2ab cos qa 


|d = 4a? + b? + c? — 2ab cos q 


Podemos usar o mesmo raciocínio para encontrar a outra diagonal do paralelepípedo. 


c) Retângulo 


Um paralelepípedo é retângulo quando sua base é um retângulo. 
D' 


A 7 B 


Paralelepípedo retângulo 
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d) Reto-retângulo 


Um paralelepípedo é reto-retângulo quando sua aresta lateral forma ângulo reto com a base 


e esta é um retângulo. 
D' a 
A! 
C 
els nó 
A B 


Paralelepípedo reto-retângulo 


Vejamos algumas propriedades desse sólido. Consideremos o paralelepípedo com as 
seguintes dimensões: 


D' 
D 
e C É 
b 
A a B D e B 


Pelas figuras, podemos ver que: 


AABD > e? = a? + b’ 


ADBD' > d? = c? + e? = c? + aê? + b? > |d = ya? + b2 +c? 
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Ar = ab + ab + ac + ac + bc + bc >|A, = 2(ab + ac + bc) 


e) Cubo 


Esse sólido é um paralelepípedo cujas faces são todas quadrados. 


C 


B 


Vamos estudar algumas propriedades dessa figura. Consideremos um cubo de aresta a e 
tracemos as diagonais conforme a imagem abaixo: 


Cc 


D D' 
i d 

C a G 
A a B D b 


b é a diagonal da base, e d é a diagonal do cubo. Observando as faces, temos: 
AABD > b? = a? + a? > |b = av2] 


ADBD' > d? = @? + b? > d? = a? + (a VZ) > |d = av3| 


Além disso, como as faces são quadrados de lado a, para calcular a área total, basta somar 
seis vezes a área de cada face, ou seja: 


área total do cubo > 
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4.1.3. Volume do paralelepípedo 


Introduziremos agora o conceito de volume. Imagine que você tenha uma caixa vazia e queira 
enchê-la de cubos. Antes de enchê-la, você se pergunta “quantos cubos será que cabem nessa 
caixa?”. Para responder a essa pergunta, devemos conhecer o volume da caixa para saber quanto 
de espaço temos disponível. Então, se a caixa tem 10 unidades de volume e supondo que cada cubo 
ocupe 1 unidade de volume, nele caberá 10 cubos. Assim, o volume é a medida usada para 
determinar a quantidade de espaço ocupada por um corpo e, por isso, ele permite, também, 
determinar quanto um corpo, vazio por dentro, possui de espaço disponível. 


Na Geometria Plana, ao calcular a área de figuras planas, usamos um quadrado de lado 1 
como referência. Para o volume, usaremos um cubo de lado 1, a ele denominaremos de cubo 
unitário. 


Se o cubo tiver aresta medindo 1m, o seu volume será Im. Se tiver aresta medindo 1cm, o 
seu volume será 1cm?. Geralmente, o volume tem unidades de tamanho cúbicos. Para calcular o 
volume de um sólido, devemos pensar em quantos cubos unitários cabem no sólido. Vamos pensar 
no caso mais simples, um paralelepípedo reto-retângulo. Considere o exemplo abaixo: 


Er 


2 


Para saber qual é o volume desse sólido, precisamos contar quantos cubos unitários formam 
essa figura. Observando-a, podemos ver que ele é formado por 2 : 2 : 3 = 12 cubos. 


O volume de um paralelepípedo reto-retângulo é dado pelo produto entre a área da sua base 
e a sua altura. 
V = (área da base) - (altura) = Ap -h 
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E se quisermos calcular o volume de um prisma qualquer? Para descobrir o volume desse 
sólido, estudaremos o princípio de Cavalieri. 


4.1.4. Princípio de Cavalieri 


O princípio de Cavalieri diz que: 


Dados dois sólidos cujas bases estão contidas num mesmo plano, se qualquer plano secante, 


paralelo ao plano da base, forma superfícies de áreas iguais nos sólidos, então os sólidos têm 
volumes iguais. 


Na prática, se dois prismas possuem alturas iguais e bases de mesma área, podemos afirmar 
que os dois sólidos possuem o mesmo volume. Assim, vamos tomar dois prismas: um será um prisma 
oblíquo de base pentagonal (a base pode ser qualquer polígono), e o outro será um paralelepípedo 
reto-retângulo. As suas bases estarão no mesmo plano e ambos têm mesma área. Vejamos a figura 
abaixo. 


Como as bases têm áreas iguais, temos 4, = 45. Pelo princípio de Cavalieri, temos: 
Vi =V, =A, ;-h=A; h 
~ Vi= Ah 


Portanto, a área de um prisma qualquer é igual ao produto da área da base pela sua altura. 
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Se tivermos apenas a informação da aresta lateral ao invés da altura do prisma, podemos 
usar a trigonometria para encontrar a altura. Veja: 


Podemos ver que: 


h 
seng=->[h=a-send] 


Vejamos o volume de alguns paralelepípedos: 


Cc 


Reto-retângulo 
V = Ap . h 


ab c€ 
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D' 


Reto 


V= Ap ch 
c 


ab sena 


V = abc sen a 


4.1.5. Secção plana de um paralelepípedo 


Vamos aprender a analisar a secção plana formada por um plano secante a um 
paralelepípedo qualquer. Consideremos o caso abaixo: 


D' 


A M B 


MNP determinam um plano, e este forma uma secção plana no paralelepípedo. Como 
podemos analisar a secção plana formada? Vejamos o passo a passo: 


1) O primeiro passo é prolongar os segmentos de retas MN, CD e CB. Eles se interceptarão 
nos pontos E e F, conforme mostra a figura: 
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2) Agora, construímos os segmentos de retas PE e PF. Eles interceptarão as arestas DD' e 
BB' nos pontos G e H: 


3) Por fim, basta ligar os segmentos de retas MH e NG. A secção plana formada é o polígono 
MNGPH: 
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Esse é um exemplo de um caso possível que pode ser cobrado nos vestibulares do ITA/IME. 
O importante é você saber como construir a secção plana dadas as condições no enunciado da 
questão. 


4.1.6. Projeção ortogonal no prisma oblíquo 


Seja « um plano que corta, perpendicularmente, a aresta lateral de um prisma oblíquo, 
segundo a figura abaixo: 


Consideremos a seguinte legenda: 
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Ap: área da base 

h: altura 

Ay: área da secção normal 

0: medida do diedro formado entre « e o plano da base f} 


Ay é a projeção ortogonal de Ap sobre o plano g, logo, podemos escrever: 


Ap: cos0 = Ay 
Dessa relação, temos: 
An 
cos 0 


Ap = 
Além disso, 0 também é o ângulo formado entre a aresta lateral do prisma e sua altura: 
a-cos0=h 


Como o volume do prisma é 


V=Ap:h 
Temos: 
A 
V= 2 -acos 
cos 6 


Portanto, o volume do prisma é igual ao produto entre a área da secção normal e sua aresta 
lateral. 


4.2. PIRÂMIDES 


Consideremos um polígono convexo contido em um plano a e um ponto P fora de a. A figura 
formada pelos segmentos de reta que ligam P aos vértices do polígono é chamada de pirâmide 
convexa. 
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Vejamos os elementos presentes na pirâmide. 


vértice P aresta lateral P 


apótema 
face lateral 


altura 


- 
aa 
- - 
oe + S O O O a 
“a no 
5a =. 
100 QU O PO A VOS O) 
~ 


arestas apótema da base 


e 0 éo ângulo formado pela aresta lateral AP e o plano da base; 

e Aaltura da pirâmide é igual à distância entre o vértice P e o plano da base; 
e Apótema é o termo usado para a altura de uma face lateral; 

e 9'éo ângulo diédrico da aresta CD. 


A natureza da pirâmide varia de acordo com o polígono da base. Se a base for um pentágono, 
teremos uma pirâmide pentagonal. Se a base for um hexágono, teremos uma pirâmide hexagonal, 
e assim por diante. 


Dizemos que uma pirâmide é regular quando a sua base é um polígono regular e a projeção 
ortogonal do vértice é o centro da base. Nesse caso, as arestas laterais são todas congruentes e as 
faces laterais são triângulos isósceles. 


4.2.1. Tetraedro 


Tetraedro é uma figura que costuma ser cobrada bastante nos vestibulares. Ele é uma 
pirâmide triangular. 


A 


C 
Um tetraedro é regular quando todas as suas arestas são congruentes. Desse modo, as faces 


dessa pirâmide são triângulo equiláteros. 
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4.2.2. Área da superfície da pirâmide 


A área lateral de uma pirâmide é igual à soma das áreas laterais das faces. 


A área total é igual à soma da área lateral com a área com base. 


4.2.3. Volume da pirâmide 


Vamos deduzir a fórmula do volume para pirâmides. Consideremos uma pirâmide PABC de 
base triangular ABC e um prisma ABCDEF de mesma base e mesma altura da pirâmide. 


Note que esse prisma pode ser decomposto em três pirâmides triangulares. 
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A B C B 


As pirâmides ABCD e CEFD possuem bases de mesma área (Anapc = Aapgr) e mesma 
altura, assim como as pirâmides CEFD e BCDE, que possuem bases CEF e BCE congruentes e 
também possuem mesma altura. Logo, podemos afirmar: 

Vasco = Vcerp = Vecne = Voirâmide 
Como o prisma possui base ABC e altura igual à pirâmide ABCD, temos: 
Vorisma = Abase ` h 
Além disso, ele é formado pela união das três pirâmides: 
Vprisma = Vasco + Vegrp + Vecpe = 3Vpirâmide 
1 


si Vpirâmide = 3 Abase “h 


Essa fórmula é válida para qualquer tipo de pirâmide convexa, pois qualquer polígono 
convexo pode ser decomposto em diversos triângulos. Assim, basta somar o volume de cada 
pirâmide com base triangular. 
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1 
V=3(A, + A, + As +A, +As)-h 


área da base 


1 


4.2.4. Secção plana da pirâmide 


Consideremos a pirâmide abaixo: 


B 


X,Y,Z determinam um plano secante à pirâmide. Vamos analisar como podemos construir a 


secção plana que esse plano forma na pirâmide. Para isso, devemos tentar encontrar a intersecção 
desse plano com o plano da base. Vejamos. 


1) O primeiro passo é fazer a projeção ortogonal dos pontos X,Y, Z no plano da base: 


É 


. 


-------4 


. 
. 


T 
1 
1 
1 
Led 


2) Prolongamos os segmentos de retas XZ e X'Z”. Eles se interceptarão em algum ponto do 
plano da base. Analogamente, prolongamos os segmentos XY e X'Y”. 
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- 
- 
..=º 
= 
.- 


3) Construímos o segmento de reta EF para verificar se eles interceptam algum ponto da 


base. 


£ 
Na 
< 


id 


2 
ae é 


. 


r- 


- 
= 
.- 
=. 
= -- 
- -— 
pmt - 
-.-” —- 
a 


4) Note que EF é a aresta do diedro formado entre o plano da secção e o plano da base. A 
secção está determinada. 
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= 
so 
-- 
a 
- 


4.2.5. Plano secante paralelo à base da pirâmide 
Quando seccionamos um plano paralelamente ao plano da base, obtemos duas pirâmides 


semelhantes. 


A razão entre as áreas da pirâmide menor e a pirâmide maior é igual k2, onde k é a razão de 
proporção entre os segmentos das pirâmides. 


h PA PB AB BC. a 
h! PA” PB' “AB B'C' = 
S 
| =k? 
s' 
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A razão entre os volumes da pirâmide menor e a pirâmide maior é igual k3: 


V 
— =k? 
V' 


A figura formada pelos vértices ABCDEFA'B'C'D'E'F' é chamada de tronco de pirâmide de 
bases paralelas. Vamos calcular o volume desse tronco. 


Sejam V4, V2,Vr os volumes da pirâmide maior, da pirâmide menor e do tronco, 
respectivamente. Assim, temos: 


1 1 
Vr = V-V, = 9% h — Sh 
h'+hr 


1 
> Vr = = w + hr) — q Sh 


> Vr = 3 Lis, — S3 )h' + Sihr] 


Como as pirâmides são semelhantes, podemos escrever: 
S h\? JS (h'+h 
Aa M a SEN = [5h d 
S2 h' S> h' 


ap = yS 
Substituindo h’ na expressão do volume: 
l RA 
Vr =z [s.-s (E =) + Sur 
3 JS 5 
Note que S, — S, = V(S,)2 — y (S2)? = RA — Sad + 65), substituindo acima: 
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Vr = 3 (VS: + TARA T + Sihħrl 


h 
Vr = zG +S, + J55) 


4.2.6. Tronco de prisma triangular 


Vamos estudar o volume de um tronco de prisma triangular. Consideremos um prisma 
triangular com uma base perpendicular às arestas laterais, conforme mostra a figura abaixo. 


pirâmide 


A área da base perpendicular é S. Podemos completar esse tronco de prisma com uma 
pirâmide de modo a formar um prisma reto. Desse modo, temos que o volume do tronco é dado 
por: 


Vr = Vprisma pirâmide 


Vorisma = 4: S 
1 “Alla-b+a-c)x] 1 


Voirâmide = 385) A, O É =>"Qa-b-c): 


1 
=> = (2a-b-c¢c)- 
3 3 (Za b-c):S 


ufo|S 


1 
>Vr=a:S-z3(2a-b-c):S 


1 
E Vr=gla+b+c)s 
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Caso o prisma tenha ambas as bases não perpendiculares às arestas laterais, podemos dividir 
esse prisma por uma secção normal e, assim, teremos dois prismas cuja base forma um ângulo reto 
com as arestas laterais. Procedendo dessa forma, encontramos: 


1 
Vr=z3l(a+b+c):S 


Onde a, b,c são as medidas das arestas laterais do tronco de prisma oblíquo e S é a área da 
secção normal. 


4.3. POLIEDROS CONVEXOS 


Dizemos que um sólido é um poliedro convexo quando a sua superfície é formada por n 
polígonos que satisfazem as seguintes condições: 


e Dois polígonos quaisquer não estão no mesmo plano; 
e Qualquer aresta de um polígono é comum a apenas dois polígonos; 
e O plano de qualquer polígono deixa os demais no mesmo semiespaço. 


As faces do polígono convexo são os polígonos convexos, as suas arestas são os lados dos 
polígonos e os seus vértices são os vértices dos polígonos. 


vértices 
arestas 


face 


4.3.1. Relação de Euler 


A relação de Euler é uma propriedade que relaciona as arestas, vértices e faces de um 
poliedro convexo. Para todo poliedro convexo, vale a relação: 


V-A+F=2 
Demonstração 


Para demonstrar essa relação, precisamos de um teorema preliminar. Vejamos: 


PR Aula 20 — Geometria Espacial | 
p www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 å 


Para toda superfície poliédrica convexa aberta, vale a relação: 


V, — 4A, +F, =1 


Provaremos essa propriedade por indução finita. 


1) Veja que, para F, = 1, a superfície poliédrica convexa aberta (SPCA) se torna um polígono 
convexo plano de n lados e assim: 


superficie poliédrica convexa aberta de 1 face 


Va =n = A; 
Logo: 
Vi—-A+F=n-n+1=1 


2) Suponha que essa propriedade seja válida para uma SPCA de F' faces (possui V' vértices e 
A" arestas) tal que: 


V'-A'+F'=1 
Devemos provar que ela é válida para F’ + 1 faces. 


Adicionando uma face com a arestas e b arestas compartilhadas para a SPCA inicial, temos 
para a nova superfície formada: 


F=F +1 
A = A' +a — b (b arestas compartilhadas) 
V = V' +a -— (b + 1) (b arestas compartilhadas, temos b + 1 vértices coincidindo) 
Verificando a relação, obtemos: 
V-A+F=[|V'+a-(b+1)]-[A'+a-b]+F'+1 
V-A+F=V'+a-b-1-A-a+b+F'+1 
V-A+F=V'- A +F 


Portanto, a relação não se altera adicionando-se ou removendo-se uma face na superfície, o 
que prova nossa hipótese de indução. 


Agora, vamos proceder à demonstração da relação de Euler. 


Tomemos um poliedro convexo fechado de F faces (possui V vértices e A arestas) e dele 
retiramos uma face. Obteremos uma SPCA e, assim, vale a relação: 
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retira-se uma face para obter uma SPCA 


Va—- A +F,=1 
Como retiramos apenas uma face, temos para essa SPCA: 
Va=V;A =A;F=F-l1 
Logo: 
W-A+H=1>5V>-44+F-1=15|V>-4+F=2| 


Os poliedros que admitem a relação de Euler são chamados de poliedros eulerianos. 
Atenção! Todo poliedro convexo é euleriano, mas nem todo poliedro euleriano é convexo! 


4.3.2. Soma dos ângulos das faces de um poliedro convexo 

A soma dos ângulos de todas as faces de um poliedro convexo é igual à 
S = (V — 2) - 360° 

Em que V é o número de vértices do poliedro convexo. 

Demonstração 


Consideremos um poliedro convexo de V vértices, A arestas e F faces. Sejam n4, nz, Nng, .., Nf 
o número de lados das faces 1, 2, 3, ..., F. Como cada face é um polígono convexo, temos que a soma 
dos ângulos internos de cada face é: 


Si = (ni = 2) $ 1809; i = {1,2, 3, m F} 
Assim, somando-se todos os ângulos internos das faces, temos: 
S = (n; — 2) : 180° + (n, — 2) - 180° + -+ (np — 2) - 180º 


S = (ni +n; +: + np): 180° —2 - 180° — 2 : 180° — -- — 2 : 180° 
F vezes 


S = (n, +n; + = + np) - 180° — F - 360° 
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Como cada lado do poliedro é compartilhado por duas faces, temos: 
m +N +: +np = 24 
Logo: 
S=24-180º-F.360º>S=(A-F)-360º 
Sendo um poliedro convexo, ele admite a relação de Euler: 
V-A+F=25V-2=4-F 


[S = (V = 2) -360° 


4.3.3. Poliedros de Platão 
Um poliedro é classificado como poliedro de Platão quando satisfaz os seguintes requisitos: 


e Todas as faces possuem o mesmo número de arestas; 
e Decada vértice, parte um mesmo número de arestas; 
e Admite a relação de Euler. 


Existem apenas cinco tipos de poliedros de Platão, são eles: 


1. Tetraedro; 
Hexaedro; 
Octaedro; 
Dodecaedro; 
Icosaedro. 


ToS 


Não veremos a prova disso, pois este não é um assunto que costuma cair em prova. 


4.3.4. Poliedros regulares 
Os poliedros convexos são classificados como regulares quando: 


e Todas as faces possuem o mesmo número de arestas; 
e De cada vértice, parte um mesmo número de arestas; 
e Todas as faces são polígonos regulares. 


Note que os poliedros regulares possuem uma definição parecida com os poliedros de Platão. 
A única ressalva é que as faces dos poliedros regulares são polígonos regulares. 


Assim, temos apenas cinco tipos de poliedros regulares: 


Tetraedro regular; 
Hexaedro regular (cubo); 
Octaedro regular; 
Dodecaedro regular; 
Icosaedro regular. 


me a 


| 16. (UFRGS/2019) 
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| Na figura a seguir, está representado um cubo cuja aresta tem 2 cm de medida. O ponto P está | 
| localizado no centro da face EFGH. | 


E 
F 
H 
C 
A 
5 i 


|a) vZ b) 2 c) V6 d) 2V3 e)3 | 


' Comentários 


| A medida do segmento AP é 


| Podemos pensar em um triângulo retângulo AHP para encontrar o valor da hipotenusa AP. | 
| = 


| Como FH é uma diagonal da face quadrada EFGH cujo lado vale 2, temos que FH = 2V2, o | 
| que implica HP = V2. | 
| Dessa forma, podemos aplicar o teorema de Pitágoras ao triângulo AHP. 
| AP? = AR? + HP? 
AP? = 224 2 
AP? =4+2 
AP? = 6 

| VAP? = V6 
| JAPI = vē 
| AP = +V6 
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| | Como AP é uma distância, AP = V6. 


| | Gabarito: “e. 


Eu (UFRGS/2019) 


| Em um curso de dobraduras, a instrutora orientou que fosse construída uma pirâmide de base | 
quadrada, de lado igual a 3 cm e altura igual a 10 cm. O volume dessa pirâmide é igual a 


| a) 25 cm? 
| b) 30 cm? 
| c) 15 cm? 
| d) 9 cm? 
| e) 12 cm? 
| Comentários 


' Podemos representar a pirâmide do enunciado no esboço: 


> 


Ira 


-~ 


~ 


pu sans 


.—-[— — — — — 


3 em 


i 
| Dessa forma, o volume dessa pirâmide é dado por: 


1 
W=5"Ap'h 
W,==-32-10 

A 


| Gabarito: “b”. 


| | 18.(UDESC/2012) 
| Uma caixa de um perfume tem o formato de um tronco de pirâmide quadrangular regular | 
| fechado. Para embrulhá-la, Pedro tirou as seguintes medidas: aresta lateral 5 cm e arestas das 
| | bases 8 cm e 2 cm. A quantidade total de papel para embrulhar esta caixa, supondo que não | 
| haja desperdício e nem sobreposição de material, foi: | 


| a) 88 cm2 
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| b) 168 cm2 

| c) 80 cm2 

| d) 68 cm2 

| e) 148 cm2 

| Comentários 


| Esquematizando a caixa de perfume em voga, temos: 


8 D 


| Perceba que o comprimento de AA' e de BB' representam a altura h do trapézio que forma a | 
| lateral do tronco de pirâmide. | 


' Como AB = A'B' = 2, só podemos ter os comprimentos A'D + B'C = 6, ou seja, AD =. 
BT =3. | 
| Assim, temos que o triângulo BB'C é retângulo em B’. Podemos, então, descobrir o valor de h | 
| aplicando, a esse triângulo, o teorema de Pitágoras. | 


B'B? + B'C? = BC? 


Ppp ep 
k? =25-—9 
k? = 16 
VI? = VT6 
hl =4 
h = +4 


| Como estamos falando sobre uma altura, consideremos apenas o sinal positivo para h = 4. 


| Com esses dados, podemos dizer que a área total do tronco de pirâmide que forma a caixa de | 
perfume tem área total 4, igual à 


A, = Area da base inferior + Área da base superior + 4 - área das faces laterais 


(8+2)-4 


A,=82+22+4.- ê 
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| A, =64+4+80 | 
| A, = 148 cm? | 


Gabarito “q”, 


| 19. (Inédita) 

| Um cubo e uma pirâmide de base quadrada têm o mesmo volume. | 
| Se a área da base da pirâmide é igual a um terço da área da base do cubo, podemos dizer que | 
| a) a altura da pirâmide é igual ao dobro da altura do cubo. 

| b) não é possível que uma pirâmide tenha o mesmo volume que um cubo. 

| c) a área total da pirâmide é igual à área total do cubo, uma vez que seus volumes são iguais. 
| d) a altura da pirâmide é igual à altura do cubo. 

| e) a altura do cubo é igual a um nono da altura da pirâmide. 

| Comentários 


| Como o enunciado nos informa que o volume do cubo V; é igual ao volume da pirâmide de base | 
| quadrada V,, e admitindo a aresta do cubo igual a x, temos: 


v=% 


base do cubo - altura do cubo = : * base da pirâmide - altura da pirâmide 
2 
3 
1 
3 


1 
x=->-h 
9 


Gabarito: “e”. | 


| 20. (UCPEL/2017) 


A área de um quadrado de lado x cm aumenta em 28 cm? se o seu lado for aumentado em | 
| 2 cm. Considerando que a medida da aresta de um tetraedro regular é igual ao lado x deste | 
| quadrado, então a altura h deste tetraedro vale 


| |a) 2V6 cm b) 2V3 cm c) 2V2 cm d) 3V2 cm e) 4V6 cm 
| Comentários 


| “A área de um quadrado de lado x cm aumenta em 28 cm? se o seu lado for aumentado em | 
| 2cm.” | 


| Reescrevendo a mesma informação na forma de equação e a resolvendo, temos: 
| (x+2)2 =x? +28 
x +4+2:x:2422= x” +28 
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x =6 


| A altura do tetraedro regular pode ser calculada com a fórmula 


| Gabarito: “a”. 


5. LISTA DE QUESTÕES 
O LISTA DE 
QUESTÕES 


Na figura abaixo, tem-se um cubo cuja aresta mede k centímetros; as superfícies S, e S3, 
contidas nas faces desse cubo, são limitadas por arcos de circunferências de raio k centímetros 
e centros em, respectivamente, De B, He F. 


A 


H G 


21. (AFA/2015) 


O volume do sólido formado por todos os segmentos de reta com extremidades em S, e $, 
paralelos a CG e de bases S; e S, é, em cm, igual a 
k3(n-1 
a) (7-1) 
2 
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k3(m-2) 
2 

k3(m-1) 
4 

k?(n=2) 
4 


b) 
c) 


d) 


22. (AFA/2014) 
Considere uma pirâmide regular ABCDV de base ABCD. 


Sendo 2V2 cm a medida da aresta da base e 23 cm a medida da altura dessa pirâmide, a 
distância, em cm, de A à aresta lateral VC é 


a) 2V2 
b) 2V3 
c) 4 

d) V3 


23.(AFA/2013) 


Uma pirâmide regular ABCV, de base triangular ABC, é tal, que sua aresta lateral AV mede 3 
cm. Sendo V5 cm a altura de tal pirâmide, a distância, em cm, de A à face BCV é igual a 


v30 
al 


b) 7 


24. (AFA/2012) 


Um sólido maciço foi obtido quando a base de uma pirâmide hexagonal regular de altura 6 cm 
foi colada à base de uma pirâmide reta de base retangular e altura 3 cm, de forma que 4 dos 6 
vértices da base da primeira coincidam com os vértices da base da segunda, conforme figura. 
Desprezando-se o volume da cola, se a aresta da base da pirâmide hexagonal mede V5 cm, 
então, o volume do sólido obtido, em cm, é igual a 
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a) 153 
b) 203 
c) 253 
d) 303 


25. (EN/2017) 


Uma pirâmide triangular tem como base um triângulo de lados 13 cm, 14 cm e 15 cm; as outras 


arestas medem l. Sabendo que o volume da pirâmide é de 10522 cm, o valor de l, em cm, 
é igual a: 


a) 155/8 
b) 335/11 
c) 275/9 
d) 205/8 
e) 95/8 


26. (EN/2016) 


A equação 
sen? x a sec? x 31 
1 cos“ x 0 =—-5 
1 0 1 1o 


TE é e PME í 
com x E 10,5 |, possui como solução o volume de uma pirâmide com base hexagonal de lado l 


e altura h = V3. Sendo assim, é correto afirmar que o valor de l é igual a: 


272 
ls 
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b) Es 
c) z 
d) = 
e) A 


27. (EN/2015) 


Em um polígono regular, cujos vértices A, B e C são consecutivos, a diagonal AC forma com o 
lado BC um ângulo de 30°. Se o lado do polígono mede l unidades de comprimento, o volume 
da pirâmide, cuja base é esse polígono e cuja altura vale o triplo da medida do lado, é igual a 


3IPN3 
a) — 
2 
b) 312/3 
2 
BV3 
2 


c) 


28. (EN/2013) 


Um quadrado ABCD, de lado 4 cm, tem os vértices num plano a. Pelos vértices A e C são 
traçados dois segmentos, AP e CQ, perpendiculares a a, medindo respectivamente, 3 cm e 7 
cm. A distância PQ tem medida, em cm, igual a 


a) 2V2 
b) 243 
c) 32 
d) 33 
e) 443 


29. (EN/2013) 


Nas proposições abaixo, coloque V na coluna à esquerda quando a proposição for verdadeira 
e F quando for falsa. 
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(| )Se uma reta é perpendicular a duas retas distintas de um plano, então ela é perpendicular 
ao plano. 


( ) Se uma reta é perpendicular a uma reta perpendicular a um plano, então ela é paralela a 
uma reta do plano. 


(|) Duas retas perpendiculares a um plano são paralelas. 


( ) Se dois planos são perpendiculares, todo plano paralelo a um deles é perpendicular ao 
outro 


( )Setrês planos são dois a dois perpendiculares, eles têm um único ponto em comum. 
Lendo-se a coluna da esquerda, de cima para baixo, encontra-se 

a) F-F-V-F-V 

b) V-F-V-V-F 

c) V-V-F-V-V 

d) F-V-V-V-V 

e) V-V-V-V-V 


30. (EN/2013) 


Num prisma hexagonal regular a área lateral é 75% da área total. A razão entre a aresta lateral 
e a aresta da base é 


31. (EN/2013) 


Qual é o menor ângulo formado por duas diagonais de um cubo de aresta L? 


1 
a) arcsen (=) 


E 
c) arcsen (5) 
( 


d) arccos 
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e) arctg (=) 


QUESTÕES ITA 


32.(ITA/2018) 


Um poliedro convexo tem faces triangulares e quadrangulares. Sabe-se que o número de 
arestas, o número de faces triangulares e o número de faces quadrangulares formam, nessa 
ordem, uma progressão aritmética de razão —5. Determine o número de vértices do poliedro. 


33.(ITA/2018) 


Considere a classificação: dois vértices de um paralelepípedo são não adjacentes quando não 
pertencem à mesma aresta. Um tetraedro é formado por vértices não adjacentes de um 
paralelepípedo de arestas 3 cm, 4 cm e 5 cm. Se o tetraedro tem suas arestas opostas de 
mesmo comprimento, então o volume do tetraedro é, em cm: 


a) 10. 
b) 12. 
c) 15; 
d) 20. 
e) 30. 


34. (ITA/2018) 


Os triângulos equiláteros ABC e ABD têm lado comum AB. Seja M o ponto médio de AB e No 
ponto médio de CD. Se MN = CN = 2 cm, então a altura relativa ao lado CD do triângulo ACD 
mede, em cm, 
va 

3 


b) e 


a) 


35. (ITA/2018) 


A aresta lateral de uma pirâmide reta de base quadrada mede 13 cm e a área do círculo 
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a E 257 2 . ` ~% RPE 
inscrito na base mede a em. Dois planos, 1, e 77,, paralelos à base, decompõem a pirâmide 
em três sólidos de mesmo volume. Determine a altura de cada um desses sólidos. 


36. (ITA/2017) 


Considere o cubo ABCDEFGH de aresta 2 tal que: ABCD é o quadrado da base inferior; EFGH, o 
quadrado da base superior e AE, BF, CG e DH são as arestas verticais. Sejam L, M e N os pontos 
médios das arestas AB, CG e GH, respectivamente. Determine a área do triângulo LMN. 


37. (ITA/2015) 


Na construção de um tetraedro, dobra-se uma folha retangular de papel, com lados de 3 cm e 
4 cm, ao longo de uma de suas diagonais, de modo que essas duas partes da folha formem um 
ângulo reto e constituam duas faces do tetraedro. Numa segunda etapa, de maneira adequada, 
completa-se com outro papel as faces restantes para formar o tetraedro. Obtenha as medidas 
das arestas do tetraedro. 


38. (ITA/2014) 

Uma pirâmide de altura h = 1 cm e volume V = 50 cm? tem como base um polígono 
convexo de n lados. A partir de um dos vértices do polígono traçam-se n — 3 diagonais que o 
decompõem em n — 2 triângulos cujas áreas S,, i = 1,2,.., n—2, constituem uma 
progressão aritmética na qual S = cem? eS,=3cm?. Então n é igual a 

a) 22 

b) 24 

c) 26 

d) 28 

e) 32 


39. (ITA/2013) 


Seja ABCDEFGH um paralelepípedo de bases retangulares ABCD e EFGH, em que A,B, Ce D 
são, respectivamente, as projeções ortogonais de E, F, Ge H. As medidas das arestas distintas 
AB, AD e AE constituem uma progressão aritmética cuja soma é 12 cm. Sabe-se que o volume 
da pirâmide ABCF é igual a 10 cm?. Calcule: 


a) As medidas das arestas do paralelepípedo. 


b) O volume e a área total da superfície do paralelepípedo. 


40. (ITA/2013) 


Das afirmações: 
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|. Duas retas coplanares são concorrentes; 
Il. Duas retas que não têm ponto em comum são reversas; 


HI. Dadas duas retas reversas, existem dois, e apenas dois, planos paralelos, cada um contendo 
uma das retas; 


IV. Os pontos médios dos lados de um quadrilátero reverso definem um paralelogramo, 


é (são) verdadeira(s) apenas 


a) III. 

b) le III. 

c) le III. 
d) III e IV. 
e) l, Il e IV. 


41. (ITA/2013) 


Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretângulo de vértice V, determinando um 
triângulo ABC cujos lados medem, respectivamente, v10, v17 e 5 cm. O volume, em cm”, do 
sólido VABC é 


a) 2 

b) 4 

c) V17 
d) 6 

e) 5V10 


42.(ITA/2011) 
Considere as afirmações: 
|. Existe um triedro cujas 3 faces tem a mesma medida a = 120º. 


Il. Existe um ângulo poliédrico convexo cujas faces medem, respectivamente, 30º, 45º, 50º, 50º 
e 170º. 


HI. Um poliedro convexo que tem 3 faces triangulares, 1 face quadrangular, 1 face pentagonal 
e 2 faces hexagonais tem 9 vértices. 


IV. A soma das medidas de todas as faces de um poliedro convexo com 10 vértices é 2880º. 


Destas, é(são) correta(s) apenas 


a) Il. 
b) IV. 
c) Ile IV. 
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d) I, Il e IV. 
e) Il, III e IV. 


43. (ITA/2010) 


Sejam A, B,C e D os vértices de um tetraedro regular cujas arestas medem 1 cm. SeMéo 


ponto médio do segmento AB e N é o ponto médio do segmento CD, então a área do triângulo 
MND, em cm”, é igual a 


a) V2/6 
b) V2/8 
c) V3/6 
d) 3/8 
e) 3/9 


44. (ITA/2007) 


Os quatro vértices de um tetraedro regular, de volume 8/3cm?, encontram-se nos vértices de 
um cubo. Cada vértice do cubo é centro de uma esfera de 1 cm de raio. 


Calcule o volume da parte do cubo exterior às esferas. 


45. (ITA/2007) 


Considere uma pirâmide regular de base hexagonal, cujo apótema da base mede V3 cm. 
Secciona-se a pirâmide por um plano paralelo à base, obtendo-se um tronco de volume igual 
a 1 cm? e uma nova pirâmide. Dado que a razão entre as alturas das pirâmides é 1/V2, a altura 
do tronco, em centímetros, é igual a 
V6-v2 

4 
V6-V3 

3 
3/3-6 
Ca 
3/2-2V3 

6 


2/6-v2 
22 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


46. (ITA/2006) 
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Uma pirâmide regular tem por base um hexágono cuja diagonal menor mede 33 cm. As faces 

laterais desta pirâmide formam diedros de 60º com o plano da base. A área total da pirâmide, 
2 Z 

em cm”, é 


47. (ITA/2005) 


Considere um prisma regular em que a soma dos ângulos internos de todas as faces é 7200º. 
O número de vértices deste prisma é igual a 


a) 11. 
b) 32. 
c) 10. 
d) 20. 
e) 22. 


48. (ITA/2005) 

Em relação a um sistema de eixos cartesiano ortogonal no plano, três vértices de um tetraedro 
regular são dados por A = (0,0),B = (2,2)e C = (1 = 43,1 + v3). O volume do tetraedro 
é 

a) 8/3. 

b) 3. 

AREIA 

d)5V3/2. 

e) 8. 


49. (ITA/2002) 


Seja uma pirâmide regular de base hexagonal e altura 10 m. A que distância do vértice devemos 
cortá-la por um plano paralelo à base de forma que o volume da pirâmide obtida seja 1/8 do 
volume da pirâmide original? 


a)2 m. 
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b)4m. 
e Sim. 
d)6m. 


e)8m. 


50. (ITA/2001) 


A razão entre a área da base de uma pirâmide regular de base quadrada e a área de uma das 
faces é 2. Sabendo que o volume da pirâmide é de 12mº, temos que a altura da pirâmide mede 
(em metros): 


a) 1 
b) 2 
es 
d)4 
e) 5 


51.(ITA/2000) 


š Pr. 5 3 š EA š P 
Considere uma pirâmide regular com altura de 6/N9 cm. Aplique a esta pirâmide dois cortes 
planos e paralelos à base de tal maneira que a nova pirâmide e os dois troncos obtidos tenham, 
os três, o mesmo volume. A altura do tronco cuja base é a base da pirâmide original é igual a 


a) 2(N9 — V6) cm. 
b) 2(V6 — 2) cm. 
c) 2(N6 — V3) cm. 
d) 2(V3 — V2) cm. 
e) 2(N9 — V3) cm. 


52. (ITA/1999) 


Um poliedro convexo de 10 vértices apresenta faces triangulares e quadrangulares. O número 
de faces quadrangulares, o número de faces triangulares e o número total de faces formam, 
nesta ordem, uma progressão aritmética. O número de arestas é: 


a) 10 
b) 17 
c) 20 
d) 22 
e) 23 
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53. (ITA/1999) 


Um triedro trirretângulo é cortado por um plano que intercepta as três arestas, formando um 
triângulo com lados medindo 8 m, 10 m e 12 m. O volume, em m3, do sólido formado é: 


a) 15/6 
b) 5/30 
c) 6/15 
d) 306 
e) 456 


54. (ITA/1998) 


Um poliedro convexo de 16 arestas é formado por faces triangulares e quadrangulares. 
Seccionando-o por um plano convenientemente escolhido, dele se destaca um novo poliedro 
convexo, que possui apenas faces quadrangulares. Este novo poliedro possui um vértice a 
menos que o original e uma face a mais que o número de faces quadrangulares do original. 
Sendo m e n, respectivamente, o número de faces e o número de vértices do poliedro original, 
então: 


aam=9,n=7 


b)m=n=9 
gd m=8,hn=10 
d)m=10,n=8 


e)m=7,n=9 


55. (ITA/1998) 


Uma pirâmide regular tem por base um quadrado de lado 2 cm. Sabe-se que as faces formam 
com a base ângulos de 45º. Então, a razão entre a área da base e a área lateral é igual a: 


a) V2 
b) 1/3 
c) V6 
d) V2/2 
e) V2/3 


56. (ITA/1997) 
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Dentro de um tronco de pirâmide quadrangular regular, considera-se uma pirâmide regular 
cuja base é a base maior do tronco e cujo vértice é o centro da base menor do tronco. As 
arestas das bases medem a cm e 2a cm. As áreas laterais do tronco e da pirâmide são iguais. 
A altura (em cm) do tronco mede 


av3 
a) 


57. (ITA/1996) 


As dimensões x, y, z de um paralelepípedo retângulo estão em progressão aritmética. Sabendo 
que a soma dessas medidas é igual a 33 cm e que a área total do paralelepípedo é igual a 694 
cmĉ, então o volume deste paralelepípedo, em cm, é igual: 


a) 1.200 
b) 936 
c) 1.155 
d) 728 
e) 834 


58. (ITA/1996) 


A aresta de um cubo mede x cm. A razão entre o volume e a área total do poliedro cujos 
vértices são os centros das faces do cubo será: 


v3 
a) zx cm 


59. (ITA/1996) 
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Numa pirâmide triangular regular, a área da base é igual ao quadrado da altura H. Seja R o raio 
. f Anag EEE: Rá 
da esfera inscrita nesta pirâmide. Deste modo, a razão zÉ igual a: 


60. (ITA/1995) 


Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se que sua altura mede 3 cm e que sua área lateral é 
o dobro da área de sua base. O volume deste prisma, em cm, é: 


a) 27N3 
b) 132 
c) 12 

d) 543 
e) 175 


61. (ITA/1995) 


Dada uma pirâmide regular triangular, sabe-se que sua altura mede 3a cm, onde "a" é a 
medida da aresta de sua base. Então, a área total desta pirâmide, em cm, vale: 


a) 


a2327 


a)! 


Estadao) 


25 (255) 
2 
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QUESTÕES IME 


62. (IME/2019) 


Considere as afirmações abaixo: 

|) se três pontos são colineares, então eles são coplanares; 

II) se uma reta tem um ponto sobre um plano, então ela está contida nesse plano; 
III) se quatro pontos são não coplanares, então eles determinam 6 (seis) planos; 
IV) duas retas não paralelas determinam um plano; 

V) se dois planos distintos têm um ponto em comum, então a sua interseção é uma reta. 
Entre essas afirmações: 

a apenas uma é verdadeira; 

b) apenas duas são verdadeiras; 

c) apenas três são verdadeiras; 

d) apenas quatro são verdadeiras; 


e) todas são verdadeiras. 


63. (IME/2019) 


Em um tetraedro ABCD, os ângulos ABC e AÉB são idênticos e a aresta AD é ortogonal à BC. 
A área do AABC é igual à área do AACD, e o ângulo MÂD é igual ao ângulo MDA, onde M é 
ponto médio de BC. Calcule a área total do tetraedro ABCD, em cm?, sabendo que BC = 
2cm, e que o ângulo BÃC é igual a 30º. 


a) (2 — 33) 
b) (2 + v3) 
c) 4(2 — 3) 
d) 4(2 + V3) 
e) 4 


64. (IME/2018) 


Um prisma retangular reto possui três arestas que formam uma progressão geométrica de 
razão 2. Sua área total é de 28 cm?. Calcule o valor da diagonal do referido prisma. 


a) V17 cm 
b) V19 cm 
c) V21 cm 
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d) 2V7 cm 
e) V29 cm 


65. (IME/2018) 


Seja um cubo regular, onde os centros de suas faces são vértices de um octaedro. Por sua vez, 
os centros das faces deste octaedro formado são vértices de outro cubo. Obtendo 
consecutivamente octaedros e cubos infinitamente, determine a razão da soma do volume de 
todos os poliedros inscritos pelo volume do cubo inicial. 


66. (IME/2017) 

Um tronco de pirâmide regular possui 12 vértices. A soma dos perímetros das bases é 36 cm, 
a soma das áreas das bases é 303 cm? e sua altura mede 3 cm. Calcule o volume do tronco 
de pirâmide. 

a) 50 cm? 

b) 423/3 cm? 

c) 43/3/2 cm? 

d) 432 cm? 

e) 423 cm? 


67. (IME/2016) 


Sejam dois quadrados de lado a situados em planos distintos que são paralelos entre si e 
situados a uma distância d, um do outro. A reta que liga os centros dos quadrados é 
perpendicular a esses planos. Cada diagonal de um quadrado é paralela a dois lados do outro 
quadrado. Liga-se cada vértice de cada quadrado aos dois vértices mais próximos do outro 
quadrado. Obtêm-se, assim, triângulos que, conjuntamente com os quadrados, formam um 
sólido S. Qual a distância entre estes planos distintos em função de a, de modo que os 
triângulos descritos acima sejam equiláteros? 
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68. (IME/2015) 


Em um prisma oblíquo ABCDEFA'B'C'D'E'F”, cuja base ABCDEF é um hexágono regular de lado 
a, a face lateral EFF'E' está inclinada 45º em relação à base, e a projeção ortogonal da aresta 
F'E' sobre a base ABCDEF coincide com a aresta BC. O volume do prisma é: 
da 

2 


b) Ža? 


a) 


5v3 
Ja 


69. (IME/2015) 


Um tetraedro regular, com arestas de comprimento igual a d, é cortado por 2 planos paralelos 
entre si e a uma das bases, dividindo-o em 3 sólidos de volumes iguais. Determine a altura de 
cada um destes 3 sólidos em função de d. 


70. (IME/2015) 


Seja um tetraedro regular ABCD de aresta a e um octaedro inscrito no tetraedro, com seus 
vértices posicionados nos pontos médios das arestas do tetraedro. Obtenha a área da seção 
do octaedro formada pelo plano horizontal paralelo à base do tetraedro BCD, distando desta 
base de um quarto da altura do tetraedro. 


71. (IME/2014) 


Seja ABCDA'B'C'D' um prisma reto de base retangular ABCD. Projeta-se o ponto médio M da 
maior aresta da base sobre a diagonal AC, obtendo-se o ponto P. Em seguida projeta-se o ponto 
P na face oposta, obtendo-se o ponto N. Sabe-se que |NA? — NC?| = k. Determine o 
comprimento da menor aresta da base. 
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72. (IME/2014) 


Seja SABCD uma pirâmide, cuja base é um quadrilátero convexo ABCD. A aresta SD é a altura 


da pirâmide. Sabe-se que AB = BC = V5, AD = DC = V2, AC = 2 e SA + SB = 7. O volume 
da pirâmide é 


a) V5 
b) V7 
c) VII 
d) V13 
e) V17 


73. (IME/2012) 


Uma pirâmide regular triangular apresenta um volume V. Determine o raio da circunferência 


circunscrita a uma das faces laterais da pirâmide em função de V, sabendo que o ângulo do 
vértice vale 30º. 


74. (IME/2012) 


Uma pirâmide regular possui como base um dodecágono de aresta a. As faces laterais fazem 
um ângulo de 15º com o plano da base. Determine o volume desta pirâmide em função de a. 


3 J V3+2 


a 
erra 
a3 VV3-2 
bj 2 243 
ca? V3+2 
2-/3 
) as a 
243 
e) qa 
V3+2 


75. (IME/2011) 


A base de um prisma reto ABCABC é um triângulo com o lado AB igual ao lado AC. O valor do 
segmento CD vale x, onde D é o ponto médio da aresta lateral AA4,. Sabendo que a é o ângulo 
ACB e f é o ângulo DCA, determine a área lateral do prisma em função de x, a e 6. 


76. (IME/2011) 
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A base de uma pirâmide é um retângulo de área S. Sabe-se que duas de suas faces laterais são 
perpendiculares ao plano da base. As outras duas faces formam ângulos de 30º e 60º com a 
base. O volume da pirâmide é: 


SVS 
a) Eg 


2S2 
ea 


77. (IME/2010) 


A área da superfície lateral de uma pirâmide quadrangular regular SABCD é duas vezes maior 
do que a área de sua base ABCD. Nas faces SAD e SDC traçam-se as medianas AQ e DP. Calcule 
o ângulo entre estas medianas. 


E, GABARITO 


21.b 27.a 
22.b 28.e 
23.a 29.d 
24.b 30.b 
25.a 31.d 
26.a 


GABARITO DAS QUESTÕES ITA 
32.V = 6 V337 


37. AC = — cm 
33.d a 5 
34.a j 
1 12 2 12 39.a) AB =3 cm e AE =5cm b) S= 
35. HSólido = E cm; Hstido = Iz 94 cm? 
12 

(V2 — 1) cm; HSorido = El ( 3 — 40.d 

3 41.a 

vz) K 42.c 
36. [LMN] = 3 
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43.b 52.c 
44. (8 — =) cm? 53.d 
3 
54. b 
45.c 
55.d 
46.a 56.b 
47.a e 
48.a E 
äi 58.b 
i 59.c 
50.c 
51.d 60.d 
" 61.e 
GABARITO DAS QUESTÕES IME 
62.b 70.c 
63.d 71.a = yk 
64.c 72.b 
65 = 3| 12V 
F 73.R = | 
66.e 54343 
67.d 74.a 
68.d 75. Slateral = 2x? sin 2B ë (1 + cos B) 
6d 76.a 
69. hSstido = Eh hSotido = 77.0 = cos 1 (=) 
ve(A2-1)d 3 ve(N3-“Y2)d 13 
ays sólido = — qa 


7. LISTA DE QUESTÕES RESOLVIDAS E COMENTADAS 


QUESTÕES 


COMENTADAS 


21. (AFA/2015) 


Na figura abaixo, tem-se um cubo cuja aresta mede k centímetros; as superfícies S, e S3, 
contidas nas faces desse cubo, são limitadas por arcos de circunferências de raio k centímetros 
e centros em, respectivamente, De B, He F. 
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O volume do sólido formado por todos os segmentos de reta com extremidades em S; e 55, 
paralelos a CG e de bases S; e S, é, em cm?, igual a 


a) 


b) 


k3(m-1) 
2 

k? (n-2) 
2 

k3(m-1) 
4 

k? (n-2) 
4 


c) 
d) 
Comentários 


A área S4 = S, = S é dada pela seguinte relação: 
S = Sae — (Sgapcp — Sat) 


Com isso, 
LH 2 z7 2 ë Z L 2 2 
S=k (k q) 5 =(5 1) k? cm 
Logo, 
T FS (n — 2 
V = SoaseH = G — Dk av cm 


Gabarito: “b” 
22.(AFA/2014) 
Considere uma pirâmide regular ABCDV de base ABCD. 


Sendo 22 cm a medida da aresta da base e 23 cm a medida da altura dessa pirâmide, a 
distância, em cm, de A à aresta lateral VC é 


a) 2V2 
b) 2V3 
c) 4 

d) V3 
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Comentários 


z 2v2em c 


Por Pitágoras no ACOV, temos: 


CV? = OV? + 0C? CV? = (2V3) +22: CV? = 16 - CV =4cm 


Logo, a área do AACV é dada por: 


AC-OV CV-h AC-OV 4:23 
Saacv = 2 = = ha = ——— & h = “e ha = 2V3 cm 


Gabarito: “b” 


23. (AFA/2013) 


Uma pirâmide regular ABCV, de base triangular ABC, é tal, que sua aresta lateral AV mede 3 
cm. Sendo V5 cm a altura de tal pirâmide, a distância, em cm, de A à face BCV é igual a 
v30 
a) — 
2 
b) V7 
V26 
da 


d) 2V2 


Comentários 
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Sendo a pirâmide VABC regular, a projeção do vértice V na base ABC é o baricentro G. 


Com isso, 


Por Pitágoras no A4GV, temos: 
AV2=GV2+4G2:4G2=32-(V5) =4:4G=2cm 
Por Pitágoras no AGMV, temos: 
MV? = GM? + (V5)? ~ MV? 
Logo, a área do AAMV é dada por: 


12 + (V5) =6::MV =V6cm 


AM:V5 MV:ha 


AAMV 7 RR 


2 
Finalmente, 
AM -V5 3v5 v30 
MET = — ~ hı = em 
MV y6 2 


Gabarito: “a” 


24. (AFA/2012) 


Um sólido maciço foi obtido quando a base de uma pirâmide hexagonal regular de altura 6 cm 
foi colada à base de uma pirâmide reta de base retangular e altura 3 cm, de forma que 4 dos 6 
vértices da base da primeira coincidam com os vértices da base da segunda, conforme figura. 


Desprezando-se o volume da cola, se a aresta da base da pirâmide hexagonal mede V5 cm, 
então, o volume do sólido obtido, em cm?, é igual a 
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a) 153 
b) 203 
c) 2543 
d) 303 


Comentários 


3cm 


6cm 
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Pela lei dos cossenos no AABC, temos: 


AC? = a? = (V5) + (45) — 2(V5)(N5) cos 120º = 15. a = V15 cm 


Logo, o volume do sólido obtido é dado por: 


sais es. SAB) “6 
Visao = SOS US NE LO 6 cus asyã “e Vestido = 203 cm? 


Gabarito: “b” 


25. (EN/2017) 


Uma pirâmide triangular tem como base um triângulo de lados 13 cm, 14 cm e 15 cm; as outras 


arestas medem l. Sabendo que o volume da pirâmide é de 10522 cm, o valor de l, em cm, 
é igual a: 


a) 155/8 
b) 335/11 
c) 275/9 
d) 205/8 
e) 95/8 


) 
) 
Comentários 


l 


L 


Perceba que a projeção O do vértice V no AABC está contida na mediatriz de cada um dos 
lados desse triângulo, ou seja, no próprio circuncentro do AABC. Com isso, R pode ser calculado 
como segue abaixo: 


b 
Sac = a = Vp(p— a)(p — b)(p — c), 


Onde: 
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a = 14 cm; b = 13 cm; c = 15 cm; 
Assim, 
p= t. arem HHE D L yT EGR EED, pf 
Para o cálculo da altura h, temos: 
Sagch abch 13:14-15-h:8 
Vpirâmide = 3 CARD 12:65 ` 


Voirâmide = 10522 cm; 


13:14-15-h:8 15v22 
res — 105V22:h= 4 cm 


Por Pitágoras no AAOV, então: 


ez e. p 25,961, 155 


2 — h2 2. 2 = 2 di 
ponta (O 8 16 4 8 


Gabarito: “a” 


26. (EN/2016) 


A equação 
sen?x 1 sec? x 31 
1 cos" x 0 DaT 
1 0 1 i 


TT Š ~ Soiak . 
com x E 10,5 |, possui como solução o volume de uma pirâmide com base hexagonal de lado l 


e altura h = 3. Sendo assim, é correto afirmar que o valor de l é igual a: 


a PE 


b) |Z 
o) | 
d) | 


Comentários 
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sen? x 1 sec? x 
1 cos? x 0 
1 0 1 


Como 2x € J0,7|, sen 2x = - > 2x = (1) ou 2x = = (2) 


Por (1), temos: 


OT nda -T NBÊS o mp T 
xX = T2 04 o “pirâmide Sto 3.2 “oC qr" Ts 
Por (2), temos: 
T m 3V32vV3 , 27 21 
x= z rad > Voirimide=9=9.9 >! E S 9 


Pela análise das alternativas, apenas a solução dada por (1) é possível. 


Gabarito: “a” 


27. (EN/2015) 


Em um polígono regular, cujos vértices A, Be C são consecutivos, a diagonal AC forma com o 
lado BC um ângulo de 30º. Se o lado do polígono mede l unidades de comprimento, o volume 
da pirâmide, cuja base é esse polígono e cuja altura vale o triplo da medida do lado, é igual a 
RERE 
2 

31243 

2 
By3 

2 


b) 


c) 


313/3 
e) 


3 


Comentários 
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Sendo tal polígono regular, então o AABC é isósceles, temos: 

0 = 120º; 
Com isso, temos um polígono de 6 lados, ou seja, um hexágono. 
Logo, 


Spaseh  3V32h 3183 
Voirâmide E 3 = 3.2 “ V pirâmide 7 2 


uan 
a 


Gabarito: 


28. (EN/2013) 


Um quadrado ABCD, de lado 4 cm, tem os vértices num plano æ. Pelos vértices A e C são 
traçados dois segmentos, AP e CQ, perpendiculares a æ, medindo respectivamente, 3 cm e 7 
cm. A distância PQ tem medida, em cm, igual a 


a) 2V2 
b) 2/3 
c) 32 
d) 3V3 
e) 4V3 


Comentários 
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D 
Por Pitágoras no AQEP, temos: 


PQ? = (4V2) +(7-3)2=32+16=48:. PQ = 4V3 cm 


Gabarito: “e” 


29. (EN/2013) 


Nas proposições abaixo, coloque V na coluna à esquerda quando a proposição for verdadeira 
e F quando for falsa. 


( )Se uma reta é perpendicular a duas retas distintas de um plano, então ela é perpendicular 
ao plano. 


( ) Se uma reta é perpendicular a uma reta perpendicular a um plano, então ela é paralela a 
uma reta do plano. 


(|) Duas retas perpendiculares a um plano são paralelas. 


( )Se dois planos são perpendiculares, todo plano paralelo a um deles é perpendicular ao 
outro. 


(| )Setrês planos são dois a dois perpendiculares, eles têm um único ponto em comum. 
Lendo-se a coluna da esquerda, de cima para baixo, encontra-se 

a) F-F-V-F-V 

b) V-F-V-V-F 

c) V-V-F-V-V 

d) F-V-V-V-V 

e) V-V-V-V-V 


Comentários 
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(F) Se uma reta é perpendicular a duas retas distintas de um plano, então ela é perpendicular 
ao plano. 


Explicação: Para que seja evidenciada a invalidez de tal afirmação, basta tomar duas retas 
distintas do plano paralelas entre si. Com tal condição sendo atendida, existem infinitas retas 
perpendiculares às duas retas, mas não necessariamente ao plano. 


(V) Se uma reta é perpendicular a uma reta perpendicular a um plano, então ela é paralela a 
uma reta do plano. 


(V) Duas retas perpendiculares a um plano são paralelas. 


(V) Se dois planos são perpendiculares, todo plano paralelo a um deles é perpendicular ao 
outro. 


(V) Se três planos são dois a dois perpendiculares, eles têm um único ponto em comum. 
Explicação: Em uma análise cartesiana, tome 3 planos com equações dadas por: 


q:ax + by +cz =k 
æ: a'x + b'y + c'z = k' 
æz:a"x + b"y + c”z = k" 

Sendo a,b,c,a',b',c,a”,b”,c”,k,k',k” constantes dadas, tal sistema possui 3 variáveis 
(x,Y,Z) e 3 equações, sendo tais equações não proporcionais duas a duas, já que se trata de planos 
perpendiculares, ou seja, tal sistema admite no máximo uma solução, o que significa que há só um 
ponto que cumpre as 3 equações. 


Gabarito: “d” 


30. (EN/2013) 


Num prisma hexagonal regular a área lateral é 75% da área total. A razão entre a aresta lateral 
e a aresta da base é 


sv2 


es 


Comentários 
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75 
Dado que Siaterai = Z7 Stotal, temos: 


100 
3 33h? lL 3/3 
cot= "(2º E + 661) a 8L = 3V3b + 6l & 2I 33 à q = SEE 


Gabarito: “b” 


31. (EN/2013) 


Qual é o menor ângulo formado por duas diagonais de um cubo de aresta L? 
a) arcsen (=) 
4 
b) arccos (+) 
4 
1 
c) arcsen (=) 
d) arccos (=) 


e) arctg (=) 


Comentários 
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O menor ângulo entre as diagonais AF e CH do cubo ABCDEFGH pode ser obtido por meio 
de uma análise analítica da situação. Tome, sem perda de generalidade, o sistema de coordenadas 
acima representado e utilizemos o produto escalar como ferramenta para achar tal ângulo. 


Sendo assim, 
AF -CH = |AF|-|CH|:cos6 


Onde 6 é o ângulo entre as diagonais. Sendo tal ângulo mínimo, seu cosseno deve ser 
positivo. 

Logo, 
AF - CH| LL =D) -(CLL-D| 12 


+ cos = 


0S7 > TAFT- ICH] G3) 3) 373 3 


Gabarito: “d” 


QUESTÕES ITA 


32.(ITA/2018) 


Um poliedro convexo tem faces triangulares e quadrangulares. Sabe-se que o número de 
arestas, o número de faces triangulares e o número de faces quadrangulares formam, nessa 
ordem, uma progressão aritmética de razão —5. Determine o número de vértices do poliedro. 
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Comentários 
Pela fórmula de Euler, temos: 
V+F=4+42(1) 
Dado 4, F; e F, estão, nessa ordem, em P.A. de razão —5, então: 
F,;=A-5(2) 
F,=A-—-10(3) 
É sabido também que: 
2A = 3F; +4F, + 5F; + +0 
Em que: A =0,i >25 
Daí, 
2A = 3F, + 4F, (4) 


Substituindo (2) e (3) em (4), temos: 
24=3(A-5D)+4(A4-10)-.54=55:4=11(5) 

Com isso, 

F; = 6; 

F= 1; 

F=6+1. F=7(6) 

Utilizando (5) e (6) em (1), então: 

V=6 

Gabarito: V = 6 


33.(ITA/2018) 


Considere a classificação: dois vértices de um paralelepípedo são não adjacentes quando não 
pertencem à mesma aresta. Um tetraedro é formado por vértices não adjacentes de um 
paralelepípedo de arestas 3 cm, 4 cm e 5 cm. Se o tetraedro tem suas arestas opostas de 
mesmo comprimento, então o volume do tetraedro é, em cm: 


Comentários 


P Aula 20 — Geometria Espacial | 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 


O volume do tetraedro formado (acima representado) pode ser dado pela seguinte diferença: 


Veetraedro = Vparalelepípedo T Voirâmides 
Observe, na figura acima, que há 4 pirâmides idênticas “encaixadas” dentro do 
paralelepípedo. 
Logo, 
3-4-5 


Veetracaro =3:4:5— 4: —s— 


~ Vretraedro = 20 cm? 
Gabarito: “d” 


34. (ITA/2018) 


Os triângulos equiláteros ABC e ABD têm lado comum AB. Seja M o ponto médio de AB e N o 
ponto médio de CD. Se MN = CN = 2 cm, então a altura relativa ao lado CD do triângulo ACD 
mede, em cm, 


Comentários 
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Sendo o ACMD isósceles por M, a mediana MN também é altura relativa ao vértice M, ou 
seja, por Pitágoras no AMNC, temos: 


MC? = CN? + MN? ~. MC = 242 cm. 


Mas MC é altura do triângulo equilátero. 


Logo, 
V3 4/6 
MC = —: lų l = —— 
2 e 
Finalmente, no AANC retângulo por N, já que o segmento AN é altura e mediana do AACD, 
então: 
v60 
AN? = Ie — CN? ~. AN 3. cm 
Gabarito: “a” 


35. (ITA/2018) 


A aresta lateral de uma pirâmide reta de base quadrada mede 13 cm e a área do círculo 


E E 257 2 . ` ~ E S è 
inscrito na base mede a em. Dois planos, 14 e 11, paralelos à base, decompõem a pirâmide 
em três sólidos de mesmo volume. Determine a altura de cada um desses sólidos. 


Comentários 
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Note que as três pirâmides cujas alturas são H, H, e H, são semelhantes entre si. Com isso, 
sejam k, e k, a razão de semelhança entre as pirâmides de altura H, e H e entre as de altura H, e 
H, respectivamente. 


Logo, 
H=kHeL=hk1l>&%=k/SoW=kf-V; 
H=k-HeL=kh1l>S=kh,-S2h=kh,-V; 
Dado que V, —-V,=V=V-—vV,, então: 


1 

kı 35 

ko-V-ky-V=hk-V=V-k;-V o EE 
k = 3 


Por Pitágoras, temos: 


H? + (VZr) = 132(Como nr? = = “ H = 12 cm). Daí, 
H, = = cm; 
V3 
1242 
qe 
Finalmente, as alturas dos sólidos formados serão dadas por: 
Ht a, = H = Ta cm 
sólido 1 3/3 
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12 
Hêstido = H2 — H, “a (V2 — 1) cm 


12 


3 3 
Ha = H — H, = 33. (3 — V2) cm 
o O mńm ç _ R23 Bo -2.603-37 
Gabarito: Hçsrido = as HSólido = 3g (V2 — 1) cm; HSsuido = 35. (V3 — V2) cm 


36. (ITA/2017) 


Considere o cubo ABCDEFGH de aresta 2 tal que: ABCD é o quadrado da base inferior; EFGH, o 
quadrado da base superior e AE, BF, CG e DH são as arestas verticais. Sejam L, M e N os pontos 
médios das arestas AB, CG e GH, respectivamente. Determine a área do triângulo LMN. 


Comentários 


Por Pitágoras no ANGM, temos: 
MN? = 1? + 1? MN = V2 
Por Pitágoras, novamente no AMLC, temos: 
ME =L +P =P H2 +a MLE=NV6 
LN = BG = 2V2 

Finalmente, note que LN? = MI? + MN? , ou seja, o ALMN é retângulo por M. 
Logo, 

MN-ML vV2:v6 

2 


[LMN] = - [LMN] = V3 


Gabarito: [LMN] = V3 


37. (ITA/2015) 


Na construção de um tetraedro, dobra-se uma folha retangular de papel, com lados de 3 cm e 
4 cm, ao longo de uma de suas diagonais, de modo que essas duas partes da folha formem um 
ângulo reto e constituam duas faces do tetraedro. Numa segunda etapa, de maneira adequada, 
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completa-se com outro papel as faces restantes para formar o tetraedro. Obtenha as medidas 
das arestas do tetraedro. 


Comentários 


C 


As arestas do tetraedro são AD = 3cm, BC = 3cm, AB = 4cm,CD = 4cm,BD e AC. 
Por Pitágoras no AABD, temos: 
BD? = 3? + 42 »;. BD = 5cm 


Por Pitágoras no AACE, temos: 


AC? = hk? + d? 
Sendo h a altura por A do AABD, então: 
3:4 12 
h= -E «h= pem 


Por Pitágoras no AADE, temos: 


sag 9 16 
xº =3 -(5) *X=CEMSy= em 


Utilizando a relação de Stewart no ABCD para obter d, chega-se a: 


ee (= (2-6) (8) 


9416-9-16 d v193 


2 = 
d 25 l g an 
Finalmente, 
2 
12\? /V193 337 
A Í E (5) 5. À” A "a 
C 5 + ( 5 C z em 
v337 


Gabarito: AC = = em 
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38. (ITA/2014) 

Uma pirâmide de altura h = 1 cm e volume V = 50 cm? tem como base um polígono 

convexo de n lados. A partir de um dos vértices do polígono traçam-se n — 3 diagonais que o 

decompõem em n — 2 triângulos cujas áreas S,, i = 1,2,.., n— 2, constituem uma 

progressão aritmética na qual S = cem? eS,=3cm?. Então n é iguala 

a) 22 

b) 24 

c) 26 

d) 28 

e) 32 

Comentários 
A razão da P.A. e o termo inicial são dados por: 

S-S; 3-5 1 


raa e o O 


1 
dada = DE as mo, 


Com isso, a área total do polígono é dada por: 


Stotal = S1tS2 +: + Sn-2 + 


Stotal = (S1 + Sn-2)' (= * Stotal = k + G + n 5 2)) . =) s 


Stota = n — 1): = 


Logo, 
Vpirâmide = z! (n- 1): = -1 
3 4 
Dado que Vpiramide = 50 cm*, temos: 
(n—2):(n—1)= 12:50 =24:25 
n = 26 


unn 
c 


Gabarito: 


39. (ITA/2013) 


Seja ABCDEFGH um paralelepípedo de bases retangulares ABCD e EFGH, em que A,B, Ce D 
são, respectivamente, as projeções ortogonais de E, F, G e H. As medidas das arestas distintas 
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AB, AD e AE constituem uma progressão aritmética cuja soma é 12 cm. Sabe-se que o volume 
da pirâmide ABCF é igual a 10 cm?. Calcule: 


a) As medidas das arestas do paralelepípedo. 

b) O volume e a área total da superfície do paralelepípedo. 
Comentários 
a) 


Dado que AB, AD e AE estão em P.A. designe AB = AD — re AE = AD +r,emqueréa 
razão da P.A. 
Com isso, 
(AD —-r) +AD+(AD +r) =12cm-. AD = 4cm 
O volume da pirâmide ABCF é dado por: 
(O) up n (4—r):4:(4+r)=6:V =6:10 = 60 ~ (16 -r?):4 = 60 ~. 
r= 1cm» AB =3 cme AE = 5cm 
b) 
O volume do paralelepípedo é dado por: 
V' = AB: AD: AE = 6: V = 60 ~ V’ = 60 cm? 
Logo, a área total do paralelepípedo é dada por: 
S'=2-(AB-AD+AB-AE+AD-AE)=2:(4:344-5+43-5)=.S'=94cm? 
Gabarito: a) AB = 3 cm e AE = 5 cm b)S' = 94 cm? 


40. (ITA/2013) 

Das afirmações: 

|. Duas retas coplanares são concorrentes; 

Il. Duas retas que não têm ponto em comum são reversas; 


Ill. Dadas duas retas reversas, existem dois, e apenas dois, planos paralelos, cada um contendo 
uma das retas; 


IV. Os pontos médios dos lados de um quadrilátero reverso definem um paralelogramo, 


é (são) verdadeira(s) apenas 


a) II. 

b) I e Il. 
c) Ile ll. 
d) IIl e IV. 
e) l, Il e IV. 


Comentários 
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I. Falsa, duas retas paralelas e coplanares não são concorrentes. 


Il. Falsa, na verdade, duas retas não coplanares são reversas, duas retas paralelas e 
coplanares não têm ponto em comum e não são reversas. 


Ill. Verdadeira, pois existe só um plano passando por umas das duas retas que é paralelo à 
outra reta, ou seja, 2 planos no total, sendo cada reta pertencente a um deles. 


IV. Verdadeira, seja a figura abaixo: 


No quadrilátero ABCD reverso, seus quatro vértices não pertencem a um mesmo plano, os 
lados NP e MQ são paralelos ao segmento AC, já que são bases médias para os AABC e AACD, 
respectivamente. Com isso: NP || MQ. Analogamente, MN || QP. Em outras palavras, o quadrilátero 
ABCD é um paralelogramo. 


Gabarito: “d” 


41.(ITA/2013) 


Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretângulo de vértice V, determinando um 


triângulo ABC cujos lados medem, respectivamente, v10, 17 e 5 cm. O volume, em cm”, do 
sólido VABC é 


a 


o 


) 17 


O 


)2 
)4 
d) 6 
e) 5V10 


Comentários 
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vV10cm 


Sem 


as V17Tem 


Por Pitágoras, nas três faces contendo o vértice V, temos: 


x? + y? = 10(1) 
x? +z? = 17(11) 
y? + z? = 250!) 


Fazendo (II) — (I) e somando esse resultado à (II), chega-se a: 
2z? =32..z=4cm>x=1cmey=3cm. 


Logo, 


uan 
a 


Gabarito: 


42. (ITA/2011) 
Considere as afirmações: 
|. Existe um triedro cujas 3 faces tem a mesma medida a = 120º. 


II. Existe um ângulo poliédrico convexo cujas faces medem, respectivamente, 30º, 45°, 50°, 50° 
e 170º. 


Ill. Um poliedro convexo que tem 3 faces triangulares, 1 face quadrangular, 1 face pentagonal 
e 2 faces hexagonais tem 9 vértices. 


IV. A soma das medidas de todas as faces de um poliedro convexo com 10 vértices é 2880º. 
Destas, é(são) correta(s) apenas 
a) Il. 
b) IV. 
c) Ile IV. 
d) 1, Il e IV. 
e) Il, II e IV. 
Comentários 
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|. Falsa, pois um triedro deve ter æ < 360º. 
Il. Verdadeira, pois 30º + 45º + 50º + 50º + 170º = 345º < 360º. 
HI. Falsa, resolução segue abaixo: 
V+F=4+42 
Onde: 
24A=3:344:1+5:14+6:2:4=15eF=3+14+1+2:F=7>5V=10 


IV. Verdadeira, um poliedro convexo de 10 vértices é o da afirmação Ill., ou seja, basta 
calcularmos a soma das medidas dos ângulos de todas as faces para esse poliedro. 


Logo, 
S=3-180º+1-360º+1-540º+2-720º..S = 2880º 


unn 
Cc 


Gabarito: 


43. (ITA/2010) 


Sejam A,B,C e D os vértices de um tetraedro regular cujas arestas medem 1 cm. Se Méo 


ponto médio do segmento AB e N é o ponto médio do segmento CD, então a área do triângulo 
MND, em cm”, é igual a 


a) 2/6 
b) v2/8 
c) 3/6 
d) 3/8 
e) 3/9 


Comentários 


C 


Como o segmento NM é mediana para o triângulo isósceles AABN, ele também o será altura. 
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Por Pitágoras no AAMN, temos: 


2 
v3 1 1 
AN? = NM? + AM? : NM? = (5) - (5) + NM = em 


O segmento NM é perpendicular ao segmento ND, implicando o AMND ser retângulo por N. 


Logo, 


Gabarito: “b” 


44. (ITA/2007) 


Os quatro vértices de um tetraedro regular, de volume 8/3cm?, encontram-se nos vértices de 
um cubo. Cada vértice do cubo é centro de uma esfera de 1 cm de raio. 


Calcule o volume da parte do cubo exterior às esferas. 


Comentários 


O tetraedro está dentro do cubo como de acordo à figura acima, sendo assim: 


1 
Veetraedro = Veubo ` (1 ideia 2) “ Vretraedro = 


Vcubo 
3 


in : 1 
região vazia dentro do cubo corresponde a E do volume total do cubo, sendo no total 4 dessas 
pirâmides. 


, pois cada volume de pirâmide formada pela 


Logo, 


Veubo = 3*3 = 8 cm? 


Quanto às esferas com centro nos vértices do cubo, o volume de cada esfera que fica interno 
z 1 
ao cubo é de z do volume da esfera, sendo 8 dessas esferas no total. 


Com isso, 


peter às esferas _ 8. 1 -V . 
cubo = Vcubo 8 esfera | ** 
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ERR 471 3 
exterior às esferas 
V f = 8 i 


cubo 3 
exterior às esferas 41 3 
V aibo =B- 3 cm 


Gabarito: (8 — =) cm? 


45. (ITA/2007) 


Considere uma pirâmide regular de base hexagonal, cujo apótema da base mede V3 cm. 
Secciona-se a pirâmide por um plano paralelo à base, obtendo-se um tronco de volume igual 
a 1 cm? e uma nova pirâmide. Dado que a razão entre as alturas das pirâmides é 1/V2, a altura 
do tronco, em centímetros, é igual a 
à) V6-v2 

4 
V6-V3 

3 
3/3-V6 
2 
3Vy2-2V3 

6 


2vV6-vV2 
22 


b) 
c) 


d) 


e) 


Comentários 


As duas pirâmides acima representadas são semelhantes, então: 


V3 h 


r h 


Mas é dado que #2 =y 
1 
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Com isso, 


Sabendo que: 
y = h ginferior 4 gsuperior + gP Terior çsuperior 
tronco — 3 base base base base 


inferior _ superior _ 
Spase EE S hexagono a=y3 € Spase = 


Onde: 


hexágono a=V6/, 
Calculando o Vironco, então: 


2 


Gabarito: “c” 
46. (ITA/2006) 


Uma pirâmide regular tem por base um hexágono cuja diagonal menor mede 3V3 cm. As faces 


laterais desta pirâmide formam diedros de 60° com o plano da base. A área total da pirâmide, 
2 z 
em cm”, é 


81 
c) F 
27 
d 
27 
e) N 


Comentários 
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Sabendo que AC = 33, temos: 
3V3 = 2- l- cos30° ~ l =3cm 
Dado que as faces da pirâmide formam um ângulo de 60° com a base no AOMV, então: 


MO V3:1 V3-3 
MO =MV-cos60º0:MV=——— =——— =D . MV = 3V3 cm 


cos60° 2- cos60° 2 1 
2 
Logo, 
3V3 3 -3V3 81Vv3 
Stotal = Sbase + Sfaces = E B 2 “total 5—3 em 


Gabarito: “a” 


47. (ITA/2005) 


Considere um prisma regular em que a soma dos ângulos internos de todas as faces é 7200°. 
O número de vértices deste prisma é igual a 


a) 11. 


Comentários 
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Como as faces de um prisma regular são retângulos, a soma dos ângulos internos dos 
retângulos da face é 360º -n, em que n é o número de arestas do polígono da base. 


Com isso, 
7200º =360º:n+2-180º-(n-—-2):n=11 


“uam 


Gabarito: “a 


48. (ITA/2005) 


Em relação a um sistema de eixos cartesiano ortogonal no plano, três vértices de um tetraedro 
regular são dados por 4 = (0,0),B = (2,2) e C = (1 Sa Ta v3). O volume do tetraedro 


Comentários 


A partir dos valores de A, B e C acima fornecidos, sabe-se que a aresta do tetraedro regular 


é de l = 2V2. Sabendo que o volume de um tetraedro regular em função da aresta é dado por V = 
V2 


E I2, chega-se a: 


V2 3 8 


Gabarito: “a” 


49. (ITA/2002) 


Seja uma pirâmide regular de base hexagonal e altura 10 m. A que distância do vértice devemos 
cortá-la por um plano paralelo à base de forma que o volume da pirâmide obtida seja 1/8 do 
volume da pirâmide original? 


Comentários 


Como as 2 pirâmides são semelhantes, sendo k a razão de semelhança entre elas, temos: 
hz E Sbasez 


V2 
— = k; = k?; < = k? 
hı Sbase1 vı 
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Com isso, 
Vz 1 
= k8 =--> k = — 
Vi 2 
Logo, 
h> o 1 
h 2 


Dado que h, = 10 m, portanto: 


unn 
c 


Gabarito: 


50. (ITA/2001) 


A razão entre a área da base de uma pirâmide regular de base quadrada e a área de uma das 
faces é 2. Sabendo que o volume da pirâmide é de 12m?, temos que a altura da pirâmide mede 
(em metros): 


a) 1 
b) 2 
3 
d) 4 
e)5 


Comentários 


M 


a 
Sendo a a aresta da base quadrada e h a altura de uma das faces triangulares da pirâmide, 
chega-se a: 
2 
Shase a 


Sae (5h) tTn 


Por Pitágoras no AOMV, temos: 
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a? a? v3 
MV? = OM? + 0V? & h? = (3) + 0V? 2 0V = jts “0V=""a 


Dado que V = 12 m?, então: 


1 V3 
V= 12=5"a?.0V o. 36 =. as: a? =24N3=33/2.23 > a = 2V3 m 
Finalmente, 
V3 
OV = -> 2V3 +: OV=3m 
Gabarito: “c” 


51. (ITA/2000) 


š ELA à 3 š EOR š 5 
Considere uma pirâmide regular com altura de 6/N9 cm. Aplique a esta pirâmide dois cortes 
planos e paralelos à base de tal maneira que a nova pirâmide e os dois troncos obtidos tenham, 
os três, o mesmo volume. A altura do tronco cuja base é a base da pirâmide original é igual a 


a) 2(N9 — V6) cm. 
b) 2(V6 — V2) cm. 
c) 2(V6 — V3) cm. 
d) 2(N3 = V2) cm. 
e) 2(N9 — V3) cm. 


Comentários 


As pirâmides ABCDE, AFGHI e AJKLM são semelhantes entre si, logo, sejam k e k' as razões 
de semelhança entre as pirâmides AFGHI e ABCDE e entre AJKLM e ABCDE, respectivamente. 
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Com isso, 
h y. 
k = Ż; k? = Z; 
hı Vi 
h y. 
kock 
hı vı 


Mas, é dado que: 
Vv =V; V = 2V; V3 = 3V 


Daí, 
2V 
3 3 
=>— «k=N2 
k =k V2 
3V 
E E eE, 
k 7 *k V3 
h, = V2- h, 
h; = V3: h, 
Como h; == cm > h, = q = 2em > h, = 2: $/2 cm. 


Finalmente, 


Ms — to) = (q - 2- VZ); (hs — ho) = 2(48 — YZ) em 


Gabarito: “d” 
52.(ITA/1999) 


Um poliedro convexo de 10 vértices apresenta faces triangulares e quadrangulares. O número 
de faces quadrangulares, o número de faces triangulares e o número total de faces formam, 
nesta ordem, uma progressão aritmética. O número de arestas é: 


Comentários 
Sejam F; e F, o número de faces triangulares e faces quadrangulares, respectivamente. 
Como F,, F; e (F3 + F,) estão em P.A., temos: 
2F; = F, + (F; + F}) + F; = 2F, 
Dado que o número de vértices é 10, pelo teorema de Euler, então: 
A +2 = 10 + (F; + F) + A +2 = 10 + 3AF, + A = 8 + 3E (1) 


PR Aula 20 — Geometria Espacial | 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 E ãá 
Mas, 2A = 3F3 + 4F, nzÃ=SS: (2F,) + 4F, no 10E, AS SK, “e 
r =2 (ID 
oS 
Finalmente, por (D e (ID: 
A 
A=8+3-(5) «A=20 
Gabarito: “c” 


53. (ITA/1999) 


Um triedro trirretângulo é cortado por um plano que intercepta as três arestas, formando um 
triângulo com lados medindo 8 m, 10 m e 12 m. O volume, em m3, do sólido formado é: 


a) 1546 
b) 530 
c) 6V15 
d) 306 
e) 45V6 
Comentários 
Sendo x, y e z as medidas das arestas do triedro, por Pitágoras nas faces do triedro, temos: 
x? + y? = 8? = 64(1) 
x? +z? = 10? = 10001) 
y? + z? = 12? = 144(I1) 
Fazendo (II) — (1) e somando o resultado com (III), obtém-se: 
2z? = 100 — 64 + 144 = 180 ~ z? = 90 ~ z = 3V10 m 
y? = 144 — 90 = 54 ~ y = 3V6 m 
x? = 64—54 = 10 ~ x = V10 m 
Logo, 
v - DE MDS IO, 306 : V = 30/6m 
Gabarito: “d” 


54. (ITA/1998) 


Um poliedro convexo de 16 arestas é formado por faces triangulares e quadrangulares. 
Seccionando-o por um plano convenientemente escolhido, dele se destaca um novo poliedro 
convexo, que possui apenas faces quadrangulares. Este novo poliedro possui um vértice a 
menos que o original e uma face a mais que o número de faces quadrangulares do original. 
Sendo m e n, respectivamente, o número de faces e o número de vértices do poliedro original, 
então: 
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a)m=9,n=7 
b)m=n=9 
c)m=8,n=10 


Comentários 

Para o poliedro original, temos: 

A+2=V+F..16+2=m+tn:m+n=18(1) 
24 = 3F,4+4F,:.32=3F, +4F(2) 
Para o poliedro formado pela intersecção do plano, temos: 
A' +2 = (V) + (F) AÀ +2 = (n—1)+ (F +1). A =n + F -— 23) 
2A' = 4F', + A = 2(F + 1)(4) 
Por (I) e (ID, então: 
n+ F,—-2=2F+2. Fp =n-—4 
Sabendo-se que F; = m — F, e F = n — 4, então: 
32 = 3(m — F) + 4 R = 3m + F =3m +n- 4». 3m +n = 36(5) 
Finalmente, por (5) — (1): 
2m=18:m=9>5n=9 

Gabarito: “b” 


55. (ITA/1998) 


Uma pirâmide regular tem por base um quadrado de lado 2 cm. Sabe-se que as faces formam 
com a base ângulos de 45º. Então, a razão entre a área da base e a área lateral é igual a: 


Comentários 
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No AOMC, temos: 
l 
OM (5) l 2\ v2 v2 
cos 45° = MV — race “e hface = (5) * cos 45º .. hface = (5) E 2 “e hface 2 cm, 
Sendo Space = caia então: 
V2 
L hface 2: 2 V2 2 

Sface = 2 Sface “2 “e Sface = 2 cm”; 

Logo, 
V2 
Siateral = 4" Sface = 4 2 “ Siateral = 2/2 em”; 


Como Spase = É ~ Siateral = 4 cm”, conclui-se que: 


Sbase _ 2V2 E Sbase v2 


S lateral 4 S lateral 2 


Gabarito: “d” 


56.(ITA/1997) 


Dentro de um tronco de pirâmide quadrangular regular, considera-se uma pirâmide regular 
cuja base é a base maior do tronco e cujo vértice é o centro da base menor do tronco. As 
arestas das bases medem a cm e 2a cm. As áreas laterais do tronco e da pirâmide são iguais. 
A altura (em cm) do tronco mede 


av3 
a) -s 
av35 
10 


b) 


do Aula 20 — Geometria Espacial | 
y www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 


e- 
c) > E 

av35 
d) — 
a 
e) VE 
Comentários 


p irâmide — S tronco 


Dado que $ lateral, temos: 


lateral 
2a' MO (2a +a): MN 
4. = + a 
2 2 
Mas por Pitágoras no AMOQ e no AMNR, chega-se a: 


MO? = MQ? + Q0? = a? + Hº..MO = Va? + Hº; 


MN? = MR? + RN? = (5) + H? .. MN = (5) eos 


Com isso, 
a NET Cara) (5) + E 
154 colors (5) +H? ~ 


a? 9a? 7a? 
4-(a? + H?) = o (T+) «+ 4a? + 4R? 2- ro . 5H? E 


it 35a? He v35a 
4 “410 


Gabarito: “b” 


57. (ITA/1996) 
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As dimensões x, y, z de um paralelepípedo retângulo estão em progressão aritmética. Sabendo 
que a soma dessas medidas é igual a 33 cm e que a área total do paralelepípedo é igual a 694 
cm”, então o volume deste paralelepípedo, em cm, é igual: 


a) 1.200 
b) 936 
c) 1.155 
d) 728 
e) 834 
Comentários 
Dado que x,y, Z estão em P.A., chame x = y — r e z = y +r, sendo r a razão dessa P.A. 
Daí, 
(y-r)+y + (y +r) = 33 cm ». 3y = 33 cm ~ y = 11cm 
Stota = 2(xy + xz + yz) «. 694 = 2(xy + xz + yz) + 
347 eye pare Gina 
347 =(11-9)-11+(11-71)-(11 +19) +11-(11 +47). 
347 = 121 — 11r + 121 — r? + 121 + 11r ~ 347 = 363 — r? r? =16 ~ 


r=4cm 
Logo, 
x=11-4:.x=7cm 
z=11+4..2z=15cm 
V = xyz + V =15:11:7 + V = 1155 cm’? 
Gabarito: “c” 


58. (ITA/1996) 


A aresta de um cubo mede x cm. A razão entre o volume e a área total do poliedro cujos 
vértices são os centros das faces do cubo será: 


v3 
a) zx cm 


b) Êx cm 


v3 
Cc) cm 


d) Ex cm 


v3 
e) cm 


Comentários 
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pe us 


Com isso, 
V3 
S = 8: —: Ê» S = 43x? 
4 
1 x x? 
= 2 = 2.(— = —— 
y 3 l (5) 6 
Finalmente, 
V x 1 V v3x? 
EEE Ses Ea r 
S 6 v3x2 S 18 


Gabarito: “b” 


59. (ITA/1996) 
Numa pirâmide triangular regular, a área da base é igual ao quadrado da altura H. Seja R o raio 


a dra P- ga 
da esfera inscrita nesta pirâmide. Deste modo, a razão ne igual a: 


a) (V3 + 1) 


d) 1 + Gi 


e) V3 +1 


Comentários 
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Sendo x a aresta da base e y a aresta lateral da pirâmide. 
Por Pitágoras no AMGV, temos: 
MV? = MG? + GV? .. GV? = MV? — MG? (+) 


Como G é o baricentro do AABC equilátero, chega-se a: 


1 V3x V3x 
MG=="—— + = — 
3 2 6 
Por Pitágoras no ABMV, chega-se a: 
xX 2 
BV? = MB? + MV? MV? = BV? — MB? MV? = y? — (Z) 


Com isso, voltemos a (*) como segue abaixo: 


2 
x2 [V3x x x x? 
Gv? =y? - (7) ( GV? =y? -Z-t CV? s R y- 


2 6 12 


3 


Sabendo que Spase = H?, então: 


Daí, 


Além disso, note que AVGM-AVOJ, sendo O o centro da esfera inscrita. 
Portanto, 

OV MV 

oJ = MG e 
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Finalmente, substituindo (1) em (II), temos: 


1 
ari= 12: ( — (E +5)- SE [3V3 +1 + 
H | 
pit 3v3 +1 


Gabarito: “c” 


60. (ITA/1995) 


Dado um prisma hexagonal regular, sabe-se que sua altura mede 3 cm e que sua área lateral é 
o dobro da área de sua base. O volume deste prisma, em cm?, é: 


Comentários 
Sendo a a aresta da base hexagonal, temos: 


3V3a? 
2 


6 
Siateral = 2Spase “6 (a ; 3) = 2( da a a e a a 


v3 


Logo, 


2 
3V3a? 3V3(2V3 
DOE, y DECO ay Sia 
Gabarito: “d” 


61.(ITA/1995) 
Dada uma pirâmide regular triangular, sabe-se que sua altura mede 3a cm, onde "a" é a 
medida da aresta de sua base. Então, a área total desta pirâmide, em cm, vale: 


a2V327 
a) = 
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a? V109 
b) = 
c) A 
2 
a AECE 


2 
o) [2V] 


4 


Comentários 


B 


Na figura acima, representada por Pitágoras no AGVH, chega-se a: 


MV? = MG? + GV? .. MV = y MG? + GV? 


Sendo G o baricentro do AABC equilátero e G o baricentro desse triângulo, temos: 


| V3a : a? dm 
MV = (9) + (3a) “MV = 17 +94 “e 


Como MV é altura da face da pirâmide, então: 


O, fes 


Siateral = 3º 2 


4 
Logo, 
V3:/109-a? v3 
Stotal = Siateral + Sbase " Stotal = CA t 4 -a . 


Gabarito: “e” 
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QUESTÕES IME 


62. (IME/2019) 


Considere as afirmações abaixo: 
I) se três pontos são colineares, então eles são coplanares; 
II) se uma reta tem um ponto sobre um plano, então ela está contida nesse plano; 
III) se quatro pontos são não coplanares, então eles determinam 6 (seis) planos; 
IV) duas retas não paralelas determinam um plano; 
V) se dois planos distintos têm um ponto em comum, então a sua interseção é uma reta. 
Entre essas afirmações: 
a apenas uma é verdadeira; 
b) apenas duas são verdadeiras; 
c) apenas três são verdadeiras; 
d) apenas quatro são verdadeiras; 
e) todas são verdadeiras. 
Comentários 
I) Verdadeiro. 


Como os três pontos são colineares, eles estão numa mesma reta. Toda reta está contida em 
um plano. 


II) Falso. 
A reta pode ser secante ao plano. 
HI) Falso. 


Três pontos determinam um plano. Sendo os quatro pontos não coplanares, podemos 
calcular o número de planos que podemos formar com esses pontos usando a combinação simples: 
41 
C43 = 31.1! =4 
IV) Falso. 


Podemos ter retas reversas e, nesse caso, não é possível determinar um plano que contenha 
ambas. 


V) Verdadeiro. 


Sendo os dois planos distintos, eles não são coincidentes. Como eles possuem um ponto em 
comum, eles também não podem ser paralelos. Logo, a interseção desses planos forma uma reta. 


Gabarito: “b”. 


63. (IME/2019) 
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Em um tetraedro ABCD, os ângulos ABC e ACB são idênticos e a aresta AD é ortogonal à BC. 
A área do AABC é igual à área do AACD, e o ângulo MÂD é igual ao ângulo MDA, onde M é 
ponto médio de BC. Calcule a área total do tetraedro ABCD, em cm?, sabendo que BC = 
2cm, e que o ângulo BÃC é igual a 30º. 


a) (2 — v3) 
b) (2 + v3) 
c) 4(2 — 3) 
d) 4(2 + v3) 
e) 4 
Comentários 


O segredo para resolver esse tipo de problema é saber interpretar as informações do 
enunciado. 


Vamos por partes. 


“Em um tetraedro ABCD, os ângulos ABC e AÊB são idênticos e a aresta AD é ortogonal à 
BC.” Nessa informação, como ABC = AÉB, podemos afirmar que a face ABC é um triângulo 
isósceles com AB = AC. Sendo a aresta AD ortogonal à BC, temos que AD é reversa e forma um 
ângulo reto com BC. 


“A área do AABC é igual à área do AACD” 
Aqui, temos: 
Sasc = Sacp (I) 
Vamos guardar essa informação. 
“ „ângulo MÂD é igual ao ângulo MDA, onde M é ponto médio de BC.” 
MÂD = MDA implica que AAMD é isósceles com MA = MD. 
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Como AB = AC, MA = MD e AD é ortogonala BC, temos BD = CD. Logo, ABCD éisósceles. 


Sendo M o ponto médio do segmento BC, e sendo AABC e ABCD isósceles, temos que MA 
e MD são perpendiculares a BC. 


Ainda, MD L BC e MA = MD implica que AB = AC = BD = CD. Logo, AABC = ABCD. 


“Calcule a área total do tetraedro ABCD, em cm2...” 


Queremos saber o valor da área total do tetraedro, então, devemos calcular a soma da área 
das quatro faces dessa figura: 


Sr = Sasc + Sacp + SaBD + SBc 
“ sabendo que BC = 2cm, e que o ângulo BÃC é igual a 30°.” 


Se BC = 2cm, temos BM = MC = 1cm. Como BÂC = 30º, podemos calcular o valor de a 
do AABC: 
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N A 


B C 
30° + æ + a = 180° > 2q = 150° > q = 75° 


Assim, temos a seguinte figura: 


Dado que temos o valor da aresta BC e os ângulos internos do AABC, podemos calcular a 
medida de AB, AC e AM. Usando as relações trigonométricas, temos: 
tg(45°) + tg(30°) (1 já 5) 
E 2 = =2+3 


AM 
OS) TSAM = 190854550 = E aG TE 


3 
AM = MD =2 +3 cm 


Podemos calcular o valor da área do AABC: 


do Aula 20 — Geometria Espacial | 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 20: ITA/IME 2020 


BC-AM 2-(2+N3 
Sac = SAU a) EPE 


Da relação (1), temos: 


Sme E Sun = IANI im 
Como A4BC = ABCD, temos: 
Os triângulos ABD e ACD são isósceles com a mesma base AD, portanto: 
Sagn = SacD 
Desse modo, podemos concluir: 
SaBc = Sacp = Sagn = SBc = 2 + V3 cm? 
Assim, a área total é: 
Sr = 4(2 + V3) cm? 
Gabarito: “d”. 


64. (IME/2018) 


Um prisma retangular reto possui três arestas que formam uma progressão geométrica de 
razão 2. Sua área total é de 28 cm?. Calcule o valor da diagonal do referido prisma. 


a) V17 cm 
b) V19 cm 
c) V21 cm 
d) 2V7 cm 

e) V29 cm 
Comentários 


Sejam x, y e Z as arestas em P.G. de razão 2 do prisma. Sendo assim, é possível escrever o 
seguinte: 


x=}; 
2? 
Z = 2y; 
Com isso, 
1 
Stota = 2(xy + xz + yz) =2(y:5+5:27+7:2) =27:-(5+1+2) =y 


Dado que Stotaı = 28 cm?, então: 
7y? = 28 y =2cm 


Com isso, 
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x=1cm; 
z=4cm; 
Finalmente, 
D=V/x+y72+22:D=V124+224+42.D=v21cm 
Gabarito: “c” 


65. (IME/2018) 


Seja um cubo regular, onde os centros de suas faces são vértices de um octaedro. Por sua vez, 
os centros das faces deste octaedro formado são vértices de outro cubo. Obtendo 
consecutivamente octaedros e cubos infinitamente, determine a razão da soma do volume de 
todos os poliedros inscritos pelo volume do cubo inicial. 


Comentários 


Octaédro i 


Cubo i 


Defina a aresta do cubo i como sendo a, coma, < a;.,,i E Ne a aresta do octaédro i como 
sendo a';, com a'i < a'i, LEN. 


Na figura acima, por Pitágoras no AABC, temos: 


H i 5 =d} +a; = - (1) 
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Octaédro à 


Agora, na figura acima, note que AABC-AGBG. 


Com isso, 
GG' _ GB 
AC AB 
Como G e G' são os baricentros das suas respectivas faces triangulares, chega-se a: 
Eb AB 
3 
Daí, 
2- (43) 
, AC V2. 2a”, 
GG = Ea ” dis = 3 E Qi+1 = 3 
1 — ĉi . 
Mas por (I) a”, = zy temos: 
RR l 
V2 a; ai i—1 
Upa Ea Trs 3 “a; = (5) UN) 


Daí, 


TAKONG 


Sendo V; e V'; os volumes do cubo e do octaédro i, respectivamente, temos: 


V; = a? 
, Va? „_ a 
m 


Assim, Diez V; e X21 V'i correspondem à soma dos volumes de todos os cubos inscritos ao 
cubo maior e à soma de todos os octaedros inscritos ao cubo maior. 


Agora, por (II) e (III), chega-se a: 
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Ñ V =V +V +o = a? tas 


i=2 


oo 


2 da” 1 a? 
Suse Ol Sn on 
/ 1 / 


1 
X ViVi + V, +e m E E p= (a Ha? +) 


Note que no cálculo de (IV), foi obtido o valor da soma (a? + as? +). Como 


1 2744 
(a3 + az? + o) = a? + (as + az? + o) “e (a3 + ds + +) = a? j (1 +5) = T 


Logo, 


2 1 27a € 9a, 
Vi, =-=: “D Vi= V 
2 "a Do “dy "om v) 


i=1 i=1 
Finalmente, por (IV) e (V), chega-se a: 
3 3 
a oo MU a, 
Xiz Vi + Xi V'i 26 + 52 _ 1,9 ZH 
V, a? 26 52 52 


. 11 
Gabarito: — 
52 


66. (IME/2017) 


Um tronco de pirâmide regular possui 12 vértices. A soma dos perímetros das bases é 36 cm, 
a soma das áreas das bases é 30V3 cm? e sua altura mede 3 cm. Calcule o volume do tronco 
de pirâmide. 


a) 50 cm? 

b) 423/3 cm? 

c) 4343/2 cm? 

d) 432 cm? 

e) 423 cm? 
Comentários 


Sabendo que as bases desse tronco possuem o mesmo número de vértices, é possível inferir 
que se trata de um tronco de pirâmide de base hexagonal, como segue abaixo: 


Nyértices tronco = 2Nvértices base = 12 © Npértices base = O 


Defina como sendo l; e l, as medidas das arestas hexagonais da base inferior e superior do 
tronco, respectivamente. 
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Dado que so + I E — 30Vv3 cm? e (2p) + E error = 36 cm, temos: 


base base 
3v3 3v3 
Sl 4h? = 3073 + L? +l? = 20 cm?(1) 


64 + 6l, = 36 “e L + L = 6 em(IT) 
Elevando (II) ao quadrado e substituíndo (I) nesse resultado, então: 
(L + L)? = e + Pa + 2L = 62 = 36 :. 20 + 2L = 36 -. LL = 8 cm? (IID 


Finalmente, calculemos o volume do tronco de pirâmide hexagonal: 


3V3 3V3 E 3/3 
V = 3 (E L? + E l? + ht)- Em a [(1,? + Lg?) + Ll] 
Utilizando as equações (I) e (III), chega-se a: 
aE 3V3 
v = —- [(20) + 8] = = 282V= 4243 cm? 


Gabarito: “e” 


67. (IME/2016) 


Sejam dois quadrados de lado a situados em planos distintos que são paralelos entre si e 
situados a uma distância d, um do outro. A reta que liga os centros dos quadrados é 
perpendicular a esses planos. Cada diagonal de um quadrado é paralela a dois lados do outro 
quadrado. Liga-se cada vértice de cada quadrado aos dois vértices mais próximos do outro 
quadrado. Obtêm-se, assim, triângulos que, conjuntamente com os quadrados, formam um 
sólido S. Qual a distância entre estes planos distintos em função de a, de modo que os 
triângulos descritos acima sejam equiláteros? 


a(4-3/2) 


2 


e) 


Comentários 
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Dado que os planos dos dois quadrados de lado a são paralelos, temos: 


v2a a a 
NC=0'C-O0'N=0'C-0M=——— (N2-1) 


22» 
Por Pitágoras no AMNC, chega-se a: 
MC? = MN? + NC? :. MN = MC? — NC? 


Como o AABC é equilátero de lado a, o segmento MC é a altura desse triângulo. 


Assim, 
V3a 
MC =— 
6 2 
Finalmente, 
VIA ta 2 3a? a: (3 — 2V2) 
Mns (5) 2-0] emo [o SEDA mu 
uno E 
45 3 


Gabarito: “d” 


68. (IME/2015) 


Em um prisma oblíquo ABCDEFA'B'C'D'E'F”, cuja base ABCDEF é um hexágono regular de lado 
a, a face lateral EFF'E' está inclinada 45º em relação à base, e a projeção ortogonal da aresta 
F'E' sobre a base ABCDEF coincide com a aresta BC. O volume do prisma é: 

Ea 


a) = 


b)-a? 
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5v3 
Ja? 


Comentários 


Sejam M e M' os pontos médios dos segmentos CB e E'F', respectivamente, onde M é a 
projeção de M' sobre a base do prisma e N o ponto médio do segmento EF. 


Dado que o ângulo entre o plano EFF'E' e a base do prisma é 45º, então: 
ZMNM' = 45º 
No AMNM', temos: 


f 


MM 
tan ZMNM' = tan 45° = MN < MM' =H = MN 


Mas pela figura, note que: 
MN = CE = 2- (a cos 30°) = V3a 
Daí, 
H = V3a 
Finalmente, 


3V3a? 9a? 
V = Spase hexagonal ` H + V = ( 2 : (V3a) «V= 2 


Gabarito: “d” 


69. (IME/2015) 
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Um tetraedro regular, com arestas de comprimento igual a d, é cortado por 2 planos paralelos 
entre si e a uma das bases, dividindo-o em 3 sólidos de volumes iguais. Determine a altura de 
cada um destes 3 sólidos em função de d. 


Comentários 


hs 


Note que as três pirâmides cujas alturas são h = (h, + h3), h4 e h, são semelhantes entre si. 
Com isso, sejam k, e k, a razão de semelhança entre as pirâmides de altura h, e h e entre as de 
altura h, e h, respectivamente. 


Com isso, 
h=hkhed=hkdSS=ksSWh=k-V; 
h, = k, ‘hed, = ky 'd > S, = k? 'S>V, =k; V; 
Dado que V, — V; = V1 = V — V,, então: 


1 
h=25 

ko-V-ky-V=hké-V=V-k;-V o T 
k> = 3 


Finalmente, as alturas dos sólidos formados serão dadas por: 


1 2 v6d 
ham = hi = kih = g fhe hsotido = 75 
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E. 2 v6(N2-1)d 


hSótido = h, — h, = (kz — kı) ` h = ( =d “Ms = 


V3 3 3V3 
A [2 V6- (3 — V2)d 
hosiao=h-h=(1-k)h=|[1- 3): qe hio = ER NBDa 
(3-1) B(3B-32)a 


PR S Es 6d . h2 — sa 3 = 
Gabarito: Asstido = 338" h = , hçotido 7 


sólido = 35 335 


70. (IME/2015) 


Seja um tetraedro regular ABCD de aresta a e um octaedro inscrito no tetraedro, com seus 
vértices posicionados nos pontos médios das arestas do tetraedro. Obtenha a área da seção 
do octaedro formada pelo plano horizontal paralelo à base do tetraedro BCD, distando desta 
base de um quarto da altura do tetraedro. 


v3.2 
=a 
96 
3V3 2 
~q 
32 


b) 


c) 
a 22 a? 
64 
e) NE o 
64 


Comentários 


Seção no octaédro 


B a D 


Na figura acima, note que cada aresta do octaedro inscrito ao tetraedro é a metade da aresta 
do tetraedro. 


Da mesma maneira, cada aresta da seção hexagonal é a metade da aresta do octaedro. 
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Daí, sendo x a medida da aresta da secção hexagonal regular, temos: 


1 
iOi 


Portanto, 


unn 
c 


Gabarito: 


71. (IME/2014) 


Seja ABCDA'B'C'D' um prisma reto de base retangular ABCD. Projeta-se o ponto médio M da 
maior aresta da base sobre a diagonal AC, obtendo-se o ponto P. Em seguida projeta-se o ponto 
P na face oposta, obtendo-se o ponto N. Sabe-se que |NA? — NC?| = k. Determine o 
comprimento da menor aresta da base. 


Comentários 


Sejam a e b os lados da base retangular do prisma, com b = AD > a = AB. 
Por Pitágoras no ANPA e no ANPC, temos: 
NA? = PA? + PN? :. PN? = N2? — PA?; 
NC? = PC? + PN? a PN? = NC? — PC?; 
Daí, 
NA? — PA? = NC? — PC? .. NA? — NC? = PA? — PC? 
Pela figura, note que o AABC~AAMP. 


Com isso, 
b 
ac am JÆ (a) b? 
AD PA b PA Wal+b 
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Logo, 
PC = AC — PA ~. PC 2 + þ2 p’ PC 2(a? + b?) — b? 29º + b?” 
= = = a CO FS “ DD n 5: 
ax aê +b? 2a? + b7 2Va? + b? 
Finalmente, 
NA ie D b? 2 2a? + b? 2 E b4 e (2a? + b2)? 5 4a! +4a2b? l 
BON + b2 2a? + b?  Ma2+b?) =- Het 
4a? - (a? + b?) 
NA? — N 2-0 DD nh 
j A(a2 + b?) E 


INA422— NC?| = a? :a=V|IN42-NC?|. a = Vk 
Gabarito: a = Vk 


72. (IME/2014) 


Seja SABCD uma pirâmide, cuja base é um quadrilátero convexo ABCD. A aresta SD é a altura 
da pirâmide. Sabe-se que AB = BC = V5, AD = DC = V2, AC = 2 e SA + SB = 7. O volume 
da pirâmide é 


a) V5 
b) V7 
c) V11 
d) V13 
e) V17 


Comentários 
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No AABO e no AADO, por Pitágoras, chega-se a: 


AB? = BO? + A0? . BO = JAB? — A0? = [(V5) -1 = 2 + BO 


= 2 
AD? = DO? + 40? : DO = JAD? — A0? = | (VZ) -1=1+D0=1 
Com isso, 
AC'DO AC:BO 2-1 2-2 
Sbase = Sacp + Saec = 2 + 2 = too Slt2=5"*Sase=3 


Agora, por Pitágoras no ASAD e no ASBD, temos: 

S4? = AD? + DS? .. DS? = SA? — 2 

SB? = BD? + DS? ». DS? = SB? — 9 
Igualando ambos os termos, chega-se a: 

S4? — 2 = SB? — 9 ~». SB? — SA? = 7 ~. (SB — SA) : (SB + SA) =7 
Mas é dado que SB + SA = 7 (D. 
Daí, 
SB — SA = 1 (ID) 
Por (1) e (II), então: 
SB=4:.DS2=4º-9=7.:.DS=V7 
Finalmente, 
1 


1 
V = 3" Sbase "SD = Dev 7 


Gabarito: “b” 
73. (IME/2012) 


Uma pirâmide regular triangular apresenta um volume V. Determine o raio da circunferência 
circunscrita a uma das faces laterais da pirâmide em função de V, sabendo que o ângulo do 
vértice vale 30º. 


Comentários 
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B 
Sejam x,y e h as arestas da base e laterais e a altura da pirâmide, respectivamente. 
Pela figura acima, sendo G o baricentro do AABC, temos: 
2 (3 v3 
GC = 3 s x] = 


Por Pitágoras no AVGC, então: 


Agora, observe a figura acima, representativa de uma das faces da pirâmide com sua 


respectiva circunferência circunscrita. 


Pelas relações trigonométricas aplicadas à figura, chega-se a: 


5 = R cos 15° ~. y = 2R cos 15° 


y= (5) csc 15º (II) 


Igualando ambas as equações, temos: 
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2R cos 15° = (5) csc 15° x =2R-(2sen15º-cos15º)..x = 2R sen 30° ~. x = R (II) 


Substituindo (II) e (JIN) em (1), chega-se a: 


2 
2 y3 215° 1 215° 1 
(eas = nº + (S | x) ER z E 3) A G ) É 


4 3 4 3 
pep csc? 15° 1 B R? R? , 
E 4 3) 4sen215º 3º 
Mas, 
o 1 v3 
zyren E o a e — 3 
ENE SD q" “34 
Daí, 
2 2 
m R E ane (=g TA 5 + 3V3 es 5 +3V3 
4 2-3 3 3 3 3 
4 
Finalmente, 
ra e p1 [87 5+ 3V3 | 1 (V3 RÃ p, 54373 
~g Pae Cata 3 4 3 


. o 3 | 12V 
Gabarito: R = TEA 


74. (IME/2012) 


Uma pirâmide regular possui como base um dodecágono de aresta a. As faces laterais fazem 
um ângulo de 15º com o plano da base. Determine o volume desta pirâmide em função de a. 


a V3+2 
2 42-43 

b) aê y V3-2 
2 4y2+V3 

c) ao V3+2 
2-/3 

dg 
243 
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Comentários 


Para cada aresta do dodecágono, tem-se um ângulo 0. 
Logo, 
120 = 360° 4 O = 30° 


Utilizando a lei dos cossenos no AOAB, chega-se a: 


a2=R2+R?-2:R:R:cos30º ~. e (1-5) E dlnfis 
2-3 
Com isso, sendo M o ponto médio do lado AB, temos: 
H = OM -tan 15º 
Mas note que: 
SoaB aa o e ma Es e Ea om =>"(2+3) 
2 2 2a 2-V3 2a 2 


Daí, 
a a 
H=5"(2+3) (2 - v3) 2H =5 
Agora, calculemos a área da base dodecagonal: 


R? - sen 30º 3a? 


2 
a 
Sp = 125048 = 12 a = 3R? = 3 g (=) “e Sp = 
ase 2 2 = J3 ase (2-8) 33) 


Finalmente, 
PAR e 1 3a? a -5( 1 Jav=2 VV3+2 
D 3 (2-V3)2 2 \2-v73) 2 /2-43 
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unn 
a 


Gabarito: 


75. (IME/2011) 


A base de um prisma reto ABCABC é um triângulo com o lado AB igual ao lado AC. O valor do 
segmento CD vale x, onde D é o ponto médio da aresta lateral A4,. Sabendo que a é o ângulo 
ACB e f é o ângulo DCA, determine a área lateral do prisma em função de x, a e P. 


Comentários 


No AACD, note que: 


AC = AB = x cosß (I) 
Com isso, utilizando a lei dos cossenos no AABC pelo vétice A, chega-se a: 
BC? = 2(x cos f)? » (1 — cos(180° — 20)) ~ BC? = 2(x cos f)? - (1 + cos 2a) ~. 
BC? = 2(x cos f)? - (2 cos? æ) -. BC = 2x cosa cos fp (II) 


Além disso, novamente no AACD, temos: 


H 
z5 xsenß -. H = 2xsenß (II) 


Daí, por (I), (ID e (II), então: 
Siaterai = (AC + BC + AB): H « Siateraı = (x cos p + 2x cos a cos B + x cos B)- (2x sen B) -. 
Siateral = 2x? * 2 sen f cos f » (1 + cos æ) ` Slatera = 2x? sin 2B : (1 + cos f) 
Gabarito: Slateraı = 2x? sin 2$ -(1 + cos f) 


76. (IME/2011) 


A base de uma pirâmide é um retângulo de área S. Sabe-se que duas de suas faces laterais são 
perpendiculares ao plano da base. As outras duas faces formam ângulos de 30° e 60° com a 
base. O volume da pirâmide é: 

SVS 
lia 
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SVS 
6 


b) 


Comentários 


Sabendo que VÁ-DC = AD-DC = 0, temos: 
(A - V) - (C — D) = (D — A): (C — D) : (C —- D): (V —- D) = 0 : DC -VD = 0 
E, analogamente: 
BC- VB =0 

Com isso, o ângulo entre a face VCD e a base é o mesmo entre as retas VD e DA, que é 60°. 
E, de forma análoga, o ângulo entre a face VBC e a base é o mesmo entre as retas VB e BA, que é 
30°. 

Agora, chame de h a altura dessa pirâmide e de a e b as medidas dos lados da base retangular, 
como representado na figura acima. 


Note que 
1 
h = atan 30° = b tan 60° ;. a *— = b : V3 ~ a = 3b (I 
Z 0) 
S = ab (ID 


Substituindo (1) em (II), chega-se a: 


S 
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Daí, 
s 
= g SAREN 


Gabarito: “a” 


Finalmente, 


77. (IME/2010) 


A área da superfície lateral de uma pirâmide quadrangular regular SABCD é duas vezes maior 
do que a área de sua base ABCD. Nas faces SAD e SDC traçam-se as medianas AQ e DP. Calcule 
o ângulo entre estas medianas. 


Comentários 


A D 


Sejam x e y as arestas lateral e da base, respectivamente, da pirâmide em questão. 


Dado que Siateraı = 2Sbase, então: 
p= 2 yahoo 
2 y y 
Onde h é a altura em relação ao vértice S da face triangular. 


2 
Como h = |x? — (2) , Chega-se a: 


spelsye= Lt) 
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Agora, note que o segmento BP é a projeção do segmento AQ na face BCS, ou seja, AQ e 
BP paralelas entre si. 


Sendo assim, o ângulo entre os segmentos AQ e DP é mesmo entre os segmentos BP e DP, 
aqui designado por 0, como representado na figura acima. 


Com isso, utilizando a lei dos cossenos no ABPD em relação ao vértice P, temos: 
BD? =BP2+4+DPº-2-:BP:DP-cos6 (ID 


Pela figura, note que BP = DP = m, que é a mediana da face por um vértice da base, pode 
ser obtida pela fórmula da mediana de um A qualquer, como segue abaixo: 


4m? = 2x? + 2y? — x? = x? + 2y? 


Substituindo y por (I) acima, chega-se a: 


VE 5y? 13y? 13 
ame =(=) A PL mm) 


Finalmente, substituindo (JIN) em (II) e sabendo que BD = V2y, temos: 


2 2 2 
2 (V13 V13 V13 13 13 13 
(V2y) (2) (2) -2 (22) dos ra g SB 
lp 
cos = às “cosb a 
8 


-1 [3\ ue ; A 
Logo, 0 = cos”! (È) já que 6 é o menor ângulo entre as retas. 


Gabarito: 0 = cos | (=) 


8. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final da aula. Vimos os conceitos de Geometria de Posição, que será a base para 
o nosso estudo de Geometria Espacial. Com ela, podemos analisar todos os assuntos que podem ser 
cobrados nos vestibulares sobre esse tema, tais como ângulo entre planos, ângulo entre faces, 
distância entre planos etc. Também estudamos as propriedades e características dos poliedros. 


Para aprender Geometria Espacial, é importante que você consiga desenhar os sólidos e saiba 
como extrair as informações a partir da figura. Isso, normalmente, você adquire com a prática. 
Então, tente resolver a maior quantidade de questões possível! 


Na próxima aula, daremos continuidade a esse tema e estudaremos os sólidos redondos e os 
sólidos de revolução. 


Quaisquer dúvidas, você pode entrar em contato conosco pelo fórum de dúvidas ou caso 
prefira: 
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INTRODUÇÃO 


Olá, 


Iniciaremos o último assunto de geometria, a espacial. Para aprender bem essa aula, o 
requisito básico é ter feito as aulas de geometria plana e ter bem consolidado os diversos conceitos 
abordados nelas. Nesta aula, estenderemos o conceito que aprendemos no plano ao espaço 
tridimensional. Veremos muitos exemplos e teoremas que nos ajudarão a resolver os exercícios dos 
vestibulares. 


Se você for um aluno que já possui os conceitos de geometria espacial bem fundamentados, 
pule direto para a lista de exercícios e tente resolver todas questões. Caso você não consiga resolver 
alguma, consulte a resolução e sempre que precisar, você poderá nos encontrar no fórum de 
dúvidas. 


Então, vamos à aula. 


Bons estudos. 
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1. SÓLIDOS REDONDOS 


Vamos começar nosso estudo de sólidos redondos, são eles: os cilindros, os cones e as 
esferas. Iniciemos pelos cilindros. 


1.1. CILINDROS 


Os cilindros são figuras muito parecidas com os prismas, a diferença é que ao invés da base 
ser um polígono convexo, a base do cilindro é um círculo. Podemos pensar em um prisma 
arredondado. Vejamos os elementos presentes no cilindro. 


geratriz base 


base 


Note que o cilindro possui duas bases circulares congruentes de raio R e que OAA'O é um 
paralelogramo. Geratriz é o termo usado para qualquer segmento de reta do cilindro distando R do 
eixo 00”, e paralelo ao mesmo. 


Quando as geratrizes do cilindro são oblíquas às bases, temos um cilindro circular oblíquo e 
quando elas são perpendiculares às bases, temos um cilindro circular reto. Neste caso, a altura do 
cilindro será igual à medida da geratriz, ou seja, h = g. 


1.1.1. Superfície cilíndrica e cilindro de revolução 


Tomando-se um eixo e e rotacionando um segmento de reta g (reta geratriz) de uma 
distância R ao longo de e, obtemos uma superfície cilíndrica de revolução. 
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Se ao invés de um segmento de reta, rotacionarmos um retângulo que possui um lado contido 
no eixo e, obtemos um cilindro de revolução. Perceba que esse cilindro é circular reto, ou seja, a 
geratriz é perpendicular ao plano da base. 


e 


KE 


1.1.2. Área lateral e área total 


Se cortarmos uma superfície cilíndrica de revolução de altura h e a colocarmos em cima de 
uma mesa esticada, obtemos a figura de um retângulo de dimensões iguais à altura h e ao 
comprimento da base circular. Sabemos que o comprimento de uma circunferência de raio R é 27R. 
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Assim, temos que a superfície lateral de um cilindro circular reto planificada é equivalente a um 
retângulo de dimensões h e 27R. 


Logo, a área lateral de um cilindro é: 


A, = 27Rh 


Para encontrar a área total do cilindro circular reto, basta somar duas vezes a área da base. 
Como a base é um círculo de raio R, temos: 


Ap = nR? 
Ar = A, + 2Ap = 21kRh + 21R? 


“. Ar = 2nR(h + R) 


1.1.3. Volume do cilindro 


Para encontrar o volume de um cilindro, podemos usar o princípio de Cavalieri. Assim, 
tomando-se um cilindro circular de raio R e um prisma tais que ambos possuem a mesma altura h e 
também bases de mesma área, temos: 


=: Z 2 
Abase prisma — Abase cilindro = TR 


Pelo princípio de Cavalieri: 
Veitindro = Vorisma = Abaseprisma ' 


. — 2 
Re Veitinaro = 1Rºh 


1.1.4. Secção paralela ao eixo 


Consideremos um cilindro circular reto de eixo 00" e altura h conforme representado pela 
figura abaixo: 
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Ao seccionarmos esse cilindro por um plano paralelo ao seu eixo e a uma distância d deste, 
a secção plana formada é um retângulo de dimensões h e 2x. Podemos calcular o valor de x da 
seguinte forma: 


A 2x B 
B 
h 
E 
A D C 


Observando a circunferência e aplicando o teorema de Pitágoras no AAOM: 


R? = x? + d? > |x =yXR?2 -d0 <d<R 


Se a distância d for nula, chamamos a secção plana obtida de secção meridiana. 
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secção meridiana 


D 


Note que a secção meridiana divide o cilindro em dois semicilindros. Quando a secção 
meridiana é um quadrado, temos um cilindro equilátero. Neste caso: 


g=h=2R 


1.1.5. Tronco de cilindro 


Consideremos o seguinte tronco de cilindro: 
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o 
pinn "5ang 
~ 
- 


y Nesse tronco, podemos ver que ao completarmos esse 
tronco com um outro com as mesmas dimensões, obtemos um 
cilindro reto. Assim, temos que seu volume V7 é dado por: 


- 
- - 
Cm 


2Vr = Veiindro reto 


ses De mm Aar 


a 
b 
Da mesma forma, podemos calcular sua área lateral: 
2A; = Ajateral cilindro reto 
24, = 21R(a +b) 
o A; = nR(a + b) 
a b 


Agora, vejamos o caso de um tronco de cilindro que possui uma base reta e a outra base 
inclinada de um ângulo O em relação à base reta. 


elipse 


\ 
E 

\ 

E 


2R 


A base superior é uma elipse. Fazendo a projeção ortogonal da área dessa elipse, obtemos a 
área da base circular. Assim, podemos escrever: 


TR? 
= 2 = 
Aelipse : cos 8 = TRº > Aelipse E cos 8 
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A figura planificada é a secção do plano que corta o tronco ao meio. Ela é um trapézio e como 
podemos ver, o ângulo 6 deve satisfazer: 


Cones são sólidos que possuem uma base circular contida num plano e um vértice fora deste 
plano. Podemos pensar no cone como uma pirâmide arredondada. Assim, quando a projeção 
ortogonal do cone se encontra no centro da sua base circular, temos um cone reto. Por outro lado, 
quando essa projeção não está no centro da circunferência, temos um cone oblíquo. 


P 


cone reto cone oblíquo 
Vejamos os elementos presentes no cone: 


vértice pP 


geratriz 


base 
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Note que no caso do cone oblíquo, a geratriz pode ter medidas diferentes. Além disso, o 
termo geratriz também pode ser referido como apótema do cone. 


Um cone reto pode ser chamado de cone de revolução. Pois, ao rotacionarmos um triângulo 
retângulo em torno de um eixo que contém um de seus catetos, obtemos um cone reto. 


| 
el 
I 


| 
el 
© ( 
P! E 
h g 
O R Q 


No caso do cone reto, temos a seguinte relação: 


1.2.1. Secção meridiana 


Quando seccionamos um cone reto por um plano que contém seu eixo PO, obtemos uma 
secção meridiana. Essa figura será um triângulo isósceles. 
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Se a secção meridiana for um triângulo equilátero, chamamos o cone de cone equilátero. 
Neste caso, temos g = 2R e h = Rv3. 


1.2.2. Área lateral e área total 


Podemos afirmar que a superfície lateral de um cone de geratriz g e raio R é equivalente a 
um setor circular de raio g e comprimento de arco 27R. 


em mm 


(0) 


Do setor circular, temos: 


A área lateral do cone será igual à área do setor circular, logo: 
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A área total do cone é igual à soma da área lateral com a área da base: 
Ar = Ap + Ap 
Ar = nRg + nR? 


1.2.3. Volume do cone 


O volume do cone pode ser obtido pelo princípio de Cavalieri tomando-se um cone e uma 
pirâmide de mesma altura e área da base. Assim, temos para um cone de raio R e altura h: 


1 
Vone = 348 sh 


Vime = Rh 
cone 3 


1.2.4. Tronco de cone de bases paralelas 


Vamos deduzir a fórmula para calcular o volume de um tronco de cone de bases paralelas. 
Consideremos a seguinte figura: 


> 


5Sa 
`a 
`, 
e 
- 
- 
as 


- 
- 
ar 


= 
- 
- 


Sejam V4, V2, Vr os volumes do cone menor, do cone maior e do tronco de cone. Assim, temos: 


Vr =V -V1 
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mRêh nr?h' nRº(h'+hr) nrk 


5 = = 
Vr 3 3 3 3 
nh'(R?—r?) nR?hr 
a 3 3 
Pela semelhança dos cones, podemos escrever: 
k r h' hrr 


r 
= mnl '=h'r+h h' = — 
A AR ESTE p>Rh r+ hrr > TER 


Substituindo h’ na expressão do volume do tronco: 
m / hrr nR2h 
v= (R -r 
3 \R-r 3 
Portanto, o volume do tronco é: 


mh 
Vr = Ur +r? + Rr) 


Pela figura da região planificada, vemos que podemos relacionar a geratriz, a altura e os raios 
das bases do tronco: 


hr 


E 
R-r 


gr =hz+(R-r) 


A área lateral do tronco pode ser calculada subtraindo-se a área lateral do cone menor da 
área lateral do cone maior. Sejam A,, 4,, A;r as áreas laterais do cone maior, do cone menor e do 
tronco. Assim, temos: 
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Arr = A, — Aı = nRg — nrg' = nR(g' + gr) — nrg' 
> Arr =1[(R—r)g' + Rgr] 


Pela razão de proporção, temos: 


1 1 
g _ r g r rgr 
— > —— > g' = — 


g TR g'+gr R g — R-=-r 

Substituindo na expressão da área: 
Arr =rn|R-r)( 
Portanto, a área lateral do tronco de cone é: 


Arr = TNgr(R +r) 


T 


sa -) + Rgr| 


Vimos no capítulo de lugares geométricos que uma superfície esférica é o conjunto dos 
pontos no espaço que equidistam de um determinado ponto, denominado de centro. 


S{0,R} = |r E £ 


espaço 


dp o = R 


O W 
raio da esfera 
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Uma esfera é o conjunto dos pontos no espaço que satisfazem a seguinte relação: 


Sito,RJ=[Peeldpo < R} 


-mmm m 
aan y 


(0) 


A. R 
4 ` 


Também podemos dizer que a esfera é um sólido de revolução gerado pela rotação de uma 
semicircunferência em torno de um eixo que contém seu diâmetro. 


| I 
el el 
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1.3.1. Secção plana da esfera 
Toda secção plana de uma esfera é um círculo. 


círculo de raio r calota esférica 


Pela figura, vemos que: 


R2e=d+r?;0<d<R 


Se o plano secante à esfera passar pelo centro da esfera, a secção formada será o círculo 
máximo da esfera. Neste caso, temos d = 0 e, portanto, r = R. 


Note que calota esférica é o termo usado para a parte da esfera cortada por um plano. 


1.3.2. Volume da esfera 


Para a dedução da fórmula do volume da esfera, usaremos um sólido de volume equivalente. 
Consideremos um cilindro equilátero de altura 2R e dois cones de raio R e com vértice comum C 
conforme representada na figura abaixo: 


cilindro equilátero clepsidra 
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A união de dois cones com vértice comum é um sólido conhecido como clepsidra. Tomando 
o cilindro e removendo uma clepsidra do seu interior, obtemos um sólido conhecido como 
anticlepsidra. Este sólido também pode ser obtido pela rotação de um triângulo isósceles de lados 
R,R,2R em torno de um eixo contendo o vértice oposto ao lado de medida 2R. 


€l 


' 
i 
' 
I 
i 
' 
I 
' 
I 
' 
i 
iA 
sur 
ETN 
os 
I 
' 
I 
' 
' 
' 
I 
' 
I 
' 
I 
1 


anticlepsidra 


Para o cálculo do volume da esfera, usaremos uma esfera de raio R e uma anticlepsidra de 
raio R. 
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plano a 


Os planos æ e f são paralelos e ambos tangenciam a esfera. As bases da anticlepsidra estão 
contidas nesses planos. Vamos calcular a área da secção plana da esfera e da anticlepsidra. 


Da esfera, temos um círculo de raio r: 
Asecção esfera = nr’ 
Mas podemos escrever r em função de x e R, pelo teorema de Pitágoras: 
R? = x? +r? > r? = R? — x? 
= Asecção esfera = m(R? = x) 
Da anticlepsidra, temos: 
Asecção_anticlepsidra = mR? — nx? = T(R? = x”) 


Assim, temos Asecção esfera = Asecção antictepsidra- Pelo princípio de Cavalieri, como as áreas 
das secções são iguais e os sólidos têm mesmo volume, podemos escrever: 


Vesfera = Vanticlepsidra 


O volume da anticlepsidra é igual ao volume do cilindro equilátero menos o volume da 
clepsidra, ou seja, 


1 
= = 2 2 
Vanticlepsidra — VYcilindro `~ Vciepsidra = TR 2R — 2 G TR R 
=dois cones base cilindro “altura cilindro base cone altura cone 
4 3 
> Vanticlepsidra = zR 


Portanto, o volume de uma esfera de raio R é dado por: 
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1.3.3. Área da superfície esférica 


A dedução da área da superfície esférica envolve cálculo diferencial e ela pode ser obtida 
derivando-se o volume da esfera de raio R em relação à R: 


„av  A(grr) 
dR dR 


Uma outra forma de deduzir é pela noção intuitiva de volume. Tomando-se uma placa sólida 
de espessura x e área da base 4, temos que seu volume é 


V = Ax 
Assim: 
V 
A=— 
x 


Ao fazermos a placa a sólida assumir uma espessura infinitamente pequena, ou seja, fazendo 
x tender a zero, a expressão V/x resultará na área da superfície do sólido. Com base nisso, 
deduziremos a fórmula da superfície esférica. 


Para deduzirmos a área da esfera, consideremos a seguinte casca esférica de espessura x: 
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casca esférica 


Seja AV o volume da casca esférica acima. Assim, seu volume é igual ao volume de uma esfera 
de raio R + x menos o volume de uma esfera de raio R. Desse modo: 


4 4 4 
AV = 3 UR +x) — z7r" = zT + 3R°x + 3Rxº + x?) — R°] 


4 
AV = a (Rx + 3Rx? + x?) 


Dividindo a equação por x: 
AV 4 
E = q (SR? + 3Rx + é 


Ao aplicarmos o limite de x > 0 na equação acima, a casca esférica torna-se a superfície da 
esfera. Assim, para x > 0, temos a área da superfície esférica: 
AV 


4 
= =: — 2 2 — 2 
Aesfera = lim = lim f T (ar + Elias + a ) = 4rR 


Portanto, a área de uma superfície esférica de raio R é dada por: 


1.3.4. Fuso esférico e cunha esférica 


Fuso esférico é a parte da superfície esférica formada pela rotação em a graus de uma 
semicircunferência em torno do diâmetro da superfície esférica. Podemos dizer que ele é uma fatia 
de uma superfície esférica. 
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fuso esférico 


tape aque amam: 


Para calcular a área do fuso, podemos fazer uma simples regra de três. Considerando q em 
radianos: 


Cunha esférica é a parte da esfera formada pela rotação em a graus de um semicírculo em 
torno do diâmetro da esfera. Podemos dizer que ela é uma fatia de uma esfera. 


cunha esférica 


Para calcular o volume da cunha, podemos fazer uma simples regra de três. Considerando a 
em radianos: 
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2 É Rê 
— = 
"m3 
æ — Veunha 
4 3 4 
> Veunha = q TR E 


1.3.5. Segmentos esféricos 

Seccionando-se uma esfera com dois planos paralelos entre si, dividimos a esfera em três 
partes. A região compreendida entre os planos é chamada de segmento esférico de duas bases. As 
outras duas são chamadas de segmentos esféricos de uma base, essas também podem ser 


denominadas de calotas esféricas. 


segmento esférico de uma base 


segmento esférico de duas bases 


Vamos calcular o volume de um segmento esférico de duas bases. Podemos construir esse 


sólido rotacionando-se a seguinte figura em torno de um eixo: 


o 
- - 


ue “a 
e 


“n 


~ - 
CTT PEL 
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Assim, vamos usar o princípio de Cavalieri e uma anticlepsidra para encontrar o volume desse 
sólido. 


tronco de cone 


cilindro 


Note que o volume do segmento esférico é igual ao volume da anticlepsidra. Este é igual à 


diferença entre os volumes do cilindro e do tronco de cone. Logo, temos: 
2 Th 2 2 
Vsegmento esférico — V cilindro — Veronco = TRºh — a et y = xy) 
th 
= Veegmento esférico — Ea (6R? = 2y? = 2xy) 
Th 2 2 2 2 2 
> Vsegmento esférico — g (6R = 3(x? + y Japa + y= 2xy) 


rh 
> Vsegmento esférico — g (6Rº 7 xe + y?) + (y = x)?) 


Na figura da esfera, podemos aplicar o teorema de Pitágoras: 
R? = y? Ari 
R? =x? +r? 
Somando-se essas duas relações: 
2R? = x? + y? +r + r2 > 3(x? +y)? = 6R? — 3(r? + rż) 
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Além disso, temos y — x = h, logo: 


rh 
> Vsegmento esférico — 6 (6R? EE (6R? e 3(rZ + t )) + h?) 


th 
i Vsegmento esférico — 6 [3 (rf + r3) + h°] 


Para o volume do segmento esférico de uma base, basta considerar r, = 0 en, = r. Logo: 


h 
= — (gr? ihi 


Podemos calcular a área da superfície do segmento esférico usando a expressão do seu 
volume. Para isso, usaremos uma casca esférica de espessura x e tomaremos um segmento esférico 
dessa casca. Consideremos a seguinte figura que é a secção plana que passa pelo centro desse 
segmento esférico: 


y 


Assim, temos que a diferença de volumes entre os segmentos de esferas concêntricas é: 


h rh 
AV = [3(R +171)? + 3(Ro + r2)? + h?] — Z [BR$ + 3R + 2] 


mh Th 
AV = ça [3RZ + 6R;1, + 3r? + 3RZ + 6R51, + 3172 + h2] — A [3R? + 3RZ + h?] 
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mh 
AV = g CR + 3r? + 6Rsr, + 312) 


th 
AV = (2R;r, + 2Rar + ri +17) (1) 


Pelo teorema de Pitágoras, temos: 
(R +x)? =y? + (R +n) (1) 
(R +x)? = (h + y)? + (Ri +r)? MID 
R=y FR sy SR =R (IV) 
R? = (h + y)? + R2 > (h + y)? = R? — R? (V) 

Somando (1) e (II), temos: 

2(R +x)? =y2º+(h+9y)2 + (R +n) +(R, +n) 
Substituindo (III) e (IV) na equação acima: 

2(R + x)? = R? — R? + R? — R? + (Ri +7)? + (Ra +r)? 
2(R + x)? = 2R? + 2R;r,; + 2Ror, + rê + r? 

> 2Rir;, + 2Ror, + rê + r2 = 2(R + x)? — 2R? (VD 

Substituindo (VI) em (I): 


h 
Av = [2(R + x)? — 2R?] 


mh 
AV = z (4Rx + 2x2) 


Dividindo a equação por x: 
AV th 


= — (4R + 2x) 
X 2 


Aplicando o limite de x > 0: 


AV mh 
A = lim — = lim — | 4R + 2x 
2 T 


x>0 X x>0 


Portanto, a área da superfície do segmento esférico é: 
a. (Inédito) | 
| O volume de uma esfera de raio r = 5 é interceptada por um plano que contém seu diâmetro. | 
A intersecção entre a esfera e o plano forma 
| a) uma esfera de raio r = 5 
| b) uma circunferência de raio r = 5 pertencente ao plano 
| c) uma esfera de raio r > 5 perpendicular a plano 
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d) uma circunferência de raio r < 5 oblíqua ao plano 


e) uma reta pertencente ao plano 
Comentários 


A intersecção entre um plano que contém o centro de uma esfera e a própria esfera gera uma | 
circunferência pertencente ao plano e de mesmo raio da esfera, neste caso, r = 5. 


| Gabarito: “b”. 


|2. (UERJ/2017) 


| Um cilindro circular reto possui diâmetro AB de 4cm e altura AA’ de 10 cm. O plano q, | 
perpendicular à seção meridiana ABB'A', que passa pelos pontos B e Æ’ das bases, divide o 
cilindro em duas partes, conforme ilustra a imagem. 


A: B' 
f 
| 

A B 


O volume da parte do cilindro compreendida entre o plano a e a base inferior, em cm, é igual 
a: 


a) 87 

b) 127 
c) 167 
d) 207 


Comentários 


Apesar de o plano estar inclinado, divide o cilindro em duas partes de igual volume. 


Dessa forma, o volume solicitado é igual à metade do volume do cilindro completo. 


1 z 
Vmetade = Sh Area da base : altura 


1 
Vinetade = «22.10 


Vmetade = 207 


| Gabarito: “d”. 
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3. (ENEM-Libras/2017) 


| Para divulgar sua marca, uma empresa produziu um porta-canetas de brinde, na forma do | 
sólido composto por um cilindro e um tronco de cone, como na figura. 


Para recobrir toda a superfície lateral do brinde, essa empresa encomendará um adesivo na 
forma planificada dessa superfície. 


' Que formato terá esse adesivo? 


U 
Z 
= 
= 


c) 
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inato 


e) 


' Comentários 


| Ao planificar um tronco de cone, presente na parte superior, temos, como planificação a 
| superfície de um setor circular. 


' Ao planificar um cilindro, temos um retângulo. 


| Dessa forma, a única alternativa que apresenta essas opções é a alternativa b) 


| Gabarito: “b”. | 


|4. (ENEM/2013) 


Uma cozinheira, especialista em fazer bolos, utiliza uma forma no formato representado na 
figura: 


Nela identifica-se a representação de duas figuras geométricas tridimensionais. 
Essas figuras são 


a) um tronco de cone e um cilindro. 


b) um cone e um cilindro. 


| c) um tronco de pirâmide e um cilindro. 


| d) dois troncos de cone. 
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| e) dois cilindros. 
| Comentários 


| Se retirarmos a parte interna da forma, a que faz o “buraco no bolo”, vemos um tronco de cone | 
| invertido, ou seja, com o vértice para baixo. 


| Já a parte interna, sozinha, representa outro tronco de cone, veja. 


iai 
*Cunsano” 


| Dessa forma, a forma é composta de dois troncos de cone. 


| Gabarito: “d”. 


|5, (UFPA/2011) 

| Uma rasa é um paneiro utilizado na venda de frutos de açaí. Um típico exemplar tem forma de | 
' um tronco de cone, com diâmetro de base 28 cm, diâmetro de boca 34 cm e altura 27 cm. | 
| Podemos afirmar, utilizando m = 3,14, que a capacidade da rasa, em litros, é 

| aproximadamente 
'a)18 b) 20 c) 22 d) 24 e) 26 

| Comentários 

| Já sabemos que a rasa é um tronco de cone. O enunciado nos informou os diâmetros das bases, | 
| inferior e superior. Com eles, conseguimos os raios respectivos. | 


r= R= =) 
2 2 


| Sabendo que a altura do tronco é de 27 cm, podemos calcular o volume diretamente. 
V=2:-h:(R?+R:r+r?) 
sib, om (LT 17 MA SA?) 


| V 
| 314 9 
| V = “27 - (289 + 238 + 196) 
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V=3,14:9:723 
V =3,14-6507 
V = 20431,98 cm? 
Como 11 equivale a 1000 cm?, temos que 
V = 20,431981 


Gabarito: “b”. 


6. (UFRGS/2008) 


7 
A areia contida em um cone fechado, de altura 18 cm, ocupa E da capacidade do cone. 


| 


Voltando-se o vértice do cone para cima, conforme indica a figura, a altura h do tronco de cone 
ocupado pela areia, em centímetros, é 


a) 7. b) 8. c) 9. d) 10. e) 11. 


Comentários 
Chamemos v o volume de areia contido no cone e de V o volume total do cone. 


Pelo enunciado, temos que 


7 
v=-V. 
8 


' Sendo assim, podemos calcular o volume do cone menor, na parte superior da segunda figura, | 
| como sendo 


V>v=V-iv=iy 
8 8 


Com essa informação, temos condição de encontrar a constante de proporcionalidade entre o 
cone menor, não ocupado pela areia, e o cone completo. Como estamos lidando com volumes, 
i a razão k ao cubo é igual à razão entre os volumes dos dois cones. 


k? _ V cone pequeno 


V cone grande 


= 
w 
II 
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k=Í 


| 2 
' Por semelhança de triângulos na segunda figura, podemos dizer que a razão entre as alturas 
| (cone pequeno para cone grande) é igual a k. 


um 
c. 


Gabarito: 


Htp 

H 
| 18-h 1 | 
| 18 | 
| 18-h=5 
H 2 
] ] 
| 18-h=9 
| 18-9= 
| 9cm=h 


| 7. (Fatec/2019-1) 


i Uma garrafa térmica tem formato de um cilindro circular reto, fundo plano e diâmetro da base 
| medindo 8,0 cm. Ela está em pé sobre uma mesa e parte do suco em seu interior já foi 
| consumido, sendo que o nível do suco está a 13 cm da base da garrafa, como mostra a figura. | 


| O suco é despejado num copo vazio, também de formato cilíndrico e base plana, cujo diâmetro | 
| da base é 4 cm e com altura de 7 cm. O copo fica totalmente cheio de suco, sem desperdício. 


13 cm 


| Adote T = 3. 


| Despreze a espessura do material da garrafa e do copo. 


| Nessas condições, o volume de suco restante na garrafa é, em cm?, aproximadamente, 
| a)250. b)380. c) 540. d) 620. e) 800. 
| Comentários 


| O volume final na garrafa V; será a diferença entre o valor inicial nela, V, e o volume constante | 
| no copo, V}. 


' Como são todos cilindros circulares retos, temos. 
| Vi =V — V; 


| Como o volume V de um cilindro circular reto é dado por 
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V=abh=m:r"-h, 


onde r e h representam o raio da base e a altura do cilindro, respectivamente, podemos 
calcular Vș. 


Ve = Vo — Ve 
Ve=m:R2.h-m:r?-h 


Atenção, para não causar confusão, usaremos R para simbolizar o raio da garrafa e r para 
simbolizar o raio do copo. 


Além disso, fique ligado, o enunciado não forneceu os raios e sim os diâmetros, portanto, 


alturas permanecem inalterados, ok? 


O valor de m deve, segundo enunciado, ser aproximado para 3. 


| As dimensões dadas estão em cm e o volume final está indicado, nas alternativas, em cm'. i 
| Assim, não são necessárias transformações de unidade. 


| Vamos à equação. 

Ve=1:Rº2.h>-m:r?.h 
V,=3:42.13-3.22.7 
V; = 624 — 84 
V; = 540 


unn 
c. 


Gabarito: 


| 8. (Mackenzie/2019) 


' Se as áreas laterais de dois cilindros equiláteros são, respectivamente, 167 cm? e 1007 cm”, ` 
então seus volumes, em cm? são, respectivamente, 


a) 16vV27 e 250/27 
b) 327 e 2007 
c) 167 e 2507 
| d) 24r e 1507 
e) 24v27 e 15027 | 


| Comentários 


| Sendo r o raio do cilindro menor e R o raio do cilindro maior; A, a área lateral do cilindro | 
| menor e Aç a área lateral do cilindro maior, V, o volume do cilindro menor e Vç o volume do | 
cilindro maior, lembrando que são ambos equiláteros (altura = diâmetro do raio da base), . 
temos: | 

Aç=2:merh 


167 =2. æ- -r:-2-r 
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Como r é uma distância, podemos considerar apenas r = 2. 


| Assim, para o cálculo do volume, temos: 


SS 
II 
a 
x 

N 

> 


| Aplicando o mesmo raciocínio para o cilindro maior, temos: 
| Aç=2:7:R-H 
16 ræ =2:%:R:2:R 


100 = 22 .R? 
100 _ R2 
4 
25 = R? 
V25 = VR? 
5= |R| 
+5 =R 


' Como R é uma distância, podemos considerar apenas r = 5. 


| Assim, para o cálculo do volume, temos: | 


| Ve =m- R?-H | 

| Ve =n: R?-2-R | 

| Vc =2- m- R? 
Ve=2-m.-5’ 


RR y 
Ve = n: 250- V2 


Gabarito: “c”. l 
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2. INSCRIÇÃO E CIRCUNSCRIÇÃO DE SÓLIDOS 


Neste capítulo, veremos alguns casos de inscrição de circunscrição de sólidos que poderão 
ser cobrados no vestibular, muitas das questões desse tópico envolverão esferas, então, vamos 
estudá-las. A ideia aqui é apresentar o raciocínio que deve ser utilizado ao se deparar com esse tipo 
de questão. 


2.1. ESFERA E CUBO 


a) Esfera inscrita em cubo 


Note que a esfera tangencia todas as faces do cubo. Assim, o centro da esfera equidista das 
faces, logo: 


aq 
r=3 


b) Esfera circunscrita ao cubo 


O raio da esfera circunscrita é igual à metade da diagonal do cubo, como a diagonal do cubo 
mede av3, temos: 
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c) Esfera tangente às arestas do cubo 


ponto de tangência 
centro da esfera 


Nesse caso, o centro da esfera equidista do ponto médio das arestas do cubo, ou seja, 


,_ 2 
— 2 


Note que, aplicando o teorema de Pitágoras, temos: 


5) (2) G- 


r 


2.2. ESFERA E OCTAEDRO REGULAR 


a) Esfera inscrita em um octaedro regular 


P Aula 21 — Geometria Espacial II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 21: ITA/IME 2020 


A esfera tangencia todas as faces do octaedro regular. Pela figura, podemos ver que o raio da 
esfera inscrita é igual à altura do triângulo retângulo AOB, logo: 


(p= 


2 


Nesse caso, o raio da esfera é igual à metade da diagonal do octaedro regular, logo: 


— 2 


c) Esfera tangente às arestas do octaedro regular 


b) Esfera circunscrita ao octaedro regular 
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O raio dessa esfera é 


Note que os raios das esferas que estudamos podem se relacionar da seguinte forma: 


B 


2.3. ESFERA E CILINDRO 


a) Cilindro circunscrita a uma esfera 
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- 


e 


~ 
- -- 
mm e 


mm tm Tm 


Note que o cilindro circunscrito a uma esfera é um cilindro equilátero com |h = 2R|. 


b) Cilindro inscrito em uma esfera 


Legenda: 


R — raio da esfera 
r — raio da base do cilindro 


h — altura do cilindro 


(2R)? = (21)? + k? 


Temos a seguinte relação: 


2.4. ESFERA E CONE 


a) Esfera inscrita em um cone 
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Legenda: 


R — raio da esfera 


h — altura do cone 
r — raio da base do cone 
g — geratriz do cone 
0 — ângulo entre a geratriz e a base do cone 


T e O são pontos de tangência entre a esfera e o cone. T também é o ponto de tangência da 
geratriz com a esfera. 


Do AATO', temos: 
Note que A4ATO'-AAOB, assim, pela semelhança de triângulos: 
h-R g 


R r 


Pelas relações trigonométricas: 
-|= -> — ss 
9 2 r o r 


b) Esfera circunscrita ao cone 
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O cone possui base de raio r e altura h. Pelo teorema de Pitágoras, temos: 
R? = (R — h}? + r? > R? = R2 — 2Rh + hk? +r? 


pa clas 
~ 2h 


2.5. ESFERA E TETRAEDRO REGULAR 


a) Esfera inscrita em um tetraedro regular 


As faces do tetraedro são triângulo equiláteros, assim, AH é altura de um triângulo equilátero 
de lado a, logo: 


Pelo teorema de Pitágoras, podemos achar a altura do tetraedro: 
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aay av3\ ã ã a(o 1 av6 
(=) =(=) +h >h =a (G-5)> h = —— 


Por semelhança de triângulos, temos: 


av3 
raa h 
r av3 4 
6 
Portanto, o raio da esfera inscrita é: 
aê 
DET 


R é o raio da esfera circunscrita ao tetraedro regular. Note que r + R = h, desse modo: 


R 
r+R=4ra R= re E=] 


Substituindo a expressão de r, obtemos: 


c) Esfera tangente às arestas do tetraedro regular 
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r' é o raio da esfera tangente às arestas. Por semelhança, temos: 


ro r 
AAOM~AHON = == VRr 


Portanto, o raio da esfera tangente às arestas é a média geométrica entre os raios das esferas 
inscritas e circunscritas ao mesmo tetraedro. 


2.6. ESFERA E TRONCO DE CONE 


a) Esfera inscrita em um tronco de cone reto de bases paralelas 


Para o tronco de cone ser circunscritível a uma esfera, devemos ter: 
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Além disso, analisando o triângulo retângulo AOB, obtemos o raio da esfera inscrita em 
função de R, e R3: 
r R 
ABTO~AOTA > 2 = È > [r = JRR 
1 


b) Esfera circunscrita a um tronco de cone reto de bases paralelas 


Nesse caso, tomando-se um plano secante que divide o tronco de cone em duas partes iguais, 
podemos ver que a secção plana é um trapézio isósceles inscrito numa circunferência. 


9. (UECE/2017) l 


| | Um cubo cuja medida de cada aresta é 3 dm está inscrito em uma esfera de raio R. A medida 
| de um diâmetro (2R) da esfera é 


aj2V3dm.  b)3VZdm. c) 3V3 dm. d) 4V3 dm. 
| Comentários 


| Perceba que o cubo ABCDEFGH tem uma diagonal BH que passa por I, centro da esfera. 
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Como a diagonal do cubo é igual ao diâmetro da esfera, podemos dizer que: 


Diagonal do quadrado = Diâmetro da esfera 
3 =D 
WB =D 


Gabarito: “c”. 


10. (Unicamp/2016) 


| Um cilindro circular reto, cuja altura é igual ao diâmetro da base, está inscrito numa esfera. A | 
| razão entre os volumes da esfera e do cilindro é igual a 


42 4 3/2 


Comentários 


Se considerarmos R o raio da esfera e r o raio do cilindro, a relação entre o raio da esfera e do | 
cilindro inscrito é dada por R = rv2. 


Assim, a razão entre o volume da esfera e o volume do cilindro é dada por: 


4 4 3 4 3 4 
Vesfera _ g7 R? O gy2) qTÊNZO _ yay 4 V2 
3 


Vcilindro Æ T22r — 243 273l = 


Gabarito: “a”. 


11. (UEPB/2012) 
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Um cilindro reto está inscrito em um cubo de aresta b cm. A relação entre o volume do cubo e 
o volume do cilindro é 


a) 21 b) - c) T d) 


| Comentários 
| Se o cilindro está inscrito no cubo, seu raio é igual à metade do lado do cubo. 


[5 


| Assim, a razão entre o volume do cubo e o volume do cilindro é 


Vcubo _ _ arestaaocubo _ b b _Ð 1 4 
Vcilindro ~ área da base-altura — n(o = mia = LAS z T 
2 4 4 
| Gabarito: “d”. | 
| 12. (CEFET/2015) 


' Uma pirâmide regular de base hexagonal tem o vértice sobre uma semiesfera e a base inscrita | 
na base desta semiesfera. Sabendo que a aresta lateral dessa pirâmide mede 10 cm, então o 
volume é igual a: 


a) 12546 cm? b) 5003 cm? c) 37546 cm? 
d) ais cmê 25043 cm? 


: Comentários 


| Façamos um esboço da situação retratada no enunciado. 
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Para encontrarmos o raio R, podemos utilizar o teorema de Pitágoras entre a altura R da | 
| pirâmide, a distância R entre o centro da base e um vértice do hexágono da base e, como | 
| hipotenusa, a aresta da pirâmide, que vale 10 cm. | 
H 


R? + R? = 10? 
| 2R? = 100 | 
R? = 50 
VR? = V50 
| IR] = 5 -v2 
| R=+5:V2 
| Como R representa uma distância, fiquemos só com a parte positiva. 
| =5:2 


Já sabemos que a altura da pirâmide é iguala R = 5 - V2. 


| | Como a base da pirâmide é hexagonal, podemos inferir que a aresta da base também é igual a | 
R, pois um hexágono é formado por seis triângulos equiláteros justapostos, todos de lado | 


| também iguais a R = 5 -v2, 


| Dessa forma, podemos calcular o volume da pirâmide. 
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1 z 
W =" área da base - altura 


1 ; a a 
V, ==" 6- área do triângulo equilátero - altura 
3 


— (m/v 

= 2 

L 53 V2°V3 

~ 2 

L 532 VZV3 
po ~ 


5 


V, = 125 - V6 cm? 


unn 
a. 


| Gabarito: 


| 13. (EEAR/2017) 

| Uma esfera está inscrita num cilindro equilátero cuja área lateral mede 16 cm?. O volume da | 
| esfera inscrita é 
| a) 87 b) 167 c) Ën d) Em 
| Comentários 


| Esboçando a situação descrita no enunciado, temos: 
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3. TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN 


O teorema de Pappus-Guldin nos permite calcular facilmente a área da superfície e o volume 
de um sólido de revolução. Para isso, precisamos conhecer a distância do centro de gravidade da 
figura a ser rotacionada ao eixo de rotação. Vejamos como determinar essa distância com alguns 
exemplos. 


Consideremos o segmento de reta AB e a reta r abaixo: 


B 


TB 


rT 


x é a distância do centro de gravidade do segmento de reta AB à reta r, essa distância é igual 
a média aritmética entre x, € Xp: 


Vejamos o caso de um triângulo: 


A distância do centro de gravidade do triângulo de vértices A,B e C à reta r é dado pela 
média aritmética entre x4, Xp € Xç: 


Além disso, o centro de gravidade de um triângulo é o seu baricentro. 


De forma geral, o centro de gravidade de uma figura plana é o seu centro geométrico. 
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quadrado retângulo círculo 


Agora que sabemos o que é centro de gravidade de uma figura plana, vamos aprender os 
teoremas de Pappus-Guldin. 


3.1. ÁREA DE SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 


Consideremos a seguinte figura: 


Ao rotacionar a linha em torno do eixo, obteremos uma superfície de revolução cuja área é 
dada por: 


Onde X é a distância do centro de gravidade da linha ao eixo e L é o comprimento da linha. 
Vejamos um exemplo. 


3.1.a) Calcule a área lateral do sólido de revolução gerado pela seguinte figura plana: 
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Essa figura é um trapézio cujas bases medem r e R e a distância do seu centro de gravidade 
ao eixo de rotação é 
r+R 
2 


O sólido gerado é um tronco de cone. Aplicando o teorema de Pappus-Guldin, obtemos a 
área lateral desse tronco: 


x= 


r+R 


A, = 2ng ( 2 E A, =ng(r +R) 


3.2. VOLUME DE SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 


Para calcular o volume de sólidos de revolução, basta conhecer a área da superfície a ser 
rotacionada e a distância do centro de gravidade dessa superfície ao eixo de rotação. 
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O volume do sólido de revolução é dado por: 
Onde 4 é a área da superfície geradora. 
Vejamos um exemplo. 

3.2.a) (UFRGS/2019) 


Considere o sólido obtido pela revolução do retângulo ABCD em torno da reta r, conforme 
indicado na figura a seguir. 


O volume do sólido obtido é 
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a) 167 b) 84 c) 100 d) 847 e) 1007 
Comentários 
Solução 1) 


Da figura, tiramos que DC = 3. Com esse dado, podemos calcular o valor de BC por meio do 
teorema de Pitágoras. 


À 
l 


BC? + CD? = 5? 


BC? +3? = 5? 

BC? =25—9 
BC? = 16 

VBC? = 16 
IBC|=4 
BC = +4 

Entendendo BC como uma distância, podemos descartar a parte negativa. 

BC =4 


Assim, o volume de revolução é dado por: 
V=rn:5?-4-n:2?-4 
V = 1007 — 167 


V = 847 
Solução 2) 
A distância do centro de gravidade de ABCD à reta r é igual a 
2 2 2 
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A área da figura é 
A=3:4=12 
Portanto, o volume do sólido de revolução é 
7 
V = 2TXA = 21 (5) 12 = 841 


Gabarito: “d”. 
14.(ENEM/2011) | 


| A figura seguinte mostra um modelo de sombrinha muito usado em países orientais. 


Disponivel em: hitpJmdmat psico. ufrgs.br. Acesso em 1 maio 2010 


| Essa figura é uma representação de uma superfície de revolução chamada de 
| a) pirâmide 

| b) semiesfera 

| c) cilindro 

| d) tronco de cone 

| e) cone 

| Comentários 


| Veja que a figura pode ser obtida com a rotação de um segmento de reta oblíquo ao eixo, | 
| gerando um cone. | 


| Gabarito: “e”. 


| 15. (ENEM/2010) 


| Numa feira de artesanato, uma pessoa constrói formas geométricas de aviões, bicicletas, carros | 
i e outros engenhos com arame inextensível. Em certo momento, ele construiu uma forma | 
| tendo como eixo de apoio outro arame retilíneo e rígido, cuja aparência é mostrada na 
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Arame rígido 


z G i 


| Ao girar tal forma em torno do eixo, formou-se a imagem de um foguete, que pode ser pensado | 
como composição, por justaposição, de diversos sólidos básicos de revolução. | 


| Sabendo que. a figura, os pontos B,C,E e F são colineares, AB = 4FG, BC = 3FG, EF = | 
| 2FG, e utilizando-se daquela forma de pensar o foguete, a decomposição deste, no sentido da | 
| ponta para a cauda, é formada pela seguinte sequência de sólidos: 


| a) pirâmide, cilindro reto, cone reto, cilindro reto. 
| b) cilindro reto. tronco de cone, cilindro reto, cone equilátero. 
| c) cone reto, cilindro reto, tronco de cone e cilindro equilátero. 
| d) cone equilátero, cilindro reto, pirâmide, cilindro. 

e) cone, cilindro equilátero, tronco de pirâmide, cilindro. 
| Comentários 


| Fazendo a revolução da parte de arame, temos o seguinte sólido: 


AB gera um cone reto 


BC gera um cilindro reto 
DE gera um tronco de cone 


EF gera outro cilindro reto (equilátero, pois EF = 2FG) 


um 
c. 


| Gabarito: 


| 16. (ENEM/1999) 


: Assim como na relação entre o perfil de um corte de um torno e a peça torneada, sólidos de | 
| revolução resultam da rotação de figuras planas em tomo de um eixo. Girando-se as figuras a | 


| seguir em torno da haste indicada obtém-se os sólidos de revolução que estão na coluna da | 
| direita. | 


PR Aula 21 — Geometria Espacial II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 21: ITA/IME 2020 


kil m da moda hi 


E 
w 
5 iT E 


| A correspondência correta entre as figuras planas e os sólidos de revolução obtidos é: 
| a) 1A, 2B, 3C, 4D, 5E. 

| b) 1B, 2C, 3D,4E, 5A. 

| c) 1B, 2D, 3E, 4A, 5C. 

| d)1D,2E, 3A, 4B, 5C. 

| e)1D, 2E, 3B, 4C, 5A. 

| Comentários 


| Fazendo a correspondência direta, figura a figura, temos: 


+. 
do. 
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| Gabarito: “d”. 


| 17. (CEFET/2015) 


N 


| Na figura a seguir, ABCD é um retângulo inscrito em um setor circular de raio R com AB =- 
R 


Ww 


A B 
| O volume do sólido de revolução gerado pela rotação desse retângulo em torno de um eixo | 
| que contenha o segmento AD, em função de R, é igual a | 
| a) V5TR3 b) 8R? c) 4V 5TR3 d) 107R? e) 5V57TR3 
i 3 9 27 49 54 
| Comentários 
| Solução 1) 
| Considerando AC = R, podemos aplicar o teorema de Pitágoras para encontrar a altura AD do | 
| retângulo ABCD. | 
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A B 
| AC? = AD? + DC? 
| Como DC = AB, podemos fazer a substituição. 


AC? = AD? + AB? 
2 — 2 2 E 
R2 = AD + (ER) 


R? — CR) = AD? 


| R? — ÎR? = AD? | 


2R2 = AD? 
9 
ER? = VAD? 
| ER = JAD] | 
Es AD 


T3 | 
' Como AD é equivalente a um lado de um retângulo, podemos considerar apenas a vertente | 
| positiva. 

5 
| 3 | 
| O sólido de rotação gerado por esse retângulo será um cilindro de raio de base iguala AB e de | 
| altura igual a AD. | 


R = AD 


| Dessa forma, seu volume é dado por: 


V = área da base - altura 
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AV5TRê 
27 


V = 


Solução 2) 


Vamos aplicar diretamente o teorema de Pappus-Guldin. Inicialmente, devemos calcular a 
| área da figura a ser rotacionada: 


A=AD.- AB = ER: zR = DER? 


Como AB mede 2/3R, temos que a distância do centro de gravidade do quadrilátero é x = | 
| =. ER = R Logo: | 


245 p2) _ 4vV5nR? 
RE) = 27 


V=2nx4=2m (=8)( 


Gbati; “e”. 


4. LISTA DE QUESTÕES 
© LISTA DE 
QUESTÕES 
18. (AFA/2018) 


Considere o sólido geométrico obtido pela rotação de 360° do triângulo ABC em torno da reta 
que passa por C e é paralela ao lado AB. 


Sabe-se que este triângulo é isósceles, com AC = BC = RV2 m, AB = 2R m (sendo R uma 
constante real não nula), e que o volume do sólido obtido é V = 413 mè. 


A medida de R, em metros, é igual a 
a) V3 
b) V3 
c) 4/9 
d) 3 


19. (AFA/2017) 
Se uma pirâmide hexagonal regular está inscrita num cone equilátero cujo volume é igual a 


10V3 
“a cm, então o volume dessa pirâmide, em cm, é igual a 


45 
a) E 
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a55 


di 


20. (AFA/2016) 


Considere a região E do plano cartesiano dada por 


y X: 

2+2 <1 
3 3 
x>0 


yz0 


O volume do sólido gerado, se E efetuar uma rotação de 270° em torno do eixo Ox em 
unidades de volume, é igual a 


267 
a 


21. (AFA/2013) 
Uma caixa cúbica, cuja aresta mede 0,4 metros, está com água até 7/8 de sua altura. 


Dos sólidos geométricos abaixo, o que, totalmente imerso nessa caixa, NÃO provoca 
transbordamento de água é 


a) uma esfera de raio V2 dm. 
b) uma pirâmide quadrangular regular, cujas arestas da base e altura meçam 30 cm. 
c) um cone reto, cujo raio da base meça V3 dm e a altura 3 dm. 


d) um cilindro equilátero, cuja altura seja 20 cm. 


22. (AFA/2011) 


Uma vinícola armazena o vinho produzido em um tanque cilíndrico (reto) com sua capacidade 
máxima ocupada. Esse vinho será distribuído igualmente em barris idênticos também 
cilíndricos (retos) e vendidos para vários mercados de uma cidade. Sabe-se que cada mercado 
receberá 2 barris de vinho, com altura igual a 1/5 da altura do tanque e com diâmetro da base 
igual a 1/4 do diâmetro da base do tanque. Nessas condições, a quantidade x de mercados 
que receberão os barris (com sua capacidade máxima ocupada) é tal que x pertence ao 
intervalo 
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a)0<x< 20 
b)20 < x < 40 
c)40 < x < 60 
d)60 < x < 80 


23. (EN/2016) 


Um cilindro circular reto tem área total A, raio da base R e altura h. Se o volume máximo desse 
cilindro é expresso por um número real m e a função f da variável real x é definida por f (x) = 


1 
(21x2)3 + 1, pode-se dizer que f (m) é igual a: 
1 
a) GA 
b)4+3 
c) = (A +3) 
d (4-3) 


je si 
3 


24. (EN/2015) 


Um prisma quadrangular regular tem área lateral 366 unidades de área. Sabendo que suas 
diagonais formam um ângulo de 60º com suas bases, então a razão do volume de uma esfera 


q 
de raio 245 unidades de comprimento para o volume do prisma é 


25. (EN/2014) 


Sabendo-se que um cilindro de revolução de raio igual a 20 cm, quando cortado por um plano 
paralelo ao eixo de revolução, a uma distância de 12 cm desse eixo, apresenta secção 
retangular com área igual à área da base do cilindro. O volume desse cilindro, em centímetros 
cúbicos é 

a) 6.0007? 

b) 5.0007? 
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c) 4.0007? 
d) 3.0007? 
e) 2.0007? 


26. (EN/2014) 


A área da superfície de revolução gerada pela rotação do triângulo equilátero ABC em torno 
do eixo XY na figura abaixo, em unidade de área é 


a) 9ra? 

b) 9V2ra? 
c) 9V3 ra? 
d) 6V37a? 
e) 6V2ra? 


27. (EN/2013) 


Um astronauta, em sua nave espacial, consegue observar, em certo momento, exatamente 
1/10 da superfície da Terra. 


Que distância ele está do nosso planeta? Considere o raio da Terra igual a 6400 km. 
a) 1200 km 
b) 1280 km 
c) 1600 km 
d) 3200 km 
e) 4200 km 


28. (EN/2013) 


A Marinha do Brasil comprou um reservatório para armazenar combustível com o formato de 
um tronco de cone conforme figura abaixo. Qual é a capacidade em litros desse reservatório? 
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10m 


20 1027 
3 


b) 2105r 


a) 


c) £107 
3 
d) 21otr 


e) 210r 


29. (EN/2012) 


Uma lata de querosene tem a forma de um cilindro circular reto cuja base tem raio R. Colocam- 
se três moedas sobre a base superior da lata, de modo que estas são tangentes entre si e 
tangentes à borda da base, não existindo folga. Se as moedas têm raio a e encontram-se 
presas, então o valor de R em função de a, vale 
(1+2v3)a 

3 


b) gdp. 


a) 


goh 


d) (1 + 2v3)a 
e)(3+2v3)a 


30. (EN/2012) 


Considere dois cones circulares retos, de altura H e raio da base 1 cm, de modo que o vértice 
de cada um deles é o centro da base do outro. O volume comum aos dois cones coincide com 
o volume do sólido obtido pela rotação do setor circular, sombreado na figura abaixo, em torno 
do eixo |. O valor de H é, em cm, 
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a) (2 + V3)rê 
b) 24373 


2 
3 
d) 2r3 


e) 4r? 


3 


c) -r 


31. (EN/2012) 


Uma esfera confeccionada em aço é usada em um rolamento de motor de um navio da 


3 |5, | 34 5V3 ... cm, então seu volume vale 


Marinha do Brasil. Se o raio da esfera mede 


a) 45 - 10x dm? 
b) 0,45 - 107 dm? 
c) 60 - 1027 dm? 
d) 0,15 - 1027 dm? 
e) 60 : 1027 dm? 


QUESTÕES ITA 


32.(ITA/1017) 


Um triângulo retângulo com hipotenusa c = 2(1 + v6) está circunscrito a um círculo de raio 
unitário. Determine a área total da superfície do cone obtido ao girar o triângulo em tomo do 
seu maior cateto. 


33. (ITA/2016) 


Uma esfera S4, de raio R > 0, está inscrita num cone circular reto K. Outra esfera, S;, de raio 
r,com 0 < r < R, está contida no interior de K e é simultaneamente tangente à esfera S, e à 
superficie lateral de K. O volume de K é iguala 
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TR? 
3r(R-r) 


a) 


21Rº 
b) 3r(R-r) 


TR’ 
r(R-r) 


c) 


AR? 
3r(R-r) 


d) 


57Rº 
3r(R-r) 


e) 


34. (ITA/2016) 


Em um cone circular reto de altura 1 e raio da base 1 inscreve-se um tetraedro regular com 
uma de suas faces paralela à base do cone, e o vértice oposto coincidindo com o centro da 
base do cone. Determine o volume do tetraedro. 


35. (ITA/2015) 


Uma taça em forma de cone circular reto contém um certo volume de um líquido cuja 
superfície dista h do vértice do cone. Adicionando-se um volume idêntico de líquido na taça, a 
superfície do líquido, em relação à original, subirá de 


a) V2 — h 
b) V2- 1 

c) (V2 — 1)h 
d) h 

e) Ż 


36. (ITA/2014) 


Um cilindro reto de altura h = 1 cm tem sua base no plano xy definida por x? + y? — 2x — 
4y + 4 < 0. Um plano, contendo a reta y — x = 0 e paralelo ao eixo do cilindro, o secciona 
em dois sólidos. Calcule a área total da superfície do menor sólido. 


37. (ITA/2014) 


Três circunferências C4, Cz e C} são tangentes entre si, duas a duas, externamente. Os raios 
Ti n e r3 destas circunferências constituem, nesta ordem, uma progressão geométrica de 
razão 1/3. A soma dos comprimentos de C4, C, e C} é iguala 267 cm. Determine: 


a) a área do triângulo cujos vértices são os centros de C4, C3 e Cs. 


b) o volume do sólido de revolução obtido pela rotação do triângulo em torno da reta que 
contém o maior lado. 
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38. (ITA/2014) 


Seis esferas de mesmo raio R são colocadas sobre uma superfície horizontal de tal forma que 
seus centros definam os vértices de um hexágono regular de aresta 2R. Sobre estas esferas é 
colocada uma sétima esfera de raio 2R que tangencia todas as demais. Determine a distância 
do centro da sétima esfera à superfície horizontal. 


39. (ITA/2014) 


Considere o sólido de revolução obtido pela rotação de um triângulo isósceles ABC em torno 
de uma reta paralela à base BC que dista 0,25 cm do vértice 4 e 0,75 cm da base BC. Se o 


— T2+1 NTE e 
lado AB mede cm, o volume desse sólido, em cm, é igual a 


27 


a) 9/16 
b) 13/96 
c) 7/24 
d) 9/24 
e) 11/96 


40. (ITA/2013) 


No sistema xOy os pontos A = (2,0),B = (2,5) e C = (0,1) são vértices de um triângulo 


inscrito na base de um cilindro circular reto de altura 8. Para este cilindro, a razão 


volume : & E 
—, em unidade de comprimento, é igual a 
área total da super fície 


a) 1 


41. (ITA/2012) 
A superfície lateral de um cone circular reto é um setor circular de 120º e área iguala 31 cm?. 
A área total e o volume deste cone medem, em cm? e cm, respectivamente 


a) 4m e DE 


b) 4x e 2 


bo Aula 21 — Geometria Espacial II 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 21: ITA/IME 2020 


c) 4r e nvV2 
212 
3 


e) x e 2nvV2 


d) 3m e 


42. (ITA/2012) 


Em um plano estão situados uma circunferência w de raio 2 cm e um ponto P que dista 
2/2 cm do centro de w. Considere os segmentos PA e PB tangentes a w nos pontos 4 e B, 
respectivamente. Ao girar a região fechada delimitada pelos segmentos PA e PB e pelo arco 


menor AB em torno de um eixo passando pelo centro de w e perpendicular ao segmento PA, 
obtém-se um sólido de revolução. Determine: 


a) A área total da superfície do sólido. 


b) O volume do sólido. 


43. (ITA/2012) 


Um cone circular reto de altura 1 cm e geratriz 2V3/3 é interceptado por um plano paralelo à 
sua base, sendo determinado, assim, um novo cone. Para que este novo cone tenha o mesmo 


volume de um cubo de aresta (=) cm, é necessário que a distância do plano à base do cone 
original seja, em cm, igual a 

a) 1/4 

b) 1/3 

c) 1/2 

d) 2/3 

e) 3⁄4 


44. (ITA/2011) 


Considere uma esfera Q com centro em Ce raio r = 6 cm e um plano È que dista 2 cm de C. 
Determine a área da intersecção do plano X com uma cunha esférica de 30º em Q que tenha 
aresta ortogonal a È. 


45. (ITA/2011) 


Uma esfera está inscrita em uma pirâmide regular hexagonal cuja altura mede 12 cm e a aresta 
10 a 5 E sê 
da base mede RÉ cm. Então o raio da esfera, em cm, é igual a 


a) 53 
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46. (ITA/2010) 


As superfícies de duas esferas se interceptam ortogonalmente (isto é, em cada ponto da 
intersecção os respectivos planos tangentes são perpendiculares). Sabendo que os raios destas 
esferas medem 2 cm e 3/2 cm, respectivamente, calcule 


a) a distância entre os centros das duas esferas. 


b) a área da superfície do sólido obtido pela intersecção das duas esferas. 


47. (ITA/2010) 


Um cilindro reto de altura V6/3 cm está inscrito num tetraedro regular e tem sua base em 
uma das faces do tetraedro. Se as arestas do tetraedro medem 3 cm. o volume do cilindro, em 
cm, é igual a 


nN3 
a 


48. (ITA/2008) 


Um diedro mede 120º. A distância da aresta do diedro ao centro de uma esfera de volume 
4/37 cm? que tangencia as faces do diedro é, em cm, igual a 


a) 3V3 
b) 3V2 
c) 2V3 


d) 2V2 
e) 2 


bo Aula 21 — Geometria Espacial II 
wwyw.estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 21: ITA/IME 2020 


49. (ITA/2008) 


Seja C uma circunferência de raio r e centro O e AB um diâmetro de C. Considere o triângulo 
equilátero BDE inscrito em C. Traça-se a reta s passando pelos pontos O e E até interceptar em 
F a reta t tangente à circunferência C no ponto A. Determine o volume do sólido de revolução 
gerado pela rotação da região limitada pelo arco AE e pelos segmentos AF e EF em torno do 
diâmetro AB. 


50. (ITA/2006) 


As medidas, em metros, do raio da base, da altura e da geratriz de um cone circular reto 
formam, nesta ordem, uma progressão aritmética de razão 2 metros. Calcule a área total deste 
cone em m?. 


51. (ITA/2005) 


Um dos catetos de um triângulo retângulo mede 2 cm. O volume do sólido gerado pela 
rotação deste triângulo em tomo da hipotenusa é m cmº. Determine os ângulos deste 
triângulo. 


52. (ITA/2005) 


Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridianos. Os volumes das respectivas cunhas 
esféricas contidas em uma semiesfera formam uma progressão aritmética de razão nr?/45. 
Se o volume da menor cunha for igual a zr? /18, então n é igual a 


a) 4. 
b) 3, 
c) 6. 
d) 5. 
e) 7. 


53. (ITA/2005) 


A circunferência inscrita num triângulo equilátero com lados de 6 cm de comprimento é a 
interseção de uma esfera de raio igual a 4 cm com o plano do triângulo. Então, a distância do 
centro da esfera aos vértices do triângulo é (em cm) 


a) 3V3. 
b) 6. 
c) 5. 
d) 4. 
e) 245. 
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54. (ITA/2004) 


Considere um cilindro circular reto, de volume igual a 3607 cm”, e uma pirâmide regular cuja 
base hexagonal está inscrita na base do cilindro. Sabendo que a altura da pirâmide é o dobro 


da altura do cilindro e que a área da base da pirâmide é de 543 cm?, então, a área lateral da 
pirâmide mede, em cm?, 


a) 18/427 
b) 27427 
c) 36427 
d) 108V3 

e) 45427 


55. (ITA/2004) 


A área total da superfície de um cone circular reto, cujo raio da base mede R cm, é igual à terça 
parte da área de um círculo de diâmetro igual ao perímetro da seção meridiana do cone. O 
volume deste cone, em cm, é igual a 


a) mR? 

b) z V2R? 
c)m/V2Rº 
d) mv'3Rº 
e)n/V3R? 


56. (ITA/2003) 


Quatro esferas de mesmo raio R > O são tangentes externamente duas a duas, de forma que 
seus centros formam um tetraedro regular com arestas de comprimento 2R. Determine, em 
função de R, a expressão do volume do tetraedro circunscrito às quatro esferas. 


57. (ITA/2003) 


Considere o triângulo isósceles OAB, com lados OA e OB de comprimento V2R e lado AB de 
comprimento 2R. O volume do sólido, obtido pela rotação deste triângulo em torno da reta 
que passa por O e é paralela ao lado AB, é igual a: 

a) mRº/2 

b) mR? 


AmRê 
3 


c) 
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d) V27R? 
e) V3TR? 


58. (ITA/2002) 


Seja S a área total da superfície de um cone circular reto de altura h, e seja m a razão entre as 
áreas lateral e da base desse cone. Obtenha uma expressão que forneça h em função apenas 
deSem. 


59. (ITA/2002) 
Considere a região do plano cartesiano xy definida pela desigualdade 
x? +4x +y? —-4y—-8<0. 


Quando esta região rodar um ângulo de 7/6 radianos em tomo da reta x + y = 0, ela irá gerar 
um sólido de superfície externa total com área igual a 


a) 1287/3 
b) 1287/4 
c) 1287/5 
d) 1287/6 
e) 1281/7 


60. (ITA/2001) 


O raio da base de um cone circular reto é igual à média aritmética da altura e a geratriz do 
cone. Sabendo-se que o volume do cone é 1287 mê, temos que o raio da base e a altura do 
cone medem, respectivamente, em metros: 


a)9e8 
b)8e 6 
c)8e7 
d)9e6 
e)10e8 


61. (ITA/2000) 


Um cilindro circular reto é seccionado por um plano paralelo ao seu eixo. A secção fica a 5 cm 
do eixo e separa na base um arco de 120°. Sendo de 30V3 cm? a área da secção plana 
retangular, então o volume da parte menor do cilindro seccionado mede, em cm?, 


a) 307 — 10V3 
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b) 307 — 20 V3 
c) 207 — 10V3 
d) 507 — 253 


e) 1007 — 753 


62. (ITA/2000) 


Um cone circular reto com altura de V8 cm e raio da base de 2 cm está inscrito numa esfera 
que, por sua vez, está inscrita num cilindro. A razão entre as áreas das superfícies totais do 
cilindro e do cone é igual a 


a) iva) 


9(V2-1) 
4 


9(V6-1) 
4 


b) 


c) 
27(V3-1) 
8 

9(v2-1) 


16 


d) 


e) 


63. (ITA/1999) 


Num cone circular reto, a altura é a média geométrica entre o raio da base e a geratriz. A razão 
entre a altura e o raio da base é: 


64. (ITA/1998) 


Considere um cone circular reto cuja geratriz mede V5 cm e o diâmetro da base mede 2 cm. 
Traçam-se n planos paralelos à base do cone, que o seccionam determinando n+1 cones, 
incluindo o original, de modo que a razão entre os volumes do cone maior e do cone menor é 
2. Os volumes destes cones formam uma progressão aritmética crescente cuja soma é igual a 
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27. Então, o volume, em cm?, do tronco de cone determinado por dois planos consecutivos é 
igual a: 


65. (ITA/1997) 


A altura e o raio da base de um cone de revolução medem 1 cm e 5 cm respectivamente. Por 
um ponto do eixo do cone situado a d cm de distância do vértice, traçamos um plano paralelo 
à base, obtendo um tronco de cone. O volume deste tronco é a média geométrica entre os 
volumes do cone dado e do cone menor formado. Então d é igual a 


66. (ITA/1995) 


O raio de um cilindro de revolução mede 1,5 m. Sabe-se que a área da base do cilindro coincide 
com a área da secção determinada por um plano que contém o eixo do cilindro. Então, a área 
total do cilindro, em mê, vale: 


a) 37?/4 

b) 9m(2 + 1)/4 
o)m(2 +r) 
d)m2/2 

e) 3m(m + 1)/2 


67. (ITA/1995) 
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Um cone circular reto tem altura 12 cm e raio da base 5 cm. O raio da esfera inscrita neste cone 
mede, em cm: 


a) 10/3 
b) 7/4 
e) 12/5 
d) 3 
e)2 


QUESTÕES IME 


68. (IME/2019) 


Um cubo com diagonal principal AG é interceptado pelo plano æ, perpendicular à AG, 
formando uma seção hexagonal regular. Calcule, em função da aresta a do cubo: 


a) o apótema dessa seção hexagonal; 


b) o raio da esfera que é tangente a essa seção e às faces do cubo que contém o vértice A. 


69. (IME/2017) 


"S ES p 3-1 À . 
Em um cone equilátero são inscritas duas esferas de raios Bar e R, conforme a figura abaixo. 


Um plano secante ao cone é traçado de forma que este seja tangente às duas esferas. 
Determine em termos de R o maior segmento possível que une dois pontos da curva formada 
pela interseção do referido plano com o cone. 


70. (IME/2016) 


Um cone é inscrito em um cubo ABCDEFGH de forma que a base do cone é o círculo inscrito na 
base ABCD. O vértice do cone é o centro da face oposta do cubo. A projeção do vértice H na 
base ABCD coincide com o vértice D. Determine a área da seção do cone pelo plano ABH em 
função de a, a medida da aresta do cubo. 


71. (IME/2010) 
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Sejam ABC um triângulo equilátero de lado 2 cm e r uma reta situada no seu plano, distante 3 
cm do seu baricentro. Calcule a área da superfície gerada pela rotação deste triângulo em torno 
da reta r. 


a) 87 cm? 
b) 9x cm? 
c) 127 cm? 


d) 167 cm? 


e) 367 cm? 


5. GABARITO 


18.d 
19.a 
20.c 
21.d 
22.c 
23.c 
24.c 
25.b 
26.a 
27.c 
28.d 
29.b 
30.e 
31.c 


GABARITO DAS QUESTÕES ITA 


32. Stotaı = T ' (18 + 2V6) 


33.b 

v6 
34. V tetraedro = 4 (5V2 EE 7) 
35.c 


36. Sólido = V2 + T — 1 cm? 

37.a) S = 3V39 cm b) S = 397 cm? 
38.R(1 + V5) 

39.c 

40.b 

41.a 

42.a) S = 207 cm? b)V = - cm? 
43.d 
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44.8 = m cm? 


45.e 
46.a) 0,0; =: cm b) = cm? 
47.d 


50. Stotaı = 1087 m? 
51.30°, 60° e 90°. 
52.c 

53.c 

54.a 

55.e 


56. (1 4/6) 22 
57.c 


TT 


59.a 
60. b 
61.e 
62.d 
63.e 
64.c 
65.b 
66. b 
67.a 


GABARITO DAS QUESTÕES IME 


CL 4 4 
69.2a = (3 — V3)R 


võra 
70. Sseção = “8. 


71.e 


6. LISTA DE QUESTÕES RESOLVIDAS E COMENTADAS 


24 


QUESTÕES 


COMENTADAS 
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18. (AFA/2018) 


Considere o sólido geométrico obtido pela rotação de 360º do triângulo ABC em torno da reta 
que passa por C e é paralela ao lado AB. 


Sabe-se que este triângulo é isósceles, com AC = BC = RV2 m, AB = 2R m (sendo R uma 


constante real não nula), e que o volume do sólido obtido é V = 413 mè. 


A medida de R, em metros, é igual a 
a) 3 
b) V3 
c) y9 
d) V3 


Comentários 


reta r 


O volume do sólido obtido pela rotação é igual ao de um cilindro, cuja altura mede 2R e o 
raio da base CM, excetuando-se os volumes de dois cones idênticos, cuja altura mede R e raio da 
base mede CM, como representado na figura acima. 


Diante do exposto, 


Vestido = Veitindro — Veones 


Por Pitágoras no ABCM, temos: 
2 
CM +R? = (VZR) «CM = 2R? -R= RACM =R 


Com isso, 
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Voótido = T(CM)?2R — 2 (GrcmR) = m2Rº — Z aR? RN ua E £ nR" 
Dado que V;ótido = 4n V3 m3, então: 
£ aR = 4r V3 ~ R3 = 3V3 = V3? » R = V3 m 
Gabarito: “d”. 


19. (AFA/2017) 


Se uma pirâmide hexagonal regular está inscrita num cone equilátero cujo volume é igual a 


103 
= cmê, então o volume dessa pirâmide, em cm?, é igual a 


45 


a)— 


Z 


135 


aS 


Comentários 


/N 
YV 


Dado que V.one = Dai cm?, temos: 


1 103 303 
z (7RÔH = E " “ R2H = E 


Logo, 


1 UN 1 /3V3\ (3043 45 č ,; 
Vpirâmide = 3 SbaseH = = : ER "H = 3 2. z RA Voirâmide = 7 cm 
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20. (AFA/2016) 


Considere a região E do plano cartesiano dada por 


y X. 

=+><1 
3 3 
x>0 


yz0 

O volume do sólido gerado, se E efetuar uma rotação de 270° em torno do eixo Ox em 
unidades de volume, é igual a 

267 
ds 
b) 267 

137 
do 

137 
Ds 


Comentários 


C(0:3) 
fig.1 
D(0;1) 
x 
O(0;0) : A(1;0)  B(3;0) 
o 
i fig.2 


E=4y+x21 
x >0 
yz20 
O sólido E, obtido pela rotação parcial da região que cumpre as desigualdades acima, ou seja, 
o trapézio ABCD na fig.1, em torno do lado AB, forma o objeto representado pela fig.2, cujo volume 
V é calculado a seguir: 
a 270º 


Onde: 
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V, é o volume do cone menor na fig. 2; 


V, é o volume do cone maior na fig. 2; 


= dis um 
1= q (€ ) = quo; 


1 
V, = 3 (1353 = 9T u. V.; 


Logo, 


Gabarito: “c” 


21. (AFA/2013) 
Uma caixa cúbica, cuja aresta mede 0,4 metros, está com água até 7/8 de sua altura. 


Dos sólidos geométricos abaixo, o que, totalmente imerso nessa caixa, NÃO provoca 
transbordamento de água é 


a) uma esfera de raio V2 dm. 
b) uma pirâmide quadrangular regular, cujas arestas da base e altura meçam 30 cm. 


c) um cone reto, cujo raio da base meça V3 dm e a altura 3 dm. 


) 
d) um cilindro equilátero, cuja altura seja 20 cm. 
Comentários 


Como o volume do sólido imerso é igual ao de água que se eleva no recipiente, para que não 
haja transbordamento, basta que: 


Vestido adic. < Voazio inic. 


Note que, segundo o enunciado: 


(4. 1071)’ E 
Vasto inic. = ~g = 8.107 m’ 


Sendo assim, testando caso a caso, temos: 


Am(N2-101) 8.10% 


3 . 1078 3 
a)V 3 3 mº>8-:10“m 
n(30 - 102)2(30 - 1072 
pre e = 9. 10%wmê > 8-102mº 
2 
m(N3: 101) (3 -1071 
MOI CIO a gosg mè > 810m 


d)V = n(10 - 107°)? (20 101) = 2 - 107° 7m m? < 8- 107°? m? 


Por inspeção, apenas a alternativa d) cumpre a desigualdade acima. 
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Gabarito: “d” 


22.(AFA/2011) 


Uma vinícola armazena o vinho produzido em um tanque cilíndrico (reto) com sua capacidade 
máxima ocupada. Esse vinho será distribuído igualmente em barris idênticos também 
cilíndricos (retos) e vendidos para vários mercados de uma cidade. Sabe-se que cada mercado 
receberá 2 barris de vinho, com altura igual a 1/5 da altura do tanque e com diâmetro da base 
igual a 1/4 do diâmetro da base do tanque. Nessas condições, a quantidade x de mercados 
que receberão os barris (com sua capacidade máxima ocupada) é tal que x pertence ao 
intervalo 


a)0< x< 20 
b) 20 <x < 40 
c)40 < x < 60 
d) 60 < x < 80 


Comentários 


TD2H 
320 


Viarril = 


O volume de vinho recebido por cada mercado é equivalente ao seguinte: 


Vmercado = 2Vharril) 
Além disso, 
Veanque = 80Vbarril ` Veanque = 40V mercado: 
Logo, 
x=40 


Gabarito: “c” 


23. (EN/2016) 
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Um cilindro circular reto tem área total 4, raio da base R e altura h. Se o volume máximo desse 

cilindro é expresso por um número real m e a função f da variável real x é definida por f(x) = 
1 

(27x2)3 + 1, pode-se dizer que f (m) é igual a: 

a) A 

b) A+3 


(4 +3) 
d (A —3) 
AvV2 


Ed 


Comentários 
Sabe-se que: 
Veitindro =rR?°h (1) 


A 
Stotal = A = 21R(R +h) “e h = aR (2) 


Ao substituir (2) em (1), temos: 


A-R 7 
Veitindro = E = TR 


dV Je l 
Himna — () para achar o valor máximo de Veitinaro , temos: 


Utilizando igualdade 
dR 


A A 
—— 3rR? = 0. R= |—:; 
2 TT 


6 
Com isso, 

AJIA T:'AJA ; Aê 
max = — |/= — —— | max = m = —— 
cilindro 2.167 6T 6T cilindro 54T 

Logo, 


3 


1/3 
Fo sa dera (5 ) +12 fm)=541: f=) 


547 
Gabarito: “c” 
24. (EN/2015) 


Um prisma quadrangular regular tem área lateral 366 unidades de área. Sabendo que suas 
diagonais formam um ângulo de 60º com suas bases, então a razão do volume de uma esfera 


E! 
de raio 246 unidades de comprimento para o volume do prisma é 


81r 
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b) HE 
8 
ST, 
81" 
87 
27 
81 
sm 


c) 
d) 
e) 


Comentários 


Note que Siateraı = 4X) = 3646 ~. xy = 9/6 (1) e tan 60º = V3 = = “y= V6x (2) 
De (2) em (1), temos: 
(vóx) = 906 2x2 = 9s xs 3s y= 3V6 
Logo, 
Vprisma = roye 3V6 » Vprisma = 27V6 
Agora, calculemos o volume da esfera de raio 245, como segue abaixo: 
13 
4n (245) 8v6m 
Vesfera = ~z n Vesfera = 3. 
Logo, 


Vesfera o 8v6m 1 ' Vesfera = 87 
Vorisma 3 276 Vorisma 81 


Gabarito: “c” 


25. (EN/2014) 
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Sabendo-se que um cilindro de revolução de raio igual a 20 cm, quando cortado por um plano 
paralelo ao eixo de revolução, a uma distância de 12 cm desse eixo, apresenta secção 
retangular com área igual à área da base do cilindro. O volume desse cilindro, em centímetros 
cúbicos é 

a) 6.0007? 

b) 5.0007? 

c) 4.0007? 

d) 3.0007? 

e) 2.0007? 


Comentários 


20cm 
12cm 


NIR 


20cm 


Por Pitágoras no AABC, temos: 
xX 2 
— = Es 2 e = 
( 5) 20? — 12? -~ x = 32 cm 


Com isso, a área da base do cilindro será dada por: 
Spase = T20? = 4007 cm? ; 
Como Spase = retângulo» então: 
251 
4007 = xy ` y = Pg cm 
Logo, 


257 


Vcilindro = T ' 20? - D “ Veilindro = 500077? cm? 
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Gabarito: “b” 


26. (EN/2014) 


A área da superfície de revolução gerada pela rotação do triângulo equilátero ABC em torno 
do eixo XY na figura abaixo, em unidade de área é 


B 


a) 9ra? 

b) 9v27a? 
c) 9V371a? 
d) 6V371a? 
e) 6V21a? 


Comentários 


Utilizando o Teorema de Pappus-Guldin, temos: 
Ssólido = 27XL; 

Onde: 

X: distância da reta XY ao centro de massa do AABC; 

L: perímetro do AABC; 

Logo, 


3a 5 
Sólido = 2T ` 2 "3a ~^ Ssotido = 9TA 


uan 
a 


Gabarito: 
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27. (EN/2013) 


Um astronauta, em sua nave espacial, consegue observar, em certo momento, exatamente 
1/10 da superfície da Terra. 


Que distância ele está do nosso planeta? Considere o raio da Terra igual a 6400 km. 
a) 1200 km 
b) 1280 km 
c) 1600 km 
d) 3200 km 
e) 4200 km 


Comentários 


q H+R 


O ângulo sólido por O é dado por: 


S 
Q= L = 2n (1 — cos(90º — «)) (1) 
No AABO, temos: 
= (2 
sena = FR (2) 


Dado que Scatota = terra (3), substituindo (2) e (3) em (1), temos: 


Sierra R 4r R? H 1 H R 

-2 (1-7) RE a n(m) E E 
10R2 H+R 10R2 H+R 5 H+R 4 
Como R = 6400 km, então: 
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H = 1600 km 
Gabarito: “c” 
28. (EN/2013) 


A Marinha do Brasil comprou um reservatório para armazenar combustível com o formato de 
um tronco de cone conforme figura abaixo. Qual é a capacidade em litros desse reservatório? 


10m 


40 
3 


b) 2105r 


a)— 1027 


c) “107 


d) ~ 1047 


49 
3 


19 
e)— 1037 
3 
Comentários 


Pela fórmula do volume do tronco de cone abaixo descrita, temos: 


H inferi , Ê F 7 
LER, erior superior inferior «superior 
Virônco sa 3 S base +S base +S base S base 


10 49 
Vironco = = ` (m3? +05? +4032. n52) “Vin E E 10!7 L 


Logo, 


3 
Gabarito: “d” 


29. (EN/2012) 


Uma lata de querosene tem a forma de um cilindro circular reto cuja base tem raio R. Colocam- 
se três moedas sobre a base superior da lata, de modo que estas são tangentes entre si e 
tangentes à borda da base, não existindo folga. Se as moedas têm raio a e encontram-se 
presas, então o valor de R em função de a, vale 


a) fat2vê)e 
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b) (the 

o) Grei 

d) (1 + 2V3)a 
e) (3 ag 2N3)a 


Comentários 


Sendo o AABC equilátero de lado | = 2a, o segmento OC é igual ao seu circunraio, ou seja, 
oc =2.1=2.2a 


Logo, 


2V3 2V3 + 3)a 
op =R = atas R = Et De 


Gabarito: “b” 


30. (EN/2012) 


Considere dois cones circulares retos, de altura H e raio da base 1 cm, de modo que o vértice 
de cada um deles é o centro da base do outro. O volume comum aos dois cones coincide com 
o volume do sólido obtido pela rotação do setor circular, sombreado na figura abaixo, em torno 
do eixo |. O valor de H é, em cm, 
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a) (2 + V3)rê 
b) 2373 


a 
3 
d) 2 
e) 4r? 


Comentários 


3 


ET 


no 


v| 


Dado que Viomum = Vsólido, calculemos cada um dos volumes: 


12) Sendo o AABC~AAFG, temos: 
AE EC H DG 
C = DG : — = — -` EC = 0.5 cm 


DD DG CRE 7? 
Com isso, 
x0.5? H 70.5? H nH , 
Vomum = Veone spc + Veone gcp ** Veomum = 3 2 3 " 2 “ V comum — 12 cm 


2º) O volume do sólido obtida pela rotação do setor circular é dado pela diferença entre o 


volume do hemisfério e a calota esférica BC. 


Daí, 
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Voótido = Vhemisfério 


calota BC 
Onde: 
7 Sge A 2nr?(1 — cos60º) /2nrê 
calota BC — Seiri hemisfério — 2172 3 
nr? r 
“e Voatota Bt T ER cm 
2nrº nr? nr? P 
Vestido = 4 a é Vsólido = 4 m 
Logo, 
nH nr’? aean 
— = —.. H = 4r 
12 3 


Gabarito: “e” 


31. (EN/2012) 


Uma esfera confeccionada em aço é usada em um rolamento de motor de um navio da 


Marinha do Brasil. Se o raio da esfera mede 


a) 45 - 10" dm? 
b) 0,45 - 10727 dm? 
c) 60 - 1027 dm? 
d) 0,15 - 1027 dm? 
e) 60 - 107 dm? 

Comentários 


Note que: 


3 |5 ERC ^- 5R = 5V3V5R 


Para enxergar isso basta notar que o padrão se repete infinitamente, o que permite tal 
aproximação. 


Com isso, 
2 


(5R) = (s SR) : 25R2 =25-3V5R « (R2)? = (3V5R) 2 Rt = 45R 4 R = V45 cm 


Logo, 
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4m(Na5). 
3 


Vassorá = = 607 cm? ~ Vesfera = 607: 107" dm? 


Gabarito: “c” 


QUESTÕES ITA COMENTADAS 


32.(ITA/1017) 


Um triângulo retângulo com hipotenusa c = a(i + v6) está circunscrito a um círculo de raio 
unitário. Determine a área total da superfície do cone obtido ao girar o triângulo em tomo do 
seu maior cateto. 


Comentários 


E a AS a a 


Note que: 
x +y =2(1 + v6) ~ y =2(1 + v6) -x (I) 
Por Pitágoras, temos: 
(œx +y)? = 4(1 + V6) = (x + 1)? + (y + ND) 
Agora, substituindo (1) em (Il), então: 
4(7 + 2V6) = (x+ 1)? + (2+ 2V6- x +1) + 
x? + 2x + 1+ (3 + 2V6) — 2x(3 + 2V6) + x? = 28 + 8V6 - 


x? — 2x(1 + V6) + (3 + 2V6) = 0 f = V6— Lin =v6+3 


e vice — versa; 
Com isso, 
Stotal = T ' v6: (v6 + 9), 
Onde: 
g? = (V6) + (V6 +4) =4(7 + 2V6) : g = 2(1+ 6); 
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Logo, 
Stotal = m: V6: (v6 + 2+ 2V6) ^ Stota = T ' (18 + 2V6) 
Gabarito: Stota = T ' (18 + 2V6) 


33. (ITA/2016) 


Uma esfera S4, de raio R > 0, está inscrita num cone circular reto K. Outra esfera, S;, de raio 
r,com 0 <r < R, está contida no interior de K e é simultaneamente tangente à esfera S, e à 
superficie lateral de K. O volume de K é iguala 

a) TR? 

3r(R-r) 


21Rº 
3r(R-r) 


b) 


TR? 
r(R-r) 


c) 


AR? 
3r(R-r) 


d) 


5mRº 
3r(R-r) 


e) 


Comentários 


Por Pitágoras no APO,0,, temos: 
(R +r)? = (R — r)? +z? «z = Rr 
Note que: 


E E TT E 
R-r`> A 


y=rcsch =r: 
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pa R-r x (7) =) R? 
an 0 = ——— =>=.x=|—— ||—— | I- ; 
2yRr H R-—=r) À2VRr (Pr 


Logo, 
1 1 R$ 2R? 21Rº 
V=-—: 2 "(H =—" e | "| 1—1 * V = 1—1 
q A= (z =) 5) 3r(R—r) 
Gabarito: “b” 


34. (ITA/2016) 


Em um cone circular reto de altura 1 e raio da base 1 inscreve-se um tetraedro regular com 
uma de suas faces paralela à base do cone, e o vértice oposto coincidindo com o centro da 
base do cone. Determine o volume do tetraedro. 


Comentários 


Note que AAO'B~AVOB > = = e O'B = 1 — GA. Como G é o baricentro de uma das 


a TA — MM ess MM 
faces do tetraedro regular de aresta a > GA = E >0B=1 E >h=1 E 


Agora, apliquemos Pitágoras no AOO'A: 


2 2a? 2 2 
a? = h? + 00° + a? = h? + (Z) teto fasid- £. 


3 3 3 
sa=v3-(12=1) 
Finalmente, 
Veiraõro = 5º Sreseh =E- (VE W- 1Y (VZ WZ- 1) é 
3 3 4 
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V6 
V tetraedro = 4 " (5V2 = 7) 
z v6 
Gabarito: V tetraedro = E (5V2 — 7) 


35. (ITA/2015) 


Uma taça em forma de cone circular reto contém um certo volume de um líquido cuja 
superfície dista h do vértice do cone. Adicionando-se um volume idêntico de líquido na taça, a 
superfície do líquido, em relação à original, subirá de 


a) V2 —h 

b) V2- 1 
c) (V2 — 1)h 
d) h 

e)Ż 


Comentários 


1 1 i 
Dado que V, = 2V; > = tha 2 o nr? : h,. Como os cones 1 e 2 são semelhantes, 
temos: 


h 2 
É dd é (n) “h, = 2:1" -hi + h, = V2- h 
Logo, 
Ah = h, — h; ~ Ah = h : (V2 - 1) 
Gabarito: “c” 


36. (ITA/2014) 


Um cilindro reto de altura h = 1 cm tem sua base no plano xy definida por x? + y? — 2x — 
4y + 4 < 0. Um plano, contendo a reta y — x = 0 e paralelo ao eixo do cilindro, o secciona 
em dois sólidos. Calcule a área total da superfície do menor sólido. 
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Comentários 


lem 


regiãao(1) 


v2em 


x? +y2-2x—-4y+4<0:.(x—-1)2+(y—2)2<1 — Região circular (1) 
Pela figura acima, note que: 


— cface face 
Ssólido = retangular + Spases + S naulaR 


Com isso, calculemos cada umas três áreas acima necessárias, como segue abaixo: 


grae = V2 cm? 


retangular 


m:1? 1-1 m 1 g 
Shase = Sarco — Seriângulo ^ Spase = —— ——— * Spase = ( EE 5) cm 


4 2 4 2 
90º x 
face Es . cface =» 
Seircutar = 360º "2m: 11% Seircular = 2 cm? 


Logo, 


m 1 T 
Ssstido = VZ +2: (2-5) +Z > Sonido = VZ + — 1 em? 


Gabarito: Ssórido = V2 + T — 1 cm? 


37.(ITA/2014) 


Três circunferências €,,C, e C} são tangentes entre si, duas a duas, externamente. Os raios 
Ti n e rz} destas circunferências constituem, nesta ordem, uma progressão geométrica de 
razão 1/3. A soma dos comprimentos de C4, C, e Cs é iguala 267 cm. Determine: 


a) a área do triângulo cujos vértices são os centros de C4, C3 e C3. 


b) o volume do sólido de revolução obtido pela rotação do triângulo em torno da reta que 
contém o maior lado. 


Comentários 
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a 
E 


Os lados do A0,0,05 são 0,0, = rūri + ůr2; 0203 = r2 + r3; 0103 = ri +73. Dado que 
Ti, T2, T3 estão, nessa ordem, em uma P.G. de razão q = -e que 2r : (rı +r +13) = 26 cm, então: 


a) 


r (1+4+3) = 13 cm ~ ri = 9cm; n, = 3cm; r =1cm 
Logo, os lados do AO,0,05 são 4 cm, 10 cm e 12 cm. 


Finalmente, por Heron, temos: 


4+10+12 4+10—12 4—10+12 10+12-4 
S= IS PS ET“ SS 3V3 Cc 
b) 


Pelo teorema de Pappus-Guldin, chega-se a: 
h 
S = 2r : 3V39 - (=) 


2S 


s7 n +T 
2-3/39 
S=2m:3039 :— 7 + S = 397 cm? 


Gabarito: a) S = 3V39 cm b) S = 39n cm? 


ho 


38. (ITA/2014) 


Seis esferas de mesmo raio R são colocadas sobre uma superfície horizontal de tal forma que 
seus centros definam os vértices de um hexágono regular de aresta 2R. Sobre estas esferas é 
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colocada uma sétima esfera de raio 2R que tangencia todas as demais. Determine a distância 
do centro da sétima esfera à superfície horizontal. 


Comentários 


O4 Os 


Por Pitágoras no AOO,0,, temos: 
h? = (3R) = QRY = h= vV5R 
Logo, 
A distância de O, à superfície é R(1 + V5) 
Gabarito: R(1 + V5) 


39. (ITA/2014) 
Considere o sólido de revolução obtido pela rotação de um triângulo isósceles ABC em torno 


de uma reta paralela à base BC que dista 0,25 cm do vértice 4 e 0,75 cm da base BC. Se o 
= RE 
lado AB mede 


12 
27 


cm, o volume desse sólido, em cm, é igual a 
a) 9/16 

b) 13/96 

c) 7/24 

d) 9/24 

e) 11/96 


Comentários 
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0, 25cm 


O, 75cm 


Pelo teorema de Pappus-Guldin, o volume do sólido obtido pela revolução do triângulo em 
torno da reta é dado por: 


V = 21Saapcd 
Podemos escrever d como segue abaixo: 
2 
d=4G+40,25-.d = ha + 0,25 
Onde: h; = (0,75 — 0,25) cm +. h} = 0,5 cm 
Logo, 
d 7 
= cm 
O lado BC pode ser obtido por Pitágoras, como segue abaixo: 
Ei NTE i oi ds 1 
2) N g euma e 
Com isso, 
1 1 
ç _ BC: ha TZ. 
MBC 2º 
S = g 
MBC = q cm 
Finalmente, 
Es t 7, a 7 5 
“aa qo Taa 


Gabarito: “c” 
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40. (ITA/2013) 


No sistema xOy os pontos 4 = (2,0),B = (2,5) e C = (0,1) são vértices de um triângulo 


inscrito na base de um cilindro circular reto de altura 8. Para este cilindro, a razão 
volume 


Ep em unidade de comprimento, é igual a 
a ICL 


a) 1 


Comentários 


Para o triângulo de vértices A, B e C, temos: 
AB=V(2-2)22+(5-0)2=5 


AC=V(0-2)2+(1-0)2=V5 


BC = J (0 — 2)2 + (1 - 5)2 = 2V5 


Com isso, 

ENG AÊ E E: 

= p J = dABC = 

4R 014 2 
Onde R é o raio da base circular do cilindro. 
Logo, 
5 2 
volume da (>) '8 , volume _ 20 100 


área total da superficie — 2-2. (é o 8) “áreatotal da superfície 21 105 
2 \2 
Gabarito: “b” 


41. (ITA/2012) 


A superfície lateral de um cone circular reto é um setor circular de 120º e área igual a 31 cm?. 
A área total e o volume deste cone medem, em cm? e cm, respectivamente 


a) 41 e — 
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c) 4n e ny2 


27TV2 
3 


d) 37 e 
e) m e 2V2 
Comentários 
A área lateral do cone é dada por: 
Slatera = TT" g 
Onde r é o raio da base e g a geratriz do cone. 
Logo, 
Siatera = 3T = nrg ~ rg = 30) 


Por outro lado, o ângulo O do setor circular do cone segue a seguinte relação: 


21r 2m 2nr 
3 — = 


0 (rad) = — — » 3r = g(II) 
g 3 g 
Por (1) e (II), então: 
(r = 1cm 
g=3cm 


Finalmente, 


Stotal = TT ` (r + 9) > Sota=T"1:4: Srta = 47 cm? 


1 TT 2V2 
= sms oo 2—12. V= 
VS elis 3 1 V = 3 


3 


cm 


Gabarito: “a” 


42.(ITA/2012) 


Em um plano estão situados uma circunferência w de raio 2 cm e um ponto P que dista 
2V2 cm do centro de w. Considere os segmentos PA e PB tangentes a w nos pontos 4 e B, 
respectivamente. Ao girar a região fechada delimitada pelos segmentos PA e PB e pelo arco 


menor AB em torno de um eixo passando pelo centro de w e perpendicular ao segmento PA, 
obtém-se um sólido de revolução. Determine: 


a) A área total da superfície do sólido. 
b) O volume do sólido. 


Comentário: 
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a) 


A área da superfície do sólido obtido pela rotação é igual à metade da área superficial da 
esfera de raio 2 cm mais as áreas da base e lateral do cilindro de raio e altura iguais a 2 cm. 


Logo, 


1 
S =3 402? +n: 2? +27:2:2 + S= 20r cm” 


b) 


O volume desse sólido é dado pela diferença entre o volume do cilindro de raio e altura iguais 
a 2 cm e a metade da esfera de raio 2 cm. 


Logo, 


Gabarito: a) S = 207 cm? b) V = S cm? 


43. (ITA/2012) 


Um cone circular reto de altura 1 cm e geratriz 23/3 é interceptado por um plano paralelo à 
sua base, sendo determinado, assim, um novo cone. Para que este novo cone tenha o mesmo 


volume de um cubo de aresta (=) cm, é necessário que a distância do plano à base do cone 
original seja, em cm, igual a 
1/4 

1/3 

) 1/2 
d) 2/3 
e) 3/4 


a 


) 
b) 


(e 
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Comentários 


Sendo Re H as medidas do raio e da altura, respetivamente, do cone formado pela 
intersecção do plano, temos: 


Além disso, 


1 T 1 
Vone = z TR "H = Veubo = 243 cm? “ R2H = 81 cm? (II) 


Por (1) e (II), então: 


Finalmente, 


2 
Dpiano a base = H; =H +. D plano a base E 3 cm 


Gabarito: “d” 


44. (ITA/2011) 


Considere uma esfera Q com centro em C e raio r = 6 cm e um plano È que dista 2 cm de C. 


Determine a área da intersecção do plano X com uma cunha esférica de 30º em Q que tenha 
aresta ortogonal a È. 


Comentários 


Por Pitágoras no AOAC, temos: 
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R2=62-22=36-4=32:R=4V2cm 


A área determinada por uma cunha esférica de 30º no plano È pode ser observada na figura 
abaixo: 


A 


Com isso, a área acima representada, é dada por: 
es 30º 1 2. 87 
“360º ” 12 É 


8 


Gabarito: S = F cm? 


45. (ITA/2011) 


Uma esfera está inscrita em uma pirâmide regular hexagonal cuja altura mede 12 cm e a aresta 
10 h l a 
da base mede = a cm. Então o raio da esfera, em cm, é igual a 


Comentários 
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12em 


Dada a semelhança AVAO-AVO"'B, temos: 
R O'B 
12-R VB 


Sendo 0'B = E - a, onde a a aresta da base hexagonal, então: 


v3 10 

=» 0'B=5cm 

2 3 

Por Pitágoras no AVO'B, chega-se a: 
VB2=52+12º..VB=13cm 


O'B = 


Logo, 


RS q. 10 
R- B rg ™ 


Gabarito: “e” 


46. (ITA/2010) 


As superfícies de duas esferas se interceptam ortogonalmente (isto é, em cada ponto da 
intersecção os respectivos planos tangentes são perpendiculares). Sabendo que os raios destas 
esferas medem 2 cm e 3/2 cm, respectivamente, calcule 


a) a distância entre os centros das duas esferas. 
b) a área da superfície do sólido obtido pela intersecção das duas esferas. 


Comentários 
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a) 
Por Pitágoras no AO,0,4, chega-se a: 
s aa OY 5 
(0,05) = 2º+ (5) “ 0,0, = — cm 
2 2 
b) 
Atente para as relações: 
a E 
aa = Vealota 0, + Vcalota 03 


Onde: 


V, =2m:5"(5- oc) 
calota 01 2 2 1 
Veatota 0, 7 2T: 2: (2-— 02C) 
Utilizando Pitágoras no AO, AC e no AO, AC, temos: 
E = 0,4º — AC? 
0C? = 0,4? — AC? 


1402A 


Sendo AC = a então: 
0102 
AC = 7 < AC = É 
T5 5 cm 
2 
2 2 
0C? = (5) = 9 o 0,C = Ka cm 
5 10 , 
6? 8 
0,0? = 22 — (2) Do 0C == cm 
5 5 é 


Daí, 


do Aula 21 — Geometria Espacial II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 21: ITA/IME 2020 


3/3 9 97 5 
Veatota 01 = 27 2 -5 = — cm 


2 10 5 
8 ST, 
Veatota 0, =2m7"2" (2 -5) = T cm 


Finalmente, 


yi tersecçao In 8r . yyintersecção 177 3 


sólido = 5 + 5 * * sólido = 5 cm 


Gabarito: a) 0,0» =. cm b) = cm 
47.(ITA/2010) 


Um cilindro reto de altura V6/3 cm está inscrito num tetraedro regular e tem sua base em 
uma das faces do tetraedro. Se as arestas do tetraedro medem 3 cm. o volume do cilindro, em 
cm, é igual a 


nN3 


ss 


T 
e)z 


Comentários 


Pela figura AABC~AAGM, logo: 
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BC AB 
GM AG 
Como G é o centro do APQR equilátero, temos: 
1 /N3 V3 V3 
cn =5(5 3) = Descon = om 


E, sendo AG a altura do tetraedro, por Pitágoras no A4AGP, então: 


2 v3 
AG = |32 (5 z DE . AG = V6cm 


Logo, substituindo esses valores na relação de semelhança, obtemos: 


E cm 
CR 
2 


Finalmente, 


Veitindro = T ' ( 
Gabarito: “d” 


48. (ITA/2008) 


Um diedro mede 120°. A distância da aresta do diedro ao centro de uma esfera de volume 
4/37 cm? que tangencia as faces do diedro é, em cm, igual a 


a) 3V3 
b) 3V2 
c) 2V3 
d) 2V2 
e) 2 


Comentários 


R = [s3 em 


O raio da esfera pode ser calculado como segue abaixo: 
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4 4 
Vs me R? dm = em “«R=V3cm 


Logo, 


Gabarito: “e” 


49. (ITA/2008) 


Seja C uma circunferência de raio r e centro O e AB um diâmetro de C. Considere o triângulo 
equilátero BDE inscrito em C. Traça-se a reta s passando pelos pontos O e E até interceptar em 
F a reta t tangente à circunferência C no ponto A. Determine o volume do sólido de revolução 
gerado pela rotação da região limitada pelo arco AE e pelos segmentos AF e EF em torno do 
diâmetro AB. 


Comentários 


V3r 


Como bem representado acima, o volume do sólido de revolução é dado pela diferença entre 
o volume do tronco de cone DEFF" e a calota esférica ADE, logo: 


Vestido = Vtronco — Vcalota 


l . . 
Sendo de h = -a altura do tronco e ze V3r as medidas dos raios da base do tronco de cone, 
respectivamente, em que l é o lado do triângulo equilátero ABDE, e sabendo que: 


h p , , p ; , 
paso inferior superior inferior «superior 
Veronco = 3 Spase + base + Spase Spase 


Calculemos o V,,onco como segue abaixo: 
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2 2 
r 2 V3r 2 V3r 
Veronco = 3 m(V3r) +m (5 + n(v3r) "T (5) 

21mrê 

tronco — “2. 

Agora, sabendo-se que: 
h2 
Veatota = =- 6r- h); 
h=-; 


Calculemos o Valota: 


r2 
T (5) r Sar? 
Veaiota = o E (3r = 5) “ Veatota = DA 
Finalmente, 
21nr? 5rr? 217º 


Voótido = “A OA” Vsótido = 3 
3 
Gabarito: = 


50. (ITA/2006) 


As medidas, em metros, do raio da base, da altura e da geratriz de um cone circular reto 
formam, nesta ordem, uma progressão aritmética de razão 2 metros. Calcule a área total deste 
cone em m?. 


Comentário: 


(R,H,9) estão em P.A de razão 2. Logo, chamando R = H — 2 e g = H + 2, por Pitágoras, 
temos: 


g? = R? + R? » (H + 2}? = (H — 2} + H? -H =8m 
R=6 m; 
g=10m; 
Assim, 
Seta = TR * (R + g) = n: 6: (8 +10) ~ Sera = 1087 Mm? 


Gabarito: S,ora, = 1087 m? 


51. (ITA/2005) 


Um dos catetos de um triângulo retângulo mede 42 cm. O volume do sólido gerado pela 
rotação deste triângulo em tomo da hipotenusa é 7 cmº. Determine os ângulos deste 
triângulo. 


Comentários 
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Chamando de 6 o ângulo adjacente ao lado de medida $\/2 m, a área do triângulo S e a sua 
altura relativa a hipotenusa h serão dadas por: 


(WB -tano 
go 
h=V2-seno; 


Agora, pelo teorema de Pappus-Guldin, calculemos o volume do sólido de revolução em 
função de 0: 


V2 "tand 1\ sen?0 3 
p om = tm (SEI tm YZ -sen6 (5) à =-= 0 = 60º; 


3 cos 0 2 


Portanto, os ângulos desse triângulo retângulo são: 30º, 60º e 90º. 
Gabarito: 30º, 60º e 90º. 


52.(ITA/2005) 


Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridianos. Os volumes das respectivas cunhas 
esféricas contidas em uma semiesfera formam uma progressão aritmética de razão mr? /45. 
Se o volume da menor cunha for igual a zr? /18, então n é igual a 


a) 4 
b) 3 


(o) 


o 


) 

15 
e) 7 
Comentários 


Na esfera há n planos meridianos que a cortam. Esses planos determinam 2n cunhas, pois 
cada plano meridiano pertence a 2 cunhas simétricas em relação ao diâmetro da esfera, sendo 
assim, na semiesfera há n cunhas, logo: 


3 
V. = 217 2 a 
semiesfera — 3 — i-ésima 
i=1 


Onde X}; Víunha se trata da soma de n termos de uma P.A. de razão nr?/45 e primeiro 
termo mr? /18. 


Logo, 
Veemiesfera = "3. =n: 2 
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~n =6 oun=-—10(Não convém) >n = 6 


unn 
Cc 


Gabarito: 


53.(ITA/2005) 


A circunferência inscrita num triângulo equilátero com lados de 6 cm de comprimento é a 
interseção de uma esfera de raio igual a 4 cm com o plano do triângulo. Então, a distância do 
centro da esfera aos vértices do triângulo é (em cm) 


a) 3V3. 
b) 6. 
E) 5. 
d) 4. 
e) 2V5. 


Comentários 


) 
i 
[ 
1 
[j 
I 
I 
1 
I 
I 


No AOGM, por Pitágoras, temos: 
OM? = 0G? + GM? 
A medida GM é o inraio do AABC equilátero, já que G é o centro desse triângulo, e a medida 
OM é o raio da esfera. 
Logo, 


2 


e- (6) = V13 -. OG = V13 cm 


OG = 4y 0M? — GM? = 


Finalmente, por Pitágoras no AOGA, temos: 
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2 


v3 
0A? = 0G? + GA? 0A = |(VI3) + S . 6) : 0A=5cm 


unn 
Cc 


Gabarito: 


54. (ITA/2004) 


Considere um cilindro circular reto, de volume igual a 3607 cm?, e uma pirâmide regular cuja 
base hexagonal está inscrita na base do cilindro. Sabendo que a altura da pirâmide é o dobro 


da altura do cilindro e que a área da base da pirâmide é de 543 cm?, então, a área lateral da 
pirâmide mede, em cm?, 


a) 18/427 
b) 27427 
c) 36V427 
d) 108V3 

e) 45/427 


Comentários 


Dado que Spase hexagonal = 54N3 cm?, então: 


3/3 
——.a=543:a=6cm 


Onde a é a aresta do hexágono; 
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Dado que Vitinaro = 3607 cm?, temos: 
na? H = 3607 :. H =10cm 
Onde H é a altura do cilindro; 
Por Pitágoras no AOMV, temos: 
2 
% 


MV? =(—. a) + (2H)? + MV = [(3U3)+202:: MV = V427 cm 


2 
; a:MV 
Finalmente, como Siateral pirâmide = 6" ai chega-se a: 


6:v427 


= A = 2 
Siateral pirâmide — 2 + lateral pirâmide — 18v427 cm 


uan 
a 


Gabarito: 


55. (ITA/2004) 


A área total da superfície de um cone circular reto, cujo raio da base mede R cm, é igual à terça 
parte da área de um círculo de diâmetro igual ao perímetro da seção meridiana do cone. O 
volume deste cone, em cm?, é igual a 


e) m/NV3Rº 
Comentários 
Sendo D = 2r o diâmetro igual ao perímetro da seção meridional do cone, temos: 
D=2r=2:(R+g)-r=R+g 
Onde g é a geratriz do cone; 


Com isso, 
1 
Stotaı = T'R: (R +g) = 3: T: (R +g) ~ 3R=R+g+g=2R 


Sendo H = /g?-R? = (2R)? — R? = V3R, então: 


-mR R mR VBR l 
Gabarito: “e” 
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56. (ITA/2003) 


Quatro esferas de mesmo raio R > O são tangentes externamente duas a duas, de forma que 
seus centros formam um tetraedro regular com arestas de comprimento 2R. Determine, em 
função de R, a expressão do volume do tetraedro circunscrito às quatro esferas. 


Comentários 
Por simetria o tetraedro com vértices nos centros das esferas e o tetraedro tangente 
externamente às esferas possuem o mesmo centro, sendo assim, calculemos a distância de uma das 


faces de cada um dos tetraedros ao centro, para assim, achar à razão de semelhança entre eles, e, 
portanto, a relação entre os volumes deles, já que o volume do primeiro é conhecido e dado por: 


2N2R? 
Vi = 3 


Logo, 


Para o tetraedro de aresta conhecida, é sabido que tal distância é dada por: 


Já para o tetraedro tangente externamente às esferas, basta notar que a distância de uma 
de suas faces ao centro é igual a d, = d, + R.(Para perceber isso pense que o tetraedro menor está 
se expandindo, mantendo seu centro fixo, até se tornar o tetraedro maior, e, portanto, as faces dos 
2 tetraedros são paralelas 2 a 2. Sendo assim, a distância entre as faces deles se torna R, já que o 
plano determinado por uma certa face parte de uma região em que o centro da esfera está contido 
nele até uma região em que tal plano é tangente à essa esfera) 


Logo, 
d, =d +R = E +R; 
2 1 1/6 , 
tr 
k = «k=1+6 
Es 


Onde k é a razão de semelhança entre os tetraedros. 


Finalmente, 


2V2R? 
V =V k aV = (1+4 3 Ni E 


Gabarito: (1 + 6) - is 


57.(ITA/2003) 


Considere o triângulo isósceles OAB, com lados OA e OB de comprimento V2R e lado AB de 
comprimento 2R. O volume do sólido, obtido pela rotação deste triângulo em torno da reta 
que passa por O e é paralela ao lado AB, é igual a: 
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a)mRº/2 
b) mR? 


4TR3 
3 


c) 
d) V27Rº 
e) V37Rº 
Comentários 


Pelo teorema de Pappus-Guldin: 


VET d 
Onde d é a distância entre o baricentro do triângulo e a reta à qual o triângulo gira; 
Logo, 
V = 2r: (E) f (=), sendo h = | (VZR) —R2..h=R 
= 41Rê 
3 
Gabarito: “c” 


58. (ITA/2002) 


Seja S a área total da superfície de um cone circular reto de altura h, e seja m a razão entre as 
áreas lateral e da base desse cone. Obtenha uma expressão que forneça h em função apenas 
deSem. 


Comentários 
Sejam g a geratriz e R o raio da base do cone. 
Com isso, por Pitágoras, temos: 
h? + R? = g? ~ h = { g? — R? 


Dado que Siateral = M * Shase * TRg = m : (TR?) ~ g = mR, então: 


h = 4 (mR)? — R? : h = ym? — 1- R 


Mas, 
S=nR:(R+g)=nR:(R+mR) -+ S=nR?:(m+1)» 
S = 
n(m + 1)' 
Portanto, 
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Gabarito: h = ronca 


59. (ITA/2002) 
Considere a região do plano cartesiano xy definida pela desigualdade 
x? +4x +y? —-4y-8<0. 


Quando esta região rodar um ângulo de 7/6 radianos em tomo da reta x + y = 0, ela irá gerar 
um sólido de superfície externa total com área igual a 


a) 1287/3 
b) 1287/4 
c) 1287/5 
d) 1287/6 
e) 1287/7 


) 
) 


Comentários 
x? +4x +y? —-4y-8<0-. 
(x? + 4x +23) + (y? -4y +2) SEn 
(x + 2)? + (y — 2)? < 4? — círculo de centro (—2,2) e raio 4 


Como o centro dessa circunferência está na reta x + y = 0, o sólido obtido se dá pela rotação 
dessa circunferência em torno de seu diâmetro e se trata de 2 cunhas meridionais, cujo ângulo de 
abertura de cada uma delas é de 30°. 


Com isso, 


ângulo de abertura 
Sexterna total = cunhas meridionais 7 2 ' 


- 4r R? 2nR?) 
360° TR + 2T 


Onde R éo raio da esfera. 
Finalmente, 
30° 167 
Sexterna total = Scunhas meridionais = 2* (ns 47:42 +27: 42) = 2.: (= + 32m) “ 
1287 


Sexternatotal = 3 


unn 
a 


Gabarito: 


60. (ITA/2001) 


O raio da base de um cone circular reto é igual à média aritmética da altura e a geratriz do 
cone. Sabendo-se que o volume do cone é 128m mê, temos que o raio da base e a altura do 
cone medem, respectivamente, em metros: 


a)9e8 
b)8e6 
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c)8e7 
d)9e6 
e)10e8 
Comentários 
É dado que R = s = g = (2R — h), onde R,h,g são o raio da base, a altura e a geratriz de 
um cone, respectivamente. Somado a isso, por Pitágoras, g? = R? + hº. 
Logo, 


3R 
(QR-h)2=R?+h2..4R2-4Rh=R?2:.3R=4h his — 


Finalmente, usando o fato de que V = 1287 mí, temos: 
1 3R 
V= 1287 = q: TR? -h + 384 = R? - (Z) ~ RÈ? =512-.R=8m>h=6m 
Gabarito: “b” 


61. (ITA/2000) 


Um cilindro circular reto é seccionado por um plano paralelo ao seu eixo. A secção fica a 5 cm 
do eixo e separa na base um arco de 120°. Sendo de 30V3 cm? a área da secção plana 
retangular, então o volume da parte menor do cilindro seccionado mede, em cm?, 


a) 307 — 10V3 


b) 307 — 20 V3 
c) 207 — 10V3 
d) 507 — 25V3 


e) 1007 — 753 


Comentários 
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Sendo A a altura relativa ao vértice A do AABC, ou seja, h = 5 cm, note que: 


() 


tan 60º = "x = 2h tan 60° «x=2:5:/3:x=10/3cm 


Dado que S = xy = 303 cm?, temos: 


303 
y= E ~y =3cm 
Com isso, sendo R o raio da base circular do cilindro, chega-se a: 
past = 10 cm 
cos 60° (5) 


120º 10V3-5 g 
360º 2 


Vestido menor = (Sarco 5t Ee SnaBc) 'y = G " 10°) ' 
V sólido menor = 1007 — 75V3 cm? 


Gabarito: “e” 


62. (ITA/2000) 


Um cone circular reto com altura de V8 cm e raio da base de 2 cm está inscrito numa esfera 
que, por sua vez, está inscrita num cilindro. A razão entre as áreas das superfícies totais do 
cilindro e do cone é igual a 


gea 
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9(NZ-1) 


4 


9(V6-1) 
4 


b) 


c) 


d) es) 


9(VZ-1) 


16 


e) 


Comentários 


N 


emo E 


A área do cone Scone é dada por Scone = nr(r + 9). 


Como g = Vr? +h?:.g = [2º + (v3) = V12 ~. g = 2V3 cm, então: 
Scone =T: 2> (2 F 2V3) ^ Scone = 4n(1 + v3) cm? 


Pela figura acima, note que a altura do cilindro é igual ao diâmetro de sua base, sendo R o 
circunraio do AABC, que, por sua vez, possui lados 4 cm,a,a, sendo AB = AC = a. Diante disso, 
pela fórmula da área do AABC em função do circunraio, chega-se a: 


C ACU pe a? o a? 
2 4R WB WZ 


Agora, relacionemos, por Pitágoras, a medida a com a altura do AABC, como segue abaixo: 


2 = 4? + (vE) ' a? = 12 cm? 


S= 


Daí, 


Com isso, 


2 9 547 
Scitinaro = 21R (R + 2R) = 6TR4 = 6T ` (5) “ Seilindro = 2 cm 
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Finalmente, 
Scilindro = 547 : 1 . Scilindro = _27(73-1) 1) 
2 4m(1 + 33) Scone 8 


Scone 
Gabarito: “d” 


63. (ITA/1999) 
Num cone circular reto, a altura é a média geométrica entre o raio da base e a geratriz. A razão 


entre a altura e o raio da base é: 


1+5 
a) e 


—1+V5 


2 


á V-14V5 
2 


=1+45 


3 


) 145 
2 


b) 


d) 


Comentários 
Sendo h, r e g a altura, o raio da base e a geratriz, respectivamente, temos 


h=. Jr:ga hk? =r'g 


Mas, 
=r? + hk? & g =X (r? +h?) 


g’ 
Logo, 


h? =r: y0? +h)» 6 E ( i ©) 


h x 
Chamando x = = então: 


eqitrsrrsltrar-g-l=l 


Por fim, a solução viável para a equação biquadrada é: 


2 1+5 
XxX '= 2 o 


Gabarito: “e” 


64. (ITA/1998) 
Considere um cone circular reto cuja geratriz mede V5 cm e o diâmetro da base mede 2 cm 


Traçam-se n planos paralelos à base do cone, que o seccionam determinando n+1 cones 
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incluindo o original, de modo que a razão entre os volumes do cone maior e do cone menor é 
2. Os volumes destes cones formam uma progressão aritmética crescente cuja soma é igual a 
27. Então, o volume, em cm?, do tronco de cone determinado por dois planos consecutivos é 
igual a: 

TT 


a) 


b) Z 


33 


Comentários 


Sendo r a razão da P.A. formada pelos volumes de cones formados, temos: 


Vn+1 Vi +nr 
V, A 1=n7 
Dado que a soma dos n + 1 termos dessa P.A. é 27, então: 
Vi +V Vit Vi tnr 
VEA e aa SEN O (41) 
nr +nr +nr 3nr:(n+1 
2 2 
4T 
n(n +1) = — (I) 
3r 
Mas, são fornecidos a geratriz g e o diâmetro da base 2r do cone. 
Logo, 
nr? g? -— r? 2-1-7 T 
Vaiti So ae a +nr Pa e ha +nr=2nren = qo UI) 


Por (I) e (II), então: 


—( +D)=De—+1=4: = jim m? 
3 asa Sr Cc 
“er 


Gabarito: 


65. (ITA/1997) 


A altura e o raio da base de um cone de revolução medem 1 cm e 5 cm respectivamente. Por 
um ponto do eixo do cone situado a d cm de distância do vértice, traçamos um plano paralelo 
à base, obtendo um tronco de cone. O volume deste tronco é a média geométrica entre os 
volumes do cone dado e do cone menor formado. Então d é igual a 
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Comentários 
Seja r o raio do cone menor formado, por semelhança entre os dois cones, temos: 


1 
Veone menor = 3 " " 3 " " 3 


= E 2. = 
Veone maior — 3 T5 1= cm 


Vironco = Vcone maior — Veonemenor = 


Dado que Vtronco = V Veone menor ` Veone maior» então: 


25 25rd? 257 
A. a-d?) = — Ta (1 -d3) = V8 + (1 - d8)? = d? + d6- 3d? +1 = 0 


3 3 = 
As soluções reais para tal equação são d = a cm e d = Es cm, como d<1cm, 
conclui-se que: 
P 3- v5 
E 2 
66. (ITA/1995) 
O raio de um cilindro de revolução mede 1,5 m. Sabe-se que a área da base do cilindro coincide 
com a área da secção determinada por um plano que contém o eixo do cilindro. Então, a área 


total do cilindro, em m?, vale: 
a) 312/4 

b) 9m(2 + 1)/4 

o)n(2+7) 

d)m?/2 


Gabarito: “b” 
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e) 3m(m + 1)/2 


Comentários 


Dee pit 


Seja H a altura do cilindro, dado que a área da base Spase é igual à área da secção ABCD, 
então: 


1,5 
Logo, 
1,57 9 3m 
Stotai = 2T: 1,5: (1,5 + H) = 37 > (1,5 iz =) ^ Stotal = 3T: G ij 4) E 


97 
Seotal = 4 i (2 + 1T) m? 
Gabarito: “b” 


67.(ITA/1995) 


Um cone circular reto tem altura 12 cm e raio da base 5 cm. O raio da esfera inscrita neste cone 
mede, em cm: 


a) 10/3 
b) 7/4 
c) 12/5 
d) 3 
e)2 


Comentários 
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Sendo O o centro da esfera inscrita no cone, note que AVAO-AVBC. 
Com isso, 
VO VC 12-R VC 
OA BC R 5 
Por Pitágoras no AVBC, temos: 
VC = y 52 + 122 ~ VC = 13cm 
Logo, 


in E E E E e 
R RR = E = 5 =- m 


uan 
a 


Gabarito: 


QUESTÕES IME COMENTADAS 


68. (IME/2019) 


Um cubo com diagonal principal AG é interceptado pelo plano æ, perpendicular à AG, 
formando uma seção hexagonal regular. Calcule, em função da aresta a do cubo: 


a) o apótema dessa seção hexagonal; 
b) o raio da esfera que é tangente a essa seção e às faces do cubo que contém o vértice A. 
Comentários 


A dificuldade nessa questão está em ter a visão geométrica para desenhar a situação. A 
questão afirma que o plano a forma uma seção hexagonal regular no cubo, logo, devido à simetria 
do cubo, temos um hexágono regular cujos vértices são os pontos médios da aresta do cubo. 
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OF 


L M 


a) Seja l o lado do hexágono formado, então, seu apótema é dado pela medida de h: 


1V3 
h = l- sen(60°) = EA 


Sabendo que os vértices do hexágono são os pontos médios das arestas do cubo, temos: 


av2 
>l = —— 


a 
l: sen45°) = 5 3 


b) A esfera tangente às faces do cubo e à seção hexagonal é uma esfera inscrita na pirâmide 
hexagonal regular. 
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O centro O do hexágono é o ponto médio da diagonal principal AG, logo, a altura H é igual à 
metade da diagonal principal do cubo: 


fas av3 
“2 
Sabemos o valor de h, podemos aplicar o teorema de Pitágoras para calcular b: 


2 2 
p =r + H a p = (DÊ) (5) aa 


4 2 4 
Perceba que AAPQ~AAOT , desse modo: 
AQ AT H-R b H b hH 
oa r nr o 
Substituindo os valores, encontramos: 
EN) 
4 2 3V2 


a:3V2 av6 ` 2(8V2+v6) 
4 4 


paa 


Gabarito: a) axe b)R = e 


69. (IME/2017) 


Ji a . P E f à 
Em um cone equilátero são inscritas duas esferas de raios Bae e R, conforme a figura abaixo. 


Um plano secante ao cone é traçado de forma que este seja tangente às duas esferas. 


Determine em termos de R o maior segmento possível que une dois pontos da curva formada 
pela interseção do referido plano com o cone. 


Comentários 
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Na figura acima, note que o plano secante ao cone e tangente às esferas define uma curva 
elíptica de focos F; e F}. 


Para comprovar isso, basta provar que para um ponto genérico P da curva, (PF, + PF,) é 
constante. 


Para isso, note que as retas PF, e PB são ambas tangentes à esfera de centro 04, ou seja, 
possuem mesma medida. 


Daí, 
PF, = PB 
Analogamente, as retas PF, e PA são ambas tangentes à esfera de centro 03. 
Daí, 
PF, = PA 
Logo, 


(PF, + PF,) = PA + PB = AB 


Como AB é constante, já que os círculos definidos pelas duas esferas no cone são únicos, tal 
curva é uma elipse de fato. 


Sabendo-se disso, o segmento solicitado no enunciado se trata do eixo maior da elipse 2a. 


Mas, atentando-se à figura acima, temos: 


AB = RS = 2a. 
2a = RS = RV — SV = 0Ā}R : cot 30° — 045S : cot 30° = (0 R — 0,8): cot 30° 
V3-1 x 
Sendo O R = R e 0}S = aa R , então: 
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V3-1 2V3R  2V3R NV3-1 
2a=|R— R |: cot 30º E . KA 


V3 +1 
Gabarito: 2a = (3 — V3)R 
70. (IME/2016) 


Um cone é inscrito em um cubo ABCDEFGH de forma que a base do cone é o círculo inscrito na 
base ABCD. O vértice do cone é o centro da face oposta do cubo. A projeção do vértice H na 


base ABCD coincide com o vértice D. Determine a área da seção do cone pelo plano ABH em 
função de a, a medida da aresta do cubo. 


Comentários 


A área correspondente à intersecção do plano ABH no cone se trata de uma elipse, que é a 
curva formada pela intersecção de um plano oblíquo sem passar pela base a um cone. 


A fim de calcular a área dessa elipse, seja a figura de uma face lateral do cubo abaixo: 


PR Aula 21 — Geometria Espacial II 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 21: ITA/IME 2020 


B 


Note que o segmento BP corresponde ao eixo maior da elipse 2a”. 


Assim, no ABPQ e ACPQ, temos: 
h = BQ -tg 45° = QC : cotg 0 -. BQ = QC : cotg 0 


Mas, sendo cotg 0 = Ton 2, chega-se a: 
co a 
BQ 
A 
Como BQ + QC = BC = a, temos: 
E _ 2a 
t= 
Com isso, 
po BQ | , 2N2a ,_ N2a (1) 
i ~ cos45° ` ia 3 RE 3 


Agora, façamos uso da seguinte relação, onde e é a excentricidade da elipse, para encontrar 


o valor do eixo menor 2h”: 


_ cos45º 
~ cos6 
1 1 2 
como cos% quiero T foi vo tn 
4 
1 v5, vão 
e= 2 SERES 4 
Ma Ni, ES arpiogr 3 (N20) (31 3a? 
AR dp o o “ANE) BT 36 
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v3a 
b' = — (1 
6 
Finalmente, sendo a área de uma elipse dada por S = ra'b', chega-se a: 
V2a vV3a V6m:a 
Setipse = Sseção =: Eu i Ea * Jseção T ~ig 
Gabarito: S seção = Sra 


71. (IME/2010) 


Sejam ABC um triângulo equilátero de lado 2 cm e r uma reta situada no seu plano, distante 3 
cm do seu baricentro. Calcule a área da superfície gerada pela rotação deste triângulo em torno 
da reta r. 


a) 87 cm? 
b) 97 cm? 
c) 127 cm? 
d) 167 cm? 
e) 367 cm? 
Comentários 
Utilizando o Teorema de Pappus-Guldin, como segue abaixo, temos: 
Ssótido = 2TXL; 
Onde: 
x: distância da reta r ao centro de massa do AABC; 
L: perímetro do AABC; 
Ssótido = 27" 3 6 ^ Ssótido = 36T cm? 


Gabarito: “e” 
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7. CONSIDERAÇÕES FINAIS DA AULA 


Chegamos ao final do curso. Ao longo da lista de exercícios, você deve ter percebido que a 
maioria dos problemas de geometria espacial podem ser resolvidas por geometria plana. A grande 
dificuldade nas questões de geometria espacial é ter uma boa imaginação para conseguir imaginar 
os objetos descritos nos enunciados. Por meio da resolução de diversas questões, conseguimos 
melhorar isso. 


Lembre-se! O melhor caminho para aprender Matemática é resolvendo questões! Vimos 
todos os temas que podem ser cobrados nos vestibulares do ITA/IME. Agora, você está pronto para 
enfrentar as provas! Boa sorte e espero ver seu nome na lista de aprovados! 


Quaisquer dúvidas, você pode entrar em contato conosco pelo fórum de dúvidas ou caso 
prefira: 
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LISTA DE QUESTÕES INÉDITAS 


1. (Inédita) 


Em um triângulo ABC traça-se a ceviana interna BD tal que DÊC = 90º, ABD = BĈA e DC = 
2(AD).Se BÂC = q, o valor de seca é: 


a) 2 

b) V2 

c) 2V3/3 
d) 6 — 2 
e) V6 + 2 


2. (Inédita) 
O valor de 
(cos(2a) — isen(2a)) (cos(b) + isen(b))” P (cos(2a) + isen(2a))(cos(b) — isen(b))” 
cos(a + b) + isen(a + b) cos(a + b) — isen(a + b) 
É igual a: 
a) 2sen(a + b) 
b) 2 cos(a + b) 
c) 2 cos(2a + 2b) 
d) 2isen(b — 3a) 
e) 2 cos(b — 3a) 


3. (Inédita) 


Seja À a circunferência de equação x? — 2x + y? = 0. Se r é uma reta que intercepta À no 
ponto P = (1,1) e forma um ângulo de 45º com o eixo das abcissas, então a equação da reta 
que é tangente à circunferência e é perpendicular à r cujo ponto de tangência se encontra no 
primeiro quadrante é 


a)y +x=vV2-1 


b) y +x = V2 
c)y+x=vV2+1 
d) y +x = -V2 
eJy-—-x=1 
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4. (Inédita) 
Considere as seguintes afirmações: 
|. se a, b, c são números reais positivos e a + b + c = 1, então a? + b? + c? > 1/3. 


Il. se æ, P, y são ângulos internos de um triângulo, então tga + tgB + tgy = tga : tgB : tgy. 


il.V20 + 14V2 + V20 — 14V2 = 4. 
É(são) VERDADEIRA(S) 

a) apenas |. 

b) apenas le Il. 

c) apenas le III. 

d) apenas Ile III. 


e) todas. 


5. (Inédita) 


Assinale a opção que identifica o lugar geométrico descrito pelos afixos de Z E C tal que 
1 
zZz=1iFtit m Zr ER={0 
i 1+ri r t0) 


a) Uma reta 

b) Uma circunferência 
c) Uma elipse 

d) Uma hipérbole 


e) Uma parábola 


6. (Inédita) 


Em um prisma hexagonal regular, as faces laterais são regiões quadradas cujos lados medem 
a. Um plano a passa por uma aresta da base inferior e pela aresta diametralmente oposta da 
base superior. A área do plano interna ao prisma é igual a: 


a) a? 

b) 3a? 
c) 6a? 
d) 9a? 
e) 12a? 


47) 
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7. (Inédita) 


Seja p(z) = zf + z? +bz? + az+a um polinômio tal que a e b são números inteiros 
consecutivos. Sabendo que 2i é uma raiz do polinômio, a soma dos módulos das raízes de p(z) 
é igual a 


a) 5 
b) 4 + 23 
c) 6 
d) 8 
e)5 + v5 


8. (Inédita) 


Sejam a, b, c, d números reais positivos e diferentes de 1. Considere as seguintes afirmações: 


1 
I. In e!º824* + log, b - log, a é um número irracional. 
loga c 


“logab c 


II = 1 + loga b. 


III. Se log4 a ,loga b, log; c formam nesta ordem uma progressão aritmética, então b? = 2ac. 
É(são) VERDADEIRA(S) 

a) apenas |. 

b) apenas II. 

c) apenas III. 

d) apenas II e III. 


e) todas. 


9. (Inédita) 


Um seletor de números aleatórios apenas pode selecionar um dos nove números inteiros 
1, 2, ...,9, e essas seleções são feitas com a mesma probabilidade. A probabilidade de, após n 
seleções (n > 1), o produto dos n números selecionados ser divisível por 10 é 


s H, 


8 


2 

pa 

| 
ET 

o | 
pedia Ae 
3 3 
| 
E SS 
ola 
Na 
3 

l 
ZEN 
ONES 
S 
z 


O 
— 
pa 
| 
EO 
ole 


Ni 
3 


o: 
pa 
| 
AN 


D 
— 
pa 
| 
Pag 
ole olun 
Ner 
3 
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3 
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10. (Inédita) 
d Eis 
Seja f: R — [- 2) > R definida por 


T pa 
Jx ~ cex+d 


Na qual a,b,c e d são números reais não nulos. Sabendo que f(19) = 19, f (97) = 97 e 
f(f@œ)) = x, então, o valor de f (59) é igual a 

a) 1579 

b) 1237 

c) 236 

d) 118 

e) 59 


11. (Inédita) 
O sistema de inequações 


(x—1)2+y2<1 


x+yz0 
y=xtr 220 

Delimita uma região no plano cuja área é igual a 

mt-—3 
uT 

m—1 
ba 

n+3 
Ba 

n+2 
Em 
e) mE 


12. (Inédita) 

Se A e B são matrizes quadradas não singulares de ordem n, considere as afirmações 
|. AT . A é uma matriz simétrica. 

Il. Se A e B são matrizes antissimétricas e AB é simétrica, então AB = BA. 

ii (4 AACS A 

É(são) VERDADEIRA(S) 


a) Apenas |. 
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b) Apenas Il. 
c) Apenas III. 
d) Apenas ll e III. 


e) Todas. 


13. (Inédita) 


A soma das soluções distintas da equação 
4 4 7 
sen'x + cos" x = 8 


com x E [0,27], é 
a) 471 
b) 57 
c) 6T 
d) 77 


e) 87 


14. (Inédita) 


A razão entre a altura de um cone e o raio da esfera circunscrita a este cone é igual a 3/2. 
Podemos afirmar que a relação entre o volume do cone e o volume da esfera é igual a 


a) 9/32 
b) 9/16 
c) 9/64 
d) 3/4 
e) 3/16 


15. (Inédita) 
Se w1, W2, W3 São as raízes cúbicas da unidade imaginária, então o valor de 


w2? + w2 + w2 
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e)w, + wo + w3 


16. (Inédita) 
Seja uma função g : R — R, a qual satisfaz a seguinte expressão: 
x + g(x) = g(9(x)), Yx ER. 


Mostre que a função g é injetora e, em seguida, calcule todas as soluções da equação 
g(g(x)) = 0. 


17. (Inédita) 


Considere um triângulo qualquer AABC. Os quadrados BCHI e ABFG são formados 
externamente sobre os lados BC e AB do triângulo AABC. Dessa maneira, demonstre que o 
segmento FI tem o dobro do comprimento da mediana BP do triângulo AABC. 


18. (Inédita) 


Certo polinômio g(x), quando dividido por x + 1, deixa resto 5. Quando dividido por (x? + 
1), deixa resto 4x + 7. Sabendo que o resto da divisão de g(x) por (x + 1) (x? + 1) é igual a 


R(x) = ax? + bx + c, determine o valor de ya? + b2 + c°. 


19. (Inédita) 


Sabendo que o valor numérico da expressão: 


E = (= +tg 1º) (= 120 2º) (= Ttg 3º) gi (= +tg 58°) (= ttg 59°) 
ph 


JF’ onde p, r, q e s são números primos distintos, determine o valor de p + q + 
T 


é da forma 


r+s. 


20. (Inédita) 


Em um shopping estão estacionados 50 carros lado a lado, dispostos em linha reta, ocupando 
todas as vagas disponíveis. Euclides estaciona sua moto entre 2 desses 50 carros. Quando 
Euclides retorna, ainda estão estacionados 29 dos 50 carros. Determine a probabilidade de as 
duas vagas adjacentes à moto de Euclides estarem vazias. 


21. (Inédita) 


Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretângulo de vértice O, determinando o 
AABC de lados BC =a, AC = be AB =c. Determine as distâncias dos vértices desse 
triângulo ao vértice O do triedro e encontre o valor da altura h do tetraedro OABC em relação 
à base AABC, tudo em função de a,b ec. 
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22. (Inédita) 


x+ay+alz = a? 
Determine para que valores de a, b e c o sistema 4 x + by + b?°z = b? é determinado. 
x+cy+c?z=c 


23. (Inédita) 


: : Fa gua E 1 Z 
Sejam q e p respectivamente os valores mínimo e máximo da expressao |z = | em que ze 


um número complexo tal que |z| = 2. Determine o valor de a? + 8°. 


24. (Inédita) 


Os ângulos da base AD do trapézio ABCD são iguais a 2a e 28. Sabendo que o trapézio é 
circunscritível, encontre o valor de BC/AD em função de q e $. 


25. (Inédita) 


. R 5 É RE 
Determine as equações das retas que passam pelo ponto (- > 5) e que são tangentes à cônica 


2x? + 3y? = 35. Em seguida, calcule as retas bissetrizes dos ângulos formados entre as retas 
tangentes encontradas 


GABARITO 


se po S md ar TA 
vovToMo mo 


15.e 

16.8 = {0} 

17. Demonstração 

18. va? +b? +c? =9 
19.p+q+r+s= 93 

20. Probabilidade = 6/35 
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24h2. p2 24r2-n2 24r2-h2 
at+b--c b*+c“—a a“+c“—b 1 2 2 
21.0C = 104 = ——— :0B = ;— = ———— +>——— + 
2 2 2 h? a?ł+b?-c? qa?+c?-b2 
2 


b2+c2-a? 


22.a£Db AC 

23.02 +p == 

24. = tga : tgf 

25. Retas tangentes r: 3y — 8x — 35 = 0; s: 9y + 4x — 35 = 0; 

Retas bissetrizes t: (3/97 — 9473)y — (8V97 + 4N73)x = 35(V97 = 473) 
= 0; v: (3/97 + 9/73)y — (8/97 — 473)x — 35(V97 + V73) = 0 


LISTA DE QUESTÕES INÉDITAS COMENTADAS 


1. (Inédita) 


Em um triângulo ABC traça-se a ceviana interna BD tal que DÊC = 90°, AÊD = BÊA e DC = 
2(AD). Se BÂC = q, o valor de seca é: 


a) 2 
b) 2 
c) 243/3 
d) v6 — v2 
e) V6 + V2 
Comentários 
B 
A p C 


Podemos observar no A4BC que a + 8 + (90º + 6) = 180º, então: 


«+20 =90º| (I) 


Aplicando a lei dos senos nesse triângulo: 
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3x o BC 
sen(90º +0) sena 


Emo 
cos (o 


Usando a lei dos senos no ABCD: 
2x BC 
sen(90°)  sen(a +98) 
Da relação (1), temos: 
æ +20 = 90° > a + 0 = 90° — 98 


sen(90º) sen(90º— 6) E cos 6 o 


Substituindo BC de (II) em (IHI): 


3x - sena 1 3:-sena 


Logo: 


2X 


2 
2 
. > 2 = ———— > sena = -cos 6 
cos 8 cos 0 cos? 0 3 


Sabendo que cos 20 = 2 cos? 0 — 1, podemos escrever: 

2 cos? 0 = cos20 + 1 
cos20 +1 

> sen & = ~a 

De (I), temos 20 = 90° — q: 

o cos(90º —- a) +1 

ARE SOR 

Lembrando que « < 90º, então: 


1 
sena > 3sena = sen a + 1 > sena = 


a = 30° 


1 
seca = sec 30° = ——— = 


1 243 
cos30° 3 3 
2 


unn 
Cc 


Gabarito: 


2. (Inédita) 
O valor de 
(cos(2a) — isen(2a))(cos(b) + isen(b))” n (cos(2a) + isen(2a))(cos(b) — isen(b))” 
cos(a + b) + isen(a + b) cos(a + b) — isen(a + b) 
É igual a: 
a) 2sen(a + b) 
b) 2 cos(a + b) 
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c) 2 cos(2a + 2b) 
d) 2isen(b — 3a) 
e) 2 cos(b — 3a) 
Comentários 
Método 1) Podemos usar a fórmula de De Moivre para resolver essa questão: 
z” = |z|” (cos 0 + isen0)" = |z|” (cos(n8) + isen(n0)) = |z|”cis (n0) 
Desse modo, reescrevendo os termos da expressão: 


(cos(2a) — isen(2a))(cos(b) + isen(b)) r (cos(2a) + isen(2a))(cos(b) — isen(b))” 


cos(a + b) + isen(a + b) cos(a + b) — isen(a + b) 
(cos(2a) — isen(2a))(cos(b) + isen(b))” (cos(2a) + isen(2a))(cos(b) — isen(b))” 
cos(a + b) + isen(a +b) i cos(a + b) — isen(a + b) 
(cis(-2a))(cis(b))” (cis(2a)) (cis(=b))º 

cis(a + b) ii cis|—(a + b)|] 
(cis(-2a))cis(2b) (cis(2a))cis(—2b) 
cis(a + b) cis|—(a + b)|] 


Usando as propriedades dos complexos na forma polar, temos: 
cis[-2a + 2b — (a + b)] + cis{2a — 2b — [—(a + b)]) 
cis(b — 3a) + cis(3a — b) 
cis(b — 3a) + cis[—(b — 3a)] 
cos(b — 3a) + isen(b — 3a) + cos(b — 3a) — isen(b — 3a) 
+ 2 cos(b — 3a) 


Método 2) Também podemos resolver usando a fórmula de Euler: 


Seja e“! = cosa + i sen a e e” = cosb + i sen b, daí: 


2ai — cos 2a + i sen 2a 


e 
e~? = cos(—2a) + i sen (—2a) 
ei = cos 2a — i sen 2a 
Além disso: 
ePi = cos b — i sen b 
Seja I a equação do enunciado, substituindo essas relações em T: 
e724 . (ei) e2ai : Condo 
[= que fogao 
eT2ai . e2bi e2ai e e~?2Þi 


l = om t g roi 
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I= e(3A+bJi + eGa-bdi 
I=cos(-3a+b)+isen(-3a+b)+cos (3a — b) +isen(3a — b) 
I = 2 cos(3a — b) = 2 cos(b — 3a) 


Gabarito: “e” 


3. (Inédita) 


Seja À a circunferência de equação x? — 2x + y? = 0. Se r é uma reta que intercepta À no 
ponto P = (1,1) e forma um ângulo de 45º com o eixo das abcissas, então a equação da reta 
que é tangente à circunferência e é perpendicular à r cujo ponto de tangência se encontra no 
primeiro quadrante é 


a)y +x = V2- 1 
b) y +x = V2 
dy+x=v2+1 
d) y +x = —V2 
e) y-x=1 


Comentários 


Como r forma um ângulo de 45° com o eixo das abcissas, temos m, = tg 45° = 1. Assim, a 
equação de r é dada por: 


r:y=x+c 
Se a reta r intercepta A em P = (1,1), então, substituindo esse ponto na reta, temos: 
1=1+c 
c=0 
Logo: 
r: y =x 


Seja t a reta pedida. Sabendo que t é perpendicular à r, temos válida a relação m, : m, = 
—1, na qual m, é o coeficiente angular de t. Desse modo: 


m,:1=-—1 
m,=-1 
A equação de t é dada por: 
tiy=-—x+k 


Agora, podemos encontrar o valor de k de dois modos diferentes. Veja: 
Método 1) 
Substituindo t em À para encontrar o valor de k: 
x? — 2x + x? — 2xk + k? = 0 
2x? — x(2 + 2k) + k? = 0 
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Para que t seja tangente, ela deve intersectar À uma única vez, logo, o À deve ser nulo: 
A=(-2-2k)2-4.2.k?=-4k +8k4+4=0 
k2-2k-1=0 
k? -2k +1=2 
(k-1} =2 
k=1+v2 
k=1-vV20uk=1+42 
Assim, da equação de t: 
tiy+tx=k 
O enunciado afirma que t possui ponto de tangência no primeiro quadrante, então, devemos 
ter y +x = k > 0. Como k =1-— V2 < 0, esse coeficiente linear não serve. Portanto, a equação 
deté 
tiy+tx=1+2 


Método 2) A equação da circunferência pode ser escrita como: 
x? -2x+y2=0>x]-2x+1+y72=1>(x-1)2+9y2=1 


Representando a situação no plano cartesiano: 


Como AB//r, temos BÂC = 45º e, 
portanto, AABC é isósceles com AB = 
BC. 


Podemos aplicar o teorema de 
Pitágoras no triângulo ABC, sabendo que 
AB = 1 (raio da circunferência), temos: 


AC? = AB? + BC? 
> AC = V2 
Desse modo: 


k-1=V2>k=1442 


tiytx=1+2 


Gabarito: “c” 


4. (Inédita) 
Considere as seguintes afirmações: 


I. se a, b, c são números reais positivos e a + b + c = 1, então a? + b? + c? > 1/3. 
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Il. se æ, P, y são ângulos internos de um triângulo, então tga + tgp + tgy = tga - tgB -tgy. 


1.420 + 1442 + V20 — 1442 = 4. 
É(são) VERDADEIRA(S) 
a) apenas |. 
b) apenas le Il. 
c) apenas le III. 
d) apenas II e III. 
e) todas. 
Comentários 
I) Sabendo que a média quadrática é maior ou igual à média aritmética, temos: 


MQ > MA 


a? +b’ +c? atb+tc 
3 = 3 


Substituindo a + b + c = 1 e elevando ao quadrado (já que ambos os termos são positivos): 
a? +b? +c? 1 
3 9 
a? + b°? +c? > : 
Portanto, o item é VERDADEIRO. 
Il) Como, a + 8 + y = 180º, então, tg(a + 8 +y) = tg(180º) = 0. Desse modo: 
tg(a +p) +tgy 
AEE pR 1=tgla +B) tgy i 
tg(a + B) = —tgy 
tga +tgB 
l-tga-tgB 
tga+tgb=-tgy+tga-tgB-tgy 
tga+tgb+tgy=tga-tgB-tgy 
Logo, o item é VERDADEIRO. 
III) Seja V20 +14V2 = ae V20 — 1442 = b, então: 
a+b=x 
(a +b)? = x? 
a? + 3a?b + 3ab? + b? = x? 
aè + b? + 3ab(a + b) = x? 


—tgy 


P Aula Extra 1 — Questões Inéditas 
www.estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula Extra 1: ITA/IME 2020 


a? + b? + 3abx = x’ 


Substituindo os valores de a e b na equação: 


20 + 142 + 20 — 142 + 3,/202 — (142) x = x° 


40 + 3V8x = x? 
40 + 6x = x? 
Assim, para verificar se a + b = 4, basta tomar x = 4, substituindo na equação acima: 
40 +6:4=4 
64 = 64 
Ou seja, x = 4 é solução e, portanto, /20 + 1442 + V 20 — 14V2 = 4. Logo, o item é 
VERDADEIRO. 


Gabarito: “e” 


5. (Inédita) 
Assinale a opção que identifica o lugar geométrico descrito pelos afixos de Z E C tal que 


1 
Zsi+it=- =reR- 
WES t0) 


a) Uma reta 


) 
b) Uma circunferência 

c) Uma elipse 

d) Uma hipérbole 

e) Uma parábola 
Comentários 


Podemos reescrever o complexo Z desse modo: 


FS =y (1+ > )+(1 á E 
= l DS 4= = l 
1+r? 1+r? 1+r? 
Para analisar o lugar geométrico, podemos escrever Z na forma algébrica: 
Z=x+iy 
Assim, obtemos: 
=] 
ii + 1+r?2 
=1-—— 
y 1+r? 


De x, temos: 
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Para esse valor de r, temos como condição de existência x E ]1, 2]. 


Substituindo em y: 


+ 2—x 
—yx— 1 

y=1- 3 a Ar (2 —x)(x— 1) 
tk =l 


Note que y + 1 devido à condição de existência. 
Elevando a equação ao quadrado: 
Q-1? =(2-x)(x-1) 
(y — 1} = 3x- 2 — x? 
(y — 1) + x? — 3x = -2 


9 1 
— 1) +(x? — `] =+ 
(y— 1) (x 3x +5) 7 


2 


3 1 
x—=) +(y— 1)? =- 
5) q 
Portanto, o lugar geométrico descrito acima é de uma circunferência. 


Gabarito: “b” 


6. (Inédita) 


Em um prisma hexagonal regular, as faces laterais são regiões quadradas cujos lados medem 
a. Um plano a passa por uma aresta da base inferior e pela aresta diametralmente oposta da 
base superior. A área do plano interna ao prisma é igual a: 


Comentários 


A figura abaixo representa a situação do problema: 
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A área da base é igual à projeção da área pedida. Sabendo que a base é um hexágono regular 
e denotando por 4 a área destacada, temos: 


a Abase 
A cos IAC = A 5 |4 = — 
ARE cos IAC 


Um hexágono regular é formado por seis triângulos equiláteros, assim, sua área é dada por: 


A medida de AC é igual à duas vezes a altura de um triângulo equilátero: 


AC =2: ES = av3 


< 
altura do Aequilátero 
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Aplicando o teorema de Pitágoras no AACI, obtemos: 


2 
AP =a2+(aV3) = 4a? > AI = 2a 


~ AC al3 v3 
va T 


Assim, concluímos: 


P a? 3V3 
base 2 2 
A= z- = A= 3a 
cos IÃC 3 
2 


Gabarito: “b” 


7. (Inédita) 


Seja p(z) = zf + z? + bz? +az +a um polinômio tal que a e b são números inteiros 
consecutivos. Sabendo que 2i é uma raiz do polinômio, a soma dos módulos das raízes de p(z) 
é igual a 


Comentários 
Como 2i é raiz, temos: 
p(2i) = 16 — 8i — 4b + 2ia +a = 0 
>16 +a-— 4b + (2a-8)i=0 
Parte imaginária: 
Qa-8)=0 
a=4 
Parte real: 
(16-4b+a)=0 
b=5 
> p(z) = zf + z? +572+42+4 
Se 2i é raiz, seu conjugado também é, ou seja, —2i é raiz. 


Pelas relações de Girard, o produto das raízes é 7,2527374 = 4. Substituindo os valores das 
raízes conhecidas, obtemos: 


(2i) -(—-2i) 232, = 4 
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Além disso, a soma das raízes é: 
Zz+tz+z3+2,=-—1 
2i — 2i + Zz + z4 = —1 
Z3 + Z4 = —1 
Elevando a equação acima ao quadrado: 


Z2 +2Z3Zz, + z4 =1 
sa) 
1 
z? + z2 = —1 


Encontramos a soma de dois quadrados que resultam em um número negativo, logo, Z3 e Z4 
são complexos. Assim, pelo teorema da raiz complexa conjugada, temos: 


Z4 = Z3 
Usando as propriedades dos complexos: 
Z323 = |z; = 1 = |z4|? > |z;| = |z4| = 1 
Portanto: 
Izl + lz2| + Izal + lz, =2+2+1+1=6 
Gabarito: “c” 


8. (Inédita) 


Sejam a, b, c, d números reais positivos e diferentes de 1. Considere as seguintes afirmações: 
p 

I. In e!º824* + log, b - log, a é um número irracional. 

loga c 


“logap c 


II = 1 + loga b. 


Ill. Se log4 a , loga b, loga c formam nesta ordem uma progressão aritmética, então b? = 2ac. 


É(são) VERDADEIRA(S) 
a) apenas |. 

b) apenas Il. 

c) apenas III. 

d) apenas II e III. 


e) todas. 
Comentários 


I) Aplicando as propriedades dos logaritmos, temos: 
1 1 1 1 1 
In e!08241 = ]n e7"°824 = ]n e2? = z” Bs 


loga b : log, a = logaa = 1 
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Logo: 


jogada : 1 2º 
lne + loga b logpa=>+1=5 


1 
In elº824* + log, b - log, a é um número racional. Portanto, o item é FALSO. 
II) Fazendo a mudança de base, temos: 
logac _ logac 


logapc  logac 
loga ab 


Portanto, o item é VERDADEIRO. 


= log ab = 1 + loga b 


III) Como os termos formam uma progressão aritmética, podemos escrever: 
loga a + loga c = 2 loga b 
loga ac = loga b? 
b? = ac 
Portanto, o item é FALSO. 
Gabarito: “b” 


9. (Inédita) 


Um seletor de números aleatórios apenas pode selecionar um dos nove números inteiros 
1, 2, ...,9, e essas seleções são feitas com a mesma probabilidade. A probabilidade de, após n 
seleções (n > 1), o produto dos n números selecionados ser divisível por 10 é 


1-0 O C 


Comentários 


Seja P o produto dos n números selecionados. Para que P seja divisível por 10, a fatoração 
de P deverá conter no mínimo um fator 2 e um fator 5. Assim, entre os números selecionados, 
devemos ter pelo menos um número par e um número 5. 


Vamos calcular a probabilidade de P não ser divisível por 10. Isso pode acontecer de 3 formas: 


(1) nenhum dos n números ser igual a 5: a probabilidade de isso acontecer é 


P Aula Extra 1 — Questões Inéditas 
p www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula Extra 1: ITA/IME 2020 y 


Em cada seleção pode ser selecionado qualquer número de 1 a 9 menos o 5. Assim, para cada 
seleção, temos 8 maneiras de selecionar um inteiro entre 9 opções. Como são n seleções, a 


n 
probabilidade de nenhum dos n números ser iguala 5 é (5) f 


(JT) nenhum dos n números ser par: a probabilidade de isso acontecer é 


Em cada seleção pode ser selecionado qualquer número dentre os ímpares (1,3,5,7,9). 
Nesse caso, para cada seleção, temos 5 maneiras de selecionar um inteiro entre 9 opções. Perceba 
que o produto de n inteiros ímpares nunca será múltiplo de 10. Como são n seleções, a 


n 
probabilidade de nenhum dos n números ser par é (5) ; 


(IIT) nenhum dos n números ser par ou ser igual a 5: a probabilidade de isso acontecer é 


Em cada seleção pode ser selecionado qualquer número dentre os ímpares (1, 3, 7,9). Desse 
modo, para cada seleção, temos 4 maneiras de selecionar um inteiro entre 9 opções. Como são n 


x aê , : spas 
seleções, a probabilidade de nenhum dos n números ser par nem ser igual a 5 é (5) ; 


Além disso, dentro do caso (T) e do caso (II) é considerado o caso (III). Então, quando se 
subtrai da probabilidade total a probabilidade de (1) e de (II), subtraimos duas vezes o caso (III). 
Assim, para resolver esse problema, é necessário somar a probabilidade (JIT). 


Portanto, a probabilidade de P ser divisível por 10 é 1 — Bj = Bj + (A. 


Gabarito: “a” 


10. (Inédita) 
; d a 
Seja f: R — [- 2) > R definida por 


go 
JaK “cx+d' 


na qual a,b,c e d são números reais não nulos. Sabendo que f(19) = 19,f(97) = 97 e 
f(f(x)) = x, então, o valor de f(59) é igual a 

a) 1579 

b) 1237 

c) 236 
d) 118 
) 


e) 59 
Comentários 


Calculando f(f(x)) = x: 
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ate 
cxd? alx+ab+chx+db 


K, ~ acx+bc4+dcex+d? 
cx+d 


a2x + ab + cbx + db = acx? + bcx + dcx? + d?x 
c(a + d)x? + (d? — a?)x — b(a + d) = 0 
Para a igualdade ser verdadeira, devemos ter: 
ab + db = 0 
Como os coeficientes são não-nulos: 


Daí, substituindo em f(x): 


ax + b 
f= 
Usando os dados do enunciado: 
19a + b 
f(19) = = - 


19a +b = o — 19a (1) 
97a+b 
fO) = = 
—a 
97a +b = aa — 97a (II) 
Fazendo (IT) — (1): 


156a = 9048c 
a 
(É 58 
Substituindo em (1): 
in 
58 
b=- 1843a 
58 
Substituindo a,b,ce d em f(x): 
ax — esa 58x — 1843 
fœ =- É = 
sgí—a x — 58 
Portanto: 
f(59) = 1579 


Gabarito: “a” 
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O sistema de inequações 


(x—-1)2+y2<1 


x+yz0 
y=xt2 z0 
Delimita uma região no plano cuja área é igual a 

mT=3 
aa 
m—1 
Ria 
T+3 
Cs 
TT+2 
nao 
a- 


Comentários 


A região delimitada é representada na figura abaixo: 


Para calcular a área, vamos dividir a região em duas partes: semicircunferência AC e triângulo 


ABC. 
(I) área da semicircunferência é dada por 
i ia T 
2 2 
(JT) área do AABC é dada por 
2:1 
Sac =- = 1 


Portanto, a área delimitada é dada por 
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Gabarito: “d” 


12. (Inédita) 
Se A e B são matrizes quadradas não singulares de ordem n, considere as afirmações 
I. AT - A é uma matriz simétrica. 
Il. Se A e B são matrizes antissimétricas e AB é simétrica, então AB = BA. 
TAP Ap o dP= Ar. 
É(são) VERDADEIRA(S) 
a) Apenas l. 
b) Apenas II. 
c) Apenas III. 
d) Apenas II e III. 
e) Todas. 
Comentários 

I) Se X = A’ - A, então: 

XT =(AT- AT =AT. (A)T =AT.-A 
Pa rd 
Item VERDADEIRO. 
II) Da definição de matriz antissimétrica, temos: 
AT = —A e B7 = -B 
Como AB é simétrica: 
AB = (AB)! = BT. AT 
Substituindo 47 e BT: 
AB = (-BJ(-A4) 
AB = BA 
Item VERDADEIRO. 
III) Suponha a matriz X = 47 . A. Então, X também é não-singular, assim, podemos escrever: 
X+x=l 
(AT. AJ! . (AT. A)=I 
Multiplicando por 471 dos dois lados: 
(AT. A)T! AT - A- At = AT 
(AP. A). AT = A 
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Portanto, o item é VERDADEIRO. 


Gabarito: “e” 


13. (Inédita) 


A soma das soluções distintas da equação 


7 
sentx + cos! x = E 


Comentários 
Podemos fatorar a expressão do primeiro membro e usar a relação fundamental sen?x + 
cos? x = 1 para simplificá-lo: 


P smeo) 


sentx + cost x = (sen?x + cos? x)? — 2sen?xcos?x = 1 — ( 


2 
sen? (2x 
sentx + cost x = 1 — sem (o 
Desse modo, temos: 
7 sen“(2x) 7 
4 + tx = -> 1- ——~—— =- 
sentx + cos! x 7 3 3 
sen?(2x) 1 1 1 
—— = -> sen (2x) =-> 2x) = +> 
3 3 sen“(2x) 7 sen(2x) Es 
es de Fk poa pet 
= — = E 
a SA 


Para o intervalo determinado, temos as seguintes soluções: 
m 5m 7m lim 137 17m 197 237 
de oi ie qo CD Di 
Logo, a soma é dada por: 
m 5m 7m lim 13m 17m 19m 23m 
oa o u g'g 


Gabarito: “e” 


14. (Inédita) 
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A razão entre a altura de um cone e o raio da esfera circunscrita a este cone é igual a 3/2. 
Podemos afirmar que a razão entre o volume do cone e o volume da esfera é igual a 


a) 9/32 

b) 9/16 

c) 9/64 

d) 3/4 

e) 3/16 
Comentários 


De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura: 


Legenda: 

h — Altura do cone 

r — Raio da base do cone 
R — Raio da esfera 


A questão afirma que: 


Cu ER 
R 2 a 


Precisamos encontrar r em função de R. Podemos extrair essa informação do triângulo OBM. 


Aplicando o teorema de Pitágoras no AOBM: 


2 
R? 
2 = R? — — 
j 4 
R43 
F 
Assim, o volume do cone é: 
y oehr RN 3R 
€ 3 3 \2 2 
3m R? 
c = 8 
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O volume da esfera é: 


unn 
a 


Gabarito: 


15. (Inédita) 
Se w1, W2, W3 são as raízes cúbicas da unidade imaginária, então o valor de 
w? + w2 + w2 

é 
a) 
b)=1 
c) 3 

) v3i 


e) w; + w, + w3 


d 


Comentários 


Sabendo que w4, Wz € w; são raízes de w? — i = 0, então, usando a fórmula de De Moivre, 
temos: 


w? =i>w°?°= cis (Z) >w= cis (E E {0,1,2} 
Desse modo, as raízes são: 
am v3 i 
Ww = cis () =; t3 
5H V3 i 
wa = cis (5) a ca 
. [ST 
Wa = cis (= =-i 
Portanto, o valor de w? + w2 + wZ é 
wi + w2 +w3 = cis (5) + cis (5) + cis(37) = + am G — | +(—1) 


~w? +w +w =0 


unn, 


Não temos a alternativa com o número 0. Vamos verificar a “e”: 
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Gabarito: “e” 


16. (Inédita) 
Seja uma função g : R — R, a qual satisfaz a seguinte expressão: 
x + g(x) = g(g(x)), YxER. 
Mostre que a função g é injetora e, em seguida, calcule todas as soluções da equação 
g(g(x)) = 0. 
Comentários 


Para resolver esta questão é preciso estar atento aos dados do enunciado, pois ela diz quais 
passos você deve seguir para a resolução dela. 


Vejamos por partes. 


“Seja uma função g : R — R, a qual satisfaz a seguinte expressão: 


x + gŒ) = glg), Y x € R|”) 


Nessa parte do enunciado, é dada uma única expressão envolvendo a função g, isso significa 
que você deve usá-la, pois é a única informação algébrica a respeito da função. 


“Mostre que a função g é injetora e, em seguida, calcule todas as soluções da equação 
g(g(x)) = 0.” A interpretação desse trecho é fundamental, pois a ordem do que fazer na questão 
importa! Primeiramente é preciso mostrar que a função é injetora e, em seguida, calcular as 
soluções da equação g(g()) = 0, 


Quando as questões evidenciam essa sequência cronológica de resolução, deve-se ficar 
atento, pois geralmente o que é realizado antes (neste caso, mostrar que a função é injetora) é 
usado para resolver o problema posterior (novamente, neste caso, achar as soluções da equação 


9(g9(9)) =0. 
Dito isto, vamos provar que a função g é injetora: 


Lembre-se que, uma função qualquer f é injetora se, e somente se, a seguinte implicação é 
verdadeira: 


f(a)=f(b)>a=b va,be Domș|(ID) 


Isto é, cada elemento do domínio possui uma imagem diferente. 


Dessa maneira, usaremos a expressão (I) dada no enunciado para chegarmos à implicação 
(II) descrita acima: 


Sejama,b ER. 
Suponhamos que g(a) = g(b). Aplicando a função g em ambos os lados: 
g(g(a)) = g(gCb)) GID 


Usando a expressão (I), temos que: 


P Aula Extra 1 — Questões Inéditas 
b www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula Extra 1: ITA/IME 2020 å 


g(g(a)) = a + g(a) 
g9(g9Cb)) =b + g(b) 

Substituindo essas expressões acima em (III): 

a+g(a) =b+ g(b) 
Porém, por hipótese, temos: 
g(a) = g(b) 

Assim, concluímos que a = b. 

Portanto, provamos a veracidade da relação lógica g(a) = g(b) > a = b, o que prova que 
a função g é injetora. 

Feito isso, agora façamos a segunda parte da questão, que é resolver a equação g(g(x)) = 
0, sabendo que a função é injetora. 

Observe a expressão (1): x + g(x) = glg), Y x E R. Substituindo x por 0, temos: 

g(0) = g(g(0)) 
Como a função é injetora, podemos retirar as g's de ambos os lados (Veja (IT)), o que nos dá 


que g(0) = 0. Ainda na equação acima temos: g(g(0)) = g(0) = 0. Logo, x = 0 é solução da 
equação. 


Suponha agora que exista mais do que uma solução da equação a ser resolvida, e tome duas 
delas, x, e x. Pela expressão dada no enunciado: 


xı + g(x) = g(g(x1)) = 0 (pois é solução da equação) 

xX + g(x,) = g(g(x,)) = 0 (pois é solução da equação) 

Portanto: g(x,)) = —x, e g(x,) = —x,. Por hipótese, g(g(x1)) =0>g(-x,) = 0. Do 
mesmo modo, g(g(x2)) = g(—x,) = 0. Sendo assim, temos g(-x,) = g(—xı) = 0, o que é um 


absurdo, pois já provamos que a função é injetora. Assim, concluímos que não pode existir mais de 
uma solução e, portanto, ela é única. 


Logo, a equação g(g()) = 0 tem solução única, que é x = 0. 


Gabarito: S = {0} 


17. (Inédita) 


Considere um triângulo qualquer AABC. Os quadrados BCHI e ABFG são formados 
externamente sobre os lados BC e AB do triângulo AABC. Dessa maneira, demonstre que o 
segmento FI tem o dobro do comprimento da mediana BP do triângulo AABC. 


Comentários 


Para resolver essa questão de geometria, é preciso, a priori, construir geometricamente o 
problema de forma correta. Para tanto, atentemos ao trecho: “Considere um triângulo qualquer 
AABC. Os quadrados BCHI e ABFG são formados externamente sobre os lados BC e AB do 
triângulo AABC.” 
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A construção de polígonos representados apenas pelos vértices, 'BCHT' por exemplo, ocorre 
nessa mesma sequência, nomeando os vértices em sentido fixo de rotação (nesse caso B > C > 
H >I >B). 


A figura que deve ser construída, seguindo esse pensamento é a seguinte: 


È 


A C 


Continua: “Dessa maneira, demonstre que o segmento FI tem o dobro do comprimento da 
mediana BP do triângulo AABC.” Nesse trecho ele define outro ponto P tal que BP é mediana do 
triângulo, ou seja, o ponto P divide o lado AC em dois segmentos de mesmo tamanho. A construção 


inicial, portanto, é: 
F 
| 
G 
H 
A P 


C 


O que é pedido na questão é demonstrar que um segmento é o dobro do outro (FI = 2BP). 
O que é comumente feito em questões de geometria desse tipo é prolongar o menor segmento 
(neste caso BP) até chegar ao tamanho desejado (2BP) e, em seguida, por argumentos 
geométricos deduzidos da figura, demonstrar que, de fato, esse segmento prolongado é de fato 
igual ao outro segmento (2BP = FI). É o que vamos fazer a seguir: 


Prolongamos o segmento BP até o ponto P’ tal que BP = PP”, ligamos também P' ao ponto 
C e damos nomes a vários segmentos e ângulos, completando a figura da seguinte forma: 
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Veja que os lados dos quadrados ABFG e BCHI foram chamados de ʻa’ e ‘b’ respectivamente; 
a mediana BP foi chamada de ‘m’ (bem como PP”), e os ângulos CÂB, APB e AÉB de ʻa, 0 e B' 
respectivamente. Vamos concluir alguns fatos geometricamente a partir de agora: 


- Como os ângulos AÊB e P'ÊPC são O.P.V (Opostos pelo vértice), então eles são iguais. Daí, 
P'PC = 6. 
- Com isso, podemos concluir que os triângulos AAPC e AP'PC são congruentes (iguais) pelo 


caso Lado, Ângulo, Lado (LAL). Para visualizar basta ver que PP = BP = m, APB=P'PC=0,e 
AP = PC, e isso define uma congruência entre esses dois triângulos. 


- Como AAPC e AP'PC são côngruos, concluímos que AB = P'C = a. Além disso, concluímos 
também que BÂP = P'ĈP = a. 


A figura mais completa, portanto, fica da seguinte maneira: 
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OBS: O círculo vermelho indica a congruência entre os triângulos marcados. 


Mas, ainda temos que provar que FI = 2BP. Foi pra isso que duplicamos o segmento BP, 
prolongando-o. Observe que o 4P'CB é muito parecido com o ABFI. Se provarmos que o ângulo 
FBI = P'ĈB = æ +, implicaria que AP'CB e ABFI são congruentes e então iguais, o que 
significaria que FI = BP' = 2BP = 2m. Vamos verificar isso! 


Veja que a soma dos ângulos internos de AABC tem que dar 180 graus. Daí: «a + 8 + ABC = 


180º > |ABC = 180º — (a + p) |(1). 


Agora, analisando o vértice B, vemos que a soma de todos os ângulos em torno deste deve 
dar 360º (volta completa). Temos quatro ângulos (FBI, ABC e dois ângulos retos) em torno de B 
que somados devem dar 360º: 


FBI + ABC + 180º = 360º > FBI = 180º — ABC. De (1), portanto: 


FBI=180º-180º+a+B=|FBl=a+p=P'ÊB| 


Assim, concluímos que 4P'CB e ABFI são congruentes e, portanto, os lados opostos ao 
ângulo a + p são iguais, desta feita: [FI = BP' = 2BP | como queríamos demonstrar. 


Gabarito: Demonstração 


18. (Inédita) 


Certo polinômio g(x), quando dividido por x + 1, deixa resto 5. Quando dividido por (x? + 
1), deixa resto 4x + 7. Sabendo que o resto da divisão de g(x) por (x + 1)(x? + 1) é igual a 


R(x) = ax? + bx + c, determine o valor de ya? + b2 + c°. 
Comentários 


Para resolver esta questão é preciso primeiramente ter em mente que toda questão foi feita 
para dar certo, e para ter uma resposta. Então tudo que for fornecido no enunciado precisa ser 
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A 


et 


Rá 


aproveitado e levado em consideração, devendo-se prestar atenção nos polinômios dados, e se suas 
raízes são conhecidas. 


Assim, inicialmente, é preciso retomar os conhecimentos antigos de divisibilidade, mais 
especificamente o Algoritmo de Divisão. Quando um polinômio p(x) é dividido por um q(x) 


qualquer, podemos escrever: 
px) = q(x)f(x) + r(x)](1) 


Onde: q(x) é o dividendo, f(x) é o quociente er (x) o resto da divisão, tal como numa divisão 
numérica. 


Agora, analisemos o enunciado: “Certo polinômio g(x), quando dividido por x + 1, deixa 
resto 5.” Escrevendo isso em termos de algoritmo de divisão: 


96) = q()(x + 1)+5 
Sendo q(x) um polinômio qualquer desconhecido. Se aplicarmos x = —1 na equação acima: 


g1) = 41 + 1) +5 > |g- =5|(2) 


Perceba que não precisamos de nenhuma informação a respeito de q(x) para concluir (2). 
Continuando a análise do enunciado: “Quando dividido por (x? + 1), deixa resto 4x +7.” 
Novamente, traduzindo isto para o Algoritmo da Divisão: 


g(x) = (x? + Df(x) + 4x + 7 

Sendo f(x) um outro polinômio também desconhecido. Sabemos que i e —i são raízes da 
equação (x? + 1). Fazendo x = i: 
gO = (i + 1)f (x) + 4i +7 = (1 +1)f(x)+4i+7=4i+7 


= POENG 


Fazendo agora x = —i: 
g(-D=((D+Dfl)-4+7=(-1+Df(x)-4i+7=7-4i 


> EDTA 


Perceba que, novamente, em nenhum momento necessitou-se conhecer o polinômio f(x) 
(quociente da divisão) para concluir isso. Continuando a análise do enunciado: “Sabendo que o resto 
da divisão de g(x) por (x + 1)(x? + 1) é igual a R(x) = ax? + bx + c, determine o valor de 


va2 + b2 + c°.” Traduzindo a informação da primeira oração em termos de Algoritmo de Divisão: 
g(x) = (x + 1)(x? + Dh(x) +ax? +bx +c (5) 

É sabido que precisamos calcular o valor de a? + b? + c° e, portanto, vamos tentar achar os 
valores de a,b e c. Veja que, x = —1,i e —i são as raízes do quociente dessa última divisão, e nós 
sabemos as imagens desses números (g1), g, g0). Dessa maneira, teremos 3 equações e 
3 incógnitas. Veja: 

De (1) e (4): g(—1)=5=a-—b +c (6) 
De (2) e (4): g(i) = 4i +7 = —a + ib + c (7) 
De (3) e (4): g(—i) = 7 — 4i = —a — bi + c (8) 
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Da igualdade entre números complexos (parte real = parte real; parte imaginária = parte 
imaginária), segue em (6) 


4i +7 = —a + ib +c = [b = 4| (9) e[c -a = 7] (10) 
Daí, aplicando em (6): 
5=a-b+c=5=a-—4+c = [|c+a = 9]|(11) 
Somando (10) + (11): 
c—-a+c+a=7+9= 2c = 16 = [c = 8|(12) 
Finalmente, (12) em (11): 
cta=9>8+0=9>[0=1] 


Assim, a? + b? +c2=12+424+82=1+16+64=81 
Va? +b? +c? = V81 =9 
Gabarito: Va? + b? + c? = 9 


19. (Inédita) 


Sabendo que o valor numérico da expressão: 


E = (= +tg 1º) (= + Lg z) (= +tg 3º) sá (= +tg 58°) (= +tg 59°) 


pa 
rs 


é da forma =, onde p, r, q e s são números primos distintos, determine o valor de p + q + 


r+s. 
Comentários 


Esse tipo de questão não possui enunciado, somente pede para que se calcule a expressão 
de forma direta. Dessa maneira, precisa-se pensar qual a maneira de se calcular este produtório, 
buscando um padrão. 


É clássico em questões de somatórios (ou produtórios) de termos que seguem uma sequência 
crescente, que se analise termos simétricos da soma (ou produto), a fim de que se verifique se não 
resulta numa constante. Além disso, o que nos motiva ainda mais a agir como tal, é o fato de que os 
ângulos dos termos simétricos somarem 60º, para quaisquer deles (1º + 59º, 2º + 58º e assim 
sucessivamente). 

Multipliquemos, pois, os termos extremos primeiramente: 

(= +t i) 2 +t 59°) PEL CURT 1º. tg 59° 
-= ttg 5 ttg aro mo Ttg > tg 
v3 v3 3 v3 

Porém, analisando a fórmula da tangente da soma: 


tg 1° + tg 59° 
tg(1° + 59°) =- d J 


aea 3 


Multiplicando meios pelos extremos e passando o 3 dividindo no lado esquerdo: 
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tg 1° + tg 59º 
DO aage 


V3 
tg 1° + tg 59° 
O DO t tg1-tg59=1 
“3 RES o 
Daí: 
(5 +t 1)(5 +t 590) =p I, 1º. t 59= 141 
3 “Nao? 3 3 RR CER So 


- (5 e 1)(5 pi 59°) = $ 
A “Cia H 


De uma maneira geral, isso vale para o produto de todos os termos simétricos. Veja: 


(5 gui e + tg (60° )) T EN at (60° — x) 
== x| — e a x- — xX 
ja E e 3 ZB m 


Observe que, para tangente da soma de termos simétrico, temos: 
tg x + tg (60° — x 
tg 60° = tg(x + 60° — x) ER Lei ACO 
1-tgx-tg (60º — x) 
Multiplicando meios pelos extremos e passando o 3 dividindo no lado esquerdo: 


DSO O pai ois=a 


v3 
EO O tgk itg (60-a) 
Daí: 
1 1 E 1 tgx+tg (60º —- x) i 1 
(t tax) (g+ ta (60 = tg x ta(õ0 =) =7+1 
1 1 4 
=> (= Ptaa) ( etae); 


ros E 4 ; 
Portanto, vemos que qualquer produto simétrico resultará em + Como temos um número 


ímpar de termos (59 termos), um termo central ficará sem par, e multiplicará todo o resultado dos 
produtos simétricos. Veja, estamos multiplicando os simétricos em relação a 30: 1 e 59,2 e 58,3 e 
57, ..., 27 e 33, 28 e 32, 29 e 31, 30 e...? Exatamente! O termo que sobra é exatamente o 30 (o que 
contém a tg 30°). 


Portanto, teremos 29 produtos simétricos (iguais a 4/3) que multiplicarão 


1 o 1 1 2 
(mta 30 ) = (= +75) “5 
Dessa maneira, temos o seguinte resultado 
2 si tye ae 2? 
3 


(3.32 “as 3.90 
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Dessa maneira, como 2, 3,59 e 29 são primos, podemos concluir que p = 2,q = 59,r = 3e 
s = 29. Assim: 


p+tq+tr+s=2+59+3 +29 = 93 
Gabarito: p +q +r +s = 93 


20. (Inédita) 


Em um shopping estão estacionados 50 carros lado a lado, dispostos em linha reta, ocupando 
todas as vagas disponíveis. Euclides estaciona sua moto entre 2 desses 50 carros. Quando 
Euclides retorna, ainda estão estacionados 29 dos 50 carros. Determine a probabilidade de as 
duas vagas adjacentes à moto de Euclides estarem vazias. 


Comentários 


Essa é uma questão que envolve probabilidade de eventos. A primeira coisa a se observar na 
mesma é que em nenhum momento o enunciado fornece valores de probabilidade para quaisquer 
eventos (por exemplo, não encontramos coisas do tipo P(A) = 1/5, etc.). Quando isso acontece, 
geralmente é recomendado utilizar a definição de probabilidade na íntegra: 


= Número de casos favoráveis 
Probablidide==——— CS [q 
Número de todos os casos possíveis 


Agora, analisaremos o enunciado: “Em um shopping estão estacionados 50 carros lado a lado, 
dispostos em linha reta, ocupando todas as vagas disponíveis. Euclides estaciona sua moto entre 2 
desses 50 carros”. Veja que o trecho afirma que a moto de Euclides foi estacionada entre 50 carros 
em fila e que não foi em uma das extremidades, mas não diz qual a posição em que foi estacionada. 
Isso significa que no cálculo de probabilidade é preciso considerar todas as possíveis posições em 
que pode ter sido estacionada. 


Em seguida, temos: “Quando o dono da moto retorna, ainda estão estacionados 29 dos 50 
carros”. Perceba que este trecho afirma que quando o dono retorna, ainda estão estacionados 29 
dos 50 carros, mas não diz quais foram retirados e quais ficaram. O leitor não está na posição do 
dono da moto para saber quais carros ficaram e quais foram removidos. Portanto, é preciso também 
considerar todas as possibilidades de remoção de carros no cálculo da probabilidade desejada. 


Por fim: “Determine a probabilidade de as duas vagas adjacentes à moto estarem vazias”. 
Neste trecho o enunciado deixa explícito quais são os casos favoráveis: os casos em que as vagas 
adjacentes à vaga da moto estão vazias. Dessa maneira, considerando que não sabemos onde a 
moto foi estacionada primeiramente, nem sabemos quais carros foram retirados, vamos calcular o 
número de todos os casos possíveis e o número de casos favoráveis. 


Atentemos primeiramente para o número de todos os casos possíveis, isto é, saber de 
quantas maneiras o seguinte evento poderia ocorrer: a moto ter sido estacionada sem ser nas 
pontas e serem retirados carros até sobrarem 29. 


- Primeiramente, analisemos de quantas maneiras a moto poderia ter sido estacionada: 
temos 50 carros estacionados e temos 49 espaços entre estes para colocar a moto, pois se quisermos 
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colocar um objeto entre outros n objetos, que não seja nas pontas, temos sempre n— 1 
possibilidades. Se não visualizou isso, pense para os casos pequenos: inserir 1 objeto entre 2 (1 
possibilidade), inserir 1 objeto entre 3 (2 possibilidades), inserir 1 objeto entre 4 (3 possibilidades), 
e assim sucessivamente. Logo, temos 49 vagas entre 50 carros para colocar a moto, logo, 49 
possibilidades. 


- Agora vejamos de quantas maneiras poder-se-ia tirar 21 dos 50 carros (para sobrar 29). Esse 
problema restringe-se apenas a saber de quantas maneiras pode-se escolher 21 carros dentre os 50 
para retirá-los, e isso é exatamente um problema de Combinação, pois a definição do número 
binomial é exatamente essa. 


m 
( ) = número de maneiras de escolher n objetos dentre m objetos 
n 


Dessa maneira, podemos tirar 21 de 50 carros (sobrando 29 como diz o enunciado) de: 


(21) . 
21 maneiras 


Como os dois eventos descritos acima devem acontecer ambos sequencialmente, pelo 
princípio multiplicativo, o número de casos possíveis é dado pelo produto desses. Logo: 


50 
número de todos os casos possíveis = 49 - Es 


Agora, atentando para o número de casos favoráveis: queremos todos os casos em que se 
estaciona a moto entre os 50 carros e se retira 21 carros de modo que as vagas vizinhas à moto se 
tornem vazias. 


- Primeiramente, deve-se estacionar a moto entre 50 carros e não nas extremidades. Essa 
etapa é semelhante à discutida anteriormente e vimos que podemos estacionar a moto de 49 
maneiras, logo 49 possibilidades. 


- Agora vejamos de quantas maneiras podemos retirar 21 carros da fila, sendo que as vagas 
vizinhas à moto devem ficar vazias obrigatoriamente. Dessa maneira, basta pensar que, dado um 
lugar em que a moto está estacionada, os seus 2 vizinhos sejam retirados (pois é requisito de caso 
favorável) e depois sejam retirados os 19 restantes (dos 21 a serem retirados). Assim, num caso 
favorável, dada uma posição da moto, os vizinhos já devem ser retirados, importando apenas 
escolher os 19 restantes que serão retirados dos 48 que sobraram (não dos 50, pois os vizinhos à 
moto já foram retirados). Portanto, para cada lugar em que a moto é estacionada, temos: 


48 
(15) possibilidades de casos favoráveis 


Como a moto pode ser estacionada de 49 maneiras: 


48 
número de casos favoráveis = 49. (15) 


Assim, a probabilidade desejada: 


z RES 48 
E Número de casos favoráveis 49 - (i5 
Número de todos os casos possíveis 49. E 


P Aula Extra 1 — Questões Inéditas 
p www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula Extra 1: ITA/IME 2020 


21:20 6 


= |Probabilidade = 50-49 35 


Gabarito: Probabilidade = 2 


21. (Inédita) 


Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretângulo de vértice O, determinando o 
AABC de lados BC =a, AC=be AB =c. Determine as distâncias dos vértices desse 
triângulo ao vértice O do triedro e encontre uma expressão para 1/h?, no qual h é o valor da 
altura do tetraedro OABC em relação à base A4BC, tudo em função de a,b ec. 


Comentários 


Primeiramente, analisemos o enunciado a fim de construir corretamente a figura 
tridimensional. “Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretângulo de vértice O, 
determinando o AABC de lados BC = a, AC = b e AB = c.” Assim, construímos a seguinte figura: 


Depois, o enunciado diz: “Determine as distâncias dos vértices desse triângulo ao vértice O 
do triedro e encontre uma expressão para 1/h?, no qual h é o valor da altura do tetraedro OABC 
em relação à base AABC, tudo em função de a,b e c.” 


Vamos primeiro encontrar as distâncias do vértice O aos vértices do AABC. Chamemos 04 = 
y,0C =x e OB = z. Aplicando o Teorema de Pitágoras no AAOB, AAOC e ABOC, obtemos as 
seguintes relações: 


No AAOB: 
y? +z? =c (1) 
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No AAOC: 

y? +x? =b? (1) 
Finalmente, no ABOC: 

x? +z? = a (ID 
Fazendo (I) — (ID + (ID: 

y? +z? — (y? +x?) +x +z = eb Ha 
> 2z? =@? +c? -—b’ 
a? + c? -— hb? 
2 

Analogamente, fazendo (I) — (IID + (II), obtemos: 


pe = a 


5 72? = 


2 


y 2 
a War 
x? = — 
2 


Logo: 


g= | 04=y= aa ebp =zs ma (IV). 


Agora, vamos para a segunda parte que é determinar a altura do tetraedro trirretângulo 
relativa à base AABC. Para tanto, projetamos o vértice O na base AABC e chamamos essa projeção 
de ponto H, e assim, ligamos estes dois pontos, formando a altura que desejamos: OH = h. Depois, 
ligamos AH e o prolongamos até tocar no lado BC no ponto denominado P. Em seguida ligamos 
OP. A figura ilustra o que fizemos: 
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Veja que AO L 0BeAO LOC => AO L plano BOC = AO 1 BC, pois, em particular, 
BC E plano BOC. 


Além disso, como OH é altura relativa à base AABC > OH L plano ABC => OH L BC, pois, 
em particular, BC E€ plano ABC 


Logo, temos que: BC L AO e BC LOH > BC L plano AOH =>|BC L OPJ, pois, em 
particular, OP E plano AOH. 


Isso mostra que OP é altura relativa à hipotenusa BC do ABOC. Desenhamos isso na figura 
abaixo: 


Agora, observe o AAOP: 


(0) P 


Nesse triângulo retângulo, sabemos que a área é dada por: 


OA OH 
[AOP] = PO -=> =AP-—— > PO ; OA = AP - OH 


> PO? - 04? = AP? - OR?’ 
Porém, sabemos que AP é hipotenusa e, pelo Teorema de Pitágoras: 


AP? = 04º + PO? 
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> PO? - 042 = (04? + PO?) - 0H? 
na PO? . 04? 
~ PO? + 04? 


1 1 1 E 1 y 
SS |- SÉ n m — 
OH? h? PO? 04? a 


B 
N 
O c 


Veja que é a mesma figura anterior, porém com outras letras. Se procedermos de maneira 
análoga ao feito logo acima, chegaremos na seguinte relação: 


Agora, analisando o ABOC: 


CO? - OB? 
PO? = 
CO? + OB? 
1 1 
> |505 = ns ty 


Daí, aplicando (VI) em (V), temos: 
1 o 1 7 1 o 1 di 1 É 1 
h2 PO? OA? OC? OB? 04A? 


E, usando as relações obtidas em (IV): 


Io 2 /, 2 /, 2 
h? al+b2-cê al+c2-b? b2+c2-a? 


a2+b?-c2 b2+c2-a? a2+c2-b2 1 2 2 
Gabarito: OC = :04 = “OB = Ra DO A E 
2 i 2 í 2 ’ h? a+b?-¢? a?+c?-b? 
2 


b2+c2-a? 


22. (Inédita) 
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3 


x+ay+alz=a 
Determine para que valores de a, b e c o sistema 4 x + by + b2z = b’ é determinado. 
x+cy+cêz=c 
Comentários 
Essa questão possui enunciado curto e direto. À primeira vista, o leitor deve identificar alguns 
aspectos: essa questão envolve o estudo de soluções de sistemas lineares e, consequentemente, 
matrizes e determinantes. 
Para responder se um sistema é possível e determinado, possível e indeterminado ou 
impossível, devemos nos valer do teorema de Cramer. Escrevamos o sistema na forma de matrizes: 
1 a aN,x aê 
1 b b||y)=|b 
1 c E z E 


Perceba que se fizermos a multiplicação, obteremos o sistema descrito no enunciado. 


O teorema de Cramer afirma que, dada a matriz dos coeficientes do sistema (a que multiplica 
a coluna de incógnitas), o sistema será possível e determinado se, e somente se, o determinante da 
matriz dos coeficientes for não nulo. Calculemos o seu determinante e vejamos as condições para 
que este não se anule: 


1 aa? 1 aa? 
det|l1 b b2?|=|1 b b? 
1 c œ 1 c œ 


Esta matriz é conhecida e seu nome é Matriz de Vandermonde, cuja fórmula do determinante 
é amplamente conhecida. Porém, vamos calcular seu resultado sem jogar fórmulas prontas. 


Sabendo da propriedade de que o determinante de uma matriz não se altera quando 
trocamos uma linha ou coluna por uma combinação linear desta com as outras linhas ou colunas, 
vamos fazer algumas mudanças dentro do determinante para facilitar os cálculos. Vamos denotar 
Li,i € N, como a i-ésima linha e Cj, j € N, como a j-ésima coluna. 


Primeiro, vamos aplicar Jacobi para zerar os primeiros elementos da primeira coluna da 
segunda e terceira linhas: 


1 a a 1 a a? 
L2=L2-11>|1 b b2|=I|0 b-a b-a? 
1 c E 1 c c? 
1 a a? 1 a a? 
L3 =L3 -L1 > |0 b-a b?-a?|=|0 b-a b2-—-a? 
1 c c? O c-a e-a? 


Há, também, uma propriedade de determinantes de que se houver um fator comum 
multiplicativo em toda uma linha ou em toda uma coluna, este pode ser colocado em evidência, 
multiplicando todo o determinante. Dessa maneira, pondo em evidência b — a e c — a nas linhas 2 
e 3, respectivamente, temos: 
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1 a a? 1 a a? 
0 b-a b-a|=(b-a)(c-a)|0 1 b+a 
O c-a c-a? 0 1 c+a 


Aplicando o Teorema de Laplace na primeira coluna: 


1a a 1 b+a 
(b -a)(c-a)ļ0 1 b + al = (b - a)(c — a) |} | 
c+a 

0 1 c+a 


Finalmente, calculando esse simples determinante 2x2: 


b-ac-a |; b +a) Z (p — a)(c — a)(c + a — (b + a)) 


c+a 
1 a a 
>ļ|1 b b?|=(b-a)(c-—a)(c+a-—b-a)= (b-—a)(c-—a)(c-— b) 
1 c œ 


Dessa maneira, concluímos: 


1 aa 
1 b b?|=(b-a)(c-—a)(c-— b) 
1 c œ 


Veja que queremos que este determinante seja diferente de zero. Isso somente será possível 
quando: 


(b—a)(c—-a)(c-b)+0 
b—-a#+0 ba 
>S;ic-cat0S|icHa 
c—-b+o0 cb 


Portanto, o sistema será determinado apenas quando a, b e c forem distintos dois a dois. 


Gabarito: a + b + c 
23. (Inédita) 
Sejam q e p respectivamente os valores mínimo e máximo da expressão |z — | em que Zé 
um número complexo tal que |z| = 2. Determine o valor de a? + $°. 
Comentários 
O enunciado basicamente diz que z é um número complexo e que seu módulo é 2. Também 
cita uma expressão |z — +] e seus valores máximo e mínimo. Basicamente o problema é encontrar 
os valores máximo e mínimo da expressão modular para determinar a relação que a questão requer. 
Comecemos do fato que o enunciado fornece: z é um número complexo de módulo 2: 
>z=a+ bi 
Pela definição do módulo de um número complexo: 
|z|? = a? + b? 


Mas |z| = 2 > |z|* = 4, 
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> |a? + b? = 4| (1D) 


E 5 1 
Agora, analisemos a expressão E = |z — E 


1 
E = z=- = |a + bi- 
Z 


a+ pi 
Multiplicando o inverso de z, no numerador e no denominador, pelo seu conjugado Z = a — 


bi: 
E bJ 1 a | oi a — bi 
= ja l1 — —————  ———| = ja | — ———— 
a+bi a-—bi a? + b? 
De (I), temos a? + b? = 4: 
e=Josbi- SO] = [ar qui 
a+ bi Fi a+-bi 


Da definição de módulo de um número aa dadas suas partes real e imaginária: 


pel „5p = 00, 25? 
JE O da 
Elis 9a? da? | ab! _ 16b? MAO 2 
16 116 16) 16 
De (1) novamente, temos: 
9(a? + b?) 9.4 9 
E2? = 2— À qa Í 2 
TT +b E +b 1? 
E 24? 
> E = |- 
4 


Agora, analisando (1): 
a? + b? = 4 > a@? = 4 — b? 
Mas a? > 0 


> 4-b > 0 >[|b? < 4| 0N 


Assim, E será máximo quando b? for máximo (igual a 4), e mínimo quando b° for mínimo 
(igual a 0). 


Logo, como no enunciado o valor mínimo de E é q e o valor máximo de E é f, temos: 


Sendo assim, calculamos o valor requerido pela questão: 
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Gabarito: a? + B? = = 


24. (Inédita) 


Os ângulos da base AD do trapézio ABCD são iguais a 2æ e 28. Sabendo que o trapézio é 
circunscritível, encontre o valor de BC/AD em função de q e P. 


Comentários 


Vamos analisar o enunciado da questão: “Os ângulos da base AD do trapézio ABCD são 
iguais a 2a e 26.” Nesse trecho há apenas a explicação de que vamos tratar de um trapézio, cujos 
ângulos da base AD receberam suas representações (2a e 26). Em seguida: “Sabendo que o 
trapézio é circunscritível, encontre o valor de BC/AD em função de a e p”. Nessa última parte do 
enunciado, é dito que o trapézio é circunscritível, isto é, pode-se escrever uma circunferência que 
tangencia todos os lados do trapézio internamente, como mostra a figura abaixo: 


B 


jm 


A 4 


A D 


A questão pede a relação BC/AD em função de a e p, portanto, vamos buscar colocar os 
lados BC e AD em função de a e f, a partir de uma análise geométrica do problema. 


Inicialmente, veja que a questão fornece um trapézio qualquer, pois não conhecemos nada 
sobre os ângulos da base. O que sabemos é que as bases são paralelas, o que se deduz das 
propriedades de um trapézio. Depois ela afirma que o trapézio é circunscritível, como já foi falado 
acima. 


E aqui vai uma dica: sempre que uma questão falar em circunscrição, a primeira coisa que 
precisa ser feita é ligar o centro da circunferência aos pontos de tangência com os lados do polígono, 
pois é o que se pode usar como argumento geométrico: que os lados do polígono são tangentes à 
circunferência e, portanto, tangentes ao raio da circunferência naquele ponto. Vejamos isso 
graficamente: 
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A 


Agora, tracemos os segmentos 40,B0,C0 e DO a fim de obtermos vários triângulos 
retângulos, dos quais sabemos várias relações. A imagem fica: 


Agora, façamos as deduções geométricas desse desenho: 
ABCD é trapézio > AD//BC 
ZABC e ZBAD = 2a são alternos internos > ZABC + ZBAD = 180º 
> ZA4ABC + 2a = 180º > ZABC = 180 — 2a (D 
No quadrilátero PBQO, a soma dos ângulos internos deve dar 360º. Logo: 
ZPOQ + ZOPB + ZPBQ + ZBQO = 360º (ID 
Mas ZOPB = ZBQO = 90º e ZPBQ = ZABC (Veja figura acima). Assim, de (II): 
> ZP0OQ + 90º + ZABC + 90° = 360º > ZABC + ZP0OQ = 180º. Em (I): 
> 180º — 2a + ZP0OQ = 180º > ZPOQ = 2a (III) 


ZBCD e ZCDA = 2f são alternos internos > ZCDA + ZBCD = 180º 


> ZBCD + 2ß = 180º > ZBCD = 180 — 2 (IV) 


bo Aula Extra 1 — Questões Inéditas 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula Extra 1: ITA/IME 2020 y 


No quadrilátero SOQC, a soma dos ângulos internos deve dar 360°. Logo: 
LSOQ + ZOQC + ZQCS + CSO = 360° (V) 
Mas ZOQC = ZCS0 = 90° e ZQCS = ZBCD (Veja figura acima). Assim, de (V): 
> LZS0Q + 90° + ZBCD + 90° = 360° > ZBCD + 2S0Q = 180°. 
De (IV): 
> 180° — 28 + ZS0Q = 180° > 250Q = 26 VD 


Assim, a partir de (III) e (VI), completamos a figura da seguinte forma: 


A 
Agora, veja os seguintes pares de triângulos: 
AAPO e AATO, ADTO e ADSO, ASCO e ACQO, AQBO e ABPO 


Observe que todos estes são triângulos retângulos e que cada par possui uma hipotenusa e 
um cateto em comum (o raio do círculo). Isso implica que cada par descrito anteriormente 
estabelece uma relação de congruência, isto é, de igualdade. Pois se dois triângulos retângulos 
possuem a mesma hipotenusa e o mesmo cateto, isso implica que o outro cateto será o mesmo 
também para os dois, fato este garantido pelo Teorema de Pitágoras. Podemos garantir a 
congruência também pelo caso (LAL — Lado, Ângulo, Lado: cateto, ângulo reto, cateto r) em cada 
par. Vejamos isso apenas para um par, o restante será análogo: 
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Nesse caso, estamos analisando o par de triângulos AAPO e AATO. Teorema de Pitágoras no 
AAPO: 
AP? + r? = A0? 
Teorema de Pitágoras no AATO: 
AT? +r? = AO? 
Subtraindo a penúltima da última equação: 
> AP? = AT? 


Como medida de lados de polígono são sempre positivas, podemos tirar a raiz de ambos os 
lados: AP = AT. 


Portanto, o par AAPO e AATO possui relação de igualdade. Assim, como todos os demais. 
Dessa maneira, podemos concluir que: 


ZPAO = ZAOT = a 


A partir dessas deduções, completamos novamente a figura: 


Lembrando que a questão pede a razão BC/AD, vamos tentar escrever esses lados em 
termos de « e p. No AOBQ: 
BQ 
tga =-= BR =r-tga 
Já no AOQC: 


QC 
tgf =" > QC =r: tgh 


Mas, logicamente, BC = BQ + QC 


>|BC=r-tga+r-tgb=r(tga-+tgB) 


Agora, vamos achar AD. No AMOT: 


r 
tga = — > AT = — 
ge AT tga 


No ADTO: 
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r 
tgß = — > TD = — 
gÊ =D 

Mas, logicamente, AD = AT + TD 


r r 1 1 
> AD = — + ( + ) 


tga tgp Nega  tgß 
t +t 

s Ap = E92 + tab) 
tga - tgB 


Portanto, queremos: 


BC 1 tga - tgB 
a “ap CO aa) 


EN t 
ap = *9% gB 


= tga : tgf 


a BC . 
Gabarito: ap 7 t94 tgB 
25. (Inédita) 


z 5 % E 
Determine as equações das retas que passam pelo ponto (- m 5) e que são tangentes à cônica 


2x? + 3y? = 35. Em seguida, calcule as retas bissetrizes dos ângulos formados entre as retas 
tangentes encontradas 


Comentários 


O enunciado é claro ao comunicar o que se requer para a resolução: equações das retas que 
5 5 A. ; 
passam pelo ponto | — =, 5 ) e que são tangentes à cônica descrita. 
2 


Tome, portanto, uma reta qualquer y = ax + b. Queremos que ela passe pelo ponto 
(-:, 5). Logo: 


5 
5=-74 +b > 10 = -5a + 2b > 2b = 5a + 10| (D 


Multiplicando a equação da reta por 2 e substituindo (I): 


2y = 2ax + 2b 


>|2y = 2ax + 5a + 10| (ID 


O ponto de tangência entre a reta e a cônica satisfaz tanto à equação da reta, quanto à da 
cônica. Se denotarmos o ponto de tangência como T = (X,Y), temos: 


Mme 
2X? + 3Y? = 35 
Elevando a primeira equação ao quadrado e multiplicando a segunda por 4: 
~ = 4a2X? + 4aX (5a + 10) + (5a + 10)? 
8X? +3 - 4Y? = 140 


P Aula Extra 1 — Questões Inéditas 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula Extra 1: ITA/IME 2020 er 


Multiplicando a primeira por 3 e subtraindo da segunda, e sabendo que (5a + 10) = 5(a + 
2): 
—8X? = 12a?X? + 60aX (a + 2) + 75(a + 2)? — 140 


> |4(2 + 3a?)X? + 60a(a + 2)X + 75(a + 2)? — 140 = 0| (IN) 


Essa equação é uma equação quadrática e, portanto, geralmente tem duas soluções. Porém 
sabemos que a reta y = ax + b que estamos considerando é tangente a cônica, de forma que só 
pode existir um ponto de tangência, por definição. Portanto, só pode existir um valor de X que 
satisfaça (HTI). 


Uma equação quadrática possui apenas uma solução se, e somente se, seu discriminante A = 
0. Dessa maneira: 


A = 602a? (a + 2)? — 4 - 4(2 + 3a?) : (75(a + 2)? — 140) = 0 


Vamos abrir esse produto. Uma dica ao fazer esse tipo de procedimento é organizar as 
multiplicações numéricas em produtos de potências de números primos, para facilitar o 
reconhecimento de fatores comuns depois. Assim, após muita conta, a expressão fica: 


> 432a? — 960a — 512 = 0 
Dividindo a mesma por 16: 

(IV) 
Esta equação é também quadrática. Resolvendo-a, temos: 


60 + y (—60)? — 4 - 27 - (—32) 10+14 
=D 


2:27 9 
Achamos dois valores de a e, portanto, dois valores de b. De (1): 
2p=50 41052-250 410. p= DEE 
Basta substituirmos na equação da reta para obtermos as equações das retas: 
10+14 8 70+35 35 
e g gg = 
Logo, a equação de uma reta tangente é: 


8x + 35 


ans = = 3y — 8x —-35 =0 


Por outro lado, 


10 — 14 4 70-35 35 
sea Rd RÉ 5g 
Assim, a equação da outra reta tangente é: 
4 35 —4x +35 
Pei y = 9 


>|9y+4x—-35=0 
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EET 5 E 
Logo, as duas retas tangentes à cônica 2x? + 3y? = 35, passando pelo ponto (-:, 5) são 


r: 3y — 8x — 35 = 0||e ||s: 9y + 4x — 35 = 0 ||. 


Para encontrar as retas bissetrizes dos ângulos formados entre as retas tangentes, basta 
lembrar que as distâncias de um ponto qualquer da bissetriz de um ângulo às retas que o formam 
são iguais. Isso é até intuitivo, dado que a reta bissetriz divide um ângulo de maneira simétrica. Veja 
a figura: 


As retas contínuas são as tangentes à elipse, e as tracejadas são as bissetrizes que queremos 
achar. Dessa maneira, seja um ponto da reta bissetriz B = (x,y). Sabendo que as distâncias desse 
ponto às retas tangentes são iguais (e usando a fórmula de distância de ponto à reta), temos: 


d(B,r) = d(B,s) 
13 — 8x — 351] 1|9y + 4x — 35]] 
V37+8 —  VZFŁ 
Elevando ambos os lados ao quadrado e multiplicando meios e extremos: 
> 97(3y — 8x — 35)? = 73 (9y + 4x — 35)? 
> 97(3y — 8x — 35)? — 73(9y + 4x — 35)? = 0 
Fatorando como diferença de quadrados: 


(V97(3y — 8x — 35) — V73(9y + 4x — 35)) - (V97(3y — 8x — 35) + V73(9y + 4x — 35)) = 0 


> 


Agrupando os termos em x e y: 
((3V97 — 973)y — (8V97 + 4V73)x — 35(V97 — 73) 
(3497 + 973)y — (897 — 4V73)x — 35(N97 + V73)) = 0 


Dessa maneira, temos um produto de duas equações de retas que devem ser 0. Logo: 
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na — 9V73)y — (8V97 + 4/73)x — 35(V97 — V73) = 0 
(3/97 + 9/73)y — (8/97 — 4N73)x — 35(V97 + V73) = 0 


Portanto, como as incógnitas x e y eram coordenadas de pontos pertencentes à bissetriz, 
então essas equações de retas são as equações das bissetrizes desejadas. 


Logo, as equações das retas bissetrizes são: 


t: (3/97 — 9/73)y — (8/97 + 4N73)x — 35(V97 — V73) = 0 
v: (3/97 + 9/73)y — (8/97 — 473)x — 35(V97 + V73) = 0 


Gabarito: Retas tangentes r: 3y — 8x — 35 = 0; s: 9y + 4x — 35 = 0; 


retas bissetrizes t: (3/97 — 9/73)y — (8/97 + 4V73)x — 35(V97 — V73) 
= 0; v: (3/97 + 9/73)y — (8/97 — 4/73)x — 35(V97 +73) = 0 
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1. LISTA DE QUESTÕES 


1. (ITA/2018) 


Sejam a e b números inteiros positivos. Se a e b são, nessa ordem, termos consecutivos de uma 


12 
progressão geométrica de razão 1/2 e o termo independente de (ax — =) é igual a 7.920, 


então a + b é 
a) 2. 
b) 3. 
c) 4. 
d) 5. 
e) 6. 


2. (ITA/2014) 


s A a n+1 fn _ (n+1 Er 
Para os inteiros positivos k en, com k < n, sabe-se que a r) = Los Então, o valor de 


n Tyn ln 1 m 
o a 
é igual a 
a)2" + 1. 
b) 2”+tt +1. 
o 


n 
on+i=1 


d) 


n+1 ` 
2n-1 


e) ; 


n 


3. (ITA/2013) 

O coeficiente de x*y? no desenvolvimento de (1 + x + y)? é0 
a) 3150 

b) 6300 

c) 75600 

d) 81900 

e) 151200 


4. (ITA/2010) 
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A expressão (23 + v5). — (23 = v5). é igual a 
a) 26305 

b) 26905 

c) 27125 

d) 1584/15 

e) 1604/15 


5. (ITA/2006) 


Determine o coeficiente de x? no desenvolvimento de (1 + x + x?2)º. 


6. (ITA/2004) 


O termo independente de x no desenvolvimento do binômio 


12 
3Vx 3|5x 
5x 3Vx 


é 
a) 729N45 
b)972W15 


c) 891° 
5 
d) 376 É 
3 


e) 165V75 


7. (ITA/2003) 


Considere o conjunto S = {(a,b) EN x N:a + b = 18). A soma de todos os números da 
forma, (18) /(a! b!), V(a,b) ES, é: 


a) 86 
b) 9! 
c) 9º 
dj 12° 
e) 12! 
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8. (ITA/2002) 

Mostre que 

Z 
xX 


xX 4 
ERRA ) > Cas 


para quaisquer x e y reais positivos. 


Obs.: Cap denota a combinação de n elementos tomados p a p. 


9. (ITA/2001) 


Sabendo que é de 1024 a soma dos coeficientes do polinômio em x e y, obtido pelo 
desenvolvimento do binômio (x + y)”, temos que o número de arranjos sem repetição de m 
elementos, tomados 2 a 2, é: 


a) 80 
b) 90 
c) 70 
d) 100 
e) 60 


10. (ITA/2001) 


A respeito das combinações mostradas na figura adiante, temos que, para cada n = 1,2,3,... 


An e n 


11.(ITA/2000) 


20! 
Seja f(x) = n=0 n!(20-n)! 


Considere as afirmações: 
I. f(1) = 2; 
ll. f(—1) = 0; 


x” uma função real de variável real em que n! indica o fatorial de n. 
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i. f(=2) = 1. 

Podemos concluir que 

a) Somente as afirmações le Il são verdadeiras. 
b) Somente as afirmações Ile Ill são verdadeiras. 
c) Apenas a afirmação | é verdadeira. 

d) Apenas a afirmação Il é verdadeira. 


e) Apenas a afirmação III é verdadeira. 


12.(ITA/1996) 


Dadas as afirmações a seguir: 


(D) K + () + (0) T aa $ C) =2",n EN. 


(N 8 = (6) .n ENk=0,1,2,..,n. 


(IT) Existem mais possibilidades de escolher 44 números diferentes entre os números inteiros 
de 1 a 50 do que escolher 6 números diferentes entre os inteiros de 1 a 50. 


Conclui-se que: 
a) todas são verdadeiras. 
b) apenas (I) e (Il) são verdadeiras. 
c) apenas (I) é verdadeira. 
d) apenas (Il) é verdadeira. 
( 


e) apenas (Il) e (III) são verdadeiras. 


13.(ITA/1995) 


Para cada n E N temos que: 


4n 4n 4n 
E O a CN 
é igual a: 
a) (=1)" 2%” 
b) 22n 
c) (—1)” . 2” 
d) (=4 jet . 22n 
e) (=i) . 2n 


14. (IME/2017) 
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10 
No desenvolvimento de (x -sen 26 + cos 28) o valor do termo independente de x é igual 
a 63/256. Considerando que f é um número real, com 0 < p <7n/8ex + 0,0 valor de p é: 


a) 1/9 

b) 7/12 
c)m/16 
d)n/18 
e) 1/24 


15. (IME/2016) 
O valor da soma abaixo é: 
2016 2017 2018 2019 2020 2016 
Cs Es dCs Es Es Ae) 

a) 9 

b) o 

c) C 

d) wa 

e) o] 


16. (IME/1994) 


10 
. 3a? 2m m 
No desenvolvimento de A = = + zm) , a razão entre a parcela contendo o fator alím? e a 


parcela contendo o fator al“m? é igual a 9/16. Se a e m são números reais positivos tais que 
A = (m? + 4)º, então: 


a)a:m = 2/3 
b)a:m = 1/3 
c) at m= 5/2 
dda+tm=5 

e)a- m = 5/2 


17. (IME/1992) 
A igualdade X }_o(—1)* "Ed Fia ta 2” = 64 é válida para: 
a) Quaisquer que sejam n e m naturais positivos. 


b) Qualquer que seja n natural positivo e m = 3. 
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c)jn=13em=6. 
d)n ímpar em par. 


e) n.d.a. 


18. (IME/1992) 
No desenvolvimento de (x + y), ordenado segundo as potências decrescentes de x, a 


somado 2º termo com 1/10 do termo de maior coeficiente é igual a oito vezes a soma de todos 


1 
os coeficientes. Se x = (2)7+t e y = (5) 2, então: 
a)z € [0,1]. 

b) z € (20,50). 

c) z E (—oo, 0]. 

d) z e [1,15]. 


e) n.d.a. 


19. (IME/1991) 

Sejam 4 = A i eB = E n, Se ln B — ln A = In SÉ então n é igual a: 
a) 5. 

b) 6. 

ET, 

d) 8. 


e) n.d.a. 


20. (IME/1988) 


No desenvolvimento de (1 + 3x)”, a razão entre os coeficientes dos termos de terceiro e 
primeiro graus em x é 6(m — 1). O valor de m é: 


a) 3. 
b) 4. 
c) 6. 
d) 8. 
e) 10. 


21. (IME/1987) 


No desenvolvimento de (x? + 3x)!2, o coeficiente de x”? é: 
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a) 34-55 

b) 35-110 
c) 36.55 

d) 3: 110 

e) 55 


22.(IME/1984) 

O valor de m tal que }p-o fg 2? = 729 é: 
a) 14. 

b) 9. 

c) 6: 

d) 7. 

e) 8. 


23. (IME/1975) 


2 
Qual é o valor de J7-o() ? 


24. (IME/1974) 

A condição para que c) seja o dobro de RA é que: 
a)n + 1 seja múltiplo de 3. 

b) n seja divisível por 3. 

c)n — 1 seja par. 

d)n = 2k. 


e) n.d.a. 
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2. GABARITO 


Demonstração 
b 


O 0 NO UE wNH 
D 
pa 
D 


m. 
= 
D 


11.b 
12.b 
13.a 
14.e 
15.d 
16.c 
17.b 
18.e 
19.e 
20.c 
21.c 
22.c 
23.b 
24.e 


3. LISTA DE QUESTÕES COMENTADAS 


1. (ITA/2018) 

Sejam a e b números inteiros positivos. Se a e b são, nessa ordem, termos consecutivos de uma 
progressão geométrica de razão - e o termo independente de (ax — 2) e igual a 7.920, 
então a + b é 

a) 2. 

b) 3. 

c) 4. 

d) 5. 

e) 6. 


Comentários 
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Como a e b são, nessa ordem, termos consecutivos de uma P.G. de razão 1/2, 


b=- Sas 
= 2 q= 
12 
Seja p(x) = (ax = =) . Então: 


p= (Pema (L) =D (Bent z pe. at 
k=0 pr 


Para zerar o expoente de x e obter o termo independente, temos que 


3k 
12-57 =0Sk=8 


12 

[x°]p(x) = 7920 e (4) OD 24b? =23:.9:11:10 5 
12:11-10:9-8! 
. 94. h12 — 93.0. . 12 — = = 
A32 2*-b 2º:9-:11:10 & b 1 &b isa 2 
pois b é um inteiro positivo. 
Assim, a + b = 3. 
Gabarito: “b” 


2. (ITA/2014) 
Para os inteiros positivos k e n, com k < n, sabe-se que E () = Los Então, o valor de 


LEA a 


é igual a 

a)2" +1. 

b)27+1 +1. 
antt 


n 
anti =4 


n+1 ` 
2"-1 


e) 


Comentários 


= . 


Seja S a soma pedida. Então, 
n+1;n n+1;n n+1;n n+1;n 
Re) la) e a (o) 
n+1)-S= CSI + (5 )+ +E) 
á = 0 0 1 2 3 n+41 
Como a soma da j-ésima linha do triângulo de Pascal vale 2º, temos 
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qn+1 1 
n+1 
Gabarito: “d” 


(n+D):S=-1+4+2"155 = 


3. (ITA/2013) 

O coeficiente de x*y* no desenvolvimento de (1 + x + y)1!º é0 
a) 3150 
b) 6300 
c) 75600 
d) 81900 
e) 151200 
Comentários 


Procuramos pelo número de maneiras de escolher, dentre os fatores do produtório, 4 vezes 
o fator x, 4 vezes o fator y (e 2 vezes o fator 1). Tal número é: 


= (1) (5) (5) o 10.9.8.7 6.5.4.3 1= 3150 
“Aa4JM/Ã2) 4321 4321 0 


visto que ao escolher os 4 fatores x, sobram 6 fatores (e depois, ao escolher os 4 fatores y, sobram 
2 fatores). 


Gabarito: “a” 
4. (ITA/2010) 
A expressão (23 + v5). = (2v3 = A é iguala 
a) 2630V5 
b) 2690 V5 
c) 27125 
d) 1584V15 
e) 1604V15 


Comentários 


Para facilitar os cálculos, seja a = 2V3 eb = v5. Assim, a expressão E fica: 


E = (a + b)’ — (a — b)’ = ` (7) ask — Sen C) a5-k př 


sa Y eae (ore (O 


k ímpar, k=0 


E = 2V5 (5 -144+ 10 -12-5 + 1-25) = 2690V5 
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Gabarito: “b” 


5. (ITA/2006) 
Determine o coeficiente de x? no desenvolvimento de (1 + x + x?)º. 
Comentários 
Podemos construir um fator x4 das seguintes maneiras: 
1. Utilizando dois fatores x? e sete fatores 1: 
9 
(5) = 36 possibilidades 


2. Utilizando um fator x?, dois fatores x e seis fatores 1: 


9/8 
C) (>) = 9.28 = 252 possibilidades 


3. Utilizando quatro fatores x e cinco fatores 1: 
9 
(1) = 126 possibilidades 


Assim, pelo princípio aditivo, temos que [x4](1 + x + x2)º = 36 + 252 + 126 = 414 
Gabarito: 414 


6. (ITA/2004) 


O termo independente de x no desenvolvimento do binômio 
12 
[E 3) 5x 
5x 3Vx 


a) 729V45 
b)972W15 


c) 891° 
5 
d) 376 É 


e) 165V75 


Comentários 


q I 
Seja A = E- fo 3 = AX 5 eB = [== fix = bxi. 


Da expansão binomial: 
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a 1 12 12 12 a 12-k 1 k 
a-oa- t] È e) (a 
k=0 
12 


= >. (7) (—1)a12-kpkyz 4 


k=0 
Para o termo independente, k/2 — 4 = 0 & k = 8. Assim, o termo independente T é: 


12 332.45 “alas 3 
= 4h6+2 — UN d> Ei 3/ 
I (5)a b 495 (5) (=) 9 165V75 


Gabarito: “e” 


7. (ITA/2003) 
Considere o conjunto S = {(a,b) ENxN:a+b = 18). A soma de todos os números da 


forma, Et v(a,b) E S,é: 
alb! 


Comentários 
Considera-se N = {0, 1, 2,3, ... }, conforme a capa da prova de 2003. 
Pode-se parametrizar os elementos de S por s, = (18 — k, k), para k E (0,1,...,18). 


Se f (a,b) = GeD temos: 


alb!” 
18 


18 18 
roe aa A A = 


unn 
a 


Gabarito: 


8. (ITA/2002) 

Mostre que 

4 
X 


A 4 
E F 2 + ) > Coss 


para quaisquer x e y reais positivos. 
Obs.: Cap denota a combinação de n elementos tomados p a p. 


Comentários 
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4 
Pela desigualdade das médias, MA > MG, temos que a > 2. Assim, (+ 2 +2) > 
(2 + 2)” = 44 = 256 > 70 = Cg,4- 


Gabarito: Demonstração. 


9. (ITA/2001) 


Sabendo que é de 1024 a soma dos coeficientes do polinômio em x e y, obtido pelo 
desenvolvimento do binômio (x + y)™, temos que o número de arranjos sem repetição de m 
elementos, tomados 2 a 2, é: 


Comentários 


A soma dos coeficientes em um polinômio pode ser obtida aplicando-se o polinômio em 1. 
No caso de duas variáveis, cada variável é aplicada em 1. Assim, 1024 = (1+1)! > m = 10. 
Logo, Am 2 = 10 : 9 = 90. 


Gabarito: “b” 


10. (ITA/2001) 


A respeito das combinações mostradas na figura adiante, temos que, para cada n = 1,2,3, ... 


a diferença a, — bn é igual a: 
ya b -( 2n ) 
0 TT ed 


Comentários 
= (2n)! (2n)! o (2n)! 1 S o (2n)! o 
an — Pn = al -y oen mo Dak ma) = n- (n=1!-(n+1)n! o 


1 (= 1 
n) an 


Gabarito: “e” 
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11.(ITA/2000) 


20! 
Seja f(x) = n=0 Bo 


Considere as afirmações: 


x” uma função real de variável real em que n! indica o fatorial de n. 


LI d)=2; 
ll. f(—1) = 0; 
i. f(-2) = 1. 


Podemos concluir que 

a) Somente as afirmações | e Il são verdadeiras. 

b) Somente as afirmações Ile Ill são verdadeiras. 

c) Apenas a afirmação | é verdadeira. 

d) Apenas a afirmação Il é verdadeira. 

e) Apenas a afirmação Ill é verdadeira. 
Comentários 


Reconheça na expressão da função que f(x) = (1 + x)?º. Assim, fica fácil responder às 
assertivas. 


l. Falsa. f(1) = (1 + 1)”? = 2” + 2. 
II. Verdadeira. f(-1) = (1 — 1)” = 02º = 0. 
lll. Verdadeira. f (—2) = (1 — 2)” = (—1)”? = 1. 


Gabarito: “b”: |. Falsa; Il. Verdadeira; Ill. Verdadeira. 


12.(ITA/1996) 


Dadas as afirmações a seguir: 


(D (5) E () $ G fet a + C) = 2” nen. 
(ND (o - Cm ENKk=0,1,2,..,n. 


(UIT) Existem mais possibilidades de escolher 44 números diferentes entre os números inteiros 
de 1 a 50 do que escolher 6 números diferentes entre os inteiros de 1 a 50. 


Conclui-se que: 

a) todas são verdadeiras. 

b) apenas (1) e (II) são verdadeiras. 
c) apenas (I) é verdadeira. 

d) apenas (Il) é verdadeira. 

e) apenas (Il) e (III) são verdadeiras. 


Comentários 
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Verdadeiro. Já utilizamos esse resultado nas questões anteriores, mas aqui vai a 
demonstração, feita por contagem dupla: Seja o problema de contar o número de 
subconjuntos de um conjunto com n elementos. Seja f(n) tal número. Por um lado, 
podemos contar quantos subconjuntos com k elementos existem, e somar para todos os 
possíveis valores de k, isto é, f(n) = ral): Por outro, para cada elemento do 
conjunto, há duas possibilidades na construção de um subconjunto: ou o elemento está 
ou não está. Assim, pelo princípio multiplicativo, f(n) = 2”, o que conclui a prova. 
Verdadeiro. 

n n! n! n 

(e) “Gn (n-k)!k! (a-a) 
Falso. Pelo item anterior, (44) = ©) 


Gabarito: “b”. |: V, Il: V, Il: F. 
13.(ITA/1995) 
Para cada n E N temos que: 
(D+) -—( 4n )+1 
2 4 4n- 2 
é igual a: 
TE 
b) 22” 
gE 
d) (—1)”+1 . 22n 
e) (MH pn 
Comentários 
A soma pedida é: 
2n in 
Sm = 2) 
Seja fa: C > C; flo) = (1 + x)*”. Então: 
4n 
fax) = >. xi E] 
mo 


Gabari 


Perceba que S, = Re(fa(i)). Computando: 
hO =0+)” = (Veis ©) = 2" (cis(n))” = (—1)"2?” 
Assim, como fa (i) E€ R, temos que S, = Re(fi(i)) = R = (12, 


to: “a” 


P Aula 16 — Binômio de Newton 
www .estrategiavestibulares.com.br 


« 


Professor Victor So 
Aula 16: Lista de Questões 
14. (IME/2017) 
1 W , 
No desenvolvimento de (x «sen 2B + 7 Cos 26) o valor do termo independente de x é igual 
63 ' ? ; ; 
Ac Considerando que f é um número real, com 0 < £ < =e x + 0,0 valor de p é: 
a) õ 
VIA 
b) T 
VIA 
C) T 
d) Z 
e) 


18 
TT 
Comentários 


24 


O (k+1)-ésimo termo do desenvolvimento é: 


Tera = (1) @ -sen 200 (Z cos 28) = (TP) (sen 26)" (cos 2): - x10-2k 


O termo independente T tem expoente zero em x: 10 — 2k = 0 &k=5 


10 252 63 
T= Ls ( Ê ) (sen 28)º(cos 26)º = = Q -sen 2B - cos 26)? = g Sente 
Segundo o enunciado, T = 63/256. Assim, sen” (46) = = = = > sen (48) = - > 46 = a 5 


Sendo as últimas implicações dadas que O < f < E SS 0<4B< A 
Gabarito: “e” 


15.(IME/2016) 


O valor da soma abaixo é: 
2016 2017 2018 2019 2020 2016 
I a a IN a I a 
a) ~) 
b) wy 
c) g 
d) o, 
e) o) 
Comentários 


Uso extensivo da relação de Stifeel, (3) + o = (1). 
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2016) /2017) 2018) /2019 (2020) 2016 
ne PC: pelo ur JaC: ag )= 
2017) /2017) 20184 /2019 2020 
E pais ap PC: E )= 
2018) /2018\ /2019\ /2020 
a Pr HA Dr )= 
2019) /2019\ /2020 
( 6 JH 5 Del 5 )= 
2020) /2020\ /2021 
Ce PETR? 
Gabarito: “d” 


16. (IME/1994) 


10 
: 3a? 2m ã 
No desenvolvimento de 4 = (= + m) , a razão entre a parcela contendo o fator além? e a 


e 9 EE ! o 
parcela contendo o fator a*m? é igual a = Se a em são números reais positivos tais que 4 = 
(m? + 4)º, então: 


Comentários 


A (k+1)-ésima parcela do desenvolvimento é: 


10-k k 
P= (12) (=) = - (12) 32-40, 310-2k q20-2k pk 
k 2 3 k 


Do enunciado, P/P, = 9/16, ou seja: 


10 
Assim, A = (m? + 4)? = (m + =) , logo: 


5m!º Sm? 25m? 
m? +45 = (2) >m? +4 = (2) = 


3 => 9m? + 36 = 25m? 
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Como a,m E Rt, temos: 


3 
m =- 
2 
a= |-m5a= 
Analisando as alternativas, vemos que 
+ 1+ 
a+m= == 
2 2 


Portanto, o gabarito é a letra c. 


Gabarito: “c”. 
17. (IME/1992) 


A igualdade X }_(—1)* Ala PA os (7) 27 = 64 é válida para: 


a) Quaisquer que sejam n e m naturais positivos. 


) 
b) Qualquer que seja n natural positivo e m = 3. 
c)jn=13em=6. 

d) n ímpar em par. 

e) n.d.a. 


Comentários 


Perceba que 7"e 2” não variam dentro dos somatórios. Usando que (1 +x) = 
Ru (e); 


Xa De ( e P x nY () rmy" je raves 
k=0 j=0 
= o2m 


Assim, 2?” = 64 S&S m=3. 
Gabarito: “b” 
18. (IME/1992) 


No desenvolvimento de (x + y)º, ordenado segundo as potências decrescentes de x, a soma 
1 EA pa s 
do 2º termo com do termo de maior coeficiente é igual a oito vezes a soma de todos os 


ge 
coeficientes. Se x = (2)7*t e y = (=) ? então: 


a)z € [0,1]. 
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b) z € (20,50). 


c) z E (—oo, 0]. 
d) z e [1,15]. 
e) n.d.a. 


Comentários 


Segundo as potências decrescentes de x, o (k+1)-ésimo termo do desenvolvimento é: 


6 
T = ( m k 
k+1 k y 
O termo de maior coeficiente é T, = 20xºy?. Um outro relevante é T, = 6xºy1. 


A soma de todos os coeficientes é obtida fazendo x = y = 1, o que dá (1 + 1)º = 2º. Do 
enunciado: 


x ppl =D: 26 > xy (3x4 + x?y?) = 28. 


1 
z—= 1 
Se x = 27+! e y = (+) 2 = (27272 = PARAR temos: 


22+1, 9-22+1., (Bs Q42+4 4 922+2. 252241) = 28 
27z+2, (3 - 24244 4 8) = 28 & 3.2Ht4 } g = 26tz 
6: 247 +1 = 28+ (*) 
Substituição: t = 27 
6tt+1=8t 
Seja f(t) = 6t* — 8t + 1. 
> f(0)=Lf(1)= —1e f(2) = 81 

Pelo teorema de Bolzano, existem raízes reais para f nos intervalos [0,1] e [1,2]. Para t € 

[0,1], temos z = ln t E€ (—œ, 0] e, para t E€ [1,2], temos z = Int € [0,1n 2] € [0,1]. Logo, existem 


raízes reais para (*) tanto no intervalo do item (a) quanto no do item (c) e, portanto, a resposta 
correta é n.d.a.. 


Gabarito: “e” 


19. (IME/1991) 


Sejam A = Xk-o(})3* e B = Xkzo(”, )11º.SelnB — ln A = In SÉ então n é igual a: 


Comentários 
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A = (1 +3)", B = (1 + 11)™t. 
ln B — ln A = ln 12™t — In 4” = (n — 1)ln 12 -n -ln4 
= n(ln 12 — ln 4) — ln 12 = n-ln3-— ln 12 
Daí, do enunciado, 


6561 38 


n:ln3 -— lIn 12 = ln =Inq- =8:In3-In4=9-In3-Qn3 +In4) =9-In3 — In 12 


Portanto, n = 9. 


Gabarito: “e” 


20. (IME/1988) 


No desenvolvimento de (1 + 3x)”, a razão entre os coeficientes dos termos de terceiro e 
primeiro graus em x é 6(m — 1). O valor de m é: 


a) 3. 
b) 4. 


(0 


© 


)6 
) 8. 
e) 10. 
Comentários 


O termo geral é: 


Tea = (1) GA 


3 
Do enunciado, = 6(m- 1) € T, = 6(m- DT, 
2 


G) e =6m- D7) so MEP MD 23. (m-1)m:3 


m-2=45S5m=6. 


un 
c 


Gabarito: 


21. (IME/1987) 


No desenvolvimento de (x? + 3x)!2, o coeficiente de x?’ é: 


Comentários 


P Aula 16 — Binômio de Newton 
www .estrategiavestibulares.com.br 


Professor Victor So 
Aula 16: Lista de Questões F 


O termo geral é: 
12 12 
Tesi = ( k ) (x2) 2 (3x) = ( k ) 3K y?24-k 
Assim, [x2º] (x? + 3x)2 = (2)3! = 495 -34 = 55.36 


unn 
Cc 


Gabarito: 


22. (IME/1984) 


O valor de m tal que Xp-o (7) 2P = 729 é: 


Comentários 
(1 +2)” =729=36 &m=6 


unn 
Cc 


Gabarito: 
23.(IME/1975) 
Qual é o valor de 52o (®)*? 
a) (1). 
b) (7). 


d) 2”. 
e) n.d.a. 
Comentários 


Identidade de Vandermonde. Para todos m,n,r E N, vale que 


T 
(” + i y (1 ( n ) 
r) k/\r=-k 
k=0 
Pode ser pensado assim: o número de maneiras de escolher r crianças dentre m + n para uma 


peça de teatro é igual ao somatório para todos os valores de k do número de maneiras de escolher 
k meninas dentre m e depois r — k meninos dentre n. 


Usando a identidade, com r = m =n, obtemos: 
n 
2n n n 
(1) OG! 


ĝo Aula 16 — Binômio de Newton 
www.estrategiavestibulares.com. br 


Professor Victor So 
Aula 16: Lista de Questões F 


Fazendo a troca (" )= (1), 
E) 


Obs: Numa prova objetiva não se deve perder tempo com esse tipo de demonstração, 
devendo ficar para o final da prova caso sobre tempo apenas. Caso não tenha o resultado decorado, 
apenas substitua alguns valores a fim de tentar eliminar a maioria das alternativas. Nesse caso, 
sobraria apenas b) e n.d.a.. 


Gabarito: “b” 


24. (IME/1974) 
A condição para que (1) seja o dobro de SA é que: 


a)n + 1 seja múltiplo de 3. 


) 
) 


b) n seja divisível por 3. 


c)n — 1 seja par. 
d) n = 2k. 
e) n.d.a. 


Comentários 


(D-2(," )- ER OEE a E CR 
k k—1 kn) (k—1)!(n-k+1)! (k—-1)!(n-k)!\k n-k+1 
E n! Sto (na (Da 2k ) 
(k—1)! (n-k)! k(ín-k+1) k/ n-k+1 k n-k+1 

Assim, nenhuma das alternativas a) até d) satisfaz que a subtração dê zero. 


Gabarito: “e”. 
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